
Jox ponexto o diferencijabilnosti

1 Teorijski uvod

Stav: Neka je f : (a, b)→ R diferencijabilna funkcija. Tada:
(1) Ako je f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b), tada je f konstantna funkcija;
(2) Ako je f ′(x) ≥ 0 za sve x ∈ (a, b), tada je f rastu�a, a ukoliko je f ′(x) > 0 za sve x ∈ (a, b), tada je f
strogo rastu�a funkcija.
(3) Ako je f ′(x) ≤ 0 za sve x ∈ (a, b), tada je f opadaju�a, a ukoliko je f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, b), tada je f
strogo opadaju�a funkcija.
(4) Ako je |f ′(x)| ≤ L za sve x ∈ (a, b), tada je f Lipxicova funkcija i pri tome je Lipxicova kon-
stanta ma�a ili jednaka od L. Xtavixe, Lipxicova konstanta je jednaka sup

x∈(a,b)
|f ′(x)|. Specijalno, f je

ravnomerno neprekidna na (a, b).
Stav: Ako postoji desni limes izvodne funkcije f ′(x+) u taqki x, onda postoji i desni izvod f ′+(x) u
taqki x i jednaki su. Sliqno, ako postoji levi limes izvodne funkcije f ′(x−) u taqki x, onda postoji
i levi izvod f ′−(x) u taqki x i jednaki su. Konaqno, ako postoji limes funkcije f ′ u taqki x, onda je f
diferencijabilna u x.
Stav [Stacionarne taqke i lokalni ekstremumi]: Neka je f n puta diferencijabilna u taqki a, i
neka je f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0 i f (n)(a) = 0.
(1) Ako je n neparno, tada a nije lokalni ekstremum funkcije f .
(2) Ako je n parno i f (n)(a) > 0, onda f ima lokalni minimum u a, a ako je f (n)(a) < 0, tada f ima lokalni
maksimum u a.
Definicija [Konveksne funkcije]: (1) Neka je data funkcija f : I → R, gde je I ⊆ R interval.
Ka�emo da je funkcija f konveksna ako za sve x, y ∈ I i sve λ ∈ [0, 1] va�i

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y);

(2) Analogno, ka�emo da je f konkavna ukoliko u prethodnoj nejednakosti stoji znak ≥. Kako za x = y,
kao i za λ = 0 odnosno λ = 1 svakako va�i znak jednakosti, to ka�emo da je f strogo konveksna ako u
gor�oj nejednakosti stoji znak < za sve x 6= y i sve λ ∈ (0, 1). Analogno se posle toga definixe pojam
strogo konkavne funkcije.
(3) Nagibna funkcija funkcije f u taqki a je funkcija νa : I \ {a} → R zadata kao

νa(x) =
f(x)− f(a)

x− a
.

Stav: Funkcija f : I → R je konveksna akko je �ena nagibna funkcija νa rastu�a za svako a ∈ I.
Stav: Neka je f : I → R konveksna funkcija.
(1) U svakoj taqki x ∈ int I postoje f ′−(x) i f

′
+(x) i va�i f ′−(x) ≤ f ′+(x);

(2) Skup taqaka iz int I je najvixe prebrojiv;
(3) f je neprekidna na int I.
Primedba: U prethodnom stavu, u delu pod (3), tvr�e�e ne va�i ukoliko uzmemo I umesto int I. Naime,
funkcija f : [0, 1]→ R data sa

f(x) =

{
1, x = 0

x, 0 < x ≤ 1

je primer konveksne funkcije koja je prekidna u rubnoj taqki x = 0.
Stav Neka je f : (a, b) → R dva puta diferencijabilna funkcija na (a, b), tj. f ∈ D2(a, b). Ako je
f ′′(x) ≥ 0 za sve x ∈ (a, b), onda je f konveksna funkcija, a ukoliko je f ′′(x) ≤ 0 za sve x ∈ (a, b), onda je
f konkavna funkcija.
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2 Zadaci

1. Dokazati da va�e slede�e nejednakosti:
(a) | 1

1+x −
1

1+y | ≤ |x− y|, za x, y > 0;

(b) | arctanx− arctan y| ≤ |x− y|;
(v) b−a

cos2 a ≤ tan b− tan a ≤ b−a
cos2 b , za 0 ≤ a < b < π

2 ;
(g) 1

a+1 ≤ log 1+a
a ≤

1
a , za a > 0.

2. Ako je lim
x→+∞

(f(x) + f ′(x)) = A, dokazati da je lim
x→+∞

f(x) = A.

3. Data je funkcija

f(x) =
3

√
ex − 1− x− x2

2
.

Ispitati diferencijabilnost funkcije f .

4. Ako je f diferencijabilna funkcija, f(a) = 0 i ako postoji M ∈ R takvo da je |f ′(x)| ≤M |f(x)| za
svako x ∈ [a, b], dokazati da je onda f ≡ 0 na [a, b].

5. Neka je f parna funkcija koja je dva puta neprekidno-diferencijabilna na R. Ako je f ′′(0) 6= 0,
dokazati da funkcija f ima ekstremnu vrednost u nuli.

6. Neka je f dva puta diferencijabilna funkcija takva da je f(0) = f(1) = 0 i min
x∈[0,1]

f(x) = −1.

Dokazati da je max
x∈[0,1]

f ′′(x) ≥ 8.

7. Neka je f ∈ C[0, 1] ∩D(0, 1), f(0)f(1) 6= 0 i f ′(x) 6= 0 kad god je f(x) = 0. Dokazati da funkcija f
ima samo konaqno mnogo nula na [0, 1].

8. Dokazati da funkcija f(x) = arctan log2 x ima dve prevojne taqke u intervalu (0, 1) i jednu u (1, 2).

9. Odrediti broj realnih rexe�a jednaqine x3 = 6arctanx+ 1.

10. U zavisnosti od realnog parametra a, odrediti broj rexe�a jednaqine arcsinx = ax.

11. Odrediti supremum i infimum vrednosti realnog parametra α za koje presek tangente na funkciju
f(x) = eαx u taqki x = 1 sa y−osom pripada slici funkcije g(t) = 3t2 + 6t na [0, 2). Da li skup
ovakvih α ima minimum i maksimum?

12. Dokazati da za x > 0 va�i x log x
1+
√
1+x2

> −1.

13. Dokazati da za x > 2 va�i nejednakost (x+ 1) cos π
x+1 − x cos

π
x > 1.

14. Odrediti sve a > 0 za koje va�i xa ≤ ax za svako x ∈ (0,∞).

15. Neka je p : R → R polinom tre�eg stepena, koji ima tri razliqite nule. Izraqunati broj realnih
rexe�a jednaqine (p′(x))2 − 2p(x)p′′(x) = 0.

16. (a) Ako su sve nule polinomske funkcije p : R → R realne, dokazati da su realne i sve nule svih
�enih izvoda.
(b) Ako je 5a3−2a24 > 0 i a4, a3, a2, a1, a0 ∈ R, da li su sva rese�a jednaqine x5+a4x4+a3x3+a2x2+
a1x+ a0 = 0 realna?

17. Neka su realne funkcije f i g neprekidne na [0, 1], diferencijabilna na (0, 1) i va�i f(0) = f(1) < 0
i 3f ′(x)g(x) + 11f(x)g′(x) ≥ 0 za 0 < x < 1. Dokazati da va�i g(1) ≤ g(0).

18. (a) Neka je f ′(x) ≥ (f(x))2 za svako x > 0, gde f : (0,∞)→ (−∞, 0). Na�i lim
x→∞

f(x).

(b) Da li postoji diferencijabilna funkcija f : (0,∞) → (0,∞), takva da je f ′(x) ≥ (f(x))2 za
svako x > 0.

19. Neka je funkcija f neprekidna na [0, 2] i diferencijabilna na (0, 2). Ako je f(0) = f(2) =M > 0 i
|f ′(x)| ≤M za svako x ∈ (0, 2), dokazati da je funkcija f nenegativna na [0, 2].

20. Neka je a > 0 i f : (0,+∞)→ R neprekidno-diferencijabilna funkcija za koju va�i 1
x−2 ≤ f

′(x) ≤
1

x+1 za x > 0. Izraqunati: (a) lim f(x)
log x ; (b) lim

n→+∞
(n(f(n+ a)− f(n))); (v) lim

x→+∞
(f(ax)− f(x)).
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