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Predgovor

Harmonijska analiza na lokalno kompaktnim Abelovim grupama je

oblast koja je poqela da se razvija tridesetih godina proxlog veka.

Izme�u ostalog, ideja je bila da se rezultati Furijeove analize na R
prenesu i na druge lokalno kompaktne Abelove grupe. U pribli�no

istom periodu, poqela je da se razvija teorija fon Nojmanovih

algebri. Qetrdeset godina kasnije su Takesaki, a potom i Van Daele,

u svojim radovima pokazali izrazitu sponu ove dve oblasti. I danas,

simbioza ove dve oblasti, koja ukǉuquje i druge oblasti poput teorije

reprezentacija, opxte i algebarske topologije i kompleksne analize,

predstavǉa jednu od glavnih tema kojom se bave matematiqari u sferi

operatorskih algebri.

Rad se sastoji od uvoda i pet poglavǉa, koja su prirodno podeǉena u

dva dela - prva tri se odnose na harmonijsku analizu na lokalno

kompaktnim Abelovim grupama, dok se posledǌa dva odnose na ǌenu

primenu u fon Nojmanovim algebrama.

U uvodu je dat kratak prikaz definicija i tvr�eǌa iz funkcionalne

analize, teorije mere i Banahovih algebri koje nisu izuqavane u

okviru elementarnih kurseva, a neophodni su za pra�eǌe ostatka

materijala.

U prvom poglavǉu su uvedeni osnovni pojmovi za rad sa bitnom klasom

topoloxkih grupa - lokalno kompaktnim grupama. Pokazana je

egzistencija prirodno pridru�ene, translatorno invarijantne Harove

mere na ǌima. Na posletku je dato i izlagaǌe o konvoluciji -

operaciji mno�eǌa na Banahovoj algebri L1pGq.

U drugom poglavǉu su postavǉeni stubovi harmonijske analize na

lokalno kompaktnim grupama u vidu teorije unitarnih reprezentacija,

a potom i prikazana ǌihova neraskidiva veza sa funkcijama

pozitivnog tipa. Proizvod te veze je vrlo znaqajna

Geǉfand-Rajkovǉeva teorema.

U sredǌem poglavǉu smo sa teorije o opxtim grupama, prexli na



komutativne grupe, a potom definisali pojam dualne grupe. Zatim su

pokazane klasiqne teoreme Furijeove analize kao xto su Bohnerova,

Planxarelova, Pontrjaginova teorema o dualnosti i Furijeova

teorema inverzije, qime je zaokru�ena priqa o prvom delu rada.

U qetvrtom poglavǉu dat je detaǉan prikaz Tomita-Takesakijeve

teorije, jedne od najznaqajnih teorija u okviru fon Nojmanovih

algebri.

U posledǌem, petom poglavǉu, dat je osvrt na te�ine na fon

Nojmanovim algebrama, a zatim je definisana jedna od najznaqajnih

fon Nojmanovih algebri - ukrxteni proizvod. Krunu ovog rada

predstavǉa teorema o dualnosti za ukrxteni proizvod, koja je, mo�e

se re�i, nastavak Pontrjaginove teoreme o dualnosti. Na samom kraju,

pokazana je veza Tomita-Takesakijeve teorije sa te�inama i dat drugi

pogled na ukrxteni proizvod.

Na kraju �eleo bih da se zahvalim svom mentoru, profesoru

Dragoǉubu Keqki�u, koji me je zainteresovao za oblast operatorskih

algebri i dao ideju za izradu ovog rada. Tako�e, �eleo bih iskreno

da se zahvalim i qlanovima komisije, profesorima �or�u Krtini�u i

Miloxu Arsenovi�u, koji su svojim diskusijama u toku seminara i

sugestijama prilikom qitaǌa rada, znaqajno unapredili kvalitet

istog.



Poglavǉe 0:
Uvod

U uvodu �emo kratko dati definicije i teoreme koje ne smatramo

elementarnim, odnosno one koje se nisu izuqavale tokom osnovnih

studija. One su podeǉene u sekcije po oblastima i predstavǉaju

neophodna predznaǌa za daǉe izuqavaǌe rada. S obzirom na obim,

mnoge teoreme �e biti date bez dokaza. ǋihovi dokazi, kao i deo

teorije koji nije obuhva�en uvodom, poput neograniqenih operatora i

spektralne teorije, mo�e se na�i u navedenoj literaturi.

0.1 Funkcionalna analiza

Teorema 0.1. [Banah1-Alaogluova2 teorema] Neka je V okolina nule u

topoloxkom vektorskom prostoru X. Tada je ǌena polara

V ˝ “ tϕ P X˚
||ϕpxq| ď 1 za sve x P V u

slabo˚ kompaktan skup.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u (Rud91). �

Neka je X vektorski prostor i Q Ď X konveksan skup.

Definicija 0.1. Taqka a P Q naziva se krajǌa taqka skupa Q, ako iz

b, c P Q, θ P r0, 1s i a “ θb ` p1 ´ θqc, sledi a “ b “ c. Taqnije, krajǌe

taqke konveksnog skupa su sve one taqke koje se ne mogu predstaviti kao

konveksna kombinacija nekih drugih taqaka tog skupa.

Znaqaj krajǌih taqaka ogleda se u slede�oj vrlo znaqajnoj teoremi,

koju �emo qesto koristiti u radu.

Teorema 0.2. [Krejn3-Milmanova4 teorema] Neka je X topoloxki

vektorski prostor takav da X˚ razdvaja taqke. Neka je K Ď X

kompaktan konveksan skup. Ako je K neprazan potprostor, tada je K

zatvoreǌe konveksnog omotaqa skupa svojih krajǌih taqaka.

Dokaz: Dokaz se tako�e mo�e na�i u (Rud91). �
1Stefan Banach (1892-1945.), poǉski matematiqar
2Leonidas Alaoglu (1914-1981.), grqki matematiqar
3Mark Grigorieviq Krein (1907-1989.), sovjetski matematiqar
4David Pinhusoviq Milman (1912-1982.), sovjetski i izraelski matematiqar
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0.2 Teorija mere

Podrazumeva�emo znaǌa sa elementarnih kurseva iz teorije mere,

ve�ina potrebnih predznaǌa mogu se na�i u (ADJ12). Posebno mesto u

ovom radu �e biti nameǌeno Radonovim merama, taqnije jednom posebnoj

klasi - Harovim merama. U uvodu �emo izlo�iti definiciju i osobine

Radonovih mera, dok �emo Harovim merama posvetiti znaqajan deo prve

glave.

Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, µ Borelova mera na

X, a E Borelov podskup prostora X. Pretpostavi�emo dodatno da je X

σ´kompaktan, tj. da postoji prebrojivi pokrivaq prostora X, koji se

sastoji od kompaktnih skupova. Sa BpXq oznaqimo Borelovu σ´algebru

na X.

Definicija 0.2. Za meru µ ka�emo da zadovoǉava svojstvo spoǉaxǌe
regularnosti na E ako je

µpEq “ inftµpUq|U Ě E,U otvorenu.

Definicija 0.3. Za meru µ ka�emo da zadovoǉava svojstvo unutraxǌe
regularnosti na E ako je

µpEq “ suptµpKq|K Ď E,K kompaktanu.

Definicija 0.4. Meru µ, koja je konaqna na svim kompaktnim

skupovima, zadovoǉava svojstvo spoǉaxǌe regularnoste za sve

podskupove iz BpXq, i svojstvo unutraxǌe regularnosti za sve

otvorene podskupove, nazivamo Radonovom merom5 na X.

Napomena 0.1. Da bi svojstva Radonove mere va�ila i u sluqaju kada

X nije σ´kompaktan, potrebno je izvrxiti promenu same definicije.

Teorema 0.3. [Risova6 teorema o reprezentaciji] Neka je X lokalno

kompaktan Hauzdorfov prostor. Oznaqimo sa MpXq prostor svih

kompleksnih Radonovih mera na X. Neka je za µ P MpXq i f P C0pXq Iµ

funkcional definisan sa Iµpfq “
ş

fdµ. Tada je preslikavaǌe µ Ñ Iµ

izometriqki izomorfizam izme�u MpXq i C0pXq
˚.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u (Fol99). �
5Johann Karl August Radon (1887-1956.), austrijski matematiqar
6Frigyes Riesz (1880-1956.), ma�arski matematiqar
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Teorema 0.4. [Ris7-Torinova8 interpolaciona teorema] Neka su

pX,M, µq i pY,N , νq dva prostora sa merom i p0, p1, q0, q1 P r1,8s. Za

t P p0, 1q definiximo pt i qt sa

1

pt
“

1´ t

p0

`
t

p1

,
1

qt
“

1´ t

q0

`
t

q1

.

Neka je T linearno preslikavaǌe, T : Lp0pµq ` Lp1pµq Ñ Lq0pνq ` Lq1pνq,

takvo da je }Tf}q0 ď M0}f}p0 za sve f P Lp0pµq i }Tf}q1 ď M1}f}p1 za sve

f P Lp1pµq. Tada je }Tf}qt ďM1´t
0 M t

1}f}pt za sve f P Lptpµq, 0 ă t ă 1.

Dokaz: Detaǉan dokaz se mo�e na�i u (Fol99). �

0.3 Banahove algebre i Geǉfandova teorija

Banahove algebre su jedan od centralnih objekata u oba dela

rada. U prvom su naroqito mesto naxle kod Furijeove

transformacije, a u drugom delu se primeǌuju znaǌa prvog bax u

ǌima. Ovde �e u najkra�im crtama biti izlo�ena osnovna teorija o

ǌima. Detaǉnije o ǌima, kao i o npr. spektralnoj teoriji,

neograniqenim operatorima i tenzorskom proizvodu, se mo�e

proqitati u (Mur90), (Dix11), (KR97b), (KR97a), (Tak03), (Jon15) i na

naxem jeziku u (Kec18).

Definicija 0.5. Banahova algebra je algebra A nad poǉem

kompleksnih brojeva sa normom takvom da je A Banahov prostor u

odnosu na ǌu i da za svako x, y P A, va�i }xy} ď }x}}y}.

Definicija 0.6. Banahova algebra A je unitalna ako u A postoji

neutral.

Definicija 0.7. Involucija na algebri A je anti-automorfizam na A

reda 2, tj. preslikavaǌe x ÞÑ x˚ zadovoǉava slede�e jednakosti

px` yq˚ “ x˚ ` y˚. pλxq˚ “ λx˚, pxyq˚ “ y˚x˚, x˚˚ “ x,

za sve x, y P A i λ P C.

Algebra na kojoj je definisana involucija naziva se ˚´algebra.
7Marcel Riesz(1886-1969.), ma�arski matematiqar
8G. Olof Thorin (1912-2004.), xvedski matematiqar
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Definicija 0.8. Banahova ˚´algebra A, koja zadovoǉava uslov

}x˚x} “ }x}2, za sve x P A, (0.1)

naziva se C˚-algebra.

Napomena 0.2. Primetimo da ovde ne zahtevamo da involucija

zadovoǉava uslov }x˚} “ }x}. To je taqno za C˚´algebre, jer je

}x}2 “ }x˚x} ď }x˚}}x}, pa zakǉuqujemo }x} ď }x˚}, a samim tim je i

}x˚} ď }x˚˚} “ }x}.

Navedimo sada tri primera Banahovih algebri koja �emo najvixe

izuqavati u radu.

Primer 0.5. Neka je X kompaktan Hauzdorfov prostor. Tada je

prostor svih neprekidnih kompleksno-vrednosnih funkcija na X, u

oznaci CpXq, unitalna Banahova algebra u odnosu na standarne

operacije sabiraǌa i mno�eǌa u taqki i uniformnu normu.

Preslikavaǌe f Ñ f je involucija, pa je CpXq C˚´algebra. Sliqno je,

za X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, C0pXq je C˚´algebra, ali

ona nije unitalna.

Primer 0.6. Neka je H Hilbertov prostor. Skup svih ograniqenih

linearnih operatora na H, BpHq, je unitalna C˚´algebra sa

operatorskom normom i involucijom T ÞÑ T ˚, pri qemu je T ˚ adjungovan.

Doka�imo da va�i svojstvo 0.1. Prvo, }T ˚T } ď }T ˚}}T } “ }T }2. Obrnuta

nejednakost se dobija na slede�i naqin. Uzmimo proizvoǉan jediniqni

vektor u P H, }T ˚T } ě xT ˚Tu, uy “ xTu, Tuy “ }Tu}2. Sada, uzimaju�i

supremum po svim u, dobijamo tra�eno. Primetimo tako�e da je svaka

podalgebra algebre BpHq, koja je zatvorena u operatorskoj normi i

zatvorena za adjungovaǌe, C˚´algebra.

Primer 0.7. Prostor L1pRq je Banahova ´algebra sa mno�eǌem

definisanim kao pf ˚ gqpxq “
ş

R

fpyqgpx´ yqdy i involucijom f˚pxq “ fp´xq.

Ona nije C˚´algebra, jer ne zadovoǉava uslov 0.1, ali zadovoǉava

slabiji uslov }f} “ }f˚}, za sve f P L1pRq, a takve algebre se nazivaju

involutivnim. Primetimo da L1pRq nije ni unitalna algebra.

Neka je sada A komutativna unitalna Banahova.

Definicija 0.9. Nenula homomorfizam iz A u C �emo nazivati

multiplikativni funkcional. Skup svih multiplikativnih

funkcionala na A se naziva spektar algebre A i oznaqava sa σpAq.
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Va�i slede�i stav.

Stav 0.8. Neka je h P σpAq. Tada je: (1) hpeq “ 1, gde je e neutral u A.

(2) Ako je x invertibilan element algebre A, tada je hpxq ‰ 0.

(3) |hpxq| ď }x}, za sve x P A.

Dokaz: (1) Uzmimo x P A, tako da je hpxq ‰ 0 (ovakav x postoji jer je h

nenula homomorfizam). Tada je hpeqhpxq “ hpexq “ hpxq, pa je hpeq “ 1.

(2) Ako je x invertibilan, tada je hpx´1qhpxq “ hpeq “ 1, pa je hpxq ‰ 0.

(3) Pretpostavimo da postoji x takav da je |λ| :“ |hpxq| ą }x}. Neka je

ϕ P R takav da je hpxq “ eiϕ|hpxq|. Tada je za y :“ eiϕx, λ “ hpyq ą }y} “ }x}

Onda je hpλ´yeq “ 0, pa iz (2), λ´ye nije invertibilan, pa pripada σpyq.

No, iz svojstava spektra elementa, va�i λ ď }y}. Kontradikcija. �

Iz Stava 0.8(3), zakǉuqujemo da je σpAq podskup zatvorene

jediniqne lopte B u A˚. Spektru σpAq zatim damo strukturu

topoloxkog prostora, uzimaju�i na ǌemu slabu˚ topologiju nasle�enu

iz A˚, koja je taqka po taqka topologija na A. Kako su iz Stava 0.8(1),

uslovi h ı 0 i hpeq “ 1 ekvivalentni, to je

σpAq “ th P B | hpeq “ 1 i hpxyq “ hpxqhpyq za sve x, y P Au.

Kako se oba uslova quvaju pri taqka po taqka limesima, to je σpAq

zatvoren podskup od B u slaboj˚ topologiji. Po Banah-Alaouglovoj

teoremi, σpAq je kompaktan Hauzdorfov prostor.

Definiximo sada Geǉfandovu transformaciju.

Za x P A, definiximo funkciju px na σpAq sa

pxphq “ hpxq.

Funkcija px je neprekidna na spektru σpAq, jer je topologija na σpAq

topologija taqka po taqka konvergencije na A.

Definicija 0.10. Preslikavaǌe x ÞÑ px iz A u CpσpAqq naziva se

Geǉfandova transformacija na A. Ovo preslikavaǌe se qesto

oznaqava sa Γ ili ΓA, tj.

Γx “ ΓAx “ px.

Navedimo slede�u teoremu bez dokaza (on se mo�e na�i u (Fol15)).
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Teorema 0.9. Neka je A komutativna unitalna Banahova algebra i x P A.

Tada:

(1) Geǉfandova transformacija je homomorfizam izme�u A i CpσpAqq i

va�i pe “ 1, gde je sa 1 oznaqena funkcija koja je konstantno 1;

(2) x je invertibilan akko px nije nigde 0;

(3) Slika funkcijom px je spektar elementa x, σpxq;

(4) }px}8 ď }x}.

Ako je A ˚´algebra postavǉa se pitaǌe da li va�i

xx˚ “ px, x P A.

Ovo u opxtem sluqaju nije taqno, a ukoliko jeste, A se naziva

simetriqnaıom algebrom.

Stav 0.10. Neka je A komutativna Banahova ˚´algebra. Tada:

(1) A je simetriqna akko je px realno-vrednosna funkcija za sve x “ x˚;

(2) Ako je A C˚´algebra, tada je A simetriqna;

(3) Ako je A simetriqna, tada je prostor ΓpAq gust u CpσpAqq.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u (Fol15). �

Do sada smo izuqavali samo unitalne algebre. Situacija za

neunitalne algebre je dosta sliqna, procesom unitalizacije. O svemu

se detaǉnije mo�e prona�i u ve� navedenim kǌigama.

Za kraj, navedimo glavnu teoremu Geǉfandove teorije.

Teorema 0.11. [Prva Geǉfand-Najmarkova9 teorema] Neka je A

komutativna C˚´algebra sa jedinicom. Tada je Γ izometriqki
˚´izomorfizam iz A u CpσpAqq, pri qemu znamo da je σpAq kompaktan.

Ukoliko A nema jedinicu, tada je Γ izometriqki ˚´izomorfizam iz A u

C0pσpAqq i σpAq je lokalno kompaktan.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u pFol15q ili u pKec18q. �

0.3.1 Fon Nojmanove algebre

Definicija 0.11. Fon Nojmanova10 algebra je C˚´algebra operatora

na Hilbertovom prostoru, koja sadr�i jedinicu i zatvorena je u slaboj

operatorskoj topologiji.
9Mark Aronoviq Naimark (1909-1978.), sovjetski matematiqar
10John von Neumann (1903-1957.), ma�arsko-ameriqki matematiqar, fiziqar i

informatiqar
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Neka je M Ď BpHq proizvoǉan podskup algebre svih ograniqenih

operatora na Hilbertovom prostoru H. Tada definixemo komutatant

skupa M sa

M1
“ tT P BpHq | ST “ TS za sve S PMu.

Jednostavno se proverava da je M1 unitalna algebra koja je slabo

zatvorena. Ako je dodatno M zatvorena za adjungovaǌe, onda je takva i

M1. Dakle, M1 je jedna fon Nojmanova algebre. Zatim mo�emo oti�i

korak daǉe, mo�emo posmatrati komutant komutanta (M2 :“ pM1q1), koji

�emo nazvati bikomutant, on je naravno fon Nojmanova algebra. Pri

uvedenim oznakama, va�i slede�a fundamentalna teorema.

Teorema 0.12. [Fon Nojmanova teorema o bikomutantu] Neka je M
proizvoǉna nedegenerisana ˚´podalgebra algebre BpHq. Tada:

(a) M je gust u M2 u jakoj operatorskoj topologiji.

(b) Slede�i uslovi su ekvivalentni:

(1) M “M2;

(2) M je fon Nojmanova algebra;

(3) M je zatvorena u odnosu na jaku operatorsku topologiju.

9



Poglavǉe 1:
Topoloxke grupe, Harova mera i
konvolucija

U ovom poglavǉu uvex�emo standardne pojmove neophodne za

prouqavaǌe analize na lokalno kompaktnim Abelovim grupama.

Najpre, radi�emo na grupi G koja je pritom topoloxka i na kojoj je

definisana Harova mera. Modularna funkcija slu�i kao pomo� za rad

sa Harovim merama (tj. za odnos leve i desne koje �emo definisati u

nastavku). Na kraju poglavǉa dato je izlagaǌe o konvoluciji,

proizvodu na Banahovoj ˚-algebri L1pGq, jednom od centralnih objekata

harmonijske analize, kao i na MpGq, prostoru Radonovih kompleksnih

mera.

1.1 Topoloxke grupe

Na poqetku ove sekcije bi�e definisane topolxke grupe, koje su kao

xto im samo ime ka�e grupe, na kojima je definisana topologija koja

zadovoǉava odre�ena svojstva. Dokaza�emo osnovna svojstva vezana za

ǌih, a kako �emo u celom radu raditi sa topoloxkim grupama, ista

�emo qesto koristiti. Zapoqnimo izlagaǌe sa definicijom topoloxke

grupe.

Definicija 1.1. Grupa G je topoloxka grupa ukoliko je ona

snabdevena topologijom u odnosu na koju su operacije mno�eǌa

px, yq ÞÑ xy iz GˆG u G i invertovaǌa x ÞÑ x´1 iz G u G neprekidne.

Primer 1.1. Navodimo par osnovnih primera topoloxkih grupa:

(1) Sve Lijeve grupe, koje pritom imaju i strukturu mnogostrukosti, su

topoloxke grupe. Dakle, to su GLnpRq, SLnpRq, Opnq, Upnq i mnoge druge;

(2) Aditivne grupe Banahovih prostora su topoloxke grupe. Npr. to

su Rn, LppX,µq, C0pXq i CcpXq;

(3) Proizvoǉna grupa sa diskretnom topologijom.
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Najpre uvedimo slede�e standardne oznake. Neutralni element

grupe G oznaqi�emo sa 1. Ako su A,B Ď G i x P G, onda je

Ax “ tyx | y P Au , xA “ txy | y P Au

A´1
“ ty´1

| y P Au , AB “ txy | x P A, y P Bu , A2
“ tx2

| x P Au.

Napomena 1.1. Primetimo da postoji oqigledna razlika izme�u AA i

A2, tj. oqigledno je A2 Ă AA, ali inkluzija mo�e biti stroga.

Za podskup A grupe G ka�emo da je simetriqan ako va�i A “ A´1.

Tako�e, primetimo da je AXB “ ∅ ekvivalentno sa 1 R A´1B.

Sada pre�imo na izvo�eǌe nekih osnovnih osobina koje va�e za

topoloxke grupe.

Stav 1.2. Neka je G topoloxka grupa, x P G i A,B, U Ď G neprazni.

Tada:

(a) Preslikavaǌa y ÞÑ xy, y ÞÑ yx i x ÞÑ x´1 su homeomorfizmi.

Specijalno, G je invarijantna u odnosu na translaciju i invertovaǌe.

(b) Ako je U otvoren, tada su i AU i UA otvoreni.

(v) Za svaku okolinu U , 1 P U , postoji simetriqna okolina V , 1 P V ,

takva da je V V Ď U .

(g) Ako su A i B kompaktni, tada je i AB kompaktan.

Dokaz: (a) Navedena preslikavaǌa su neprekidna po definiciji, a

oqigledno i bijekcije qija su inverzna preslikavaǌa tako�e

neprekidna. Odatle ona quvaju otvorenost, tj. ako je U otvoren skup,

onda su takvi i xU, Ux i U´1.

(b) Primetimo da va�i AU “
Ť

xPA

xU i UA “
Ť

xPA

Ux, pa tvr�eǌe direktno

sledi jer smo u (a) pokazali otvorenost skupova xU i Ux.

(v) Najpre, primetimo da su skupovi AA´1 i A X A´1 simetriqni i ako

1 P A neprazni. Sada, iz neprekidnosti funkcije px, yq ÞÑ xy u p1, 1q,

postoje otvoreni skupovi V1 Q 1 i V2 Q 1, takvi da je V1V2 Ď U . Tada je

V1 X V2 otvoren i sadr�i 1. Tra�enu okolinu V onda dobijamo kao

V “ pV1 X V2q X pV1 X V2q
´1.

(g) Posledǌi deo stava sledi iz qiǌenice da je A ˆ B kompaktan u

GˆG i da je slika kompaktnog skupa neprekidnom funkcijom px, yq ÞÑ xy

kompaktan skup. �

Sada �emo posmatrati podgrupe topoloxkih grupa i odgovaraju�e

koliqniqke grupe. Primetimo da je svaka podgrupa topoloxke grupe
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tako�e topoloxka grupa.

Stav 1.3. Neka je H podgrupa topoloxke grupe G. Tada je:

(a) H podgrupa od G.

(b) Svaki otvoren podskup H grupe G je istovremeno i zatvoren.

(v) Ako je G Hauzdorfov i H lokalno kompaktan skup u relativnoj

topologiji nasle�enoj iz G, tada je H zatvoren u G.

Dokaz: (a) Ako x, y P H, tada postoje mre�e txαu i tyβu u H koje

konvergiraju ka x, odnosno y. Kako je H podgrupa od G, to xαyβ P H i

x´1
α P H za sve indekse, pa iz neprekidnosti dobijamo da xy, x´1 P H, pa

je H podgrupa od G.

(b) Kako je H otvoren, to su otvoreni i svi xH po proxlom Stavu.

Tada je GzH “
Ť

xPGzt1u

xH otvoren skup kao unija takvih odakle je H

zatvoren.

(v) Iz lokalne kompaktnosti H, postoji skup U Q 1 otvoren u G, pri

qemu je U XH sadr�an u nekom kompaktnom skupu K Ď H. Uzmimo sada

proizvoǉnu mre�u txαu P H koja konvergira ka nekom x P G i doka�imo

da x P H. Tada xx´1
α Ñ 1, pa postoji indeks β tako da xx´1

β P U , tj.

x P Uxβ. Uxβ je otvoren i sadr�i x, pa postoji γ, tako da iz γ ď α sledi

xα P Uxβ, tj. xα P Uxβ X H “ pU X Hqxβ Ď Kxβ. Kxβ je kompaktan iz

neprekidnosti mno�eǌa, pa iz Hauzdorfovosti G, sledi da je Kxβ

zatvoren u G, pa limxα “ x P Kxβ Ď H, xto smo i hteli da poka�emo. �

Kada imamo podgrupu H topoloxke grupe G, tada imamo i kanonsku

projekciju π : G Ñ G{H, πpxq “ xH, pa indukujemo na G{H koliqnicku

topologiju standardno: skup U Ď G{H je otvoren akko je π´1pUq otvoren

u G. U opxtem sluqaju, kanonska projekcija je neprekidna, ali ne mora

biti otvoreno preslikavaǌe. Ipak, za topoloxke grupe i to va�i.

Stav 1.4. Neka je H podgrupa topoloxke grupe G. Tada je kanonska

projekcija π otvoreno preslikavaǌe i va�i:

(a) Ako je H zatvoren, tada je G{H Hauzdorfov.

(b) Ako je G lokalno kompaktan prostor, tada je i G{H lokalno

kompaktan. Tako�e, ako je G i Hauzdorfov, a H zatvoren, tada za svaki

kompaktan E Ď G{H, postoji kompaktan skup K Ď G takav da je

πpKq “ E.

(v) Ako je H normalna podgrupa od G, tada je G{H topoloxka grupa.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉan otvoren skup U u G. Tada je π´1pπpUqq “ UH

koji je tako�e otvoren skup po Stavu 1.2(a). Tada je i πpUq otvoren po
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definiciji koliqniqke topologije, tj. π je otvoreno preslikavaǌe.

(a) Pretpostavimo da su x “ πpxq, y “ πpyq razliqite taqke u G{H. Kako

je H zatvoren, to je i xHy´1 zatvoren po Stavu 1.2(a) koji, primetimo,

ne sadr�i 1, pa po Stavu 1.2(v) postoji simetriqna okolina U Q 1 za

koju je UU X xHy´1 “ ∅. Kako je U “ U´1 i H “ HH, a tako�e i

U X xHy´1U´1 “ ∅ i 1 R UxHpUyq´1 “ pUxHqpUyHq´1, va�i

pUxHq X pUyHq “ ∅, pa su πpUxq i πpUyq disjunktne okoline od x i y, pa

je G{H Hauzdorfov.

(b) Uzmimo proizvoǉnu taqku xH P G{H, pa kako je G lokalno

kompaktan, to postoji kompaktan skup K Q 1, a onda je πpxKq kompaktan

skup (kao neprekidna slika kompaktnog) koji sadr�i xH, a to znaqi da

je G{H lokalno kompaktan. Sada neka je G jox i Hauzdorfov, a H

zatvoren i E Ď G{H koji je kompaktan. Tada postoji U okolina 1, takva

da je U kompaktan, a iz (a) znamo da je G{H Hauzdorfov pa je E

zatvoren. Kako je π otvoreno preslikavaǌe, a E kompaktan mo�emo ga

pokriti sa konaqno mnogo skupova πpxUq, i “ 1, 2, . . . , n, pri qemu xi P G.

Tra�eni skup K dobijamo kao K “ π´1pEq X
n
Ť

i“1

xiU , a on je zatvoren kao

presek dva zatvorena skupa (π je neprekidna, a E zatvoren), to je on

zatvoren podskup kompaktnog skupa (
n
Ť

i“1

xiU je kompaktan), pa je samim

tim i kompaktan.

(v) Znamo da za normalnu grupu H va�i da je xH “ Hx, p@x P Gq i da je

G{H grupa s dobro definisanim operacijama mno�eǌa pxH, yHq ÞÑ xyH

i invertovaǌa xH ÞÑ x´1H. Sve xto onda u stvari treba da poka�emo

da su navedene operacije neprekidne. Neka je W okolina xyH. Tada je

π´1pW q okolina od xy, pa iz neprekidnosti mno�eǌa u G sledi da

postoje okoline U i V takve da je UV Ď π´1pW q. Kako je π na i

homomorfizam grupa, to je πpUqπpV q Ď W , pa mo�emo uzeti πpUq ˆ πpV q

za tra�enu okolinu pxH, yHq kojom pokazujemo neprekidnost mno�eǌa u

G{H, a sliqno se pokazuje i neprekidnost invertovaǌa, qime je dokaz

zavrxen. �

Naredni stav nam omogu�ava da bez nekih posebnih restrikcija

mo�emo pretpostaviti da je topoloxka grupa Hauzdorfova.

Stav 1.5. (a) Neka je G T1 prostor, tada je G Hauzdorfov. Ako G nije

T1, onda je t1u zatvorena normalna podgrupa i G{t1u je Hauzdorfova

topoloxka grupa sastavǉena od skupova txu, x P G.

(b) Definiximo BpGq kao familiju Borelovih skupova generisanih
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otvorenim skupovima u G. Tada je svaka Borel merǉiva funkcija

f : GÑ C konstanta na txu, gde je x proizvoǉan element iz G.

Dokaz: (a) Ako je G T1 prostor, onda je taqka zatvoren skup, pa je t1u

normalna zatvorena podgrupa od G, pa je po prethodnom Stavu G{t1u

Hauzdorfova topoloxka grupa i kako je π : G Ñ G{t1u otvoreno, to je

ono i homeomorfizam. Kako homeomorfizam quva Hauzdorfovost, to je i

G Hauzdorfov. Ako G nije T1 prostor, onda je t1u zatvorena podgrupa po

Stavu 1.3(a). Neka je x P G i y P t1u. Tada konstantan niz 1 konvergira ka

y, pa iz neprekidnosti mno�eǌa imamo da x1x´1 Ñ xyx´1, tj. 1 Ñ xyx´1.

Odatle znamo da xyx´1 P t1u za sve x P G odakle sledi normalnost, a time

i tvr�eǌe. Konaqno, primetimo da je G{t1u “ tx1|x P Gu “ tx|x P Gu, xto

sledi iz proste qiǌenice da je translacija homeomerfizam, qime smo u

potpunosti dokazali prvi deo stava.

(b) Za drugi deo, pretpostavimo suprotno, tj. da postoji najpre x P G

i f : G Ñ C Borel-merǉiva funkcija koja nije konstantna na txu. Za

proizvoǉno z P C iz skupa vrednosti funkcije f na txu, skup f´1pzq X t1u

neprazan merǉiv skup, strogo sadr�an u txu. Poka�imo da ne postoji

takav skup. Primenimo standardnu ideju za teoriju mere - definiximo

familiju skupova F na G kao

F “ tA Ď G|AX txu “ ∅ ili txu Ď Au.

Lako se vidi da je F σ-algebra. Doka�imo da F sadr�i sve otvorene

skupove, a time i sve Borel-merǉive, odakle direktno sledi da ne

postoji neprazan merǉiv skup strogo sadr�an u txuu xto dovodi do

kontradikcije. Neka je U neprazan otvoren skup u G. Ako x R U , tada

direktno iz definicije zatvoreǌa sledi txu X U “ ∅, tj. U P F. U

drugom sluqaju kada x P U , najpre primenimo da po prethodnom sluqaju

i po (a) sledi GzU “
Ť

yPGzU

tyu. Ako bi bilo txuzU ‰ ∅, tada bi postojao

y P GzU takav da je txu X tyu ‰ ∅, xto nije mogu�e iz dela pod (a) qime

smo zavrxili dokaz u potpunosti. �

Od sada �emo smatrati da je topoloxka grupa Hauzdorfova

(mo�emo raditi sa G{t1u umesto sa G). Dakle, pod lokalno kompaktnom

grupom smatra�emo topoloxku grupu qija je topologija lokalno

kompaktna i koja je pritom Hauzdorfova.
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Stav 1.6. Svaka lokalno kompaktna grupa G ima podgrupu G0 koja je

otvorena, zatvorena i σ-kompaktna. Specijalno, ako je G povezan skup,

onda je G σ-kompaktan.

Dokaz: Neka je K kompaktna i simetriqna okolina, takva da 1 P intK

(ovo mo�emo pretpostaviti jer je G lokalno kompaktna i Hauzdorfov).

Definiximo sada niz skupova K1 “ K, Kn “ KK . . .K (gde se K ponavǉa

n puta). Definiximo tada G0 “
`8
Ť

n“1

Kn. Tada je G0 grupa (to je grupa

generisana sa K) koja je otvorena jer za proizvoǉno x P G0, x P Kn

za neko n P N, pa je x intK Ď xK Ď Kn`1 Ď G0, tj. x intK je otvorena

okolina sadr�ana u G0. Po Stavu 1.3(b), onda je G0 i zatvoren, a po

samoj svojoj konstrukciji je σ-kompaktan, pa su ispuǌeni svi zahtevi.

Specijalno, ako je G povezan, onda je jedini neprazan skup koji je i

otvoren i zatvoren, a podskup je G upravo on sam, a kako prema upravo

reqenom garantujemo ǌegovu egzistenciju i σ-kompaktnost, to je dokaz

zavrxen. �

Na kraju ove podsekcije, definiximo levi i desni operator

translacije funkcije f koji �e nam igrati bitnu ulogu u mnogim

narednim razmatraǌima u radu. Neka je f funkcija na topoloxkoj

grupi G i y P G, tada su levi, odnosno desni, operator translacije

definisani kao

Lyfpxq “ fpy´1xq , Ryfpxq “ fpxyq.

Razlog zaxto koristimo y´1 u Ly, a y u Ry je da bi preslikavaǌa y ÞÑ Ly,

odnosno y ÞÑ Ry bili homomorfizmi grupa, odnosno da bi va�ilo

Lyz “ LyLz , Ryz “ RyRz.

Tada mo�emo definisati analogon uniformne neprekidnosti funkcija.

Naime, ka�emo da je f levo uniformno neprekidna (desno uniformno
neprekidna) ako va�i lim

yÑ1
}Lyf´f}8 “ 0 (tj. lim

yÑ1
}Ryf´f}8 “ 0). Konaqno,

poka�imo tvr�eǌe vezano za navedene operatore koje �emo koristiti u

daǉem radu:

Stav 1.7. Ako f P CcpGq, tada je ona i levo i desno uniformno

neprekidna.

Dokaz: Da�emo dokaz desne uniformne neprekidnosti, dok se za levu
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dokazuje analogno. Neka je K kompaktan nosaq funkcije f i neka je

ε ą 0 proizvoǉan. Kako je f neprekidna, to za svaki x P K, postoji

okolina Ux od 1, takva da je |fpxyq ´ fpxq| ă ε
2
za svako y P Ux. Onda

jednostavno postoji i simetriqna okolina Vx Q 1 tako da je VxVx Ď Ux.

Tada skup txVx|x P Ku pokriva K, pa postoje x1, . . . , xn P K takvi da je

K Ď
n
Ť

j“1

xjVxj . Sada definiximo V kao V “
n
Ş

j“1

Vxj . Ciǉ nam je da

poka�emo }Ryf ´ f}8 ă ε za sve y P V . Najpre, iz pokrivaqa znamo da za

proizvoǉno x P K postoji j tako da je x´1
j x P Vxj , pa

xy “ xjpx
´1
j xqy P xjUxj . Tada je

|fpxyq ´ fpxq| ď |fpxyq ´ fpxjq| ` |fpxjq ´ fpxq| ď
ε

2
`
ε

2
“ ε.

Ako je sada xy P K, analognim postupkom dolazimo do istog zakǉuqka.

Posledǌi sluqaj je situacija kada oba x i fpxq “ fpxyq “ 0, qime je dokaz

zavrxen. �

1.2 Harova mera

U drugom delu ovog poglavǉa pa�ǌu �emo posvetiti Harovoj meri.

Posebno, pokaza�emo egzistenciju, na koju je stavǉen poseban naglasak,

a potom i jedan oblik jedinstvenosti Harove mere na lokalno kompaktnoj

grupi G. Ovu meru je uveo Alfred Har 11 u svom radu (Haa33).

Neka je G lokalno kompaktna grupa. Definiximo sada skup C`c pGq kao:

C`c pGq “ tf P CcpGq|f ě 0, f ı 0u.

Oqigledno, linearni omotaq od C`c pGq je CcpGq.

Definicija 1.2. Leva Harova mera (odnosno desna Harova mera) na G
je nenula Radonova mera µ na G koja zadovoǉava jednakost: µpxEq “ µpEq

(odnosno µpExq “ µpEq) za svaki Borelov skup E Ď G i za svaki x P G.

Primer 1.8. Lebegova mera na aditivnoj grupi Rn je osnovni primer

leve i desne Harove mere. Dobro je poznato da je ova mera translatorno

invarijantna.

Naredni stav nam daje jedan relativno opxti naqin za nala�eǌe

Harove mere na topoloxkim grupama.

11Alfred Haar (1885-1933.), ma�arski matematiqar
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Stav 1.9. Neka je G lokalno kompaktna grupa koja je homeomorfna

otvorenom podskupu U skupa Rn, takva da ako identifikujemo G sa U ,

leve translacije su afina preslikavaǌa, odnosno, xy “ Axpyq ` bx, gde

je Ax linearna transformacija na Rn, a b P Rn. Tada je 1
|detAx|

dx leva

Harova mera na G, pri qemu je dx Lebegova mera na Rn.

Dokaz: Detaǉi se mogu na�i u (Fol15). �

Iz ovog stava se kao posledica mogu izvu�i naredni primeri.

Primer 1.10. (1) 1
|x|

je Harova mera na multiplikativnoj grupi Rzt0u;
(2) Ako je G multiplikativna grupa nenula kompleksnih brojeva

oblika z “ x` iy, tada je 1
x2`y2

dxdy Harova mera na G;

(3) Ako je G “ GLnpRq, tada je 1
|detA|n

dA i leva i desna Harova mera na

G, pri qemu je dA Lebegova mera na Rnˆn;

(4) Neka je G “

$
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, pa je po prethodnom Stavu 1 ¨ dpx, y, zq “

dxdydz leva Harova mera na G. Sliqno se poka�e da je ona i desna.

Va�i jednostavan stav:
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Stav 1.11. Neka je µ Radonova mera na lokalno kompaktnoj grupi G i

definiximo rµpEq “ µpE´1q. Tada je:

(a) µ leva Harova mera akko je rµ desna Harova mera.

(b) µ je leva Harova mera akko je
ş

Lyfdµ “
ş

fdµ za svaki f P C`c pGq i za

svaki y P G.

Dokaz: (a) Ako je µ leva Harova mera, tada je

rµpExq “ µppExq´1q “ µpx´1E´1q “ µpE´1q “ rµpEq, tj. rµ je desna Harova

mera. Sliqno se pokazuje i obratan smer.

(b) Najpre pretpostavimo da je µ leva Harova mera i y P G. Primetimo

najpre da je LyχE “ χyE. Tada za proste funkcije s “
n
ř

i“1

ciχE, ci ě 0,

imamo
ż

sdµ “
n
ÿ

i“1

ciµpEiq “
n
ÿ

i“1

ciµpyEiq “

ż

Lysdµ.

Kako je
ş

fdµ “ supt
ş

sdµ|s prosta i f ě su, tada za sve f P C`c pGq va�i
ş

fdµ “
ş

Lyfdµ.

Obratno, neka je
ş

fdµ “
ş

Lyfdµ za sve f P C`c pGq i za sve y P G. Tada

navedena jednakost mora va�iti i za sve f P CcpGq, jer su one linearne

kombinacije funkcija iz C`c pGq, pa tvr�eǌe sledi primenom Risove

teoreme o reprezentaciji. �

Na osnovu dela pod (b), mo�emo zakǉuqiti da se Harova mera

potpuno rekonstruixe iz integrala funkcije f P CcpGq.

Centralni dokaz vezan za Harovu meru jeste egzistencija iste na

lokalno kompaktnim grupama koje �emo izuqavati.

Teorema 1.12. Neka je G lokalno kompaktna grupa. Tada postoji (leva)

Harova mera µ na G.

Dokaz: Dokaza ove teoreme ima veliki broj i ve�ina su dosta

komplikovani. Mi �emo ovde dati jedan od mogu�ih, za koji je po

mixǉeǌu autora potrebno najmaǌe predznaǌe. Postoje dokazi koji su

sami po sebi kra�i, kao npr. dokaz korix�eǌem Markov-Kakutanijeve

teoreme o fiksnoj taqki prikazan u radu (Izz92), ali tra�e uvo�eǌe

novih pojmova.

Pre�imo na dokaz. Za proizvoǉne f, φ P C`c pGq definiximo

Cf,φ :“ t
n
ÿ

j“1

cj|n P N, c1, c2, ..., cn ą 0, x1, x2, ..., xn, f ď
n
ÿ

j“1

cjLxjφu,
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a zatim i

pf : φq :“ inf Cf,φ.

Najpre doka�imo da je Cf,φ neprazan za sve f, φ P C`c pGq i da je time

dobro definisan pf : φq.

Lema 1.13. Neka su f, φ P C`c pGq. Tada postoje x1, x2, ..., xn P G tako da je

f ď 2 }f}8
}φ}8

řn
j“1 Lxjφ.

Dokaz: Definiximo otvoren skup U :“ tx P G|φpxq ą }φ}8
2
u. On je tako�e

i neprazan jer je po definiciji }φ}8 ą 0. Tada je txUuxPG je pokrivaǌe

supp f , pa kako je on kompaktan, to postoje x1, x2, . . . , xn P G takvi da je

supp f Ď
n
Ť

j“1

xjU .

Za y P U i x P G imamo da je fpxq ď 2 }f}8
}φ}8

φpyq. Za x P xjU imamo da x´1
j x P U

pa

fpxq ď 2
}f}8
}φ}8

Lxjφpxq,

pa je f ď 2 }f}8
}φ}8

n
ř

j“1

Lxjφ, xto dokazuje navedeni ciǉ. �

Tako�e jasno je da va�i 0 ď pf : φq ď 2n }f}8
}φ}8

, gde je n broj iz proxle

leme.

Sada �emo pokazati bitna i za daǉi dokaz korisna svojstva pf : φq.

Lema 1.14. Neka f, g, φ P C`c pGq i c ą 0. Tada za pf : φq va�e slede�e

osobine:

(1) pf : φq “ pLxf : φq, za svaki x P G;

(2) pf ` g : φq ď pf : φq ` pg : φq;

(3) pcf : φq “ cpf : φq;

(4) Ako je f ď g, tada je pf : φq ď pg : φq;

(5) pf : gq ě }f}8
}φ}8

;

(6) pf : φq ď pf : gqpg : φq.

Dokaz: (1) Koriste�i da je Lxy “ LxLy imamo

f ď
n
ÿ

j“1

cjLxjφñ Lxf ď
n
ÿ

j“1

cjLxjxφ,

pa va�i Cf,φ ď CLxf,φ. Obratan smer sledi iz implikacije

Lxf ď
n
ÿ

j“1

cjLxjφñ f ď
n
ÿ

j“1

cjLxjx´1φ.
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(2) Primetimo da iz f ď
n
ř

j“1

cjLxjφ i g ď
m
ř

j“1

djLyjφ sledi da je pf ` g : φq ď

n
ř

j“1

cj `
m
ř

j“1

dj, xto pokazuje drugo svojstvo.

(3) Ekvivalencija

f ď
n
ÿ

j“1

cjLxjφ ðñ cf ď
n
ÿ

j“1

ccjLxjφ,

pokazuje tre�e svojstvo.

(4) Neka je f ď g. Neka
n
ř

j“1

cj P Cg,φ. Tada je f ď g ď
n
ř

j“1

cjLxjφ za neke xj,

pa va�i Cg,φ Ď Cf,φ, xto dokazuje qetvrto svojstvo.

(5) Neka
n
ř

j“1

cj P Cf,φ. Tada postoje x1, . . . , xn P G, takvi da je fpxq ď

n
ř

j“1

cjLxjφpxq ď
n
ř

j“1

cj}φ}8 za sve x P G. Sada po definiciji } ¨ }8 norme

va�i }f}8 ď
n
ř

j“1

cj}φ}8, odakle sledi peto svojstvo.

(6) Neka je f ď
n
ř

i“1

ciLxig i g ď
m
ř

j“1

djLxjφ. Tada je

f ď
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

cidjLxiyjφ,

pa
n
ř

i“1

m
ř

j“1

cidj P Cf,φ. Kako su ci i dj pozitivni, to je

pf : φq ď
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

cidj “ p
n
ÿ

i“1

ciqp
m
ÿ

j“1

djq,

pa kako ovo va�i za proizvoǉne ci i dj, to je ispuǌeno i posledǌe

svojstvo. �

Sada fiksirajmo f0 P C
`
c pGq i definiximo

Iφpfq :“
pf : φq

pf0 : φq
, f, φ P C`c pGq.

Iz prva qetiri svojsta leme 1.14 zakǉuqujemo da je funkcional Iφ

levo-invarijantan, subaditivan, homogen stepena 1 i monoton. Iz leme

1.14(6) sledi da je
1

pf0 : fq
ď Iφpfq ď pf : f0q. (1.1)
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Bilo bi lepo da je Iφ linearan funkcional, na�alost u svojstvu (2)

prethodne leme va�i nejednakost. Ipak, naredna lema �e nam pokazati

da ukoliko φ ima dovoǉno mali kompaktan nosaq, Iφ se mo�e linearno

aproksimirati.

Lema 1.15. Neka f1, f2 P C
`
c pGq i ε ą 0. Tada postoji okolina V Q 1 u G

takva da, ako je supp φ Ď V , tada Iφpf1q ` Iφpf2q ď Iφpf1 ` f2q ` ε.

Dokaz: Fiksirajmo g P C`c pGq tako da je g “ 1 na supppf1 ` f2q i neka je δ

pozitivan broj. Neka je h :“ f1`f2`δg i hi :“ fi
h
pi “ 1, 2q, sa napomenom da

je hi “ 0 gde god je fi “ 0 (dakle nevezano da li je h “ 0). Tada hi P C`c pGq,

pa po 1.7 postoji okolina V P 1 u G tako da je |hipxq´hipyq| ă δ, za i “ 1, 2

i y´1x P V . Neka je supp φ Ď V . Ako je h ď
ř

cjLxjφ, tada je

fipxq “ hpxqhipxq ď
ÿ

cjφpx
´1
j xqhipxq ď

ÿ

cjφpx
´1
j xqphipxjq ` δq,

jer je |hipxq ´ hipxjq| ă δ kad god x´1
j x P supp φ. Kako je po definiciji

h1 ` h2 ď 1, to je

pf1 : φq ` pf2 : φq ď
ÿ

cjph1pxjq ` δq `
ÿ

cjph2pxjq ` δq ď
ÿ

cjp1` 2δq.

Uzimaju�i infimum po svim sumama
ř

cj i po 1.14(2) i 1.14(3)

zakǉuqujemo:

Iφpf1q ` Iφpf2q ď p1` 2δqIφphq ď p1` 2δqpIφpf1 ` f2q ` δIφpgqq.

Tra�eno mo�emo dobiti uzimaju�i δ dovoǉno malo da je

2δpf1 ` f2 : f0q ` δp1` 2δqpg : f0q ă ε,

jer po jednakosti 1.1 imamo

Iφpf1q ` Iφpf2q ď p1` 2δqpIφpf1 ` f2q ` δIφpgqq

ď p1` 2δqpIφpf1 ` f2q ` δpg : f0qq

ď Iφpf1 ` f2q ` 2δpf1 ` f2 : f0q ` δpg : f0qq ă Iφpf1 ` f2q ` ε.

�

Sada mo�emo da kompletiramo dokaz egzistencije Harove mere. Za

svaki f P C`c pGq sa Xf oznaqimo interval rpf0 : fq´1, pf : f0qs i neka je

X :“
ś

fPC`c pGq

Xf . Iz jednakosti 1.1 znamo da Iφ P X za sve φ P C`c pGq. Iz
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Tihonovǉeve teoreme, X je kompaktan.

Za svaku okolinu V Q 1, definiximo

KpV q :“ tIφ P X|φ P C`c pGq, supp φ Ď V u.

Poka�imo da je presek konaqno mnogo skupova iz familije KpV q

neprazan. Neka su V1, V2, ..., Vn otvorene okoline 1. Tada 1 P
n
Ş

i“1

Vi, pa je

on otvoren neprazan skup. Tada po Urisonovoj lemi postoji funkcija

φ P C`c pGq takva da je supp φ Ď
n
Ş

i“1

Vi. Tada Iφ P Kp
n
Ş

i“1

Viq. Oqigledno je

Kp
n
Ş

i“1

Viq Ď
n
Ş

i“1

KpViq, pa je i
n
Ş

i“1

KpViq neprazan xto smo i hteli da

poka�emo.

Kako je sada tKpV qu familija zatvorenih skupova sa prethodnim

svojstvom, to postoji I P
Ş

V

KpV q. Koriste�i definiciju KpV q, kao i

definiciju topologije na proizvodu, znamo da za sve

f1, f2, . . . , fn P C
`
c pGq i za proizvoǉno ε ą 0 postoji φ P C`c pGq tako da je

supp φ Ď V i |Ipfiq ´ Iφpfiq| ă ε za i “ 1, . . . , n.

Zadajmo ε ą 0 i fiksirajmo f, g P C`c pGq. Za svaki x P G, po prethodnom

postoji φ P C`c pGq takav da je |Ipfq ´ Iφpfq| ă
ε
2
i |IpLxfq ´ IφpLxfq| ă

ε
2
.

Kako je Iφ subaditivan i levo-invarijantan, to je

|Ipfq ´ IpLxfq| ď |Ipfq ´ Iφpfq| ` |IφpLxfq ´ IpLxfq| ă ε.

Odavde je za sve x P G Ipfq “ IpLxfq.

Analogno va�i da je za c ą 0 Ipcfq “ cIpfq.

Doka�imo da je I aditivan. Iz leme 1.15 postoji okolina V Q 1 takva

da je

|Iφpf ` gq ´ Iφpfq ´ Iφpgq| ă
ε

3

i supp φ Ď V . Xtavixe, φ P C`c pGq mo�emo odabrati tako da va�i

|Ipf ` gq ´ Iφpf ` gq| ă ε
3
i |Iφpfq ` Iφpgq ´ Ipfq ´ Ipgq| ă ε

3
. Iz nejednakosti

trougla zakǉuqujemo

|Ipf ` gq ´ Ipfq ´ Ipgq| ă ε,

odakle je Ipf ` gq “ Ipfq ` Ipgq.

Proxirimo sada funkcional I na CcpGq. Najpre stavimo Ip0q :“ 0. Za

f P CcpGq koja je realno-vrednosna, definixemo Ipfq “ Ipf`q ´ Ipf´q

(trivijalno je da ne zavisi od izbora), dok za proizvoǉan f P CcpGq,
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Ipfq “ IpRepfqq ` iIpImpfqq. I je tada nenula, pozitivan, linearan

funkcional na CcpGq, pa po Risovoj teoremi o reprezentaciji postoji

jedinstvena Radonova mera µ tako da je Ipfq “
ş

fdµ, za sve f P CcpGq.

Kako je
ş

fdµ “ Ipfq ď 1
pf0:fq

ą 0, to je µ nenula mera. Tako�e, kako je
ş

fdµ “ Ipfq “ IpLxfq “
ş

Lxfdµ za sve x P G, pa je po Stavu 1.11 µ Harova

mera, qime je dokaz konaqno zavrxen. �

Sada kada znamo da postoji Harova mera, ǌena jedinstvenost je

logiqno pitaǌe koje se postavǉa. Ipak, najpre poka�imo jedno tvr�eǌe

koje �emo koristiti u dokazu jedinstvenosti, ali koje je i samo po sebi

znaqajno.

Stav 1.16. Ako je µ leva Harova mera na G, tada je µpUq ą 0 za svaki

neprazan otvoren skup U i
ş

G

fdµ ą 0 za svaki f P C`c pGq.

Dokaz: Neka je U otvoren i neprazan i pretpostavimo suprotno, µpUq “ 0.

Tada je µpxUq “ 0 za svaki x P G. Kako se svaki kompaktan skup K mo�e

prekriti sa konaqno mnogo translata od U , imamo da je µpKq “ 0 za

svaki kompaktan skup K. Iz unutraxǌe regularnosti mere µ, sledi da je

µpGq “ 0, te je µ ” 0, xto je kontradikcija, pa je µpUq ą 0. Slede�e, neka

je f P C`c pGq, stavimo U “ tx|fpxq ą 1
2
}f}8u, koji je oqigledno otvoren.

Tada je
ş

G

fdµ ą
ş

U

fdµ ą 1
2
}f}8µpUq ą 0, xto je i trebalo dokazati. �

Teorema 1.17. Neka su λ i µ leve Harove mere na G. Tada postoji

c ą 0, tako da je µ “ cλ, tj. Harova mera na G je jedinstvena do na

multiplikativnu konstantu.

Dokaz: Iz prethodnog stava, tvr�eǌe da je µ “ cλ je ekvivalentno

qiǌenici da je koliqnik
ş

fdλ
ş

fdµ
isti za svako f P C`c pGq. Uzmimo neke dve

proizvoǉne funkcije f, g P C`c pGq. Neka je V0 simetriqna kompaktna

okolina 1 (ovo naravno postoji na osnovu lokalne kompaktnosti).

Definiximo tada

A “ psupp fqV0 Y V0psupp fq , B “ psupp gqV0 Y V0psupp gq.

Tada su A i B kompaktni kao unija dva takva. Za svako y P V0, kompaktni

nosaq funkcija fpxyq ´ fpyxq i gpxyq ´ gpyxq se nalazi u A odnosno B

redom, gde navedene funkcije posmatramo po promenǉivoj x. Zadajmo

ε ą 0. Po Stavu 1.6. postoji simetriqa okolina V Ď V0 taqke 1, takva da
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je |fpxyq ´ fpyxq| ă ε i |gpxyq ´ gpyxq| ă ε za svako x, kada je y P V . Uzmimo

h P C`c pGq tako da je hpxq “ hpx´1q i supp h Ď V . Tada je:

ż

hdµ

ż

fdλ “

ĳ

hpyqfpxqdλpxqdµpyq “

ĳ

hpyqfpyxqdλpxqdµpyq,

iz leve translatorne invarijantosti mere λ. Kako je hpxq “ hpx´1q, to

imamo:
ż

hdλ

ż

fdµ “

ĳ

hpxqfpyqdλpxqdµpyq

“

ĳ

hpy´1xqfpyqdλpxqdµpyq

“

ĳ

hpx´1yqfpyqdµpyqdλpxq

“

ĳ

hpyqfpxyqdµpyqdλpxq “

ĳ

hpyqfpxyqdλpxqdµpyq.

Ovde smo koristili jox i smenu x´1y “ y i Fubinijevu teoremu, koja

svakako va�i jer integralimo po kompaktnim skupovima, tj. skupovima

konaqne mere.

Iz prethodna dva razmatraǌa dobijamo:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

hdλ

ż

fdµ´

ż

hdµ

ż

fdλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

hpyqpfpxyq ´ fpyxqqdλpxqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ελpAq

ż

hdµ.

Na potpuno isti naqin dobijamo:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

hdλ

ż

gdµ´

ż

hdµ

ż

gdλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ελpBq

ż

hdµ.

Deǉeǌem ovih nejednakosti redom sa
ş

hdµ
ş

fdµ odnosno
ş

hdµ
ş

gdµ, a

zatim ǌihovim sabiraǌem, zakǉuqujemo:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

fdλ
ş

fdµ
´

ş

gdλ
ş

gdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε
´ λpAq
ş

fdµ
`
λpBq
ş

gdµ

¯

.

Kako smo ε birali proizvoǉno, a u zagradi je konaqan izraz, to desna

strana te�i 0, pa je razmatrani koliqnik isti za f i g koje smo tako�e

proizvoǉno birali, a to smo i hteli da poka�emo. �
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1.3 Modularna funkcija

Modularna funkcija je funkcija koja na odre�eni naqin povezuje

levu i desnu Harovu meru. U ve�ini sluqajeva, mi �emo se baviti

Abelovim grupama, pa bi cela priqa sa modularnom funkcijom mogla i

da se preskoqi. Ipak, zbog nekih opxtih rezultata, autor se odluqio

da u kratkim crtama opixe neka osnovna svojstva modularne funkcije.

Objekat koji i daǉe naravno posmatramo je lokalno kompaktna grupa G

sa levom Harovom merom λ. Za svako x P G, definixemo λxpEq “ λpExq

(desna strana je izraz koji figurixe u definiciji desne Harove mere).

Tada je λx opet leva Harova mera, jer je λxpyEq “ λppyEqxq “ λpypExqq “

λpExq “ λxpEq. Po teoremi o jedinstvenosti (leve) Harove mere, imamo

da postoji broj ∆pxq ą 0 takav da je λx “ ∆pxqλ i da ∆pxq ne zavisi od

poqetnog izbora λ.

Definicija 1.3. Funkciju ∆pxq : G Ñ p0,8q definisanu na upravo

opisan naqin, nazivamo modularna funkcija na G.

Sada �emo izvesti nekoliko vrlo jednostavnih svojstava modularne

funkcije.

Stav 1.18. ∆ je neprekidni homomorfizam iz G u multiplikativnu

grupu pozitivnih realnih brojeva Rˆ. Xtavixe, za svaki f P L1pGq

va�i:
ż

Ryfdλ “ ∆py´1
q

ż

fdλ.

Dokaz: Da je ∆ homomorfizam iz G u Rˆ sledi iz qiǌenice da je za sve

x, y P G i E Ď G

∆pxyqλpEq “ λpExyq “ ∆pyqλpExq “ ∆pyq∆pxqλpEq.

Xto se tiqe neprekidnosti i drugog dela tvr�eǌa, oni slede iz

slede�eg razmatraǌa. Najpre, kako je χEpxyq “ χEy´1pxq, imamo da je:

ż

χEpxyqdλpxq “ λpEy´1
q “ ∆py´1

qλpEq “ ∆py´1
q

ż

χEpxqdλpxq.

Ovo pokazuje da je jednakost koju �elimo da poka�emo taqna u sluqaju

da je f “ χE. U opxtem sluqaju, jednakost sledi iz aproksimacije

funkcije f prostim funkcijama. Kako je y ÞÑ Ryf neprekidno

preslikavaǌe iz G u CcpGq po Stavu 1.7, to je y ÞÑ
ş

Ryfdλ neprekidno
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iz G u C, pa neprekidnost modularne funkcije ∆ sledi iz dokazane

jednakosti. �

Sada �emo prikazati samo jedan malo drugaqiji, u nekim

sluqajevima pogodniji oblik dokazane jednakosti.

Ako u jednakosti
ş

Ryfdλ “ ∆py´1q
ş

fdλ stavimo y0 “ y´1 i smenu x “ xy0,

dobijamo:

∆py0q

ż

fpxqdλpxq “

ż

fpxy´1
0 qdλpxq “

ż

fpxqdλpxy0q,

xto nas dovodi do oblika

dλpxy0q “ ∆py0qdλpxq

Definicija 1.4. Grupa G se naziva unimodularna ukoliko je ∆ ” 1,

tj. ukoliko je leva Harova mera ujedno i desna.

Abelove grupe sa kojima mi najqex�e i radimo, kao i diskretne

grupe su unimodularne. Naime, za Abelove grupe je ovo oqigledno, a

kako je kod diskretne grupe G, proizvoǉna taqka x P G otvoren skup, to je

ǌena mera ve�a od 0. Bez gubǉeǌa opxtosti, neka je µptxuq “ 1, pri qemu

je µ Harova mera na G koja je jedinstvena do na mno�eǌe konstantom.

Iz translatorne invarijantnosti je onda i µptyuq “ 1, za svako y P G.

Kako je G grupa, to su levo i desno mno�eǌe slobodna dejstva, odakle

sledi unimodularnost diskrentih grupa. Ipak postoje jox neke klase

modularnih grupa, o qemu svedoqe slede�a tvr�eǌa:

Stav 1.19. Ako je K bilo koja kompaktna podgrupa od G, tada je ∆|K ” 1.

Dokaz: Kako je K kompaktna podgrupa, a ∆ neprekidna, to je ∆pKq

kompaktna podgrupa od Rˆ, a jedina takva je t1u, odakle sledi tra�eno

tvr�eǌe. �

Direktna posledica je slede�a:

Posledica 1.20. Ako je G kompaktna, tada je G unimodularna.

Da�emo sada jox jednu klasu unimodularnih grupa. Setimo se

pojma iz elementarne algebre, takozvanog komutatora u oznaci rG,Gs,

koji predstavǉa najmaǌu zatvorenu podgrupu od G generisanu

elementima oblika rx, ys “ xyx´1y´1. rG,Gs je i normalna podgrupa, jer

za svako z P G va�i zrx, ysz´1 “ rzxz´1, zyz´1s.
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Stav 1.21. Ako je G{rG,Gs kompaktna grupa, tada je G unimodularna.

Dokaz: Kako je ∆prx, ysq “ r∆pxq,∆pyqs, a pri tom Rˆ kome pripada ovaj

element Abelova grupa, to je ∆prx, ysq “ 1 za sve x, y P G. Kako je po

uslovu zadatka G{rG,Gs kompaktna to je 1 “ ∆pG{rG,Gsq “ ∆pGq, prema

prethodnom zapa�aǌu, pa je G unimodularna. �

1.4 Konvolucija

U posledǌem delu ovog poglavǉa, usredsredi�emo se na verovatno

glavni pojam u harmonijskoj analizi - konvoluciju. Kao xto znamo iz

elementarnih kurseva, konvolucija je mno�eǌe na Banahovoj ˚´algebri

L1pGq. Ovde �emo napraviti odgovaraju�u paralelu u odnosu na

prostor kompleksnih Radonovih mera.

Neka je MpGq prostor svih kompleksnih Radonovih mera na Borelovoj

σ´algebri BpGq. Za te mere najpre znamo da su konaqne. Uzmimo

proizvoǉne µ, η P MpGq. Definiximo linearni funkcional

I : C0pGq Ñ C na slede�i naqin:

Ipφq “

ĳ

φpxyqdµpxqdηpyq.

Oqigledno va�i |Ipφq| ď }φ}8}µ} }η}, pa I P C0pGq
˚, a onda po Risovoj

teoremi o reprezentaciji postoji jedinstvena kompleksna Radonova mera

µ ˚ η takva da je Ipφq “
ş

φdpµ ˚ ηq.

Definicija 1.5. Jedinstvenu kompleksnu Radonovu meru µ ˚ η koja

zadovoǉava
ť

φpxyqdµpxqdηpyq “
ş

φdpµ ˚ ηq, zovemo konvolucijom mera µ

i η.

Navedimo svojstva konvolucije. Najpre primetimo da je ona

asocijativna. Ako su µ, η, σ PMpGq i φ P CcpGq, tada je

ż

φdpµ ˚ pη ˚ σqq “

ĳ

φpxyqdµpxqdpη ˚ σqpyq

“

¡

φpxyzqdµpxqdηpyqdσpzq

“

ĳ

φpyzqdpµ ˚ ηqpyqdσpzq “

ż

φdppµ ˚ ηq ˚ σq,

gde sve jednakosti va�e po definiciji. Odavde je µ ˚ pη ˚ σq “ pµ ˚ ηq ˚ σ.

Logiqno �emo se zapitati da li va�i komutativnost. Imamo da va�i
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µ˚η “ η˚µ akko je G Abelova grupa (mi �emo imati sre�u da radimo bax

sa takvim). Ako je G Abelova onda tvr�eǌe lako va�i po definiciji i

iz φpxyq “ φpyxq. U suprotnom smeru, posmatrajmo meru skoncentrisanu

u jednoj taqki x, δx PMpGq. Imamo da je

ż

φdpδx ˚ δyq “

ĳ

φptzqdδxptqδypzq “ φpxyq “

ż

φdδxy,

pa je δx ˚ δy “ δxy. Odatle je analogno δy ˚ δx “ δyx, pa je δx ˚ δy “ δy ˚ δx akko

je xy “ yx, tj. kako smo iste birali proizvoǉno, kada je G Abelova.

MpGq ima neutral δ “ δ1, tj. meru skoncentrisanu u 1, jer:

ż

φdpδ ˚ µq “

ĳ

φpxyqdδpxqdµpyq “

ż

φpyqdµpyq “

ż

φdµ,

odakle je δ ˚ µ “ µ, a sliqno se pokazuje i µ ˚ δ “ µ.

Daǉe, iz same definicije konvolucije, zakǉuqujemo da je }µ˚η} ď }µ} }η},

pa je MpGq Banahova algebra.

Na ǌoj mo�emo definisati i involuciju na standardan naqin µ ÞÑ µ˚

definisano sa µ˚pEq “ µpE´1q, tj.
ş

φdµ˚ “
ş

φpx´1qdµpxq. Da je ovo zaista

involucija, pokazuje slede�i niz jednakosti:

ż

φdpµ ˚ ηq˚ “

ż

φpx´1
qdpµ ˚ ηq “

ĳ

φppxyq´1
qdµpxqdηpyq

“

ĳ

φpy´1x´1
qdµpxqdηpyq

“

ĳ

φpyxqdµ˚pxqdη˚pyq “

ż

φdpη˚ ˚ µ˚q,

pa je pµ ˚ ηq˚ “ η˚ ˚µ˚. Iz svega do sada prikazanog, zakǉuqujemo da va�i

slede�e tvr�eǌe:

Stav 1.22. Mno�eǌe na MpGq dato preko konvolucije na opisani naqin,

daje na MpGq strukturu Banahove˚-algebre sa jedinicom. U sluqaju da

je G Abelova grupa, tada je MpGq komutativna Banahova˚-algebra sa

jedinicom.

Podsetimo se sada konvolucije na L1pGq koju smo definisali jox u

okviru osnovnih studija na slede�i naqin:

pf ˚ gqpxq “

ż

fpyqgpy´1xqdy.

Ovde lako iz Fubinijeve teoreme dobijamo da f ˚ g P L1pGq i da va�i
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nejednakost }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1, jer:

ĳ

|fpyqgpy´1xq|dxdy “

ĳ

|fpyqgpxq|dxdy “ }f}1}g}1,

gde smo u prvoj jednakosti koristili levu invarijantnost mere dx.

Primetimo sada da se ova definicija konvolucije poklapa sa

definicijom na poqetku ovog odeǉka ako stavimo identifikaciju

funkcije f P L1pGq sa merom fpxqdx. Ovo i formalno sledi iz slede�eg

niza jednakosti:

ĳ

φpyxqfpyqgpxqdxdy “

ĳ

φpxqfpyqgpy´1xqdxdy “

ż

φpxqpf ˚ gqpxqdx.

Prvi izraz je odgovaraju�a reformulacija prve definicije

konvolucije, a prva jednakost se dobija korix�eǌem smene x “ y´1x i

svojstva invarijantnosti mere.

Involucija na L1pGq je preslikavaǌe f ÞÑ f˚ takvo da je za sve x P G,

f˚pxq “ fpx´1q, tj. na MpGq, restrikovano na L1pGq,

f˚pxqdx “ fpx´1qdpx´1q. Sada konaqno mo�emo shvatiti L1pGq kao
˚´podalgebru od MpGq.

f ˚ gpxq mo�emo izraziti na nekoliko razliqitih naqina:

f ˚ gpxq “

ż

fpyqgpy´1xqdy

“

ż

fpxyqgpy´1
qdy

“

ż

fpy´1
qgpyxq∆py´1

qdy

“

ż

fpxy´1
qgpyq∆py´1

qdy,

(1.2)

pri qemu navedene jednakosti slede smenama x “ yx, odnosno x “ x´1.

Napomenimo da kada je G unimodularna, qlan ∆py´1q se gubi.

Primetimo da odatle va�i i slede�i niz jednakosti:

f ˚ g “

ż

fpyqLygdy “

ż

gpy´1
qRyfdy.

Tako�e, lako se pokazuje da se konvolucija u odnosu na leve, tj. desne

translacije ponaxa na slede�i naqin:

Lxpf ˚ gq “ pLxfq ˚ g, Rxpf ˚ gq “ f ˚ pRxgq.
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Sada �elimo da konvoluciju sa L1pGq proxirimo na LppGq prostore.

Doka�imo najpre slede�e tvr�eǌe.

Stav 1.23. Neka je 1 ď p ď 8, f P L1pGq i g P LppGq. Tada va�i:

(a) f ˚ g je dobro definisano i f ˚ g P LppGq i va�i nejednakost

}f ˚ g}p ď }f}1}g}p;

(b) Ako je G unimodularna, isti zakǉuqak va�i i kada f ˚ g zamenimo sa

g ˚ f ;

(v) Ako G nije unimodularna, i daǉe va�i da g ˚f P LppGq kada f P CcpGq.

Dokaz: (a) Sluqaj p “ 8 je trivijalan, dok za 1 ď p ă 8 iz nejednakosti

Minkovskog i translatorne invarijantnosti va�i

}f ˚ g}p “

ˆ
ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fpyqgpy´1xqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

˙
1
p

ď

ż
ˆ
ż

|fpyqgpy´1xq|pdx

˙
1
p

dy

“

ż

|fpyq|

ż

p|gpxq|pdxq
1
pdy “ }f}1}g}p.

(b) Ako je G unimodularna, ponovo primenimo nejednakost Minkovskog

na qetvrti integral u jednakosti 1.2, uz zamenu f i g

}g ˚ f}p “

›

›

›

›

ż

Ry´1gpxqfpyqdy

›

›

›

›

p

ď

ż

}Ry´1g}p|fpyq|dy “ }g}p}f}1,

qime je dokazano (b).

(v) Neka je K “ supp f kompaktan, pa ponovimo sliqan raqun

}g ˚ f}p “

›

›

›

›

ż

Ry´1gpxqfpyq∆py´1
qdy

›

›

›

›

p

ď

ż

}Ry´1g}p|fpyq|∆py
´1
qdy

ď }g}p

ż

K

|fpyq|∆py´1
q
1
p
´1dy

ď C}g}p}f}1,

gde smo sa C oznaqili C :“ sup
K

∆pyq
1
p
´1. �

Stav 1.24. Neka je G unimodularna. Ako su 1 ă p, q ă 8 takvi da je
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1
p
` 1

q
“ 1 i f P LppGq, a q P LqpGq, tada f ˚ g P C0pGq i }f ˚ g}8 ď }f}p}g}q.

Dokaz: Neka je x P G proizvoǉan. Tada iz Helderove nejednakosti i

translatorne invarijantnosti va�i:

|f ˚ gpxq| ď

ż

|fpyqgpy´1xqdy|

ď

ˆ
ż

|fpyq|pdy

˙
1
p
ˆ
ż

|gpy´1xq|qdy

˙
1
q

“

ˆ
ż

|f |pdy

˙
1
p
ˆ
ż

|g|qdy

˙
1
q

“ }f}p}g}q,

pa je }f ˚ g}8 ď }f}p}g}q. Doka�imo jox da je f ˚ g P C0pGq. Primetimo da

za f, g P CcpGq va�i da i f ˚ g P CcpGq. Sada za proizvoǉne f P LppGq i

g P LqpGq, kako je CcpGq gust u ǌima, izaberimo nizove tfnunPN i tgnunPN
u CcpGq tako da fn Ñ f u Lp normi, tj. gn Ñ g u Lq normi. Tada za

proizvoǉan x P G po prethodnom imamo:

|pfn ˚ gnqpxq ´ pf ˚ gqpxq| “ |pfn ˚ pgn ´ gqqpxq ` ppfn ´ fq ˚ gqpxq|

“ }fn}p}gn ´ g}q ` }fn ´ f}p}g}q,

pa fn ˚gn Ñ f ˚g uniformno, pa kako je CcpGq gust u C0pGq time je tra�eno

dokazano. �

Ovaj stav ne va�i u sluqaju kada je p “ 1 ili 8, jer f ˚ g ne mora

da se anulira u beskonaqnosti. Ipak, f ˚ g je i daǉe neprekidna, a va�i

qak i vixe. U tom ciǉu, a i u ciǉu dokazivaǌa stava koji dolazi posle

toga, primetimo da va�i:

Stav 1.25. Ako je 1 ď p ă 8 i f P LppGq tada je lim
yÑ1

}Lyf ´ f}p “ 0 i

lim
yÑ1

}Ryf ´ f}p “ 0.

Dokaz: Doka�imo najpre tvr�eǌe za g P CcpGq. Neka je V kompaktna

okolina 1. Definiximo K :“ psupp gqV Y V psupp gq. Tada je K

kompaktan i nosaqi Lyg i Ryg su sadr�ani u K kada y P V . Tada je

}Lyg ´ g}p ď |K|
1
p }Lyg ´ g}8, gde je sa |K| oznaqena mera skupa K

(koristi�emo ravnopravno i oznaku λpKq kada naglaxavamo meru λ) pa

puxtaǌem limesa y Ñ 1, po Stavu 1.7, dobijamo tra�eno. Druga

jednakost va�i analogno.

Neka je sada f P LppGq. Tada je }Lyf}p “ }f}p i

}Ryf}p “ ∆pyq´
1
p }f}p ď C}f}p za y P V . Zadajmo ε ą 0. Tada mo�emo
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izabrati g P CcpGq tako da je }f ´ g}p ă ε pa je tada (ovog puta radi

ravnopravnosti doka�emo za Ry, a analogno va�i za Ly)

}Ryf ´ f}p ď }Rypf ´ gq}p ` }Ryg ´ g}p ` }g ´ f}p ă pC ` 1qε` }Ryg ´ g}p,

gde smo koristili nejednakost trougla, pri qemu iz prethodnog znamo

da izraz sa desne strane nejednakosti le�i ka 0 kada y Ñ 1, qime je

dokaz zavrxen. �

Stav 1.26. Ako je f P L1pGq i g P L8pGq, tada je f ˚ g levo, a g ˚ f desno

uniformno neprekidna.

Dokaz: Po ve� opisanom svojstvu, va�i da je Lxpf ˚ gq´ f ˚ g “ pLxf ´ fq ˚ g

i Rxpg ˚ fq ´ g ˚ f “ g ˚ pRxf ´ fq, pa je

}Lxpf ˚ gq ´ f ˚ g}8 ď }Lxf ´ f}1}g}8

i

}Rxpg ˚ fq ´ g ˚ f}8 ď }g}8}Rxf ´ f}1,

pa po Stavu 1.25 izrazi s desne strane te�e 0 kada y Ñ 1, odakle sledi

tra�eno. �

U sluqaju da je G diskretna, tada za funkciju δ koja je definisana

tako da je δp1q “ 1, a inaqe je 0, va�i f ˚ δ “ δ ˚ f za sve f . Kada G nije

diskretna, ovakva funkcija ne postoji, pa �emo kao zamenu za neutral

koristiti takozvanu aproksimativnu jedinicu.

Definicija 1.6. Neka je U proizvoǉna bazna okolina 1 P G i neka je za

svaki U P U definisana funkcija ψU tako da:

(1) supp ψU je kompaktan i supp ψ Ď U ;

(2) ψU ě 0 i
ş

ψU “ 1;

(3) ψUpxq “ ψUpx
´1q.

Tada mre�a pψUqUPU zovemo aproksimativnom jedinicom, pri qemu je

usmereǌe dato sa ψU ď ψV ðñ V Ď U .

Standarna konstrukcija aproksimativne jedinice je slede�a: za

U P U uzmimo simetriqnu okolinu V Q 1, tako da je V Ď U i definiximo

ψU :“ 1
|V |
χV , gde je sa |V | oznaqena mera skupa V . Korix�eǌem Urisonove

leme, mo�emo posti�i i da je ψU neprekidna.

Pre�imo sada na stav kojim �emo zavrxiti ovo poglavǉe (a on je samo

jedan od mnogih u kojem �emo koristiti aproksimativnu jedinicu).
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Stav 1.27. Neka je pψUqUPU aproksimativna jedinica. Tada je }f ˚ ψU ´

f}p Ñ 0, kada U Ñ t1u, za 1 ď p ă 8 i f P LppGq, odnosno za p “ 8 kada je

f desno uniformno neprekidna. Xtavixe, }ψU ˚f´f}p Ñ 0, kada U Ñ t1u,

za 1 ď p ă 8 i f P LppGq, odnosno za p “ 8 kada je f levo uniformno

neprekidna.

Dokaz: Kako je
ş

ψU “ 1 i ψUpxq “ ψUpx
´1q, to mo�emo zapisati

f ˚ ψUpyq ´ fpyq “

ż

fpyxqψUpx
´1
qdx´ fpyq

ż

ψUpxqdx

“

ż

pRxfpyq ´ fpyqqψUpxqdx,

pa je po nejednakosti Minkovskog

}f ˚ ψU ´ f}p ď

ż

}Rxf ´ f}pψUpxqdx ď sup
xPU

}Rxf ´ f}p,

pa je }f ˚ ψU ´ f}p Ñ 0 po Stavu 1.25, odnosno u sluqaju p “ 8 iz desne

uniformne neprekidnosti.

Drugi deo tvr�eǌa se dokazuje analogno, uz primedbu da je

ψUpyq ˚ f ´ fpyq “

ż

pLxfpyq ´ fpyqqψUpxqdx.

�
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Poglavǉe 2:
Unitarne reprezentacije i funkcije
pozitivnog tipa

U ovom poglavǉu bavi�emo se najpre algebarskim, ali mo�da i

kǉuqnim delom za nastavak istra�ivaǌa - unitarnim

reprezentacijama, a potom opisati ǌihovu tesnu vezu sa funkcijama

pozitivnog tipa. Kao rezultat te veze, poglavǉe �emo zavrxiti vrlo

bitnom Geǉfand-Rajkovǉevom teoremom. Tako�e, u poglavǉu �e izme�u

navedena dva dela, biti reqi i o reprezentacijama na L1pGq.

2.1 Unitarne reprezentacije

Izlagaǌe �emo zapoqeti osnovnim pojmovima teorije (unitarnih)

reprezentacija, a zatim �emo dokazati neke osnovne teoreme koje va�e

za ǌih, a koje �e nam biti od izuzetne va�nosti kasnije.

Definicija 2.1. Neka je G lokalno kompaktna grupa. Unitarna
reprezentacija na G je homomorfizam π : GÑ UpHπq koji je neprekidan

u odnosu na jaku operatorsku topologiju, gde je UpHπq grupa unitarnih

operatora na nekom nenula Hilbertovom prostoru Hπ.

Dakle, imamo da za π va�i πpxyq “ πpxqπpyq i πpx´1q “ πpxq´1 “ πpxq˚

i x ÞÑ πpxqu je neprekidno iz G u Hπ za svaki u P Hπ. Pri tom, Hπ

nazivamo prostor reprezentacije π, a ǌegovu dimenziju dimenzija
ili stepen reprezentacije π.

Ovde smo zahtevali neprekidnost u odnosu na jaku operatorsku

topologiju, ali nixta drugaqije ne bi bilo ni kada bi zahtevali

slabu neprekidnost, tj. tra�ili da je preslikavaǌe x ÞÑ xπpxqu, vy

neprekidno iz G u C za sve u, v P Hπ jer va�i slede�e:

Stav 2.1. Jaka i slaba operatorska topologija se poklapaju na UpHπq.

Dokaz: Jaka svakako povlaqi slabu konvergenciju. Doka�imo obratno.

Neka je tTαu mre�a unitarnih operatora koja konvergira slabo ka T .
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Tada je za svaki u P Hπ,

}pTα ´ T qu}
2
“ }Tαu}

2
´ 2RepxTαu, Tuyq ` }Tu}

2
“ 2}u}2 ´ 2RepxTαu, Tuyq.

Druga jednakost va�i jer su Tα i T unitarni. Izraz 2RepxTαu, Tuyq

konvergira ka 2}Tu}2 “ 2}u}2, pa }pTα ´ T qu} Ñ 0, tj. Tα jako konvergira

ka T . �

Primer 2.2. Najosnovniji primer reprezentacije je leva regularna
reprezentacija πL : GÑ L2pGq definisana sa

rπLpxqf spyq “ Lxfpyq “ fpx´1yq.

Definicija 2.2. Ako su π1 i π2 unitarne reprezentacije G, tada ǌihov

interaguju�i operator jeste ograniqeno linearno preslikavaǌe T :

Hπ1 Ñ Hπ2 takvo da je Tπ1pxq “ π2pxqT za svako x P G. Skup svih takvih

operatora oznaqavamo sa Cpπ1, π2q.

Sada uoqimo jedan specijalan sluqaj prethodnog. Oznaqimo sa

Cpπq “ Cpπ, πq, tj. prostor ograniqenih operatora na Hπ koji

komutiraju sa πpxq za svako x P G. On se, logiqno, naziva komutant
ili centralizator reprezentacije π. Oqigledno je Cpπq algebra

zatvorena za slabe limese, a tako�e je zatvorena i u odnosu na

involuciju T ÞÑ T ˚, tj. za T P Cpπq i za @x P G va�i

T ˚πpxq “ rπpx´1qT s˚ “ rTπpx´1qs˚ “ πpxqT ˚. Odatle je Cpπq jedna fon

Nojmanova algebra.

Da�emo jox nekoliko uvodnih definicija vezanih za unitarne

reprezentacije.

Definicija 2.3. π1 i π2 su unitarno ekvivalentni ako Cpπ1, π2q sadr�i

operator U , takav da je π2pxq “ Uπ1pxqU
´1 za svako x P G.

Definicija 2.4. Neka je M zatvoren potprostor od Hπ. M se naziva

invarijantan potprostor za π ako je πpxqM ĎM za svako x P G.

Ako je M invarijantan i nenula, tada restrikciju π na M
oznaqavamo sa πM i nazivamo je subreprezentacija od π.

Definicija 2.5. Reprezentacija π se naziva nerazlo�iva ili

ireducibilna ako nema invarijantnih potprostora osim trivijalnih

(t0u i Hπ), a inaqe se naziva reducibilna ili svodǉiva.

35



Definicija 2.6. Ako je tπiuiPI familija unitarnih reprezentacija,

tada ǌihova direktna suma
À

πi jeste reprezentacija π na H “
À

Hπi

definisana sa πpxqp
ř

viq “
ř

πpxqvi.

Primetimo da je u ovom sluqaju Hπi invarijantni potprostori u

odnosu na π i da je svaka πi subreprezentacija od π.

Doka�imo sada jednostavno tvr�eǌe:

Stav 2.3. Ako je M invarijantan u odnosu na π, tada je takav i MK.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉne v P MK i u P M. Tada je

xπpxqv, uy “ xv, πpx´1quy “ 0, jer v P MK, a πpx´1qu P M poxto je M
invarijantan. Kako ovo va�i za svaki u PM, to πpxqv PMK, xto smo i

hteli da poka�emo. �

Trivijalna posledica ovog stava je slede�a:

Posledica 2.4. Ako π ima netrivijalan invarijantan potprostor M,

tada je π direktna suma πM i πMK

.

U narednim razmatraǌima bi�e nam qesto znaqajni slede�i pojmovi.

Definicija 2.7. Ako je π unitarna reprezentacija, tada se zatvoreni

linearni omotaq Mu skupa tπpxqu|x P Gu u Hπ naziva cikliqni
potprostor generisan sa u P Hπ.

Oqigledno je Mu invarijantan u odnosu na π.

Definicija 2.8. Ukoliko je Mu “ Hπ, onda se u naziva cikliqni
vektor za π. Reprezentacija π je cikliqna, ukoliko postoji cikliqni

vektor za π.

Znaqaj cikliqnih reprezentacija se ogleda ve� u slede�em stavu:

Stav 2.5. Svaka unitarna reprezentacija π je direktna suma cikliqnih.

Dokaz: Ideja je standardna. Posmatrajmo maksimalnu familiju tMαuαPA

me�usobno ortogonalnih cikliqnih potprostora od Hπ (ovakva familija

postoji iz Cornove leme). Ako postoji nenula u P Hπ ortogonalan na sve

Mα, tada je iz stava 2.3. cikliqni potprostor generisan sa u tako�e

ortogonalan na sve Mα, xto je u suprotnosti sa maksimalnosti tMαuαPA.

Odatle je Hπ “
À

Mα i va�i π “
À

πMα, xto smo i hteli da poka�emo.

�
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Sada se osvr�emo na jedan od bitnijih delova ovog poglavǉa, gde

pre svega mislimo na Xurovu lemu. U ǌoj opisujemo vezu operatora iz

Cpπq sa svojstvom nerazlo�ivosti reprezentacije π.

Stav 2.6. Neka je M zatvoren potprostor od Hπ i neka je P projektor

na M. Tada je M invarijantan u odnosu na π akko je P P Cpπq.

Dokaz: Ako je P P Cpπq i v P M, tada je πpxqv “ πpxqPv “ Pπpxqv P M,

gde posledǌa jednakost sledi upravo iz uslova, a ovo pokazuje da je M
invarijantan jer smo uzeli proizvoǉan v iz M. U suprotnom smeru,

ako je M invarijantan i v PM tada je πpxqPv “ πpxqv “ Pπpxqv, dok ako

je v P MK onda je πpxqPv “ 0 “ Pπpxqv gde posledǌa jednakost sledi iz

qiǌenice da je po Stavu 2.3 i MK invarijantan u odnosu na π. Odavde je

πpxqP “ Pπpxq, a to znaqi da je P P Cpπq, xto smo i hteli da poka�emo. �

Teorema 2.7. [Xurova lema]
(a) Unitarna reprezentacija π je nerazlo�iva akko Cpπq sadr�i samo

skalarne umnoxke identiteta.

(b) Neka su π1 i π2 nerazlo�ive unitarne reprezentacije na G. Ako su

π1 i π2 unitarno ekvivalentne, tada je Cpπ1, π2q jednodimenzionalan. U

suprotnom je Cpπ1, π2q “ t0u.

Dokaz: (a) Najpre pretpostavimo da je π razlo�iva. Tada π sadr�i

netrivijalan invarijantan potprostor M. Tada prema prethodnom

Stavu u Cpπq postoji netrivijalna projekcija P P Cpπq, a ona nije

skalarni umno�ak identitete, qime smo dokazali prvi smer. Sada

pretpostavimo da postoji T P Cpπq takav da je T ‰ cI. Tada su i

A “ 1
2
pT ` T ˚q i B “ 1

2i
pT ´ T ˚q iz Cpπq iz prostih svojstava fon

Nojmanove algebre. Bar jedan od ǌih nije skalarni umno�ak I jer bi

onda T bio takav. Neka je npr. A ‰ cI. A je samoadjungovan, pa svaki

operator koji komutira sa A, a specijalno svaki πpxq, komutira sa

svim projekcijama χEpAq, E Ď R (ovo je poznato svojstvo da ukoliko

operator komutira sa T i T ˚, onda komutira i sa svakim fpT q gde je f

Borelova, a χE jeste takva). Tada Cpπq sadr�i netrivijalne projekcije,

pa je opet po prethodnom Stavu π reducibilna, qime smo dokazali i

drugi smer.

(b) Ako T P Cpπ1, π2q, tada T ˚ P Cpπ2, π1q jer je

T ˚π2pxq “ rπ2px
´1
qT s˚ “ rTπ1px

´1
qs
˚
“ π1pxqT

˚,
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gde sredǌa jednakost sledi iz qiǌenice da je T P Cpπ1, π2q. Odatle va�i

da T ˚T P Cpπ1q i TT ˚ P Cpπ2q, pa kako se radi o nerazlo�ivim

reprezentacijama, iz (a) sledi da je T ˚T “ cI i TT ˚ “ cI. Odatle, ili

je T “ 0 ili va�i da je c´
1
2T unitaran, jer je

pc´
1
2T q˚c´

1
2T “ T ˚c´

1
2 c´

1
2T “ c´1cI “ I,

jer je c P R. Ovo pokazuje da je Cpπ1, π2q “ t0u bax onda kada π1 i π2 nisu

unitarno ekvivalentni (jer inaqe c´
1
2T omogu�ava ǌihovu

ekvivalentnost). Ukoliko oni jesu unitarno ekvivalentni, Cpπ1, π2q je

jednodimenzionalan, jer ako T1, T2 P Cpπ1, π2q (napomenimo da smo

prethodnim razmatraǌima dobili da su oni unitarni) tada

T´1
2 T1 “ T ˚2 T1 P Cpπ1q, pa opet iz (a) znamo da je T´1

2 T1 “ cI, tj. T1 “ cT2,

pa je dim Cpπ1, π2q “ 1, xto nam je i bio ciǉ. �

Kako radimo sa Abelovim grupama, naredna posledica �e nam biti

od velike va�nosti:

Posledica 2.8. Ako je G Abelova grupa, onda je svaka nerazlo�iva

reprezentacija π od G jednodimenzionalna.

Dokaz: Kako je G Abelova grupa, to operatori πpxq svi me�usobno

komutiraju, pa pripadaju Cpπq. Kako je π nerazlo�iva, to je po delu (a)

iz proxlog stava πpxq “ cxI za svaki x P G. Ako uzmemo proizvoǉan

jednodimenzionalan potprostor M od Hπ, iz konkretnog oblika π

vidimo da je M invarijantan u odnosu na π. Tada prema Stavu 2.6,

projektor na M, PM P Cpπq, a kako Cpπq sadr�i samo umnoxke

identitete, to je bax PM “ I, tj. M “ Hπ, pa je dimHπ “ 1, xto smo i

�eleli da poka�emo. �

Prethodno izlagaǌe je bilo popriliqno detaǉno jer su unitarne

reprezentacije stubovi harmonijske analize na lokalno kompaktnim

grupama. U ovom trenutku, jox uvek ne znamo da li uopxte postoje

nerazlo�ive reprezentacije na grupi G osim trivijalne π ” I. Kao

kruna ovog poglavǉa svakako stoji Geǉfand-Rajkovǉeva teorema, koja

nam ka�e da ne samo da postoje ireducibilne reprezentacije, nego ih

ima dovoǉno da razlikuju taqke. Ipak, da bi se stiglo do ovog

rezultata, najpre treba uvesti neke nove pojmove i dokazati tvr�eǌa

vezana za ǌih, konkretno, funkcije pozitivnog tipa.
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2.2 Reprezentacije L1pGq

Pre toga �emo se ipak pozabaviti nedegenerisanim
˚´reprezentacijama L1pGq i pokazati da postoji 1-1 korespodencija

istih sa unitarnim reprezentacijama na G. Tako�e �emo naredna

razmatraǌa koristiti u tre�oj glavi.

Podsetimo se da je L1pGq Banahova ˚´algebra u odnosu na konvoluciju

datu sa pf ˚ gqpxq “
ş

fpyqgpy´1xqdy. Pritom je involucija definisana sa

f˚pxq “ ∆px´1qfpx´1q, gde je ∆ modularna funkcija.

Definicija 2.9. Svaka unitarna reprezentacija π na G odre�uje

reprezentaciju π̃ na L1pGq, gde je π̃ ograniqen operator na Hπ

definisan kao

π̃pfq “

ż

fpxqπpxqdx, f P L1
pGq.

Napomena 2.1. Nadaǉe �emo umesto oznake π̃ upotrebǉavati π, odnosno

koristi�emo istu oznaku za reprezentaciju grupe G i reprezentaciju

prostora L1pGq.

Ovaj integral interpretiramo kao operator-vrednosni integral u

slabom smislu (ovakav koncept i qiǌenice vezane za ǌega �emo qesto

koristiti, naroqito u drugom delu rada), tj. za u P Hπ, definiximo

skalarni proizvod πpfqu sa proizvoǉnim v P Hπ sa

xπpfqu, vy “

ż

fpxqxπpxqu, vydx. (2.1)

Kako je x ÞÑ xπpxqu, vy ograniqena neprekidna funkcija, integral sa

desne strane je nixta drugo do integral funkcije iz L1pGq.

Napomenimo jox dve oqigledne qiǌenice. Prvo, xπpfqu, vy zavisi

linearno od u i antilinearno od v. Drugo, |xπpfqu, vy| ď }f}1}u}}v}, pa je

πpfq ograniqen linearan operator na Hπ i va�i

}πpfq} ď }f}1. (2.2)

Najjednostavniji primer koji opisuje prethodno razmatraǌe je slede�i:

Primer 2.9. Neka je πL leva regularna reprezentacija na G, tj.

πLpxq “ Lx. Tada iz osobine iskazane u prethodnoj glavi u poglavǉu

Konvolucija, πLpfq je nixta drugo do konvolucijsko mno�eǌe sleva sa

f :

πLpfqg “

ż

fpyqLygdy “ f ˚ g.
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Doka�imo sada da se radi o nedegenerisanoj ˚´ reprezentaciji na L1pGq,

xto je i bilo najavǉeno prvom reqenicom.

Teorema 2.10. Neka je π unitarna reprezentacija grupe G. Tada je

preslikavaǌe f ÞÑ πpfq nedegenerisana ˚´reprezentacija L1pGq na Hπ.

Xtavixe, za x P G i f P L1pGq va�i

πpxqπpfq “ πpLxfq, πpfqπpxq “ ∆px´1
qπpRx´1fq.

Dokaz: f ÞÑ πpfq je oqigledno linearno. Da se radi o jednoj
˚´reprezentaciji, sledi iz:

πpf ˚ gq “

ĳ

fpyqgpy´1xqπpxqdydx

“

ĳ

fpyqgpxqπpyxqdxdy

“

ĳ

fpyqgpxqπpyqπpxqdxdy “ πpfqπpgq,

pri qemu drugu jednakost dobijamo smenom x “ yx, i

πpf˚q “

ż

∆px´1
qfpx´1qπpxqdx

“

ż

fpxqπpx´1
qdx

“

ż

pfpxqπpxqq˚dx “ πpfq˚,

pri qemu je u drugoj jednakosti korix�ena smena x “ x´1. Dve preostale

tra�ene jednakosti slede iz:

πpxqπpfq “

ż

fpyqπpxqπpyqdy

“

ż

fpyqπpxyqdy

“

ż

fpx´1yqπpyqdy “ πpLxfq,
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pri qemu smo koristili smenu y “ x´1y, i

πpfqπpxq “

ż

fpyqπpyqπpxqdy

“

ż

fpyqπpyxqdy

“ ∆px´1
q

ż

fpyx´1
qπpyqdy “ ∆px´1

qπpRx´1fq,

gde smo u ovom delu koristili smenu y “ yx´1. Kao xto prime�ujemo,

koristili smo da operator πpxq mo�e u�i odnosno iza�i iz integrala,

xto je qiǌenica koju �emo qesto koristiti, naroqito u drugom delu

rada, pa vixe ne�emo napomiǌati navedenu osobinu.

Ostalo je jox da poka�emo da je u pitaǌu nedegenerisana

reprezentacija, pa u tu svrhu, uzmimo u ‰ 0 P Hπ. Izaberimo sada

kompaktnu okolinu V Q 1 u G (koja postoji zbog jake neprekidnosti π),

tako da je }πpxqu ´ u} ă }u} za x P V , i definiximo f :“ χV
λpV q

, gde je λ

Harova mera na lokalno kompaktnoj grupi G. Tada je

}πpfqu´ u} “
1

λpV q

›

›

›

›

ż

V

pπpxqu´ uqdx

›

›

›

›

ă }u},

pri qemu smo koristili oznake u skladu sa definicijom 2.9 i napomenom

koja sledi posle ǌe. Ovo specijalno znaqi da je πpfqu ‰ 0, pa je π

nedegenerisana reprezentacija, qime je dokaz zavrxen. �

Sada mo�emo da pre�emo na najavǉeni dokaz korespodencije.

Teorema 2.11. Neka je π nedegenerisana ˚´reprezentacija L1pGq na

Hilbertovom prostoru H. Tada π potiqe od jedinstvene unitarne

reprezentacije grupe G na H definisane u 2.1.

Dokaz: Neka je standardno tΨUu aproksimativna jedinica u L1pGq. Tada

ako f P L1pGq, va�i ΨU ˚ f Ñ f u L1pGq, pa po svojstvu konvolucije

pLxΨUq ˚ f “ LxpΨU ˚ fq Ñ Lxf

u L1pGq za svako x P G, pa iz πpf ˚ gq “ πpfqπpgq i jake neprekidnosti

reprezentacije π, va�i:

πpLxΨUqπpfqv Ñ πpLxfqv, (2.3)
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za sve v P H. Neka je L linearan omotaq skupa tπpfqv|f P L1pGq, v P Hu.

Ako je u K L, tada je 0 “ xu, πpfqvy “ xπpf˚qu, vy za sve v i za sve f , pa

kako je π nedegenerisana, u “ 0, odakle zakǉuqujemo da je L gust u H.

Iz relacije 2.3 sledi da πpLxΨUq konvergira jako na L ka operatoru

π̃pxq : L Ñ L definisan kao π̃pxqπpfqv :“ πpLxfqv. Najpre, π̃pxq je dobro

definisan iz slede�e implikacije (uzimamo proizvoǉan element iz L
koji je jednak 0 i dokazujemo da mu je slika 0)

ÿ

πpfjqvj “ 0 ñ
ÿ

πpLxfjqvj “ lim
ÿ

πpLxΨUqπpfjqvj “ 0.

Iz ocene 2.2, zakǉuqujemo da je }πpLxΨUq} ď }LxΨU}1 “ 1. Tada po Han-

Banahovoj teoremi proxirimo π̃pxq na jedinstven naqin do operatora na

H bez pove�aǌa norme, tj. tako da je }π̃pxq} ď 1 i π̃pxqπpfq “ πpLxfq.

Ciǉ nam je da poka�emo da je π̃ unitarna reprezentacija grupe G. Najpre

doka�imo da je π̃ homomorfizam

π̃pxyqπpfq “ πpLxyfq “ πpLxLyfq “ π̃pxqπpLyfq “ π̃pxqπ̃pyqπpfq,

odakle je π̃pxyq “ π̃pxqπ̃pyq na L pa samim tim i na H. Po definiciji je

π̃p1q “ I, pa je π̃ homomorfizam iz G u grupu invertibilnih operatora

na H. Pre�imo sada na dokazivaǌe da je π̃ unitaran. Kako je

}u} “ }π̃px´1
qπ̃pxqu} ď }π̃pxqu} ď }u}, u P H,

pa je π̃pxq izometrija i time unitaran operator. Konaqno, treba

pokazati neprekidnost. Neka xα Ñ x u G, tada Lxαf Ñ Lxf u L1pGq za

svaki f P L1pGq. Odatle je

π̃pxαqπpfq “ πpLxαfq Ñ πpLxfq “ π̃pxqπpfq.

Tada je π̃pxαq Ñ π̃pxq jako na L, pa kako je }π̃pxαq} “ 1 za svako α, tada

jednostavno aproksimacijom elementima iz H (primenom ε
3
argumenta)

sledi da π̃pxαq Ñ π̃pxq jako na H, pa je π̃ neprekidan.

Preostaje nam da poka�emo da je πpfq “ π̃pfq za f P L1pGq, gde je π̃pfq

definisan preko π̃ na naqin opisan u jednakosti 2.1. Uzmimo sada

proizvoǉne f, g P L1pGq. Tada je iz primera f ˚ g “
ş

fpyqLygdy, pa kako je

π ograniqeno linearno preslikavaǌe iz L1pGq u BpHq va�i pomenuti
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ulazak/izlazak pod integral

πpfqπpgq “ πpf ˚ gq “

ż

fpyqπpLygqdy

“

ż

fpyqπ̃pyqπpgqdy

“

„
ż

fpyqπ̃pyqdy



πpgq “ π̃pfqπpgq.

Dakle, π̃pfq “ πpfq na L, pa samim tim i na H.

Na kraju, ostaje nam da doka�emo jedinstvenost. Neka je pπ neka druga

unitarna reprezentacija grupe G tako da je pπpfq “ πpfq za sve f P L1pGq.

Tada iz jednakosti 2.1 sledi da je xpπpxqu, vy “ xπ̃pxqu, vy za sve x P G i za

sve u, v P H, pa je samim tim pπpxq “ π̃pxq za sve x P G, qime je pokazana

jedinstvenost i dokaz u potpunosti zavrxen. �

Za kraj, pove�imo dobijene rezultate sa C˚´algebrama.

Neka je π unitarna reprezentacija grupe G. Ako je G diskretna,

tada pridru�ena reprezentacija na L1pGq sadr�i reprezentacije grupe

G. Naime, oqigledno je πpxq “ πpδxq (u skladu sa definicijom 2.9), gde

je sa δx oznaqena funkcija koja u x ima vrednost 1, a u ostalim taqkama

vrednost 0. Sa druge strane, ako G nije diskretna i π je beskonaqno

dimenzionalna, πpGq i πpL1pGqq se mogu popriliqno razlikovati. Ipak

va�i slede�a teorema:

Teorema 2.12. Neka je π unitarna reprezentacija grupe G. Tada:

(a) C˚´algebre generisane sa πpGq i πpL1pGqq imaju isto zatvoreǌe u

jakoj i slaboj operatorskoj topologiji.

(b) Ograniqen operator T P BpHπq pripada Cpπq akko je Tπpfq “ πpfqT za

sve f P L1pGq.

(v) Zatvoren podskup M Ď Hπ je invarijantan u odnosu na π akko

πpfqM ĎM za sve f P L1pGq.

Dokaz: (a) Najpre poka�imo da ako g P CcpGq, πpgq je jaki limes Rimanove

sume
ř

E “
ř

j

gpxjqπpxjq|Ej|, gde je E “ tEju konaqna particija kompaktnog

nosaqa supp g i xj P Ej. Zadajmo ε ą 0 i uzmimo proizvoǉne u1, . . . , un P

Hπ. Kako je preslikavaǌe x ÞÑ gpxqπpxqum uniformno neprekidno, to

mo�emo prona�i particiju E “ tEju kompaktnog nosaqa supp g tako da je

}gpxqπpxqum ´ gpyqπpyqum} ă ε, za m “ 1, 2, . . . , n, kada x, y le�e u istom Ej.

Tada va�i da je }
ř

E um ´ πpgqum} ă ε|supp g| za m “ 1, 2, ..., n. Tada svaka
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jaka okolina πpgq sadr�i sumu
ř

E, odakle sledi tra�eno.

Sada, ako je f P L1pGq, f je L1 limes funkcija iz CcpGq, pa je πpfq limes

u normi operatora πpgq, gde g P CcpGq. πpgq je jaki limes Rimanovih

suma i ove sume su u algebri generisanog sa πpGq. Obratno, iz dokaza

teoreme 2.11 sledi da je πpxq jaki limes πpLxΨUq kada U Ñ t1u. Tada

algebre πpGq i πpL1pGqq imaju isto jako zatvoreǌe a samim tim i isto

slabo zatvoreǌe.

(b) Ako T P Cpπq, tada T oqigledno komutira sa svakim elementom slabog

zatvoreǌa algebre generisane sa πpGq, pa samim tim i sa svakim πpfq i

obratno.

(v) Dokaz sledi iz (b) i stava 2.6 (tj. ǌegove analogne reprezentacije

L1pGq). �

2.3 Funkcije pozitivnog tipa

Sada opiximo ve� najavǉenu vezu algebre (unitarnih

reprezentacija) i analize (funkcija pozitivnog tipa).

Definicija 2.10. Funkcijom pozitivnog tipa na lokalno kompaktnoj

grupi G zovemo funkciju φ P L8pGq takvu da ona definixe pozitivni

linearni funkcional na Banahovoj *-algebri L1pGq, tj. da va�i:

ż

pf˚ ˚ fqφ ě 0 za sve f P L1
pGq.

Kako je f˚pxq “ ∆px´1qfpx´1q, to je

ż

pf˚ ˚ fqφ “

ĳ

∆py´1
qfpy´1qfpy´1xqφpxqdydx “

ĳ

fpyqfpyxqφpxqdydx,

jednostavnom smenom y´1 “ y. Sada, meǌaǌem redosleda integracije i

smenom y´1x “ x, dobijamo da je funkcija φ pozitivnog tipa akko je

ĳ

fpxqfpyqφpy´1xqdydx ě 0.

Kasnije �emo pokazati da se sve funkcije pozitivnog tipa poklapaju

sa neprekidnom funkcijom skoro svuda. U ovom trenutku ipak dajemo

slede�u definiciju:

Definicija 2.11. Skup svih neprekidnih funkcija pozitivnog tipa na

G oznaqava�emo sa P “ PpGq.
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Pre�imo sada na izvo�eǌe osobina koje va�e za funkcije

pozitivnog tipa.

Stav 2.13. Ako je φ funkcija pozitivnog tipa, tada je i φ takva.

Dokaz: Po prethodnom izvo�eǌu,

ż

pf˚ ˚ fqφ “

ĳ

fpxqfpyqφpy´1xqdydx

“

ĳ

fpxqfpyqφpy´1xqdydx “

ż

rf
˚
˚ f sφ ě 0,

a posledǌi integral jeste nenegativan za svaki f P L1pGq jer je φ

pozitivnog tipa, pa je i ǌegov konjugat nenegativan, qime smo pokazali

tvr�eǌe. �

Postoji tesna veza izme�u funkcija pozitivnog tipa i unitarnih

reprezentacija. Sada �emo dokazati niz tvr�eǌa u ciǉu da tu vezu i

opixemo.

Stav 2.14. Ako je π unitarna reprezentacija G i u P Hπ, tada funkcija

φ zadata kao φpxq “ xπpxqu, uy jeste iz skupa P.

Dokaz: φ je neprekidna po definiciji unitarne reprezentacije π. Kako

je φpy´1xq “ xπpy´1qπpxqu, uy “ xπpxqu, πpyquy, pa je za svako f P L1pGq

ĳ

fpxqfpyqφpy´1xqdxdy “

ĳ

xfpxqπpxqu, fpyqπpyquydxdy “ }πpfqu}2 ě 0,

tj. φ P P. �

Posledica 2.15. Ako je f P L2pGq, definiximo rfpxq “ fpx´1q. Tada

f ˚ rf P P.

Dokaz: Neka je π leva regularna reprezentacija koju smo opisali u

primeru 2.2. i primenimo prethodno tvr�eǌe na f (tj. zamenimo u sa

f). Tada je za sve x P G

xπpxqf, fy “

ż

fpx´1yqfpyqdy “ f ˚ rfpxq.

Odatle je f ˚ rf P P direktno iz prethodna dva stava. �

Slede�i ciǉ nam je da poka�emo da su sve nenula funkcije

pozitivnog tipa oblika kao u Stavu 2.14. Krenimo od neke funkcije
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φ ‰ 0 pozitivnog tipa i primetimo da ona definixe semi-definitnu

hermitsku formu na L1pGq datu sa:

xf, gyφ “

ż

pg˚ ˚ fqφ “

ĳ

fpxqgpyqφpy´1xqdxdy,

za koju, i vixe nego oqigledno va�i

|xf, gyφ| ď }φ}8}f}1}g}1.

Neka je skup N definisan kao N “ tf P L1pGq|xf, fyφ “ 0u. Iz

Koxi-Xvarcove nejednakosti, f P N akko je xf, gyφ “ 0 za sve g P L1pGq.

Onda forma x¨, ¨yφ indukuje skalarni proizvod na koliqniqkom

prostoru L1pGq{N , koji �emo, da ne komplikujemo zapis novim

oznakama, opet oznaqiti sa x¨, ¨yφ. Oznaqimo sada Hilbertov prostor

koji je kompletiraǌe L1pGq{N sa Hφ. Tako�e, oznaqimo koliqniqko

preslikavaǌe sa L1pGq Ñ L1pGq{N sa f ÞÑ rf . Nije texko uveriti se da

je za f, g P L1pGq dobro definisan skalarni proizvod x rf, rgyφ :“ xf, gyφ.

Tako�e, oznaqimo sa } ¨ }Hφ normu na Hφ. Iz prethodne nejednakosti,

zamenom g “ f dobijamo ocenu:

} rf}Hφ ď }φ}
1
2
8}f}1. (2.4)

Sada konstruiximo reprezentaciju grupe G na prostoru Hφ. Uoqimo da

za levi operator va�i slede�e:

xLxf, Lxgyφ “

ĳ

fpx´1yqgpx´1zqφpz´1yqdydz

“

ĳ

fpyqgpzqφppxzq´1
pxyqqdydz “ xf, gyφ,

gde su f, g P L1pGq i x P G. Specijalno, mo�emo primetiti da je LxpN q “
N . Odatle je operator rLx rf :“ ĄLxf dobro definisan na L1pGq{N i za ǌega

prema prethodnom vredi

xrLx rf, rLxrgyφ “ x rf, rgyφ,

tj. rLx je izometrija, a tako�e je i izomorfizam, jer je Lx izomorfizam

na L1pGq. Dakle, rLx je unitaran operator na L1pGq{N , koji se

jedinstveno proxiruje na Hφ, pa konaqno mo�emo definisati
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reprezentaciju πφ grupe G na prostoru Hφ:

πφpxq rf “ ĄLxf, f P L1
pGq.

Napomenimo na kraju da se lako proverava da je odgovaraju�a

reprezentacija L1pGq na Hφ data sa:

πφpfqrg “Ćf ˚ g.

Teorema 2.16. Neka je φ funkcija pozitivnog tipa na G. Uz prethodne

oznake, postoji cikliqni vektor ε za πφ takav da je πφpfqε “ rf , za sve

f P L1pGq i φpxq “ xπφpxqε, εy za skoro sve x P G.

Dokaz: Neka je U proizvoǉna bazna okolina jedinice u G i pΨUqUPU

aproksimativna jedinica. Tada pΨ˚
UqUPU zadovoǉava svojstva (1) i (2)

iz definicije aproksimativne jedinice 1.6 (dok tre�e svojstvo

zadovoǉava samo kada je G unimodularna), pa za sve f P L1pGq va�i

Ψ˚
U ˚ f Ñ f u L1pGq, odakle je

ş

pΨ˚
U ˚ fqφ Ñ

ş

fφ. Ekvivalentno,

xf,ΨUyφ Ñ
ş

fφ, a odatle je x rf, rΨUyφ Ñ
ş

fφ. Sada iz nejednakosti 2.4

sledi

}rΨU}Hφ ď }φ}
1
2
8}ΨU}1 “ }φ}

1
2
8.

Sada kako je mre�a pΨUqUPU ograniqena i kako lim
U
xv,ΨUyφ postoji za svako

v P Hφ, to rΨU konvergira slabo u Hφ elementu ε. Odatle je:

x rf, εyφ “ lim
U
x rf, rΨUy “

ż

fφ, za svaki f P L1
pGq.

Tada je za proizvoǉne f, g P L1pGq i y P G:

xrg, πφpyqεyφ “ xπφpy
´1
qrg, εyφ “ x ČpLy´1gq, εyφ “

ż

gpyxqφpxqdx “

ż

gpxqφpy´1xqdx,

a tako�e je:

xrg, rfyφ “ xg, fyφ “

ĳ

gpxqfpyqφpy´1xqdxdy “

ż

xrg, πφpyqεyφfpyqdy “ xrg, πφpfqεyφ,

pri qemu posledǌi red sledi po definiciji iz prethodnog odeǉka -

reprezentacije na L1pGq.

Odatle je rf “ πφpfqε za sve f P L1pGq. Pre�imo sada na dokaz druge
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tvrdǌe. Posmatrajmo:

ż

xε, πφpyqεyφfpyqdy “ lim
U

ż

xrΨU , πφpyqεyφfpyqdy

“ lim
U
xrΨU , rfyφ “ xrε, rfyφ “ x rf, rεyφ “

ż

φpyq fpyqdy,

a kako ovo va�i za svaki f P L1pGq, to je:

xπφpyqε, εyφ “ xε, πφpyqεyφ “ φpyq “ φpyq,

za skoro svako y P G. Ostalo je jox da doka�emo da je ε cikliqan vektor,

xto je ekvivalentno qiǌenici da je skup tπφpxqε|x P Gu svuda gust u Hφ.

Za to je dovoǉno pokazati da ako za f P L1pGq va�i x rf, πφpxqεyφ “ 0 za sve

x P G, onda je rf “ 0, tj. f P N . Ali kako je x rf, rgyφ “
ş

x rf, πφpxqεyφgpxqdx, tj.

ε je cikliqan akko je x rf, rgyφ “ 0 za sve g P L1pGq, a to povlaqi da je rf “ 0,

xto smo i hteli da poka�emo. �

Sada smo pokazali da svaka funkcija φ pozitivnog tipa na G ima

oblik φpxq “ xπφpxqε, εy za skoro sve x P G i neki cikliqni vektor ε, a kako

je desna strana neprekidna funkcija, to va�i jednostavna posledica:

Posledica 2.17. Svaka funkcija pozitivnog tipa podudara se sa

neprekidnom funkcijom skoro svuda.

Navodimo jox jednu posledicu:

Posledica 2.18. Ako φ P P, tada }φ}8 “ φp1q i φpx´1q “ φpxq.

Dokaz: Imamo da je φpxq “ xπφpxqε, εy za neku unitarnu reprezetaciju πφ

i vektor ε, pa je |φpxq| “ |xπφpxqε, εy| ď }ε}2 “ xπφp1qε, εy “ φp1q iz Koxi-

Xvarcove nejednakosti i φpx´1q “ xπφpx
´1qε, εy “ xε, πφpxqεy “ φpxq. �

Sada smo uspostavili vezu izme�u cikliqnih unitarnih

reprezentacija i funkcija pozitivnog tipa koju smo najavili. Da bi

uokvirili ovu priqu, ostalo je jox da poka�emo jedinstvenost koja

sledi iz narednog stava:

Stav 2.19. Neka su π i ρ dve cikliqne reprezentacije grupe G sa

cikliqnim vektorima u i v takvi da je xπpxqu, uy “ xρpxqv, vy za sve x P G.

Tada su π i ρ unitarno ekvivalentni. Preciznije, postoji unitaran

T P Cpπ, ρq takav da je Tu “ v.
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Dokaz: Za sve x, y P G va�i slede�i niz jednakosti:

xπpxqu, πpyquy “ xπpy´1xqu, uy “ xρpy´1xqv, vy “ xρpxqv, ρpyqvy.

Definiximo sada T pπpxquq “ ρpxqv, zatim ga po linearnosti proxirimo

do izometrije sa skupa tπpxqu|x P Gu na skup tρpxqv|x P Gu, a kako su

oba gusta redom u Hπ, odnosno Hρ, proxirimo ih po neprekidnosti do

unitarnog T : Hπ Ñ Hρ. Jednostavnom zamenom x “ 1, dobijamo Tu “ v.

Doka�imo jox da T P Cpπ, ρq. Kako je

ρpyqT pπpxquq “ ρpyxqv “ T pπpyqπpxquq,

to je ρpyqT “ Tπpyq, a kako to va�i za sve y P G, dokazali smo tra�eno. �

Kao jednostavna posledica ovog tvr�eǌa jeste jedinstvenost

funkcije pozitivnog tipa u odnosu na cikliqnu reprezentaciju do na

unitarnu ekvivalentnost, tj. va�i:

Posledica 2.20. Ako je π cikliqna reprezentacija na G sa cikliqnim

vektorom u i φpxq “ xπpxqu, uy, tada je reprezentacija π unitarno

ekvivalentna sa πφ, koju smo definisali u okviru ovog poglavǉa.

Definiximo sada jox par pojmova koji �e nam biti od izuzetne

va�nosti za daǉi rad, a sve u ciǉu dokazivaǌa Geǉfand-Rajkovǉeve

teoreme.

Primetimo najpre da je skup svih neprekidnih funkcija pozitivnog

tipa na G, odnosno skup P, konveksan konus, a zatim definiximo dva

ǌegova posebno znaqajna skupa (jednakosti sa desne strane slede iz

posledice 2.18)

P1 “ tφ P P | }φ}8 “ 1u “ tφ P P |φp1q “ 1u,

P0 “ tφ P P | }φ}8 ď 1u “ tφ P P |0 ď φp1q ď 1u.

Kako su oba ova skupa ograniqena i konveksna, mo�emo posmatrati

ǌihove krajǌe taqke. Skupove ǌihovih krajǌih taqki oznaqimo redom

sa EpP1q i EpP0q.

Slede�a teorema nam je od posebnog znaqaja.

Teorema 2.21. Ako je φ P P1, tada φ P EpP1q akko je reprezentacija πφ

nerazlo�iva.
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Dokaz: Pretpostavimo da φ P EpP1q, ali da je πφ reducibilna. Tada

postoji netrivijalan, invarijantan u odnosu na πφ potprostor M i Hφ “

M‘MK. Po Lemi 2.3 je onda i MK invarijantan potprostor u odnosu

na πφ. Kako je ε cikliqni vektor reprezentacije πφ, on ne mo�e biti u

M ili u MK, pa postoje α i β, αβ ‰ 0 i jediniqni vektori u P M i

v P MK tako da je ε “ αu ` βv. Definiximo tada ψ1pxq “ xπφpxqu, uyφ i

ψ2pxq “ xπφpxqv, vyφ. Tada kako su u i v jediniqni, onda je ψ1p1q “ ψ2p1q “ 1,

pa ψ1, ψ2 P P1. Primetimo da iz βv K αu i obratno, sledi da je

xπφpxqε,
1

α
u´

1

β
vy “ ψ1pxq ´ ψ2pxq.

Sada kako je ε cikliqni vektor i 1
α
u´ 1

β
v razliqito od 0 (inaqe pripadaju

istom potprostoru), to je ψ1 ‰ ψ2. Tako�e va�i da je

φpxq “ xπφpxqε, εyφ “ α2
xπφpxqu, uy ` β

2
xπφpxqv, vy “ α2ψ1pxq ` β

2ψ2pxq,

i α2 ` β2 “ φp1q “ 1, pa φ nije krajǌa taqka.

U suprotnom smeru, pretpostavimo da je πφ nesvodǉiva reprezentacija

i da se φ mo�e predstaviti kao φ “ ψ1`ψ2, za neke ψ1 i ψ2 iz P. Tada je

za sve f, g P L1pGq taqno

xf, fyψ1 “ xf, fyφ ´ xf, fyψ2 ď xf, fyφ,

a onda iz Koxi-Xvarcove nejednakosti

|xf, gyψ1 | ď xf, fy
1
2
ψ1
xg, gy

1
2
ψ1
ď xf, fy

1
2
φ xg, gy

1
2
φ .

Tada preslikavaǌe pf, gq ÞÑ xf, gyψ1 definixe hermitsku formu na Hφ, pa

postoji ograniqen samoadjungovan operator T na Hφ takav da je za sve

f, g P L1pGq

xf, gyψ1 “ xT
rf, rgyφ.

Tada va�i slede�i niz jednakosti

xTπφpxq rf, rgyφ “ xTČpLxfq, rgyφ “ xLxf, gyψ1 “ xf, Lx´1gyψ1

“ xT rf,ČLx´1gyφ “ xT rf, πφpx
´1
qrgyφ “ xπφpxqT rf, rgyφ,

pa T P Cpπφq. Onda iz Xurove leme znamo da je T “ cI i xf, gyψ1 “ cxf, gyφ.

Odatle je u smislu klasiqne defincije ψ1 “ cφ i ψ2 “ p1 ´ cqφ, pa je
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oqigledno φ krajǌa taqka, qime smo dokazali tra�eno. �

Oqigledno se uslov
ş

pf˚ ˚ fqφ ě 0 na φ quva pri slabim˚ limesima,

pa je P0 slabo˚ zatvorena lopta u L8pGq (tj. dualu od L1pGq). Zatim je

iz Banah-Algaogluove teoreme, P0 slabo˚ kompaktan, a onda iz

Krejn-Milmanove teoreme je slabo˚ zatvoreǌe konveksnog omotaqa

ǌegovih krajǌih taqaka. Iako P1 nije slabo˚ zatvoren, zakǉuqak iz

Krejn-Milmanove teoreme i daǉe va�i. Najpre doka�imo slede�e

pomo�no tvr�eǌe.

Lema 2.22. Pri standardnim oznakama, va�i EpP0q “ EpP1q Y t0u.

Dokaz: Uzmimo φ1, φ2 P P0 i λ1, λ2 ě 0 takve da je λ1 ` λ2 “ 1. Prvo

pretpostavimo da je λ1φ1`λ2φ2 “ 0. Stavǉaju�i x “ 1, dobijamo λ1φ1p1q`

λ2φ2p1q “ 0, odakle je φ1p1q “ φ2p1q “ 0, pa je po posledici 2.18 φ1 “

φ2 “ 0, odakle je 0 krajǌa taqka, tj. 0 P EpP0q. Sa druge strane, ako

je λ1φ1 ` λ2φ2 “ φ, gde je φ P P1, tada opet evaluiraju�i u 1 dobijamo

da je φ1p1q “ φ2p1q “ 1, pa φ1, φ2 P P1. Time smo pokazali da ako je φ

krajǌa taqka u P1, onda je ona krajǌa i u P0. Konaqno, pretpostavimo

da postoji element φ P EpP0qzpEpP1q Y t0uq. Oqito, svaki element skupa

P0 je konveksna kombinacija 0 i nekog elementa iz skupa P1, pa je φ

nu�no element skupa P1, xto je kontradikcija sa φ P EpP0qzEpP1q poxto

je P1 Ď P0. �

Sada doka�imo i samu teoremu:

Teorema 2.23. Konveksni omotaq EpP1q je gust u P1 u slaboj˚ topologiji.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉno φ P P1. Prema prethodnoj Lemi i diskusiji,

znamo da va�i da je φ slabi˚ limes mre�e funkcija pφαqαPA, gde za sve

α P A va�i da φα pripada konveksnom omotaqu od EpP0q, tj. oblika je

λ1ψ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnψn ` λn`10, gde ψ1, . . . , ψn P EpP1q, pri qemu je λ1, . . . , λn`1 ě 0

i λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn`1 “ 1. Kako je }φ}8 “ 1, to je }φα}8 ď 1 i poxto je skup

tf P L8pGq| }f}8 ď 1´εu slabo˚ kompaktan po Banah-Alaogluovoj teoremi,

to va�i lim
α
φαp1q “ lim

α
}φα}8 “ 1. Ali onda ako oznaqimo sa φ1α “

φα
φαp1q

imamo da je

φ1α “
1

φαp1q

n
ÿ

j“1

λjψj ,
1

φαp1q

n
ÿ

j“1

λj “
φαp1q

φαp1q
“ 1.

Tada φ1α pripada konveksnom omotaqu skupa EpP1q i va�i φ “ lim
α
φ1α, xto

nam je i bio ciǉ. �
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Nax naredni ciǉ jeste da poka�emo vrlo va�nu qiǌenicu da se

slaba˚ topologija na P1 (nasle�ena iz L8pGq), poklapa sa topologijom

uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima u G, ili kako �emo

je kra�e u ostatku rada oznaqavati, topologijom kompaktne
konvergencije. Podsetimo se da u ovoj topologiji baznu okolinu

funkcije φ0 definixemo kao

Npφ0; ε,Kq “ tφ| |φpxq ´ φ0pxq| ă ε za sve x P Ku,

gde je ε ą 0 i K ide po kompaktnim skupovima u G. Najpre moramo

pokazati nekoliko pomo�nih tvr�eǌa.

Lema 2.24. Neka je X Banahov prostor i B podskup dualnog prostora

X˚ na kome je norma ograniqena. Slaba˚ topologija na B, poklapa se sa

topologijom kompaktne konvergencije na X.

Dokaz: Slaba˚ topologija je topologija taqka po taqka konvergencije

na X, pa je svakako slabija od topologije kompaktne konvergencije.

Obratno, neka je λ0 P B, ε ą 0 proizvoǉno, K Ď X kompaktan, C “ sup
λPB

}λ}

i δ “ ε
3C
. Tada postoje ξ1, . . . , ξn P K takvi da unija lopti Bpξj, δq

pokriva K. Ako uzmemo neko λ P B i ξ P K tako da je }ξ ´ ξj} ă δ za neko

j, tada je:

|λpξq ´ λ0pξq| ă |λpξ ´ ξjq| ` |pλ´ λ0qpξjq| ` |λ0pξj ´ ξq| ă
2ε

3
` |pλ´ λ0qpξjq|,

pa je slaba˚ okolina
n
Ş

j“1

tλ | |pλ ´ λ0qpξjq| ă
ε
3
u λ0 sadr�ana u okolini

Npλ0; ε,Kq topologije kompaktne konvergencije, qime smo dokazali i

suprotan smer. �

Lema 2.25. Neka je φ0 P P1 i f P L1pGq. Za proizvoǉno ε ą 0 i svaki

kompaktan skup K Ď G, postoji slaba˚ okolina Φ funkcije φ0 u P1, takva

da je |f ˚ φpxq ´ f ˚ φ0pxq| ă ε za sve φ P Φ i x P K.

Dokaz: Najpre primetimo da φ0 mo�emo posmatrati kao element duala

L1pGq, definisan kao φ0pfq “
ş

fφ0. Iz posledice 2.18, znamo da je f ˚

φpxq “
ş

fpxyqφpy´1qdy “
ş

pLx´1fqφ, pa je f ˚ φpxq “ φpLx´1fq. Kako je po

Stavu 1.25 preslikavaǌe x ÞÑ Lx´1f neprekidno iz G u L1pGq, to je skup

tLx´1f |x P Ku kompaktan u L1pGq. Konaqno, primenom prethodne leme,

dobijamo slabu˚ okolinu Φ funkcije φ0 (koja je istovremeno i okolina
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u topologiji kompaktne konvergencije), takvu da je za sve φ P Φ i x P K

|φpLx´1fq ´ φ0pLx´1fq| “ |f ˚ φpxq ´ f ˚ φ0pxq| ă ε, qime je dokaz zavrxen. �

Lema 2.26. Ako φ P P1, tada va�i ocena |φpxq ´ φpyq|2 ď 2´ 2Repφpyx´1qq.

Dokaz: Znamo da je φpxq “ xπpxqu, uy za neku unitarnu reprezentaciju π i

jediniqni vektor u P Hπ, jer φ P P1, pa va�i slede�i niz jednakosti:

|φpxq ´ φpyq|2 “ |xpπpxq ´ πpyqqu, uy|2 “ |xu, pπpx´1
q ´ πpy´1

qquy|2

ď }πpx´1
qu´ πpy´1

qu}2

“ 2´ 2Repxπpyx´1
qu, uyq

“ 2´ 2Repφpyx´1
qq,

pri qemu smo koristili Koxi-Xvarcovu nejednakost i qiǌenicu da je

}u} “ 1. �

Lema 2.27. Neka je φ0 P P1 i δ ą 0. Tada postoji kompaktna okolina

V Ď G, 1 P V i slaba˚ okolina Φ1 od φ0 u P1, tako da za sve x P G i sve

φ P Φ1 va�i |χV ˚ φpxq ´ λpV qφpxq| ă 2λpV q
?
δ, gde je χV karakteristiqna

funkcija skupa V , a λ Harova mera.

Dokaz: Za V uzmimo kompaktnu okolinu jedinice u G, takvu da je

|φ0pxq ´ 1| ă δ za sve x P V (xto mo�emo iz neprekidnosti). Okolinu Φ1

definixemo kao

Φ1 “

"

φ P P1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|φpχV q ´ φ0pχV q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

pφ´ φ0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă δλpV q

*

.

Kako χV P L1, to je Φ1 slaba˚ okolina φ0. Ako je sada φ P Φ1, tada imamo

da je
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

p1´ φq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

p1´ φ0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

pφ0 ´ φq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 2δλpV q,

direktno iz izbora V i Φ1. Sada procenimo

|χV ˚ φpxq ´ λpV qφpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

pφpy´1xq ´ φpxqqdλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

V

|pφpy´1xq ´ φpxqq|dλpyq.

Sada iz leme 2.26, zatim Helderove nejednakosti i pre�axǌe procene,
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va�i

|χV ˚ φpxq ´ λpV qφpxq| ď

ż

V

p2´ 2Repφpyqqq
1
2dλpyq

ď

„
ż

V

p2´ 2Repφpyqqqdλpyq


1
2

λpV q
1
2

ď

g

f

f

e2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

V

p1´ φqdλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a

λpV q

ă
a

2 ¨ 2δλpV q
a

λpV q “ 2λpV q
?
δ,

xto smo i hteli da poka�emo. �

Sada konaqno doka�imo unapred najavǉenu teoremu.

Teorema 2.28. Na P1 slaba˚ topologija se poklapa sa topologijom

kompaktne konvergencije na G.

Dokaz: Ako uzmemo proizvoǉno f P L1pGq i ε ą 0, tada postoji kompaktan

skup K Ď G takav da je
ş

GzK

|f | ă ε
4
(ovo znamo iz svojstva unutraxǌe

regularnosti Radonove mere). Sada, ako su φ, φ0 P P1 takvi da je |φpxq ´

φ0pxq| ă
ε

2}f}1
za sve x P K (tj. imamo kompaktnu konvergenciju na G), tada

je:

|φpfq ´ φ0pfq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pfφ´ fφ0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

K

|f ||φ´ φ0| `

ż

GzK

|f ||φ´ φ0|

ă }f}1
ε

2}f}1
`
ε

4
p1` 1q “ ε,

pa zakǉuqujemo da kompaktna konvergencija na G povlaqi slabu˚

konvergenciju (na P1).

Obratno, uzmimo φ0 P P1, ε ą 0 i K Ď G kompaktan proizvoǉno. Nax

ciǉ je da na�emo slabu˚ okolinu Φ (od φ0 u P1) takvu da je |φ ´ φ0| ă ε

na K kad φ P Φ. Za dato δ ą 0, po Lemi 2.27, postoji slaba˚ okolina Φ1

od φ0 i kompaktna okolina V , 1 P V , takva da je za sve x P G i sve φ P Φ1

|χV ˚ φpxq ´ λpV qφpxq| ă 2λpV q
?
δ. Iz leme 2.25 postoji slaba˚ okolina Φ2

(od φ0 u P1) takva da je |χV ˚ φpxq ´ χV ˚ φ0pxq| ă δλpV q za sve φ P Φ2 i
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x P K. Tada oznaqimo Φ “ Φ1 X Φ2. Onda je za sve φ P Φ i x P K

|φpxq ´ φ0pxq| ď

ď
1

λpV q
p|λpV qφpxq ´ χV ˚ φpxq| ` |χV ˚ pφ´ φ0qpxq| ` |χV ˚ φ0pxq ´ λpV qφ0pxq|q

ď
1

λpV q
p2λpV q

?
δ ` δ ` 2λpV q

?
δq “ δ ` 4

?
δ.

Uzmimo sada δ dovoǉno malo, tako da je δ ` 4
?
δ maǌe od unapred

zadatog ε, odakle zakǉuqujemo i obratno tvr�eǌe, da slaba˚

konvergencija na P1 povlaqi kompaktnu konvergenciju na G. �

Pre samog dokaza Geǉfand-Rajkovǉeve teoreme, poka�imo jedan

zaostali rezultat, koji se i inaqe qesto koristi.

Stav 2.29. Neka je S skup svih linearnih kombinacija funkcija iz

CcpGq X PpGq. Tada S sadr�i sve funkcije oblika f ˚ g, gde f, g P CcpGq,

gust je u LppGqp1 ď p ă 8q, u Lp normi i gust u CcpGq u sup´normi.

Dokaz: Iz posledice 2.15 znamo da S sadr�i sve funkcije oblika f ˚ rf ,

f P CcpGq, gde je rfpxq “ fp´xq. Primetimo da na CcpGq ˆ CcpGq imamo

definisan seskvilinearan funkcional Bpf, gq “ f ˚ rg, pa po

polarizacionom identitetu va�i

Bpf, gq “
1

4

`

Bpf`g, f`gq´Bpf´g, f´gq` iBpf` ig, f` igq´ iBpf´ ig, f´ igq
˘

.

Odatle S sadr�i sve funkcije oblika Bpf, gq, f, g P CcpGq, pa va�i prvi

deo tvr�eǌa (uzmimo g “ rg). Drugi deo tvr�eǌa sada lako sledi iz

qiǌenice da postoji aproksimativna jedinica u CcpGq, i pritom je CcpGq

gust u LppGq. �

I konaqno, za kraj ovog poglavǉa sledi teorema koju smo davno

najavili kao nax ciǉ, ali je bilo potrebno dokazati dosta tvr�eǌa

koje prethode ǌoj samoj.

Teorema 2.30. [Geǉfand12-Rajkovǉeva teorema] Ako je G lokalno

kompaktna grupa, tada nesvodǉive unitarne reprezentacije na G

razdvajaju taqke, tj. ako su x i y dve razliqite taqke iz G, tada

postoji nesvodǉiva reprezentacija π takva da je πpxq ‰ πpyq.
12Israel Moiseeviq Gelfand (1913-2009), sovjetski matematiqar
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Dokaz: Iz Urisonove leme, mo�emo odabrati funkciju f0 P CcpGq takvu

da je f0pxq ‰ f0pyq. Po prethodnom Stavu, mo�emo funkciju f0

uniformno aproksimirati linearnim kombinacijama funkcija iz

CcpGq X PpGq. Stoga, ako uzmemo da je f linearna kombinacija funkcija

iz CcpGq X PpGq takva da je u svakoj taqki udaǉena od f0 za najvixe

|
f0pxq´f0pyq

2
|, tada imamo da je fpxq ‰ fpyq. Kako svaki element iz P

mo�emo normirati tako da bude u P1, tada je f “
m
ř

i“1

λifi, gde

λi P C, fi P CcpGq X P1. Sada iz teorema 2.23 i 2.28 sledi da je konveksni

omotaq EpP1q gust u P1 u topologiji kompaktne konvergencije. Kako je

skup tx, yu kompaktan, svaki fi mo�emo uniformno aproksimirati na

skupu tx, yu funkcijom gi koja pripada konveksnom omotaqu skupa EpP1q.

Ako stavimo da je g “
m
ř

i“1

λigi i |gipzq ´ fipzq| ă
δ

m
ř

i“1
|λi|

za sve i i z P tx, yu

dobijamo da je |gpzq ´ fpzq| ď
m
ř

i“1

|λi||gipzq ´ fipzq| ă δ. Ako sada uzmemo da

je δ ă fpxq´fpyq
2

, dobijamo da je gpxq ‰ gpyq. Kako je svaka linearna

kombinacija funkcija iz konveksnog omotaqa od EpP1q ujedno i

linearna kombinacija funkcija iz EpP1q, imamo da je g “
n
ř

i“1

µiφi, gde

µ P C i φi P EpP1q. Kako je gpxq ‰ gpyq, to je za bar jedan i, φipxq ‰ φipyq.

Tada je odgovaraju�a reprezentacija πφi iz teoreme 2.16 ireducibilna

po Teoremi 2.21 i va�i:

xπφipxqε, εy “ φipxq ‰ φipyq “ xπφipyqε, εy,

pa je konaqno πφipxq ‰ πφipyq, xto je i trebalo pokazati. �
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Poglavǉe 3:
Analiza na lokalno kompaktnim
Abelovim grupama

Sada prelazimo na centralno poglavǉe u radu. Ciǉ nam je da xto

boǉe opixemo Furijeovu transformaciju na lokalno kompaktnim

grupama i poka�emo neke znaqajne teoreme poput Bohnerove,

Planxarelove i Pontrjaginove teoreme o dualnosti. Kroz celo

poglavǉe G �e nam oznaqavati lokalno kompaktnu Abelovu grupu. Kako

se radi o Abelovoj grupi, mnoge stvari �e biti prostije, ali �e

naravno va�iti i opxtiji rezultati koje smo dobili u prethodnim

poglavǉima. Napomenimo samo nekoliko qiǌenica koje va�e u sluqaju

Abelovih grupa: leva i desna translacija se poklapaju, G je

unimodularna, konvolucija je komutativna, itd.

3.1 Dualna grupa

Neka je G lokalno kompaktna Abelova grupa. Iz posledice 2.8

znamo da su sve nesvodǉive reprezentacije grupe G

jednodimenzionalne. Tada ako uoqimo neku reprezentaciju π na Hπ “ C,
znamo da je πpxqpzq “ ξpxqz, za z P C, gde je ξ neprekidni homomorfizam

iz G u T (multiplikativna grupa kompleksnih brojeva modula 1 sa

standardnom topologijom).

Definicija 3.1. Homomorfizam ξ : G Ñ T naziva se karakter. Skup

svih karaktera na G oznaqavamo sa pG.

Kako je πpxqp1q “ ξpxq, to je ξpxq “ xπpxq1, 1y. Iz stava 2.14 i

qiǌenice da je ξp1q “ 1 dobijamo da je pG sadr�an u P1pGq. Xtavixe, po

teoremi 2.21, pG je skup krajǌih taqaka P1pGq. Karakter ξ P pG definixe

jednu nedegenerisanu *-reprezentaciju L1pGq na C:

ξpfq “

ż

ξpxqfpxqdx,
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pri qemu smo poistovetili BpCq sa C. Obratno, ako imamo neki Φ P pL1q˚,

ǌemu odgovara φ P L8, tako da je Φpgq “
ş

φpxqgpxqdx, za g P L1. Tada je za

sve f, g P L1,

Φpfq

ż

φpxqgpxqdx “ ΦpfqΦpgq “ Φpf ˚ gq “

ĳ

φpyqfpyx´1
qgpxqdxdy

“

ż

ΦpLxfqgpxqdx.

Odatle je Φpfqφpxq “ ΦpLxfq lokalno za skoro svako x. Uzmimo f P L1

tako da je Φpfq ‰ 0 (takav svakako postoji), pa definiximo φpxq “ ΦpLxfq
Φpfq

za svako x. Tada je φ neprekidna i kada zamenimo x sa xy, a f sa Lyf u

gorǌoj jednakosti, dobijamo:

φpxyqΦpfq “ ΦpLxyfq “ ΦpLxLyfq “ φpxqΦpLyfq “ φpxqφpyqΦpfq,

pa je φpxyq “ φpxqφpyq, a odatle φpxnq “ φpxqn za svako n, pa poxto je φ

ograniqen, to je |φpxq| “ 1, tj. φ : GÑ T. Time smo pokazali da:

Teorema 3.1. pG se identifikuje sa spektrom algebre L1pGq pomo�u

ξpfq “
ş

ξpxqfpxqdx.

pG je oqigledno Abelova grupa kada mno�eǌe definixemo taqka po

taqka - neutralni element je konstantna funkcija 1, dok je inverz:

ξ´1
pxq “ ξpx´1

q “ ξpxq.

Topologiju na pG uvedimo kao topologiju kompaktne konvergencije na G.

Na osnovu teoreme 2.28 ova topologija se poklapa sa slabom˚

topologijom koju pG nasle�uje kao podskup od L8. Kako je pG Y t0u skup

svih homomorfizama iz L1 u C, xto je podskup zatvorene jediniqne

lopte od L8 i oqigledno slabo˚ zatvoren, pa je slabo˚ kompaktan po

Banah-Algaogluovoj teoremi. Dakle, zakǉuqujemo:

Stav 3.2. pG je lokalno kompaktna Abelova grupa, koju nazivamo dualna
grupa od G.

Sada �emo se za trenutak usredsrediti na kompaktne i diskretne

grupe G (koje su onda i lokalno kompaktne). Ako je G kompaktna grupa,

tada je pG Ă L8pGq Ă LppGq, za sve p ě 1, jer je Harova mera kompaktnog

skupa konaqna.
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Stav 3.3. Ako je G kompaktna i ako je Harova mera takva da je mera

skupa G jednaka 1, tada je pG ortonormiran skup u L2pGq.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉno ξ P pG, tada je |ξ|2 ” 1, pa je }ξ}2 “ 1. Za η ‰ ξ,

postoji x0 P G tako da je ξpx0q ‰ ηpx0q, tj. ξη´1px0q ‰ 1. Tada je:

xξ, ηy “

ż

ξη “

ż

ξη´1
pxqdx “

ż

ξη´1
px0x

´1
0 xqdx “

“ ξη´1
px0q

ż

ξη´1
px´1

0 xqdx “ ξη´1
px0q

ż

ξη´1
pxqdx “ ξη´1

px0q

ż

ξη,

pa je
ş

ξη “ 0, qime smo pokazali ortonormiranost. �

Stav 3.4. Ako je G diskretna, tada je pG kompaktna i obratno, ako je G

kompaktna, tada je pG diskretna.

Dokaz: Ako je G diskretna, tada L1pGq ima jedinicu (funkciju koja je

jednaka 0 svuda osim u 1). Tada je spektar algebre L1pGq (koji smo

poistovetili sa pG) kompaktan.

Ako je G kompaktna, tada funkcija identiqki jednaka 1 pripada L1pGq,

pa je skup tf P L8 | |
ş

f | ą 1
2
u slabo˚ otvoren. Po Stavu 3.3 (naravno,

mo�emo pretpostaviti da je mera skupa G jednaka 1),
ş

ξ “ 1, ako je

ξ ” 1, a
ş

ξ “ 0 inaqe. Odatle je skup t1u otvoren u pG, pa je i svaki

jednoqlan skup u pG otvoren, a odatle je pG diskretna, xto je i trebalo

dokazati. �

Sada �emo se posvetiti raqunaǌu dualnih grupa za neke osnovne

lokalno kompaktne Abelove grupe.

Teorema 3.5. (1) pR – R, pri qemu je karakter oblika ξpxq “ e2πiξx.

(2) pT – Z, pri qemu je karakter oblika npαq “ αn.

(3) pZ – T, pri qemu je karakter oblika αpnq “ αn.

(4) xZk – Zk (Zk je aditivna grupa celih brojeva po modulu k), pri qemu

je npmq “ e2πimn
k .

Dokaz: (1) Najpre, oqigledno je da su funkcije oblika x ÞÑ e2πiξx elementi

grupe pR. Obratno, uzmimo ξ P pR. Tada je ξp0q “ 1, pa postoji t ą 0 tako

da je
t
ş

0

ξdx ‰ 0. Onda je:

ξpyq

t
ż

0

ξpxqdx “

t
ż

0

ξpx` yqdx “

t`y
ż

y

ξpxqdx,
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pa je ξpyq “

t`y
ş

y
ξpxqdx

t
ş

0

ξpxqdx

, pa je ξ diferencijabilna i va�i

ξ1pyq “
ξpyqpξptq ´ 1q

t
ş

0

ξpxqdx

“ Cξpyq,

gde je C neka konstanta. Rexeǌe ove diferencijalne jednaqine pri

uslovu ξp0q “ 1 jeste ξpyq “ eCy, pa kako |ξpyq| “ 1 za sve y, C mora biti

imaginaran, tj. ξ je tra�enog oblika.

(2) Kako je T – R{Z po identifikaciji α “ e2πix P T, pa su karakteri na

T upravo karakteri na R koji su trivijalni na Z. Rezultat onda odmah

sledi iz (1).

(3) Ako φ P pZ, tada α “ φp1q P T pa je φpnq “ φp1qn “ αn.

(4) Karakteri na Zk su karakteri na Z koji su trivijalni na kZ, tj.

oblika φpnq “ αn, gde je α k´ti koren iz jedinice. �

Ovaj rezultat vrlo lako mo�e da se proxiri na slede�i naqin.

Stav 3.6. Ako su G1, . . . , Gn lokalno kompaktne Abelove grupe, tada je

{pG1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGnq – xG1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ xGn.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉan ξ “ pξ1, . . . , ξnq P xG1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ xGn. Tada on

definixe karakter na G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGn:

ξpx1, . . . , xnq “ ξ1px1q ¨ ¨ ¨ ξnpxnq.

Sa druge strane, ako uzmemo ξ P
{
n
ś

i“1

Gi, onda za i “ 1, 2, . . . , n definiximo

ξipxiq :“ ξp0, 0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0q,

pri qemu je ξi oqigledno karakter na Gi. Tada je

ξpx1, x2, . . . , xnq “ ξp
n
ÿ

i“1

p0, 0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0qq

“

n
ź

i“1

ξp0, 0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0q

“ ξ1px1qξ2px2q ¨ ¨ ¨ ξnpxnq,
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odakle sledi tra�eno. �

Posledica 3.7. xRn – Rn, xTn – Zn, xZn – Tn i pG – G va�i za svaku konaqnu

Abelovu grupu G.

3.2 Furijeova transformacija

Sada �emo uvesti centralni pojam harmonijske analize -

Furijeovu transformaciju. Karakteru ξ P pG pridru�imo funkcional

f ÞÑ ξpfq “
ş

ξpxqfpxqdx. Geǉfandova transformacija na L1pGq tada

postaje preslikavaǌe iz L1pGq u Cp pGq definisano sa:

Ffpξq “ pfpξq “

ż

ξpxqfpxqdx.

Definicija 3.2. Preslikavaǌe F : L1pGq Ñ Cp pGq koje smo upravo

definisali, nazivamo Furijeovom transformacijom.

Stav 3.8. Furijeova transformacija je ˚´homomorfizam Banahovih
˚´algebri L1pGq i C0p pGq (xto je Cp pGq ako je pG kompaktan) norme maǌe

od 1 (}F} ď 1). Slika L1pGq Furijeovom transformacijom je gust

potprostor od C0p pGq.

Dokaz: Dovoǉno je proveriti da je slika algebre L1pGq simetriqna, tj.

da li iz qiǌenice da va�i f “ f˚ sledi da pf uzima samo realne

vrednosti. Dakle, znamo da je fpxq “ fpx´1q za sve x P G, pa je:

pfpξq “

ż

ξpxqfpxqdx “

ż

ξpx´1
qfpxqdx “

ż

ξpxqfpx´1
qdx

“

ż

fpxqξpxqdx “

ż

ξpxqfpxqdx “ pfpξq.

�

Sada sraqunajmo dva svojstva Furijeove transformacije koja �emo

qesto koristiti.

yLyfpξq “

ż

ξpxqfpy´1xqdx “

ż

ξpyxqfpxqdx “ ξpyq pfpξq, y P G,

gde smo u drugoj jednakosti koristili smenu x Ø yx i translatornu

invarijantnost Harove mere.

xηfpξq “

ż

ξpxqηpxqfpxqdx “ pfpη´1ξq “ Lη pfpξq, η P pG.
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Furijeova transformacija mo�e se proxiriti na kompleksne Radonove

mere na G na slede�i naqin: ako je µ PMpGq kompleksna Radonova mera,

ǌena Furijeova transformacija je ograniqena neprekidna funkcija pµ na
pG definisana kao:

pµpξq “

ż

ξpxqdµpxq.

Ponekad se za ovaj vid Furijeove transformacije koristi naziv

Furije-Stiltjesova transformacija, da bi se one razlikovale. Kako

su stvari potpuno iste kod ǌe, mi �emo koristiti jednostavniji

termin - Furijeova transformacija.

Najpre uoqimo da je formula
ş

φdpµ ˚ νq “
ť

φpxyqdµpxqdνpyq taqna za sve

ograniqene neprekidne φ. Prvo, ona je po definiciji µ ˚ ν taqna za sve

φ P C0pGq, pa ostaje taqna i za sve ograniqene neprekidne φ, jer µ i ν

mo�emo aproksimirati u normi merama sa kompaktnim nosaqem.

Odatle mo�emo zakǉuqiti da i daǉe vredi zµ ˚ ν “ pµpν, jer va�i slede�i

niz jednakosti:

zµ ˚ νpξq “

ĳ

ξpxyqdµpxqdνpyq “

ĳ

ξpxqξpyqdµpxqdνpyq “ µpξqνpξq.

Tada pG mo�emo shvatiti kao deo spektra Banahove algebre MpGq, a pµ

kao restrikciju Geǉfandove transformacije mere µ na pG.

Naredna ideja je da sliqnu konstrukciju sprovedemo sa merama na pG.

Ako imamo neku kompleksnu meru µ P Mp pGq, definiximo ograniqenu

neprekidnu funkciju

φµpxq “

ż

pG

ξpxqdµpξq.

Do sada nismo pisali po qemu se vrxi integracija, jer je to uvek bilo

po grupi G. U narednom tekstu �emo qesto integraliti i po G i po
pG, ali �emo ostati dosledni dosadaxǌoj notaciji - bi�e uvek jasno po

qemu se integrali, pa tu informaciju ne�emo pisati.

Stav 3.9. Preslikavaǌe µ ÞÑ φµ je ograniqen linearni injektivni

operator norme najvixe 1 iz prostora Mp pGq u prostor neprekidnih

ograniqenih funkcija na G sa uniformnom normom.

Dokaz: Oqigledno je da je u pitaǌu ograniqen operator norme najvixe 1,

dok neprekidnost sledi iz Arcela-Askolijeve teoreme. Doka�imo sada

injektivnost. Pretpostavimo da je µ P Mp pGq takav da je φµ ” 0. Tada je
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za sve f P L1pGq va�i:

0 “

ż

φµpxqfpxqdx “

ĳ

ξpxqfpxqdµpξqdx “

ż

pfpξ´1
qdµpξq,

pa kako je FpL1q gust u C0p pGq, to mora biti µ ” 0. �

Naredno tvr�eǌe je jedan od glavnih rezultata ove teorije.

Teorema 3.10. [Bohnerova13 teorema] Ako je φ P PpGq, tada postoji

jedinstvena pozitivna mera µ PMp pGq takva da je φ “ φµ.

Dokaz: Zbog prethodnog stava, dovoǉno je dokazati da je µ ÞÑ φµ

surjekcija na PpGq. Neka je µ P Mp pGq pozitivna mera. Tada je za sve

f P L1pGq

ĳ

fpxqfpyqφµpy
´1xqdxdy “

¡

fpxqfpyqξpyqξpxqdµpξqdxdy “

ż

|
pf |2pξqdµpξq ě 0,

pa je φµ funkcija pozitivnog tipa.

Uzmimo sada φ P PpGq. Zbog homogenosti mo�emo pretpostaviti da je

φp1q ď 1, tj. da φ P P0. Neka je M0 skup pozitivnih mera µ PMp pGq takvih

da je µp pGq ď 1. Tada je M0 kompaktan u slaboj* topologiji na Mp pGq.

Neka je tµαu mre�a u M0 koja konvergira ka µ u ovoj topologiji, tada za

sve f P L1 imamo da je

ż

fpxqφµαpxqdx “

ĳ

fpxqξpxqdµαpξqdx

“

ż

pfpξ´1
qdµαpξq Ñ

ż

pfpξ´1
qdµpξq

“

ĳ

fpxqξpxqdµpξqdx “

ż

fpxqφµpxqdx.

Time smo dobili da φµα Ñ φµ u slaboj* topologiji na P0 Ă L8. Drugim

reqima, pokazali smo da je preslikavaǌe µÑ φµ neprekidno iz M0 u P0,

pa je ǌegova slika kompaktan, konveksan podskup P0. Uzimaju�i da je µ

mera skoncentrisana u proizvoǉnom karakteru ξ, dobijamo da slika

ovog preslikvaǌa sadr�i pG. Sliqno, uzimaju�i da je µ ” 0, dobijamo

da slici pripada i 0. Poxto su po Teoremi 2.21 i Lemi 2.22 ovo

krajǌe taqke P0, to iz Krejn-Milmanove teoreme sledi da je slika ovog

preslikavaǌa qitav skup P0, qime smo dokazali tvr�eǌe. �

13Salomon Bochner (1899–1982.), ameriqki matematiqar poǉskog porekla
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Pomo�u Bohnerove teoreme mo�emo u potpunosti opisati izgled

slike operatora µÑ φµ sa domenom Mp pGq, jer sve elemente iz tog skupa

mo�emo predstaviti kao linearnu kombinaciju pozitivnih, konaqnih

Radonovih mera na pG. Sada mo�emo uvesti prostore sa kojima �emo u

nastavku qesto baratati.

BpGq “ tφµ|µ PMp pGqu “ tlinearne kombinacije elemenata iz PpGqu;

BppGq “ BpGq X LppGq, p ă 8.

Po Stavu 2.29 znamo da BpGq sadr�i sve funkcije oblika f ˚ g, gde su

f, g P CcpGq i da je BppGq gust u LppGq za sve p ă 8.

Uvedimo oznaku φ ÞÑ µφ za inverz preslikavaǌa µ ÞÑ φµ. Tada za sve

φ P BpGq va�i φµφ “ φ i za sve µ PMp pGq je µφµ “ µ.

Naredni ciǉ nam je da objasnimo Furijeovu formulu inverzije za

funkcije iz B1. Doka�imo najpre jednu tehniqku lemu:

Lema 3.11. Ako je K Ă pG kompaktan, tada postoji f P CcpGq XP takva da

je pf ě 0 na pG i pf ą 0 na K.

Dokaz: Uzmimo h P CcpGq takvo da je php1q “
ş

h “ 1 i neka je g “ h˚ ˚ h.

Tada je pg “ |ph|2 i pg ě 0 i pgp1q “ 1, pa postoji okolina V Q 1 u pG takva

da je pg ą 0 na V . Kako je K kompaktan, mo�emo ga pokriti sa konaqno

mnogo translata od V , recimo K Ď
n
Ť

j“1

ξjVj. Neka je f “ p
n
ř

j“1

ξjqg. Tada

iz pokazanih svojstava Furijeove transformacije imamo da je pfpξq “
n
ř

j“1

pgpξ´1
j ξq, pa je pf ą 0 na K i pf ě 0 na pG. Po Posledici 2.15 znamo da

g P P, pa sledi da i f P P (oqigledno je da f P CcpGq). Naime, za sve

φ P L1pGq, ξ P pG i x P G va�i

ξpxqpφ ˚ φ˚qpxq “

ż

ξpxqφpyqφpyx´1qdy

“

ż

ξpyqφpyqξpyx´1qφpyx´1qdy “ ppξφq ˚ pξφq˚qpxq,

pa je
ż

fpφ ˚ φ˚q “

ż n
ÿ

j“1

ξjgpφ ˚ φ
˚
q “

n
ÿ

j“1

ż

gppξiφq ˚ pξiφq
˚
q ě 0.

�

Naredna lema, iako jednostavna, bi�e nam dosta znaqajna:
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Lema 3.12. Ako su f, g P B1, tada je pfdµg “ pgdµf .

Dokaz: Vidimo da su obe mere pfdµg i pgdµf iz Mp pGq – C0p pGq
˚. Sledi da je

za ǌihove jednakost, iz qiǌenice da je FpL1pGqq gust u C0p pGq, dovoǉno

pokazati da su ǌihovi integrali jednaki u odnosu na funkcije ph, h P

L1pGq. Uzmimo proizvoǉno h P L1pGq, tada imamo

ż

phdµf “

ĳ

ξpx´1
qhpxqdxdµf pξq “

ż

hpxqfpx´1
qdx “ h ˚ fp1q.

Zamenimo sada h sa h ˚ g i f sa g u ovom izrazu, pa zakǉuqujemo:

ż

phpgdµf “ ph ˚ gq ˚ fp1q “ ph ˚ fq ˚ gp1q “

ż

ph pfdµg.

Odatle direktno sledi tra�eno pfdµg “ pgdµf . �

Teorema 3.13. [Prva Furijeova formula inverzije] Ako je f P B1, tada

je pf P L1p pGq. Za svaku Harovu meru dx na G, mo�emo izabrati Harovu

meru dξ na pG takvu da va�i dµf pξq “ pfpξqdξ. Posebno,

fpxq “

ż

ξpxq pfpξqdξ.

Dokaz: Tra�enu meru dξ �emo dobiti tako xto �emo konstuisati

pripadni pozitivni linearni funkcional na Ccp pGq. Za ψ P Ccp pGq, po

Lemi 3.11 postoji f P L1pGq X PpGq, takav da je pf ą 0 na supp ψ.

Definiximo sada tra�eni funkcional I kao:

Ipψq “

ż

supp ψ

ψ

pf
dµf .

Ako uzmemo bilo koju drugu funkciju g koja zadovoǉava uslove kao i f ,

na osnovu leme 3.12 imamo

ż

ψ

pf
dµf “

ż

ψ

pfpg
pgdµf “

ż

ψ

pfpg
pfdµg “

ż

ψ

pg
dµg,

qime smo pokazali da I zavisi samo od ψ, a ne od izbora funkcije f .

Ako uzmemo φ, ψ P Ccp pGq i α, β P C, zatim na�emo funkciju pf koja je strogo

pozitivna na uniji kompaktnih skupova supp φ, supp ψ i supp pαφ ` βψq,

tada linearnost funkcionala I lako sledi, kada primenimo upravo pf

u definiciji I. Tako�e, jasno je da je Ipψq ě 0 kada je ψ ě 0, jer iz
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Bohnerove teoreme znamo da je µf ě 0, jer f P PpGq. Odatle znamo da je

I pozitivan linearan funkcional na prostoru Ccp pGq.

Sada �emo dokazati da je I netrivijalan i da je invarijantan u odnosu

na translacije. Uzmimo proizvoǉan g P B1, tada iz leme 3.12 imamo:

Ippgψq “

ż

ψ

pf
pgdµf “

ż

ψ

pf
pfdµg “

ż

ψdµg,

pa zvog injektivnosti preslikavaǌa g ÞÑ µg, mo�emo izabrati g i ψ P

Ccp pGq, takve da je
ş

ψdµg ‰ 0, pa je I ‰ 0.

Da bismo pokazali translatornu invarijantnost, primetimo najpre da

za η P pG i f P CcpGq X PpGq va�i
ż

ξpxqdµf pηξq “

ż

η´1ξpxqdµf pξq “ ηpxqfpxq “ pηfqpxq,

pa po bijektivnosti korespodencije f ÞÑ µf zakǉuqujemo da je dµf pηξq “

dµηfξ. Primetimo da je, prema dokazu leme 3.11, ηf pozitivnog tipa

(analogno kao u tom dokazu za g i f , ovde znamo da je f pozitivnog tipa,

a η P pG). Znamo da va�i i xηfpξq “ pfpηξq, pa ako uzmemo f , takvo da je
pf ě 0 dodatno na supp ψ Y supp Lηψ,

IpLηψq “

ż

supp Lηψ

ψpη´1ξq

pfpξq
dµf pξq “

ż

supp ψ

ψpξq

pfpηξq
dµf pηξq

“

ż

supp ψ

ψpξq

xηfpξq
dµηf pξq “ Ipψq,

gde druga jednakost sledi smenom ξ “ ηξ, a posledǌa iz ve� pokazane

nezavisnosti funkcionala I od f . Time smo pokazali da je I

translatorno invarijantan. Odatle sledi da je funkcional I zadat

integracijom u odnosu na neku Harovu meru dξ na pG, tj. Ipψq “
ş

ψpξqdξ.

Ranije u dokazu smo pokazali da za f P B1pGq i ψ P Ccp pGq va�i

ż

ψpξq pfpξqdξ “ Ipψ pfq “

ż

ψdµf ,

pa zakǉuqujemo da je pfpξqdξ “ dµf pξq. Odatle i iz qiǌenice da je dµf

kompleksna, pa samim tim i konaqna mera, va�i da pf P L1p pGq i fpxq “
ş

ξpxq pfpξqdξ. �

Napomenimo da �emo u slede�oj taqki pokazati da Furijeova
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formula inverzije ostaje taqna ako uslov f P B1pGq zamenimo sa

f P L1pGq i pf P L1p pGq.

Sada navedimo jednu posledicu koja sledi direktno iz Bohnerove

teoreme i Furijeove formule inverzije.

Posledica 3.14. Ako f P L1pGq X PpGq, tada je pf ě 0.

Dokaz: Iz Furijeove formule inverzije imamo da je pfpξqdξ “ dµf pξq, a iz

Bohnerove teoreme znamo da je µf ě 0, pa direktno sledi da je pf ě 0. �

Definicija 3.3. Harovu meru dξ na pG koja zadovoǉova Furijeovu

formulu inverzije, tj. za koju je dµf “ pfdξ, za sve f P B1pGq zovemo

dualna mera Harove mere dx na G.

Primer 3.15. Kao xto ve� znamo, uz identifikaciju xx, ξy “ e2πixξ, x P R,
ξ P pR, va�i pR – R. U tom sluqaju, Lebegova mera je sama sebi dualna i

za svaku funkciju f P L1pRq, takvu da pf P L1ppRq va�e formule

pfpξq “

ż

R

e´2πixξfpxqdx , fpxq “

ż

pR

e2πixξ
pfpξqdξ,

gde su dx i dξ Lebegove mere na R, odnosno pR.

Dokaz: Da bismo pokazali da je Lebegova mera sama sebi dualna,

dovoǉno je proveriti da li va�i Furijeova formula inverzije za neku

konkretnu funkciju. Oqekivano, posmatrajmo gpxq “ e´πx
2
. Tada je

pgpξq “
ş

R
e´2πixξ´πx2dx. Nala�eǌem izvoda pgpξq (preskoqi�emo detaǉe

zaxto mo�emo izvrxiti samo derivaciju izraza pod korenom) dobijamo

ppgpξqq1 “ ´2πi

ż

R

xe´2πixξe´πx
2

dx.

Odatle, parcijalnom integracijom, pri qemu je u “ e´2πixξ, a

dv “
ş

xe´πx
2
dx, dobijamo

ppgpξqq1 “ ´2πξ.

Rexavaǌem ove diferencijalne jednaqine, zakǉuqujemo da je pgpξq “ c ¨

e´πξ
2
, xto uz uslov pgp0q “

ş

R
e´πx

2
dx “ 1, konaqno daje c “ 1, tj. pg “ g. Sada

iz parnosti funkcije g, sledi gpxq “
ş

pR

e2πixξ´πξ2dξ, za sve x P R, xto nam

je i bio ciǉ. �
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Opet imamo, sada ve� logiqan, opxti rezultat:

Stav 3.16. Neka je G kompaktna grupa i Harova mera dx na ǌoj takva

da je mera G jednaka 1. Tada je dualna mera dξ na pG brojaqka. Va�i i

obratno: neka je G diskretna i Harova mera dx na ǌoj brojaqka. Tada

je dualna mera dξ na pG takva da je mera pG jednaka 1.

Dokaz: Neka je G kompaktna. Tada za karakteristiqnu funkciju χG ” 1

i ξ P pG va�i xχGpξq “
ş

ξpxqdx “ x1, ξyL2pGq, pa po Stavu 3.3 va�i da je

xχG “ χt1u. Kako je χG ˚χ˚G “ χG, χG P PpGq, mo�emo da primenimo formulu

Furijeove inverzije za x P G:

1 “ χGpxq “
ÿ

ξP pG

ξpxqχt1upξqdξ,

pa dξ jeste brojaqka mera.

Pretpostavimo sada da je G diskretna i dx brojaqka mera. Primetimo

da je tada

yχt1upξq “

ż

ξpxqχt1udx “ ξp1q “ 1,

pa kako je χt1u pozitivnog tipa zbog χt1u ˚ χ
˚
t1u “ χt1u, po Furijeovoj

formuli inverzije dobijamo χt1upxq “
ş

ξpxqdξ. Uvrstimo sada x “ 1 i

dobijamo da je mera pG jednaka 1, xto smo i hteli da doka�emo. �

Sada smo doxli do centralne teoreme u L2 teoriji Furijeovih

transformacija:

Teorema 3.17. [Planxarelova14 teorema] Furijeova transformacija je

dobro definisana na L1pGq X L2pGq i mo�e se jedinstveno proxiriti do

unitarnog izomorfizma iz L2pGq u L2p pGq.

Dokaz: Neka je f P L1pGqXL2pGq. Tada je f ˚f˚ P L1pGqXPpGq po posledici

2.15, pa po Furijeovoj formuli inverzije i qiǌenici da je {f ˚ f˚ “ | pf |2

imamo
ż

|fpxq|2dx “ f ˚ f˚p1q “

ż

ξp1q{f ˚ f˚pξqdξ “

ż

| pf |2dξ.

Odatle zakǉuqujemo da je pf P L2p pGq i da je preslikavaǌe F : L1pGq X

L2pGq Ñ L2p pGq, gledaju�i na oba prostora L2 norme, izometrija. Kako

je L1pGq X L2pGq gust u L2pGq jer sadr�i CcpGq, F mo�emo proxiriti

do izometrije L2pGq Ñ L2p pGq, pa preostaje da doka�emo surjektivnost.

14Michel Plancherel (1885-1967), xvajcarski matematiqar
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Pretpostavimo da je φ P L2p pGq ortogonalan na sve pf , gde f P L1pGqXL2pGq.

Tada je po svojstvima Furijeove transformacije

0 “

ż

φyLxf “

ż

ξpxqφpξq pfpξqdξ.

Kako φ, pf P L2p pGq, to φ pf P L1p pGq, pa φpξq pfpξqdξ PMp pGq, xto oznaqimo sa ν.

Tada imamo relaciju 0 “
ş

ξpxqdνpξq za sve x P G, tj. φν ” 0. No, kako je

µ ÞÑ φµ bijekcija Mp pGq Ñ BpGq, to je ν trivijalna mera, pa φ ” 0, xto

smo i hteli da doka�emo. �

Sledi jedna laka posledica koja upotpuǌuje stav o kom je ve� bilo

reqi.

Posledica 3.18. Ako je G kompaktan i mera na G takva da je mera skupa

G jednaka 1, tada je pG ortonormirana baza.

Dokaz: Do sada znamo da je pG ortonormiran skup. Ako je f P L2

ortogonalan na sve ξ P pG, tada je 0 “
ş

fξ “ pfpξq za sve ξ, pa je f “ 0 iz

Planxarelove teoreme. �

Furijeova transformacija je sada definisana na L1pGq`L2pGq. Ako

je p P r1, 2s, tada je Lp Ă L1 ` L2, pa mo�emo definisati pf za f P LppGq i

va�i slede�a bitna teorema kojom zavrxavamo odeǉak:

Teorema 3.19. [Hauzdorf-Jangova nejednakost] Neka su p P r1, 2s i q P

r2,`8s takvi da je 1
p
` 1

q
“ 1. Tada za f P LppGq, vredi pf P Lqp pGq i

} pf}q ď }f}p.

Dokaz: Dokaz sledi direktno iz Ris-Torinove teoreme, znaju�i da je

} pf}8 ď }f}1 i } pf}2 “ }f}2 iz Planxarelove teoreme. �

3.3 Pontrjaginova teorema o dualnosti

Do sada smo u prethodnom odeǉku imali rezultate samo u jednom

smeru. Npr. kompaktnost, odnosno diskretnost grupe G povlaqi

diskretnost, odnosno kompaktnost dualne grupe pG, ali to jox uvek ne

znaqi da va�i obrat. U tom smislu, upotpuni�emo rezultate

prethodnog odeǉka kǉuqnim rezultatom - Pontrjaginovom teoremom o

dualnosti, koja sama po sebi predstavǉa verovatno i najbitniji

rezultat prvog dela rada.

Do sada smo posmatrali elemente pG kao karaktere na G. Analogno,
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mo�emo posmatrati karaktere na pG. Preciznije, svaki x P G definixe

karakter Φpxq na pG sa Φpxqpξq “ ξpxq. Φ je oqigledno preslikavaǌe iz G

u p

pG. Ciǉ nam je da poka�emo da je u stvari to izomorfizam

topoloxkih grupa.

Za poqetak �emo pokazati par potrebnih tehniqkih qiǌenica.

Lema 3.20. Ako φ, ψ P Ccp pGq, tada je φ ˚ ψ “ ph, gde h P B1pGq. Odatle je

FpB1pGqq gust u Lpp pGq za sve p P r1,8q.

Dokaz: Definiximo funkcije fpxq “
ş

ξpxqφpξqdξ, gpxq “
ş

ξpxqψpξqdξ i

hpxq “
ş

ξpxqpφ ˚ ψqpξqdξ. Onda f, g, h P BpGq, jer φ, ψ, φ ˚ ψ P L1p pGq. Tada
ş

fk i
ş

gk imaju smisla za svako k P L1pGq X L2pGq, pa po

Koxi-Xvarcovoj nejednakosti i Planxarelovoj teoremi va�i:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

ξpxqφpξqkpxqdξdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φpk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }φ}2}pk}2 “ }φ}2}k}2,

pa primenom obrata Helderove nejednakosti, zakǉuqujemo da f i

analogno g pripadaju L2pGq. Sada poka�imo da je h tra�ena funkcija.

hpxq “

ĳ

ξpxqφpξη´1
qψpηqdηdξ “

ĳ

ξηpxqφpξqψpηqdξdη “ fpxqgpxq,

pa h P L1pGq. Poxto po definiciji h P BpGq, to h P B1pGq, pa iz

Furijeove formule inverzije, hpxq “
ş

ξpxqphpξqdξ. No, tada iz

bijektivnosti preslikavaǌa µ ÞÑ φµ, sledi ph “ φ ˚ ψ. Xto se tiqe

drugog dela leme, po Furijeovoj formuli inverzije, FpB1pGqq je

sadr�an u L1p pGq, a znamo da je i u L8p pGq. Odatle je sadr�an i u svim

Lpp pGq, p P r1,8s. Qiǌenica da je FpB1pGqq gust u Lpp pGq dokazuje se na

standardan i ve� vi�en naqin (pogledati Stav 2.29). �

Sledi jedna topoloxka lema, koju �emo koristiti u Pontrjaginovoj

teoremi o dualnosti koja sledi odmah posle ǌe.

Lema 3.21. Neka je G lokalno kompaktna grupa i H ǌena podgrupa. Ako

je H lokalno kompaktna u relativnoj topologiji, tada je H zatvorena.

Dokaz: Kako je H lokalno kompaktna u relativnoj topologiji, to

postoji otvorena okolina U Q 1 u G takva da je zatvoreǌe skupa U XH u

H, koje �emo oznaqiti sa K, kompaktan skup u H. Ali onda je K

kompaktan, a time i zatvoren u G, pa je K zatvoreǌe i u G skupa U XH.

Uzmimo sada prozivoǉno x P H. Tada postoji mre�a txαu u H koja
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konvergira ka x. Izaberimo simetriqnu okolinu V Q 1 u G tako da

V V Ă U . Kako je H podgrupa, to x´1 P H, pa je V x´1 X H ‰ ∅. Uzmimo

onda y P V x´1 X H. Mo�emo odabrati xα tako da pripada xV , pa

yxα P pV x
´1qpxV q “ V V Ă U . Xtavixe, yxα P H, jer oba pripadaju H, a

kako yxα Ñ yx, to yx P K Ă H. Ali onda konaqno x “ y´1pyxq P H, pa je H

zatvoren. �

Teorema 3.22. [Pontrjaginova15 teorema dualnosti] Preslikavaǌe Φ :

GÑ
p

pG definisano sa

Φpxqpξq “ ξpxq, ξ P pG,

je izomorfizam topoloxkih grupa.

Dokaz: Kako je topologija na pG topologija kompaktne konvergencije, to

konvergencija u ǌoj povlaqi i konvergenciju po taqkama, pa je Φpxq

neprekidna za sve x P G. Ako su ξ, η P pG, tada je

Φpxqpξηq “ pξηqpxq “ ξpxqηpxq “ ΦpxqpξqΦpxqpηq,

pa je Φpxq homomorfizam grupa pG i T. Ostalo je dakle da se poka�e da

je Φ bijektivan homomorfizam grupa koji je ujedno i homeomorfizam.

Primetimo i da za sve x, y P G i ξ P pG va�i

Φpxyqpξq “ ξpxyq “ ξpxqξpyq “ ΦpxqpξqΦpyqpξq,

pa je Φ homomorfizam grupa G i p

pG. Doka�imo sada injektivnost.

Uzmimo x, y P G tako da je Φpxqpξq “ Φpyqpξq za sve ξ P pG. Tada je

ξpxq “ ξpyq za sve ξ P pG, pa je x “ y, jer karakteri razdvajaju taqke na G

po Geǉfand-Rajkovǉevoj teoremi, qime smo pokazali injektivnost.

Da bismo pokazali da je Φ homeomorfizam na svoju sliku, dovoǉno je

da doka�emo da su slede�a qetiri uslova ekvivalentna za proizvoǉnu

mre�u xα u G:

(1) xα Ñ x;

(2) fpxαq Ñ fpxq, za sve f P B1pGq;

(3)
ş

ξpxαq pfpξqdξ Ñ
ş

ξpxq pfpξqdξ, za sve f P B1pGq;

(4) Φpxαq Ñ Φpxq u p

pG.

p1q ñ p2q sledi trivijalno po neprekidnosti funkcije f P B1pGq.

Obratno, pretpostavimo da xα Û x. Onda postoji otvorena okolina

15Lev Semyonoviq Pontr�gin (1908-1988), sovjetski matematiqar
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U Q x i podmre�a xβ R U . Iz stava 2.29, mo�emo uzeti neprekidnu

funkciju f P B1pGq takvu da je fpxq ‰ 0 i suppf Ă U . Kako je onda

fpxβq “ 0, to fpxβq Û fpxq, pa smo dokazali p2q ñ p1q. p2q ô p3q va�i

direktno iz Furijeove formule inverzije. Primetimo sada da je (3)
ş

Φpxαq pf Ñ
ş

Φpxq pf za sve f P B1pGq. Kako na Φpxq i Φpxαq mo�emo gledati

kao na elemente L8p pGq˚, a po Lemi 3.20 FpB1pGqq je gust u L1p pGq, to

sledi ekvivalencija (3) i (4) i da je Φ homeomorfizam.

Preostaje jox da poka�emo surjektivnost. Sada znamo i da je ΦpGq

lokalno kompaktan, pa je po Lemi 3.21 zatvoren u p

pG. Pretpostavimo da

postoji x P
p

pGzΦpGq. Izaberimo onda simetriqnu okolinu V Q 1 u p

pG

takvu da je xV V XΦpGq “ ∅ i izaberimo nenegativne, nenula φ, ψ P Ccp
p

pGq

pri qemu je supp φ Ă xV i supp ψ Ă V . Onda je φ ˚ ψ nenegativan i

razliqit od nula, supp pφ ˚ ψq X ΦpGq “ ∅, pa je po Lemi 3.20 φ ˚ ψ “ ph,

gde je h P B1p pGq. Tada je

0 “ phpΦpy´1
qq “

ż

Φpyqpξqhpξqdξ “

ż

ξpyqhpξqdξ,

za sve y P G, pa po Bohnerovoj teoremi sledi da je h “ 0. To je

kontradikcija sa φ ˚ ψ “ ph ‰ 0. Konaqno, onda imamo da je ΦpGq –
p

pG. �

Prema Pontrjaginovoj teoremi o dualnosti, mo�emo

identifikovati p

pG sa G i pisati ξpxq “ xpξq.

Sada mo�emo dokazati ve� najavǉenu drugu verziju Furijeove formule

inverzije.

Teorema 3.23. [Druga Furijeova formula inverzije] Neka je f P L1pGq

i pf P L1p pGq. Tada za skoro sve x P G va�i fpxq “
p

pfpx´1q. Ako je f

neprekidna, tada fpxq “ p

pfpx´1q va�i za sve x P G.

Dokaz: Kako je

pfpξq “

ż

ξpxqfpxqdx “

ż

ξpx´1
qfpxqdx “

ż

ξpxqfpx´1
qdx “

ż

xpξqfpx´1
qdx,

onda je pf P B1p pGq i uz oznake iz Bohnerove teoreme, va�i

dµ
pf pxq “ fpx´1qdx. Iz prve Furijeove formule inverzije imamo

fpx´1qdx “
p

pfpxqdx, tj. fpx´1q “
p

pfpxq za skoro sve x P G. p

pf je neprekidna za

sve pf P L1p pGq, pa ako je dodatno i f neprekidna, tada je jednakost taqna

za sve x P G. �
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Posledica 3.24. [Teorema Furijeove jedinstvenosti] Ako su µ, ν P

MpGq i pµ “ pν, tada je µ “ ν. Posebno, ako su f, g P L1pGq i pf “ pg tada je

f “ g.

Dokaz: Uz oznake iz Bohnerove teoreme, uz zamenu mesta G i pG, dobijamo

da za sve ξ P pG va�i φµpξq “
ş

xpξqdµpxq i φνpξq “
ş

xpξqdνpxq, pa je φµpξ´1q “

pµpξq “ pνpξq “ φνpξ
´1q. Po bijektivnosti iz Bohnerove teoreme, odmah

sledi µ “ ν. �

Posledica 3.25. MpGq i L1pGq su poluproste Banahove algebre.

Sada dolazimo do ve� najavǉenog obrata teoreme iz prethodnih

odeǉaka.

Stav 3.26. Ako je pG kompaktna, onda je G diskretna. Ako je pG diskretna,

onda je G kompaktna.

Dokaz: Ovo je sada vrlo jednostavna posledica zakǉuqaka iz stava 3.4 i

Pontrjaginove teoreme o dualnosti. �

Stav 3.27. Ako f, g P L2pGq tada va�i xfg “ pf ˚ pg.

Dokaz: Izvedimo dokaz postupno. Najpre pretpostavimo da f, g P L2pGq X

FpB1pGqq. Tada je fpxq “ pφpx´1q i gpxq “ pψpx´1q, pri qemu φ, ψ P L2p pGq X

B1p pGq. Sliqno kao u Lemi 3.20

zφ ˚ ψpx´1
q “

ĳ

ξpxqφpξη´1
qψpηqdηdξ “ fpxqgpxq.

Primeǌuju�i prvu Furijeovu formulu inverzije, imamo da je φ “ pf i

ψ “ pg. Xtavixe, φ ˚ ψ P L1 ˚ L1 Ă L1 i fg P L2 ¨ L2 Ă L1, pa primeǌuju�i

drugu Furijeovu formulu inverzije dobijamo

pf ˚ pgpξq “ φ ˚ ψpξq “
{

{φ ˚ ψpξ´1
q “ xfgpξq.

Dakle, dokazali smo formulu za nexto maǌu klasu funkcija, sada treba

da sklonimo uslov f, g P FpB1pGqq. U tom ciǉu, za proizvoǉne f, g P L2pGq,

po lemi 3.20 postoje nizovi tfnu i tgnu u L2p pGqXB1p pGq koji konvergiraju

ka f i g u L2. Tada iz Koxi-Xvarcove nejednakosti fngn Ñ fg u L1pGq,

pa zfngn Ñ xfg uniformno. Tada je po Planxarelovoj teoremi pfn Ñ pf i
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pgn Ñ pg u L2pGq, pa za sve ξ P pG po Koxi-Xvarcovoj nejednakosti va�i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

p pfnpξη
´1
qq pgnpηq ´ pfpξη´1

qpgpηqqdη

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

| pfnpξη
´1
qq pgnpηq ´ pfpξη´1

qpgpηq|dη

ď } pfn ´ pf}2} pgn}2 ` } pf}2} pgn ´ pg}2,

pa pfn ˚ pgn Ñ pf ˚ pg uniformno, odakle sledi tvr�eǌe zadatka. �

Novi ciǉ kome te�imo jeste da poka�emo dualnost izme�u

zatvorenih podgrupa i koliqniqkih grupa grupe G. Za zatvorenu

podgrupu H od G definiximo

HK
“ tξ P pG|ξpxq “ 1, za sve x P Hu.

Oqigledno je HK zatvorena podgrupa grupe pG.

Stav 3.28. Za svaku zatvorenu podgrupu H od G va�i pHKqK “ H.

Dokaz: Neka je x P H. Tada je za svaki ξ P HK, ξpxq “ xpξq “ 1, tj.

x P pHKqK. Obratno, ako sa π oznaqimo koliqniqko preslikavaǌe sa G

u G{H i pretpostavimo suprotno, da postoji x P pHKqKzH. Po Geǉfand-

Rajkovǉevoj teoremi postoji η P zG{H takav da je ηpπpxqq ‰ 1. Tada je

ηpπpyqq “ ηpHq “ 1 za sve y P H, pa η ˝ π P HK, pa onda x R pHKqK, xto je

kontradikcija. �

Teorema 3.29. Neka je H zatvorena podgrupa od G i π : G Ñ G{H

kanonska projekcija. Tada su preslikavaǌa Φ : zG{H Ñ HK i

Ψ : pG{HK Ñ pH definisana sa

Φpηq “ η ˝ π , ΨpξHK
q “ ξ|H ,

izomorfizmi topoloxkih grupa.

Dokaz: Trivijalno je pokazati da je Φ monomorfizam grupa zG{H Ñ HK.

Za surjektivnost uzmimo ξ P HK. Tada je ξ ” 1 na H, pa po svojstvu

koliqniqkih prostora, postoji neprekidno preslikavaǌe η : G{H Ñ T

tako da je ξ “ η ˝ π. Tada za x, y P G va�i

ηppxyqHq “ ξpxyq “ ξpxqξpyq “ ηpxHqηpyHq,

pa η P zG{H i Φpηq “ ξ. Uzmimo sada mre�u ηα u zG{H, takvu da ηα Ñ η

u zG{H i neka je K kompaktan u G. Tada je πpKq kompaktan u G{H, pa
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ηα Ñ η uniformno konvergira na K, odakle ηα ˝ π Ñ η ˝ π uniformno

konvergira na K, tj. Φpηαq Ñ Φpηq u pG. Obrnuto, uzmimo mre�u ηα ˝ π u

HK koja konvergira ka η ˝ π P HK u pG i neka je F Ď G{H kompaktan. Tada

po Stavu 1.4(b) postoji kompaktan K Ď G tako da je πpKq “ F , pa kako

ηα ˝ π Ñ η ˝ π uniformno na K, to ηα Ñ η uniformno na F , pa konaqno

i ηα Ñ η u zG{H. Time smo pokazali da je Φ homeomorfizam, pa time i

izomorfizam topoloxkih grupa.

Trivijalno se proverava da je Ψ dobro definisan homomorfizam grupa.

Zamenimo G sa pG i H sa HK u upravo dokazani izomorfizam Φ, a zatim

iskoristimo proxli stav 3.28 pG{HK

Ź

– pHKqK “ H. Konkretno, za x P H

odgovaraju�i element η na pG{HK

Ź

je dat sa

ηpξHK
q “ ξpxq.

Pontrjaginova teorema o dualnosti daje nam izomorfizam

pG{HK – pG{HK

Ź

Ź

– pH, xto je u stvari restrikcija preslikavaǌa Ψ na

H. �

Iz surjektivnosti preslikavaǌa Ψ dobijamo neki vid

Han-Banahove teoreme za lokalno kompaktne Abelove grupe kojom

zavrxavamo ovo poglavǉe:

Posledica 3.30. Ako je H zatvorena podgrupa od G, tada se svaki

karakter na H mo�e proxiriti do karaktera na G.
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Poglavǉe 4:
Tomita-Takesakijeva teorija

U poglavǉu koje sledi, izlo�i�emo priqu o jednoj od

najpoznatijih teorija o fon Nojmanovim algebrama - takozvanu

Tomita-Takesakijevu (modularnu) teoriju. Sama teorija na prvi

pogled nema nikakve veze sa prethodnim izlagaǌima. Ipak postoje dva

vrlo qvrsta razloga zaxto je ona naxla svoje mesto ovde. Prvi je da je

sama po sebi vrlo znaqajna teorija u operatorskim algebrama.

Najboǉi pokazateǉ toga jeste qiǌenica da je ona odigrala mo�da i

najbitniju ulogu u teoriji faktora tipa III, za koju je, izme�u ostalog,

Alan Kon16 dobio Fildsovu medaǉu. Drugi je xto samo izlagaǌe ima

ogromnu primenu kako u zasnivaǌu, tako i u dokazivaǌu teorije u

narednom poglavǉu, koja jeste primena same analize na lokalno

kompaktnim Abelovim grupama. Ciǉ ovog poglavǉa je da se uvedu

pojmovi kao xto je leva Hilbertova algebra, koji �e vixestuko biti

korix�eni u slede�oj glavi, kao i da se posle detaǉnog izlagaǌa

doka�e Tomitina teorema. Samu teoriju dokazao je Tomita17 1967.

godine, ali ju je upotpunio ǌegov uqenik, Masamiqi Takesaki18, i

objavio tri godine kasnije u (Tak70). Princip izlagaǌa odgovara

Takesakijevom, jer se vrlo sliqan koristi i u narednoj glavi. Treba

napomenuti da postoji i drugi pristup preko cikliqnog, razdvajuju�eg

vektora koji je uveo Alfons van Dale19 u svom radu (Dae74).

4.1 Leve i desne Hilbertove algebre

Definicija 4.1. Involutivna algebra A nad C, sa involucijom

ξ P A ÞÑ ξ# P A (odnosno ξ P A ÞÑ ξ5 P A), se naziva leva (odnosno desna)
Hilbertova algebra (koristi se i pojam modularna algebra), ako je

na A definisan skalarni proizvod x¨, ¨y sa slede�im svojstvima:

(1) Za svaki fiksiran ξ P A, operator levog (desnog) mno�eǌa
16Alain Connes (1947-), francuski matematiqar
17Minoru Tomita (1924-2015.), japanski matematiqar
18Masamichi Takesaki (1933-), japanski matematiqar
19Alfons Van Daele, belgijski matematiqar
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πlpξq : η P A ÞÑ ξη P A (odnosno πrpξq : η P A ÞÑ ηξ P A) je ograniqen na A;

(2) xξη, ζy “ xη, ξ#ζy (odnosno xξη, ζy “ xξ, ζη5y);

(3) Involucija ξ P A ÞÑ ξ# P A (odnosno ξ P A ÞÑ ξ5 P A) je zatvoriva;

(4) Podalgebra koja je linearno generisana svim mogu�im proizvodima

ξ, η P A, oznaqena prirodno sa A2 je gusta u A u odnosu na skalarni

proizvod.

Napomena 4.1. Ukoliko je involucija na levoj Hilbertovoj algebri A

izometrija, tada je A tako�e i desna Hilbertova algebra. U tom

sluqaju, ka�emo da je A unimodularna Hilbertova algebra i

involuciju oznaqavamo sa ξ ÞÑ ξ˚.

Kao prvi primer odmah navodimo vezu na kojoj �emo zasnivati primenu

harmonijske analize na lokalno kompaktnim Abelovim grupama u

operatorskim algebrama.

Primer 4.1. Neka je G lokalno kompaktna sa levom Harovom merom dx

i modularnom funkcijom ∆pxq. Vektorski prostor CcpGq svih

neprekidnih funkcija sa kompaktnim nosaqem na G je leva Hilbertova

algebra u odnosu na proizvod, involuciju i skalarni proizvod

definisan na slede�i naqin:

pξηqpxq “

ż

G

ξpyqηpy´1xqdx;

ξ#
pxq “ ∆px´1

qξpx´1q, x P G;

xξ, ηy “

ż

G

ξpxqηpxqdx.

Napomena 4.2. Ako bismo definisali involuciju ξ5pxq “ ξpx´1q, tada bi

CcpGq bila desna Hilbertova algebra.

Jox jedan primer �e nam biti znaqajan u samom radu:

Primer 4.2. Neka je M Ă BpHq fon Nojmanova algebra sa cikliqnim

i razdvajaju�im vektorom Ω (tada je on cikliqan i za M1). Neka je

A “MΩ i definiximo proizvod i ivoluciju kao

pxΩqpyΩq “ xyΩ, x, y PM;

pxΩq# “ x˚Ω,

dok je skalarni proizvod na A nasle�en iz H. Tada je A leva Hilbertova
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algebra, u kojoj je Ω jedinica, pa je u pitaǌu jedna unitalna Hilbertova

algebra.

Primer 4.3. Neka je M fon Nojmanova algebra i ϕ pozitivan linearan

funkcional. Neka je A koliqniqki prostor fon Nojmanove algebre M
sa potprostorom tx P M|ϕpx˚xq “ 0u i ηϕ projekcija M na A. Tada je A

leva Hilbertova algebra sa involucijom ηϕpxq
# :“ ηϕpx

˚q i skalarnim

proizvodom xηϕpxq, ηϕpyqy :“ ϕpy˚xq.

Posmatrajmo sada fiksiranu Hilbertovu algebru A i oznaqimo

ǌeno kompletiraǌe u odnosu na skalarni proizvod sa H. Tada iz

svojstva (1) iz definicije 4.1, svakom ξ P A odgovara jedinstveni

operator πlpξq i preslikavaǌe πl : ξ P A ÞÑ πlpξq P BpHq je jedna

*-reprezentacija involutivne algebre A. Pri tom, u pitaǌu je

nedegenerisana reprezentacija, xto znamo iz osobine (4) definicije

4.1.

Definicija 4.2. Fon Nojmanova algebra generisana sa πlpAq se naziva

leva fon Nojmanova algebra i oznaqavamo je sa RlpAq. Dakle, RlpAq “

πlpAq”.

Naravno, analogno �emo definisati desnu fon Nojmanovu algebru.

Neka je sada A desna Hilbertova algebra i ponovo H ǌeno kompletiraǌe.

Tada je svakom η P A pridru�en operator πrpηq i pritom je πr : η P A ÞÑ

πrpηq P BpHq je anti*-reprezentacija u smislu da je πrpη1η2q “ πrpη2qπrpη1q.

Definicija 4.3. Fon Nojmanova algebra generisana sa πrpAq se naziva

desna fon Nojmanova algebra i oznaqavamo je sa RrpAq. Dakle, RrpAq “

πrpAq” (ovde je, napomenimo, A desna Hilbertova algebra).

U daǉim izlagaǌima �emo bez naglaxvaǌa posmatrati levu

Hilbertovu algebru A. Oznaqimo sa S0 involuciju ξ P A ÞÑ ξ# P A.

Tada iz osobine (3) definicije 4.1 leve Hilbertove algebre znamo da

je S0 zatvoriv. Oznaqimo sa S zatvoreǌe operatora S0, a sa D# ǌegov

domen. Qesto �emo u tekstu pisati ξ# umesto Sξ. Sada na D# mo�emo

da definixemo skalarni proizvod i normu na naqin uobiqajen za

neograniqene operatore:

xξ, ηy# “ xξ, ηy ` xSη, Sξy, ξη P D#;

}ξ}# “
a

}ξ} ` }Sξ}.
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Primetimo da u odnosu na standardan zapis, postoji samo jedna mala

razlika. U prvoj jednaqini je u drugom sabirku okrenut redosled zbog

antisimetriqnosti operatora S.

Sada �emo uvesti potrebne termine i dokazati svojstva koja za ǌih va�e

te�e�i ka prvom ciǉu, a to je da prona�emo desnu Hilbertovu algebru,

za koju �e ǌena desna fon Nojmanova algebra biti jednaka komutantu

zadate leve fon Nojmanove algebre.

Lema 4.4. (1) Neka je ξ P H, tada ξ P D# akko postoji niz tξnunPN u A

takav da je lim
nÑ8

}ξn ´ ξ} “ 0 i tξ#
n unPN je Koxijev niz u H. U tom sluqaju

znamo i da va�i:

ξ#
“ lim

nÑ8
ξ#
n

(2) D# je kompletan u odnosu na normu indukovanu sa x¨, ¨y# i A je gust

u D#.

Dokaz: (1) Neka ξ P D#, tada pξ, Sξq P H ‘ H pripada grafiku S. Tada

postoji niz tξnunPN u A, tako da pξn, ξ#
n q P A ‘ A te�i ka pξ, Sξq, pa je

lim
nÑ8

}ξn ´ ξ} “ 0 i lim }ξ#
n ´ Sξ} “ 0. Samim tim je niz tξ#

n unPN Koxijev.

Obratno, uzmimo da niz iz A tξnunPN te�i ξ i da je niz tξ#
n unPN Koxijev.

Tada je niz pξn, ξ#
n q Koxijev u grafiku involucije, pa konvergira ka nekoj

taqki iz grafika preslikavaǌa S. Tada prva koordinata ξn konvergira

ka ξ P D#, a iz uslova za drugu koordinatu zakǉuqujemo ξ# “ lim
nÑ8

ξ#
n .

(2) Uzmimo proizvoǉan Koxijev niz tξnunPN u odnosu na normu } ¨ }#
u D#. Kako je po samoj definiciji navedena norma ne maǌa od polazne

norme na H, tada je taj niz Koxijev i u odnosu na polaznu normu, pa

time konvergira ka nekom ξ P H. Iz definicije skalarnog proizvoda je

}η#} ď }η}# za sve η P D#, pa je tξ#
n unPN tako�e Koxijev. Sada direktno

iz prvog dela imamo da ξ P D#, i konaqno je D# kompletan u odnosu na

} ¨ }#. Drugi deo tvr�eǌa je trivijalan, jer je A gust u H i A Ă D#. �

Sada �emo dokazati niz svojstava od kojih �emo mnoga qesto

koristiti u nastavku.

Lema 4.5. (1) S “ S´1

(2) Postoji antilinearan gusto definisan zatvoren operator F sa

domenom D5 tako da je

(a) D5 “ tη P H|ξ P D# ÞÑ xη, Sξy je ograniqenu;

(b) xSξ, ηy “ xFη, ξy, za sve ξ P D#, η P D5.

(3) F “ F´1.
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(4) ∆ “ FS je linearan pozitivan nesingularan samoadjungovan

operator takav da je Dp∆
1
2 q “ D#.

(5) Postoji antilinearna izometrija J na H tako da:

(a) xJξ, Jηy “ xη, ξy, ξ, η P H;

(b) J “ J´1;

(v) J∆J “ ∆´1;

(g) S “ J∆
1
2 “ ∆´ 1

2J;

(d) F “ J∆´ 1
2 “ ∆

1
2J.

(6) J i ∆ su jedinstveno odre�eni svojstvom (5)(d) i Dp∆
1
2 q “ D#.

Dokaz: (1) Iz prethodne leme je jasno da je SD# “ D#. Neka je Sξ “ 0,

za ξ P D#. Na osnovu iste leme postoji niz tξnunPN u A koji konvergira

ka ξ i va�i lim
nÑ8

ξ#
n “ Sξ “ 0 P A. Ako oznaqimo sa ηn :“ ξ#

n , tada tηnunPN
konvergira u normi ka 0 i tη#

n unPN “ tξnunPN je Koxijev (konvergira ka

0), pa je jox jednom po prethodnoj Lemi 0 “ 0# “ lim
nÑ8

ξn “ ξ. Odatle je S

injektivan, pa postoji S´1. Kako je S0 “ S´1
0 , S bijektivno slika D# u

D# i A gust u D#, to je S “ S´1, xto je i bio ciǉ.

(2) Operator F je adjungovan operator operatora S. Sada iz osobina

adjungovanog neograniqenog operatora (naravno uz qiǌenicu da je S

antilinearan) znamo da je F gusto definisan, zatvoren i da mu je

domen bax kao u 2(a).

(3) Sledi iz (2) i qiǌenice da je S “ S´1.

(4) Neka je ∆ :“ FS. Tada je ∆ nesingularan jer su S i F invertibilni

i linearan kao kompozicija dva antilinearna preslikavaǌa.

Primetimo da je Dp∆q “ tξ P D#|Sξ P D5u. Za proizvoǉan ξ P D# va�i

x∆ξ, ξy “ xFSξ, ξy “ xSξ, Sξy “ }Sξ} ě 0,

pa je ∆ pozitivan. Kako je oqigledno ∆ Ă ∆˚, to je ∆ simetriqan.

Pretpostavimo sada da pξn,∆ξnq Ñ pξ0, η0q. Tada je

}Sξn ´ Sξm}
2
“ xSpξn ´ ξmq, Spξn ´ ξmqy

“ x∆pξn ´ ξmq, ξn ´ ξmy

ď }∆pξn ´ ξmq}}ξn ´ ξm},

pa kako su oba niza konvergentna, to je tSξnunPN Koxijev. Tada je po Lemi

4.4 ξ0 P D
# i lim

nÑ8
Sξn “ Sξ0. Onda pSξn,∆ξnq “ pSξn, FSξnq Ñ pSξ0, η0q pa iz

zatvorivosti F imamo da je η0 “ FSξ0 “ ∆ξ0, pa je ∆ zatvoren. Znamo

da je zatvoren simetriqan operator A samoadjungovan ako je kerpA ´
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iq “ kerpA ` iq “ 0. Dokaza�emo da je to ispuǌeno. Uzmimo proizvoǉan

ξ P kerp∆´ iqzt0u. Tada je ∆ξ “ iξ i

}∆ξ}2 “ x∆ξ,∆ξy “ ´ix∆ξ, ξy.

Kako je ∆ nesingularan, to je }∆ξ}2 ‰ 0. Iz pozitivnosti ∆ je x∆ξ, ξy P R,
pa izraz sleva u posledǌoj jednakosti je pozitivan broj, a zdesna qisto

imaginaran, xto daje kontradikciju. Sliqno se pokazuje da je kerp∆`iq “

0, pa je ∆ samoadjungovan. Konaqno, iz polarnog razlagaǌa operatora

S i prema prethodnom raqunu, postoji antilinearna (jer je takav i S)

izometrija J, tako da je S “ J∆
1
2 . Odatle sledi da je Dp∆

1
2 q “ D#, xto

je i trebalo pokazati.

(5) Neka je J kao u (4). Ve� znamo da je J antilinearna izometrija pa

va�i (a). Kako je S “ S´1, to je

J∆´ 1
2J´1

“ JS´1
“ JS “ J2∆

1
2 .

Kako je ∆ pozitivan i samoadjungovan, takvi su i ∆
1
2 i J∆´ 1

2J´1.

Jedinstvenost polarne dekompozicije nam daje jednakosti J2 “ 1 (xto je

deo (b)) i J∆´ 1
2J´1 “ ∆

1
2 . Iz

S “ S´1
“ ∆´ 1

2J´1
“ ∆´ 1

2J,

dobijamo (g). Kako je J˚ “ J´1 “ J, to va�i

F “ S˚ “ pJ∆
1
2 q
˚
“ ∆

1
2J˚ “ ∆

1
2J,

pa va�i prvi deo (d). Drugi deo sledi iz F “ F´1. Konaqno, (v) va�i

iz (g) i (d)

J∆J “ J∆
1
2 ∆

1
2J “ SF “ ∆´ 1

2JJ∆´ 1
2 “ ∆´1.

(6) Sledi iz jedinstvenosti polarnog razlagaǌa. �

Definicija 4.4. Operatori ∆ i J definisani u prethodnoj Lemi

nazivaju se redom modularni operator i modularna konjugacija na

levoj Hilbertovoj algebri A.

Definicija 4.5. Vektor η P H je ograniqen zdesna ako

supt}πlpξqη} | ξ P A, }ξ} ď 1u ă `8.
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Skup svih vektora ograniqenih zdesna oznaqavamo sa B1.

Oqigledno, η P B1 akko postoji a P BpHq tako da je aξ “ πlpξqη za

sve ξ P A. Kako je a jedinstveno odre�en sa η, to mo�emo definisati

operator πrpηq :“ a. Primetimo da je B1 linearan potprostor od H, koji

nije nu�no zatvoren, i da je πr linearan.

Lema 4.6. (1) B1 je invarijantan u odnosu na RlpAq
1;

(2) nr :“ πrpB
1q je levi ideal algebre RlpAq

1 i

πrpaηq “ aπrpηq, a P RlpAq
1, η P B1.

Dokaz: Neka je a P RlpAq
1, ξ P A i η P B1. Tada va�i:

πlpξqpaηq “ aπlpξqη “ aπrpηqξ,

gde prva jednakost va�i jer a P RlpAq
1, a druga po definiciji πr. Kako je

}aπrpηqξ} ď }a}}πrpηq}}ξ}, zakǉuqujemo da aη P B1, qime smo pokazali (1).

Tako�e, iz prethodnog razmatraǌa imamo da je πrpaηq “ aπrpηq. Uzmimo

sada proizvoǉno ζ P A. Tada imamo:

πrpηqπlpξqζ “ πrpηqpξζq “ πlpξζqη “ πlpξqπlpζqη “ πlpξqπrpηqζ,

pa πrpηq P RlpAq
1. Konaqno, (2) sledi iz ovog zakǉuqka i linearnosti πr

(primetimo da smo u (1) dokazali da je nr levi ideal algebre RlpAq
1). �

Sada mo�emo da proxirimo mno�eǌe sa A na xiru klasu pa

oznaqimo:

ξη “ πlpξqη, ξ P A, η P H,

ξη “ πrpηqξ, ξ P H, η P B1.

Napomenimo da proxireno mno�eǌe ostaje asocijativno iz

komutativnosti πlpAq i πrpB
1q:

pξζqη “ pπlpξqζqη “ πrpηqpπlpξqζq “ πlpξqπrpηqζ “ ξpπrpηqζq “ ξpζηq,

gde ξ P A, ζ P H, η P B1. Podsetimo se da mo�emo pisati ξ# umesto Sξ, za

ξ P D#, pa definiximo η5 :“ Fη, za η P D5. Najavimo da �e oqigledno ovo

biti involucija na naxoj desnoj Hilbertovoj algebri i definiximo:

A1 :“ B1
XD5.
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Uz prethodnu notaciju, va�i slede�a lema:

Lema 4.7. (1) πrpB1q˚B1 Ă A1.;

(2) pπrpη1q
˚η2q

5 “ πrpη2q
˚η1, za η1, η2 P B

1;

(3) A1 zadovoǉava uslove (1),(2),(3) definicije desne Hilbertove

algebre.

Dokaz: Neka su η1, η2 P B1 i oznaqimo η “ πrpη1q
˚η2. Iz prethodne leme

znamo da je B1 RlpAq
1 invarijantan i da πrpη1q

˚ P RlpAq
1. Odatle (iz

invarijantnosti) η P B1. Za proizvoǉno ξ P A va�i:

xξ#, ηy “ xξ#, πrpη1q
˚η2y “ xπrpη1qξ

#, η2y “ xπlpξ
#
qη1, η2y

“ xπlpξq
˚η1, η2y “ xη1, πlpξqη2y

“ xη1, πrpη2qξy “ xπrpη2q
˚η1, ξy,

pa kako je posledǌi qlan ograniqen sa }η}}ξ}, to η P D5, pa va�i (2), jer

je η5 “ πrpη2q
˚η1.

Kako je A1 Ă B1, uslov (1) definicije direktno va�i. Va�eǌe uslova (3)

je jasno, jer ve� znamo da je involucija zatvoriva sa zatvoreǌem F . �

Lema 4.8. Neka je η P D5 fiksirano i neka su operatori a0 i b0 sa

domenom A definisani na slede�i naqin:

a0ξ :“ πlpξqη, b0ξ :“ πlpξqη
5, ξ P A.

Tada:

(1) a0 i b0 su zatvorivi i va�i a0 Ă b˚0 i b0 Ă a˚0;

(2) Ako je πrpηq :“ a˚˚0 i πrpη
5q :“ b˚˚0 , tada su πrpηq i πrpη

5q pridru�eni

RlpAq
1 u smislu da svaki unitaran u RlpAq komutira sa πrpηq i πrpη

5q.

Napomena 4.3. Kako ne mora va�iti η P B1, πrpηq ne mora postojati i

time je uvo�eǌe a0 neophodno.

Dokaz: (1) Uzmimo proizvoǉne ξ, ζ P A, tada imamo:

xa0ξ, ζy “ xπlpξqη, ζy “ xη, πlpξq
˚ζy “ xη, ξ#ζy “ xpξ#ζq#, η5y

“ xζ#ξ, η5y “ xξ, πlpζqη
5
y “ xξ, b0ζy,

pa je a0 Ă b˚0, a odatle b0 Ă a˚0. Kako su a0 i b0 gusto definisani, znamo

da su a˚0 , b
˚
0 zatvoreni, pa iz prethodnog znamo da su a0 i b0 zatvorivi,

xto smo i hteli da poka�emo.
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(2) Primetimo da je definisaǌe πrpηq i πrpη5q kao u lemi, samo drugaqiji

naqin da se iska�e da je πrpηq zatvoreǌe operatora a0 i πrpη5q zatvoreǌe

operatora b0. Primetimo da je za dati unitaran u P RlpAq, ua˚˚0 u˚ “

pua˚0u
˚q˚, pa je dovoǉno pokazati da je a˚0 pridru�en RlpAq

1 (po simetriji

�e isto va�iti za b˚˚0 ).

Uzmimo stoga proizvoǉno ζ P Dpa˚0q i ξ1, ξ2 P A. Tada:

xπlpξ1qa
˚
0ζ, ξ2y “ xa

˚
0ζ, ξ

#
1 ξ2y “ xζ, a0pξ

#
1 ξ2qy “ xζ, πlpξ

#
1 ξ2qηy

“ xπlpξ1qζ, πlpξ2qηy “ xπlpξ1qζ, a0ξ2y “ xa
˚
0πlpξ1qζ, ξ2y,

pa πlpξ1qζ P Dpa˚0q i a˚0πlpξ1qζ “ πlpξ1qa
˚
0ζ. Sada uzmimo proizvoǉnan

unitaran u P RlpAq i neka je tπlpξαqu mre�a koja konvergira jako ka u.

Tada iz upravo izvedenog raquna, znamo da za ζ P Dpa˚0q va�i

ua˚0ζ “ lim
α
πlpξαqa

˚
0ζ “ lim

α
a˚0πlpξαqζ,

pa uζ P Dpa˚0q i ua˚0ζ “ a˚0uζ, qime smo pokazali tra�eno. �

Lema 4.9. Neka je Ccp0,`8q algebra svih neprekidnih funkcija sa

kompaktnim nosaqem na p0,`8q. Za fiksirano η P D5, neka je

πrpηq “ uh “ ku levo i desno polarno razlagaǌe. Ako f P Ccp0,`8q, tada

su fphqη5 i fpkqη ograniqeni zdesna i va�i

πrpfphqη
5
q “ hfphqu˚ P RlpAq

1

πrpfpkqηq “ kfpkqu P RlpAq
1

Dokaz: Uzmimo proizvoǉno ξ P A. Kako je πrpηq pridru�en RlpAq
1 po

prethodnoj Lemi znamo da h (pozitivan) i πlpξq komutiraju (isto va�i

naravno i za k). Odatle je:

πlpξqfphqη
5
“ fphqπlpξqη

5
“ fphqπrpη

5
qξ “ fphqπrpηq

˚ξ “ fphqhu˚ξ “ hfphqu˚ξ

πlpξqfpkqη “ fpkqπlpξqη “ fpkqπrpηqξ “ fpkqkuξ “ kfpkquξ.

Kako je u parcijalna izometrija, a hfphq i kfpkq ograniqeni po

funkcionalnom raqunu, to su hfphqu˚ i kfpkqu ograniqeni, pa su fphqη5

i fpkqη desno ograniqeni i va�e navedene formule iz postavke

leme. �

Lema 4.10. A1 i A12 su obe guste u D5 u odnosu na normu } ¨ }5 koja je
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definisana sa

}η}5 :“
b

}η}2 ` }η5}2, η P D5.

Specijalno, obe su guste u H, pa je A1 desna Hilbertova algebra.

Dokaz: Da su oba A1 i A12 gusti u H sledi�e direktno iz qiǌenice da

su oni gusti u D5 u normi } ¨ }5 budu�i da je norma ve�a ili jednaka od

standardne i qiǌenice da je D5 gust u H. Tako�e, drugi deo specijalnog

tvr�eǌa sledi lako, jer ve� znamo da A1 zadovoǉava uslove (1),(2),(3)

desne Hilbertove algebre, pa qiǌenica da je A12 gust u H implicira da

je on gust i u A1, qime dokazujemo i svojstvo (4).

Podsetimo se da smo definisali nr :“ πrpB
1q (naravno koristimo i svu

prethodnu notaciju).

Uzmimo proizvoǉno η P D5. Koriste�i da je uh “ ku polarno razlagaǌe

πrpηq, pa time i hu˚ “ u˚k (a odatle i sliqna tvr�eǌa za fphq i fpkq)

dobijamo da za sve f P Ccp0,8q va�i (koristimo i prethodnu lemu):

hfphq “ u˚uhfphq “ u˚kfpkqu “ u˚πrpfpkqηq “ πrpu
˚fpkqηq P nr,

kfpkq “ uu˚kfpkq “ uhfphqu˚ “ uπrpfphqη
5
q “ πrpufphqη

5
q P nr,

pri qemu u˚fpkqη i ufphqη pripadaju B1 iz proxle teoreme (to smo tamo

pokazali samo bez u i u˚, ali u je parcijalna izometrija).

Uzmimo sada g P Ccp0,8q takvo da je fpλq “ λgpλq, λ ą 0. Tada fphq “

hgphq P nr i fpkq “ kgpkq P nr. Sada uzmimo f1, f2 P Ccp0,8q takve da je

fpλq “ f1pλqf2pλq za λ ą 0, tada

fphq “ f1phq
˚f2phq P n

˚
rnr , fpkq “ f1pkq

˚f2pkq P n
˚
rnr.

Iz leme 4.8(1) znamo da n˚rnr Ă πrpA
1q, pa time fphq, fpkq P πrpA

1q. Tada

postoje η1, η2 P A1 takvi da je fphq “ πrpη1q i fpkq “ πrpη2q, pa je tada

fphqη “ ηη1 i fpkqη5 “ η5η2. Kako je D5 zatvoren u odnosu na mno�eǌe,

to fphqη, fpkqη5 P D5, pa su time i u samom A1, jer su po prethodnoj Lemi

ograniqeni zdesna. Sada po formulama iz prethodne leme dobijamo

πrppfpkqηq
5
q “ πrpfpkqηq

˚
“ pkfpkquq˚ “ u˚kfpkq˚ “ hfphq˚u˚ “ πrpfphq

˚η5q,

odakle sledi

pfpkqηq5 “ fphq˚η5.

Primetimo tako�e da fpkqη i fphqη5 pripadaju pA1q2.
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Uzmimo sada pozitivan rastu�i niz tfnunPN u Ccp0,8q koji konvergira

ka 1 za λ ą 0. Onda nizovi tfnphqu i tfnpkqu konvergiraju jako ka

projektorima na sliku, oznaqimo ih sa p i q, operatora h i k, redom.

Podsetimo se na ovom mestu da je projektor na sliku operatora

A P BpHq, projektor na zatvoreǌe tApxq|x P Hu. Kako je

πrpηq
˚ “ puhq˚ “ hu˚, to se projektor na sliku πrpηq

˚ poklapa sa p i

sliqno, projektor na sliku operatora πrpηq se poklapa sa q.

Pretpostavimo sada za trenutak da je qη “ η i pη5 “ η5. Tada tfnpkqηunPN
konvergira ka η i tfnphqη

5unPN konvergira ka η5. Kako je

pfnpkqηq
5 “ fnphq

˚η5 “ fnphqη
5, to �e onda da tfnpkqηunPN konvergirati ka η

u odnosu na } ¨ }5 normu, pa �e pA1q2 biti gust u D5 xto i jeste nax ciǉ.

Preostaje nam samo da doka�emo da qη “ η i pη5 “ η5. Da bismo to

uqinili, pokaza�emo da η P qH i η5 P pH. Neka je tπlpξαqu mre�a u πlpAq

koja konvergira jako ka identitetu u RlpAq. Tada je:

η “ lim
α
πlpξαqη “ lim

α
πrpηqξα P qH,

i potpuno analogno,

η5 “ lim
α
πlpξαqη

5
“ lim

α
πrpηq

˚ξα P pH,

qime je dokaz konaqno zavrxen. �

Pored ove vrlo va�ne leme (zakǉuqili smo da je A1 jedna desna

Hilbertova algebra), centralni rezultat prvog dela ove glave je

slede�a teorema koju �emo nakon svih ovih lema brzo dokazati:

Teorema 4.11. RlpAq
1 “ RrpA

1q.

Dokaz: Znamo da je πrpA1q Ă RlpAq
1, pa je RrpA

1q “ πrpA
1q2 Ă RlpAq

1, qime je

pokazan jedan smer.

Obratno, qiǌenica da je pA1q2 gust u H povlaqi da je πrpA
1q

nedegenerisana ˚´podalgebra od RlpAq
1. Onda je identitet u RrpA

1q,

identitet u BpHq, pa mo�emo prona�i ograniqenu mre�u taiu Ă πrpA
1q

koja konvergira ka 1. Tada za x P RlpAq
1 imamo da je x “ lim a˚i xai. Ali

a˚i xai P n
˚
rnr Ă πrpA

1q, pa x P RrpA
1q qime je dokazan i drugi smer. �

Naredna lema pokazuje da je A1 u suxtini i najboǉi izbor.
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Lema 4.12. (1) A2 je gust u tD#, } ¨ }#u. Ovo implicira da ako η1, η2 P H

zadovoǉavaju

xξ#
1 ξ2, η1y “ xη2, ξ

#
2 ξ1y, ξ1, ξ2 P A,

tada η1 P D
5 i η51 “ η2.

(2) πrpA1q “ nrXn
˚
r (gde je, podsetimo se, nr “ πrpB

1q), tj. πrpA1q je skup svih

operatora desnog mno�eǌa, qiji je adjungovan operator tako�e operator

desnog mno�eǌa.

Dokaz: (1) Uzmimo proizvoǉno ξ P A. Neka je tπrpηαqu mre�a u πrpA1q koja

konvergira jako ka 1 (ovo mo�emo birati jer je πrpA
1q nedegenerisan).

Tada je ξ “ lim
α
πrpηαqξ “ lim

α
πlpξqηα, pa time ξ P πlpξqH. Bez gubǉeǌa

opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je }πlpξq} ď 1. Definiximo sada

funkciju pn : RÑ R kao

pnptq :“ 1´ p1´ tqn.

Tada iz funkcionalnog raquna, za operator a za koji je }a} ď 1, pnpa˚aq

konvergira ka projektoru na sliku operatora a koju �emo oznahiti sa

ppaq. Tada je iz prethodnog pasusa ppπlpξqqξ “ ξ i sliqno ppπlpξ#qqξ# “ ξ#.

Onda va�e slede�e jednakosti:

ξ “ ppπlpξqqξ “ lim
nÑ8

pnpπlpξqπlpξq
˚
qξ “ lim

nÑ8
pnpξξ

#
qξ;

ξ#
“ ppπlpξ

#
qqξ#

“ lim
nÑ8

pnpπlpξ
#
qπlpξ

#
q
˚
qξ#

“ lim
nÑ8

pnpξ
#ξqξ#

“ lim
nÑ8

ξ#pnpξξ
#
q “ lim

nÑ8
ppnpξξ

#
qξq#,

pri qemu se posledǌe dve nejednakosti mogu dobiti raqunom, zamenom

u izraz za pn. Ovim smo pokazali da je ξ limes elementa iz A2 u } ¨ }#
normi.

Sada, η1 i η2 zadovoǉavaju ekvivalentnu jednakost

xSpξ#
2 ξ1q, η1y “ xη2, ξ

#
2 ξ1y,

pa ako je }ξ#
2 ξ1} ď 1 tada je |xSpξ#

2 ξ1q, η1y| ď }η2}. Iz upravo dokazanog

tvr�eǌa (znamo da je A2 gust), znamo da je η1 P D
5 i Fη1 “ η51 “ η2, xto je

i trebalo pokazati.

(2) Qiǌenica πrpA
1q Ă nr va�i direktno iz definicije A1. Da bismo

dokazali da va�i i πrpA
1q Ă n˚r , primetimo da za η P D5 va�i πrpηq “

πrpηq
˚˚ “ πrpη

5q˚, odakle dobijamo i πrpA
1q Ă n˚r .
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Obratno, pretpostavimo da πrpη1q P nrXn
˚
r , za η1 P B

1. Tada postoji η2 P B
1

tako da va�i πrpη1q
˚ “ πrpη2q. Za ξ1, ξ2 P A tada imamo

xξ#
1 ξ2, η1y “ xξ2, πlpξ1qη1y “ xξ2, πrpη1qξ1y “ xπrpη1q

˚ξ2, ξ1y

“ xπrpη2qξ2, ξ1y “ xπlpξ2qη2, ξ1y “ xη2, ξ
#
2 ξ1y,

pa po delu (1) η1 P D5, a samim tim η1 P A1 i η51 “ η2. Time smo pokazali

i drugi smer, tj. da je nr X n˚r Ă πrpA
1q, qime je dokaz zavrxen. �

Sada navodimo dualne definicije i leme (ovog puta bez dokaza, jer

se izvode sliqno kao i prethodne).

Definicija 4.6. (Dualna definiciji 4.5) Vektor ξ P H je ograniqen
sleva ako

supt}πrpηqξ}|η P A
1, }η} ď 1u ă `8.

Skup svih vektora ograniqenih sleva oznaqavamo sa B.

Oqigledno je A Ă B i za svaki ξ P B ǌegov odgovaraju�i ograniqen

operator πlpξq na H je odre�en sa:

πlpξqη “ πrpηqξ, , ξ P B, η P A1.

Lema 4.13. (Dualna Lemi 4.6) (1) B je invarijantan u odnosu na RlpAq;

(2) nl :“ πlpBq je levi ideal od RlpAq i

πlpaξq “ aπlpξq, a P RlpAq, ξ P B.

Kao i ranije, proxirujemo proizvod na vektore iz H na uobiqajen

naqin

ξη :“ πlpξqη, ξ P B, η P H.

Sada mo�emo da definixemo skup

A2 “ BXD#.

Tada �e se analogno prethodnim dokazima, pokazati da je A2 jedna leva

Hilbertova algebra pri qemu je A Ă A2, pa je RlpA
2q “ RrpA

1q1 “ RlpAq
2.

Kako se ovde radi o fon Nojmanovoj algebri, to va�i da je RlpA
2q “

RlpAq. Tako�e va�i i

Lema 4.14. (Dualna Lemi 4.12(2)) πlpA2q “ nl X n˚l .
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Ako nastavimo ovaj proces dualizacije dobi�emo

A Ă A2 “ Ap4q “ ...,

A1 Ă A3 “ Ap5q “ ...,

Dajemo sada jednu definiciju:

Definicija 4.7. Ka�emo da je leva Hilbertova algebra A puna ako je

A “ A2. Za dve leve Hilbertove algebre A1 i A2 ka�emo da su

ekvivalentne ako su A21 i A22 izometriqki ˚´izomorfne.

Napomena 4.4. Kako zamena A sa A2 ne utiqe na fon Nojmanove algebre

RlpAq i RlpAq
1, mo�emo bez gubitka opxtosti pretpostavǉati da je leva

Hilbertova algebra A puna.

Navedimo za kraj ovog niza dualnih definicija i lema slede�u

Lema 4.15. (Dualna Lemi 4.8) Neka je η P D# i neka su operatori a0 i

b0 sa domenom A1 definisani sa:

a0η :“ πrpηqξ, b0η :“ πrpηqξ
#, η P A1.

Tada:

(1) a0 i b0 su zatvorivi i va�i a0 Ă b˚0 i b0 Ă a˚0;

(2) Ako je πlpξq :“ a˚˚0 i πlpη
#q :“ b˚˚0 , tada su πlpξq i πrpξ

#q pridru�eni sa

RlpAq .

Sada sledi niz izrazito tehniqkih lema u ciǉu dokazivaǌa naxeg

glavnog rezultata - Tomitine teoreme. U ǌima se koriste, izme�u

ostalog, i osnovni rezultati kompleksne analize.

Lema 4.16. Za svaki ω P CzR` definiximo

γpωq :“
1

a

2p|ω| ´ Reωq
.

Tada va�i:

(1) p∆´ ωq´1A1 Ă A i

}πlpp∆´ ωq´1ηq} ď γpωq}πrpηq}, η P A1.

(2) p∆´1 ´ ωq´1A Ă A1 i

}πrpp∆
´1
´ ωq´1ξq} ď γpωq}πlpξq}, ξ P A.
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Dokaz: Dokaza�emo samo (1), a (2) dobijamo analognim postupkom.

Uzmimo proizvoǉan η P A1 i definiximo ξ :“ p∆ ´ ωq´1η radi lakxeg

zapisa (primetimo da je to izraz sa leve strane u zagradi). Tada je

oqigledno ξ P Dp∆q Ă D#. Neka su πlpξq “ uh “ ku leva i desna polarna

dekompozicija kao i ranije. Tada po dualnoj lemi Leme 4.9 fpkqξ P A za

svako f P Ccp0,8q i va�i

pfpkqξq# “ fphq˚ξ#, f P Ccp0,8q.

Tako�e va�i slede�i niz (ne)jednakosti:

2p|ω| ´Reωq}hfphqξ#
}

2
“ 2p|ω| ´Reωqxhfphq˚hfphqξ#, ξ#

y

“ 2p|ω| ´Reωqxpkfpkq˚kfpkqξq#, ξ#
y

“ 2p|ω| ´Reωqx∆ξ, kfpkq˚kfpkqξy

ď 2|ω|}kfpkq∆ξ}}kfpkqξ} ´ 2Reωxkfpkq∆ξ, kfpkqξy

Iz AG nejednakosti imamo da va�i

2|ω|}kfpkq∆ξ}}kfpkqξ} ď }kfpkq∆ξ}2 ` |ω|2}kfpkqξ}2,

pa nastavǉamo malopre�axǌi niz

2p|ω| ´Reωq}hfphqξ#
}

2
ď }kfpkq∆ξ}2 ` |ω|2}kfpkqξ}2 ´ 2Reωxkfpkq∆ξ, kfpkqξy

“ }kfpkqp∆´ ωqξ}2 “ }kfpkqη}2 “ }fpkqkη}2

“ }fpkquu˚kη}2 “ }fpkquπlpξq
˚η}2 “ }fpkquπlpξ

#
qη}2

“ }fpkquπrpηqξ
#
}

2
“ }πrpηqfpkquξ

#
}

2
“ }πrpηqufphqξ

#
}

2

ď }πrpηq}
2
}fphqξ#

}
2.

Odavde zakǉuqujemo da va�i:

}hfphqξ#
} ď γpωq}πrpηq}}fphqξ

#
}.

U narednom delu �emo koristiti par svojstava spektralne mere. Najpre,

neka je h “
8
ş

0

λdEpλq spektralna dekompozicija operatora h. Tada se

prethodna nejednakost mo�e zapisati u obliku:

8
ż

0

λ|fpλq|d}Epλqξ#
} ď c

8
ż

0

|fpλq|d}Epλqξ#
},
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gde smo sa c oznaqili γpωq}πrpηq}. Odavde znamo da je nosaq spektralne

mere d}Epλqξ#} sadr�an u r0, cs, pa je Epr0, csqξ# “ ξ#. Primetimo da kako

je h pridru�en RlpAq, to E komutira sa RlpAq
1 “ RrpA

1q, pa imamo da je

Epr0, csqπlpξq
˚ζ “ Epr0, csqπlpξ

#
qζ “ Epr0, csqπrpζqξ

#

“ πrpζqEpr0, csqξ
#
“ πrpζqξ

#
“ πlpξ

#
qζ,

gde tre�a jednakost sledi iz upravo pomenutog argumenta. Zatim, iz

slede�eg niza jednakosti utvr�ujemo da je ξ# ograniqen sleva

}πlpξ
#
qζ} “ }Epr0, csqπlpξq

˚ζ} “ }Epr0, csqhu˚ζ} ď c}u˚ζ} “ c}ζ}.

Dakle, va�i ocena }πlpξ#qζ} ď c. Ali onda je i sam ξ ograniqen sleva i

va�i tra�ena nejednakost

}πlpp∆´ ωq´1ηq} “ }πlpξq} “ }πlpξq
˚
} “ }πlpξ

#
q} ď γpωq}πrpηq}.

�

Naredna lema je qisto tehniqka.

Lema 4.17. Za proizvoǉan η P A1, neka je ξ “ p∆ ` sq´1η, za neko s ą 0 i

ξ P Dp∆q. Tada za sve ζ1, ζ2 P Dp∆
1
2 q XDp∆´ 1

2 q va�i formula

xπrpηqζ1, ζ2y “ xJπlpξq
˚J∆´ 1

2 ξ1,∆
1
2 ζ2y ` sxJπlpξq

˚J∆
1
2 ξ1,∆

´ 1
2 ζ2y.

Dokaz: I�i �emo korak po korak. Najpre pretpostavimo da su ζ1, ζ2 P

A X Dp∆´ 1
2 q, tj. pretpostavǉamo da su oni dodatno ograniqeni sleva.

Tada primenom qistog raquna zakǉuqujemo

xπrpηqζ1, ζ2y “ xπlpζ1qη, ζ2y “ xη, ζ
#
1 ζ2y “ xp∆` sqξ, ζ#

1 ζ2y

“ xFSξ, ζ#
1 ζ2y ` sxξ, ζ

#
1 ζ2y “ xζ

#
2 ζ1, Sξy ` sxζ1ξ, ζ2y

“ xζ1, ζ2ξ
#
y ` sxpξ#ζ#

1 q
#, ζ2y “ xζ1, pξζ

#
2 q

#
y ` sxpξ#ζ#

1 q
#, ζ2y

“ xζ1, SπlpξqSζ2y ` sxSπlpξq
˚Sζ1, ζ2y

“ xζ1,∆
´ 1

2JπlpξqJ∆
1
2 ζ2y ` sx∆

´ 1
2Jπlpξq

˚J∆
1
2 ζ1, ζ2y

“ x∆´ 1
2 ζ1, JπlpξqJ∆

1
2 ζ2y ` sxJπlpξq

˚J∆
1
2 ζ1,∆

´ 1
2 ζ2y

“ xJπlpξq
˚J∆´ 1

2 ξ1,∆
1
2 ζ2y ` sxJπlpξq

˚J∆
1
2 ξ1,∆

´ 1
2 ζ2y.

Time smo pokazali da pri ovom dodatnom uslovu va�i navedena formula.

Kako su obe strane tra�ene formule seskvilinearne forme na Dp∆
1
2 q X
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Dp∆´ 1
2 q (koristimo qiǌenicu da ξ P A iz prethodne leme stavǉaju�i

ω “ ´s), dovoǉno je da poka�emo da mo�emo aproksimirati ζ P Dp∆
1
2 q X

Dp∆´ 1
2 q nizom tζnunPN iz AXDp∆´ 1

2 q u smislu da

lim
nÑ8

}ζ ´ ζn} “ 0, lim
nÑ8

}∆
1
2 pζ ´ ζnq} “ 0, lim

nÑ8
}∆´ 1

2 pζ ´ ζnq} “ 0.

Kako je A1 gust u H i kako je J antilinearna izometrija, to je i ∆´ 1
2A1 “

JFA1 “ JA1 gust u H. Tada za dato ζ P D
1
2 XD´ 1

2 postoji niz tηnuηPN u A1

takav da je

p∆
1
2 `∆´ 1

2 qζ “ lim
nÑ8

∆´ 1
2ηn.

Definiximo ζn :“ p1 ` ∆q´1ηn. Tada po prethodnoj Lemi znamo da ζn P

AXDp∆´ 1
2 q i kako je ∆´ 1

2 p∆
1
2 `∆´ 1

2 q´1 “ p1`∆q´1 va�i

ζ “ p∆
1
2 `∆´ 1

2 q
´1 lim

nÑ8
∆´ 1

2ηn “ lim
nÑ8

p1`∆q´1ηn “ lim
nÑ8

ζn.

Izraz p∆
1
2`∆´ 1

2 q´1 mo�e da zameni mesto sa limesom, jer ζn P AXDp∆´ 1
2 q Ă

Dp∆
1
2 q XDp∆´ 1

2 q. Sada doka�imo preostale dve qiǌenice.

∆
1
2 ζ “ ∆

1
2 p∆

1
2 `∆´ 1

2 q
´1
p∆

1
2 `∆´ 1

2 qζ “ ∆p1`∆q´1 lim
nÑ8

∆´ 1
2ηn

“ lim
nÑ8

∆
1
2 p1`∆q´1ηn “ lim ∆

1
2 ζn;

∆´ 1
2 ζ “ ∆´ 1

2 p∆
1
2 `∆´ 1

2 q
´1
p∆

1
2 `∆´ 1

2 qζ “ p1`∆q´1 lim
nÑ8

∆´ 1
2ηn

“ lim
nÑ8

∆´ 1
2 p1`∆q´1ηn “ lim ∆´ 1

2 ζn,

qime je dokaz zavrxen. �

Sada �emo dokazati tri leme vezane za Furijeovu analizu na

apstraktnim Banahovim algebrama, u kojima �emo, kao xto je ve�

najavǉeno, koristiti mahom kompleksnu analizu

Lema 4.18. Neka je A unitalna Banahova algebra. Neka je tupαq|α P

Cu kompleksna jednoparametarska podgrupa grupe GLpAq invertibilnih

elemenata u A, takva da je

upα ` βq “ upαqupβq, αβ P C.

Pretpostavimo i da je C Q α ÞÑ upαq P A holomorfna i da je

supt}uptq}|t P Ru “M ă `8.
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Tada je za sve s P R, e´ s
2u

`

´ i
2

˘

` e
s
2u

`

i
2

˘

invertibilan i va�i

„

e´
s
2u

ˆ

´
i

2

˙

` e
s
2u

ˆ

i

2

˙´1

“

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
uptqdt.

Dokaz: Za fiksirano s P R definiximo funkciju

fpαq :“
e´isα

eπα ´ e´πα
upαq, α P C.

Tada je f meromorfna A´vrednosna funkcija sa prostim polovima u

α “ in, n P Z. Ako je α “ r ` it za r, t P R, tada je e´isα “ este´isr i

upαq “ uprqupitq. Po uslovu iz formulacije va�i ocena

}fpαq} ďMest
1

|eπα ´ e´πα|
}upitq}.

Za R ą 0, neka je CR kriva koja ograniqava oblast

"

α P C||Repαq| ď R, |Impαq| ď
1

2

*

,

pri qemu uzimamo orijentaciju u smeru suprotnom od kazaǉke na satu.

Primetimo da za svako R, CR sadr�i samo jedan pol funkcije f ,

taqnije α “ 0. Ocena odozgo nam za fiksirano t “ ˘1
2
, kada |r| Ñ 8, daje

|r|}fpαq} Ñ 0. Tada naredni integral mo�emo izraqunati (korix�eǌem

�ordanovih lema) kao:

I :“ lim
RÑ8

¿

CR

fpαqdα “

`8
ż

´8

f

ˆ

r ´
i

2

˙

dr ´

`8
ż

´8

f

ˆ

r `
i

2

˙

dr.

Sa druge strane, lako je sraqunati

lim
αÑ0

αfpαq “
1

2π
,

pa nam teorema o reziduumima daje

I “ 2πi lim
αÑ0

αfpαq “ i.

Primetimo i da je eπpr˘
1
2q “ ˘ieπr i analogno ´e´πpr˘

1
2q “ ˘ie´πr. Tada
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imamo da va�i

i “ I “

`8
ż

´8

e´ispr´
i
2q

eπpr´
i
2q ´ e´πpr´

i
2q
u

ˆ

r ´
i

2

˙

dr ´

`8
ż

´8

e´ispr`
i
2q

eπpr`
i
2q ´ e´πpr`

i
2q
u

ˆ

r `
i

2

˙

dr

“
e´

s
2

´i
u

ˆ

´
i

2

˙

`8
ż

´8

e´isr

eπr ` e´πr
uprqdr ´

e
s
2

i
u

ˆ

i

2

˙

`8
ż

´8

e´isr

eπr ` e´πr
uprqdr

“ i

„

e´
s
2u

ˆ

´
i

2

˙

` e
s
2u

ˆ

i

2

˙

`8
ż

´8

e´isr

eπr ` e´πr
uprqdr,

odakle zamenom r sa t dobijamo tra�eno. �

Napomena 4.5. Rezultat ove leme �emo zapisati u ekvivalentnom

obliku koji �e nam biti pogodniji za upotrebu (proxiruju�i razlomak

sa e
s
2u

`

´ i
2

˘

)

e
s
2u

ˆ

´
i

2

˙

pup´iq ` esq´1
“

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
uptqdt, s P R.

Odgovaraju�a jednoparametarska unitarna grupa na koju �emo

primeniti prethodnu lemu jeste ∆it. Ipak, qiǌenica da je ∆

neograniqen ote�ava direktnu primenu, pa �e biti potrebne jox neke

dodatne popravke.

Lema 4.19. Za modularni operator ∆ na punoj levoj Hilbertovoj

algebri A va�i:

e
s
2 ∆

1
2 p∆` esq´1

“

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
∆itdt, s P R.

Dokaz: Neka je ∆ “
8
ş

0

λdEpλq spektralna dekompozicija operatora ∆ i

neka je Er :“ Epr1
r
, rsq za r ą 1. Primeni�emo rezultat iz napomene 4.5

na unitalnu Banahovu algebru A “ BpErHq i na upαq “ p∆Erq
iα, α P C

(primetimo da je ∆Er ograniqen, pozitivan operator na BpErHq, pa su

zadovoǉeni uslovi da se radi o jednoparametarskoj, holomorfnoj
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podgrupi GLpBpErHqq):

e
s
2 p∆Erq

1
2 p∆Er ` e

s
q
´1
“

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
p∆Erq

itdt.

Puxtaju�i limes kad r Ñ 8 (Er te�i jako ka 1) dobijamo tra�eno

tvr�eǌe. �

Doka�imo sada i posledǌu u nizu tehniqkih lema ponovo koriste�i

rezultat iz napomene 4.5.

Lema 4.20. Neka je ∆ modularni operator za punu levu Hilbertovu

algebru A. Ako x, y P BpHq i s P R zadovoǉavaju slede�i uslov za sve

ζ1, ζ2 P Dp∆
1
2 q XDp∆´ 1

2 q:

xxζ1, ζ2y “ xy∆´ 1
2 ζ1,∆

1
2 ζ2y ` e

s
xy∆

1
2 ζ1,∆

´ 1
2 ζ2y,

tada va�i

esy “

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
∆itx∆´itdt.

Dokaz: Za r ą 1 neka je Er isto kao u dokazu prethodne leme i neka

je A “ BpBpErHqq i definiximo jednoparametarsku holomorfnu grupu

upαq “ σα gde je

σαpxq “ ∆iαx∆´iα, x P BpErHq.

Tada, jer Erζ1, Erζ2 P Dp∆
1
2 q XDp∆´ 1

2 q, va�i

xErxErζ1, ζ2y “ xxErζ1, Erζ2y

“ xy∆´ 1
2Erζ1,∆

1
2Erζ2y ` e

s
xy∆

1
2Erζ1,∆

´ 1
2Erζ2y

“ x∆
1
2Ery∆´ 1

2Erζ1, ζ2y ` e
s
x∆´ 1

2Ery∆
1
2Erζ1, ζ2y

“ xrσ´ i
2
pEryErq ` e

sσ i
2
pEryErqsζ1, ζ2y.

Odatle je

ErxEr “ pσ´ i
2
` esσ i

2
qpEryErq “ pe

´ s
2σ´ i

2
` e

s
2σ i

2
qpe

s
2EryErq.

Sada po Lemi 4.19. vrximo invertovaǌe i dobijamo

esEryEr “

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
∆itErxEr∆

´itdt.
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Puxtaju�i limes kad r Ñ 8 dobijamo tra�eni rezultat. �

Napomena 4.6. Da bismo olakxali notaciju, definiximo ρs : BpHq Ñ

BpHq za s P R sa:

ρspxq :“

8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
∆itx∆´itdt.

Konaqno smo doxli do trenutka kada �e sve prethodne leme dobiti

svoj potpuni smisao i poentu.

Teorema 4.21 (Tomitina teorema). Neka je A leva Hilbertova algebra

sa modularnim operatorom ∆ i modularnom konjugacijom J. Tada je:

(1)

JRlpAqJ “ RlpAq
1;

JRlpAq
1J “ RlpAq;

∆itRlpAq∆
´it
“ RlpAq;

∆itRlpAq
1∆´it

“ RlpAq
1, t P R

(2) Jednoparametarska unitarna grupa t∆it|t P Ru deluje na A2 i A1 kao

automorfizam, a modularna konjugacija J slika A2 (odnosno A1) na A1

(odnosno A2) anti-izomorfno u smislu da va�i

Jpξηq “ pJηqpJξq, ξ, η P A2.

Dokaz: Lema 4.18 pokazuje da je uslov iz leme 4.20 zadovoǉen za x “ πrpηq

i y “ Jπlpp∆` esq´1ηq˚J, pa je (u skladu sa napomenom 4.6)

e
s
2Jπlpp∆` esq´1ηq˚J “ ρspπrpηqq, η P A1, s P R.

Uzmimo proizvoǉno ζ P A1. Tada iz Leme 4.19 (koju primeǌujemo u

posledǌoj jednakosti) i qiǌenice da je J2 “ 1, imamo

JρspπrpηqqJζ “ e
s
2πlpp∆` esq´1ηq˚ζ “ e

s
2 pSp∆` esq´1ηqζ

“ e
s
2πrpζqJ∆

1
2 p∆` esq´1η

“ πrpζqJ

`8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
∆itηdt,
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pa, podse�aju�i se definicije ρs, zakǉuqujemo

`8
ż

´8

e´ist

eπt ` e´πt
pJ∆itπrpηq∆

´itJζ ´ πrpζqJ∆itηqdt “ 0.

Iz jedinstvenosti Furijeove transformacije, zakǉuqujemo da za sve t P

R va�i
e´ist

eπt ` e´πt
pJ∆itπrpηq∆

´itJζ ´ πrpζqJ∆itηq “ 0

tj.

J∆itπrpηq∆
´itJζ “ πrpζqJ∆itη.

Onda je }πrpζqJ∆itη} “ }J∆itπrpηq∆
´itJζ} ď }J∆itπrpηq∆

´itJ}}ζ}, pa je J∆itη

ograniqen sleva i va�i

πlpJ∆itηq “ J∆itπrpηq∆
´itJ.

Kako je F “ ∆
1
2J, JD5 “ Dp∆

1
2 q “ D#, to J∆itη P A2. Stavǉaju�i t “ 0 u

J∆itη P A2 dobijamo JA1 Ă A2 i

πlpJηq “ JπrpηqJ, η P A1.

Ovo povlaqi da je J anti-homomorfizam na A1 jer

pJξqpJηq “ πlpJξqJη “ JπrpξqJJη “ Jπrpξqη “ Jpηξq, ξ, η P A1.

Po simetriji dobijamo da J∆itξ P A1, zatim JA2 Ă A1 i

πrpJξq “ JπlpξqJ ξ P A2.

Tako zakǉuqujemo da va�i

JA2 “ A1, JA1 “ A2.

Tako�e, iz J∆itη P A2 sledi da ∆itη P A1, a odatle je ∆itA1 Ă A1. Da

va�i jednakost, dobijamo zamenom t sa ´t. Ponovo simetrijom dobijamo

i ∆itA2 “ A2. Time smo pokazali da va�i (2).

Iz qiǌenice da je RlpAq
1 “ RrpA

1q, dela pod (2), simetrije i jednakosti

πlpJ∆itηq “ J∆itπrpηq∆
´itJ, sledi deo pod (1), qime je dokaz zavrxen u

potpunosti. �
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Za kraj ovog dela da�emo jox jednu lemu koja nam bli�e odre�uje

ponaxaǌe elemenata u levim Hilbertovim algebrama.

Lema 4.22. Neka je A puna leva Hilbertova algebra, tada svaki

centralni element a P RlpAq (tj. element koji pritom komutira sa svim

elementima iz RlpAq) ostavǉa D# i D5 invarijantnim i pritom va�i

paξq# “ a˚ξ#, ξ P D#;

paηq5 “ a˚η5, η P D5.

Xtavixe, va�i

JaJ “ a˚, ∆ita∆´it
“ a t P R.

Dokaz: Kako a P RlpAqXRlpAq
1, iz leme 4.6 i ǌoj dualne 4.13 znamo da je nr

levi ideal od RlpAq
1, a nl levi ideal od RlpAq. Odatle je apnrXn˚r q Ă nrXn

˚
r

i apnr X n˚r q Ă nr X n˚r . Sada po Lemi 4.12(2) i ǌoj dualnoj 4.14 znamo da

aπrpA
1q Ă πrpA

1q i aπlpAq Ă πlpAq. Tada za proizvoǉno η P A1 va�i

πrppaηq
5
q “ πrpaηq

˚
“ paπrpηqq

˚
“ πrpηq

˚a˚ “ a˚πrpη
5
q “ πrpa

˚η5q,

tj.

paηq5 “ a˚η5.

Iz qiǌenice da je A1 gust u D5 sledi da je D5 invarijantan u odnosu na

a i da va�i navedena formula. Po simetriji, isto va�i i za D# i va�i

paξq# “ a˚ξ#.

Xto se drugog dela tvr�eǌa tiqe, pretpostavimo da je a “ u unitaran,

pa znamo iz prethodnog da je uA “ A i uA1 “ A1. Tako�e, za ξ P D# va�i

Suξ “ u˚Sξ. Odatle je uSu “ S, pa je

J∆
1
2 “ uJ∆

1
2u “ uJuu˚∆

1
2u.

Iz jedinstvenosti polarne dekompozicije zakǉuqujemo da je

J “ uJu, ∆
1
2 “ u˚∆

1
2u.

Odavde sledi da je Ju “ u˚J i ∆it “ u˚∆itu, xto su ekvivalentne

jednakosti sa tra�enim. Kako je RlpAq X RlpAq
1 generisan linearnim

kombinacijama unitarnih, to tvr�eǌe va�i za sve a P RlpAq X RlpAq
1,

qime je dokaz zavrxen. �

98



4.2 Tomitine algebre

Ideja u ovom odeǉku jeste da se definixe samoadjungovana

podalgebra A0 od A i A1 istovremeno takva da je A2 “ A20 i A1 “ A10 i da

je na ǌoj ∆iα cela funkcija.

Definicija 4.8. Leva Hilbertova algebra A se naziva Tomitina
algebra ako A dozvoǉava kompleksnu jednoparametarsku grupu

tUpαq | α P Cu automorfizama (koji ne moraju biti *-automorfizmi), sa

slede�im osobinama:

(a) Funkcija C Q α ÞÑ xUpαqξ, ηy je cela;

(b) pUpαqξq# “ Upαqξ#;

(v) xUpαqξ, ηy “ xξ, Up´αqηy, α P C, ξ, η P A;
(g) xξ#, η#y “ xUp´iqη, ξy.

Grupa tUpαq|α P Cu se naziva modularna grupa automorfizama na A.

Za kraj ovog poglavǉa navodimo teoremu kojom dajemo jedan od

primera Tomitine algebre. ǋen dokaz je sliqan prethodnim, ali opet

tehniqki zahtevan, pa ga na ovom mestu izostavǉamo. Dokaz se mo�e

prona�i u (Tak03).

Teorema 4.23. (1) Za datu punu levu Hilbertovu algebru A sa

modularnim operatorom ∆, ako oznaqimo

A0 :“ tξ P
č

nPZ

Dp∆n
q|∆nξ P A, n P Zu,

tada je A0 Tomitina algebra u odnosu na t∆iα | α P Cu, pri qemu je

A20 “ A, A10 “ A, JA0 “ A0.

Specijalno, znamo da va�i RlpA0q “ RlpAq i RrpA0q “ RlpAq
1.

(2) Ako je A Tomitina algebra, tada sa novom involucijom

ξ5 :“ Up´iqξ#, ξ P A, A je desna Hilbertova algebra i RlpAq
1 “ RrpAq.

Xtavixe, modularni operator ∆ je zatvoreǌe operatora Up´iq.
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Poglavǉe 5:
Ukrxteni proizvod - dualnost i
te�ine

Posledǌe poglavǉe predstavǉa, kao xto je u naslovu rada

najavǉeno, primenu analize na lokalno kompaktnim Abelovim grupama

u operatorskim algebrama - u ovom sluqaju fon Nojmanovim. Najpre su

uvedeni potrebni termini, a zatim i dokazana dualnost za ukrxteni

proizvod, qime je postignuta potpuna veza prvog sa drugim delom rada.

Na kraju je ostvarena veza sa Tomita-Takesakijevom teorijom preko

te�ina na ukrxtenom proizvodu. Iako se pojavǉuje u samom zaqe�u ove

oblasti, tj. u radovima Mareja20 i fon Nojmana, ukrxteni proizvod i

danas predstavǉa temu koja se dosta izuqava. U narednom tekstu,

pokuxa�emo da prika�emo bar deo te vrlo interesantne tematike.

5.1 Te�ine na fon Nojmanovoj algebri

Poglavǉe �emo poqeti definicijom centralnog pojma kojim �emo

se baviti u nastavku.

Definicija 5.1. Te�ina na fon Nojmanovoj algebri M je

preslikavaǌe ϕ : M` Ñ r0,`8s za koji va�e slede�a dva svojstva:

(1) ϕpx` yq “ ϕpxq ` ϕpyq, x, y PM`;

(2) ϕpλxq “ λϕpxq, λ ě 0.

Ukoliko za svako x PM va�i da je

ϕpxx˚q “ ϕpx˚xq,

tada se ϕ naziva trag.

Napomena 5.1. Koristi�emo konvenciju 0 ¨ 8 “ 0.

Definicija 5.2. Ka�emo da je te�ina ϕ polukonaqna ako pϕ :“ tx P

M`|ϕpxq ă 8u generixe M.
20Francis Joseph Murray (1911-1996.), ameriqki matematiqar
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Definicija 5.3. Ka�emo da je te�ina ϕ verna ako pϕpxq ‰ t0u za svaki

nenula x PM`.

Definicija 5.4. Ka�emo da je te�ina ϕ normalna ako je ϕpsup
α
xαq “

sup
α
ϕpxαq za svaku ograniqenu mre�u txαu u M`.

Lema 5.1. Neka je p proizvoǉan konveksan podkonus konusa M`, tj. skup

za koji va�i:

p` p Ă p, λp Ă p, λ ą 0;

i 0 ď y ď x, x P pñ y P p.

Tada je:

(1) n “ tx PM|x˚x P pu levi ideal u M;

(2) m “ t
n
ř

i“1

y˚i xi|x1, . . . xn, y1, . . . yn P nu ˚´podalgebra algebre M takva da

je m XM` “ p, pri qemu je svaki element iz m linearna kombinacija

elemenata iz p.

Dokaz: (1) Prvi deo je trivijalan. Uzmimo proizvoǉan a P M, x P n.

Tada va�i:

paxq˚ax “ x˚a˚ax ď }a}2x˚x P p,

jer je λp Ă p, λ ą 0, pa iz tre�e osobine podkonusa p, sledi ax P n. Da

bismo dokazali (1), preostaje nam samo da primetimo da je n aditivan

iz nejednakosti

px` yq˚px` yq ď 2px˚x` y˚yq,

tj. n je levi ideal u M.

(2) Da je m jedna ˚´podalgebra sledi iz (1). Tako�e, iz polarizacionog

identiteta

4y˚x “
3
ÿ

k“0

ikpx` ikyq˚px` ikyq,

zakǉuqujemo da je m linearno generisan elementima iz p. Neka je sada

a “
n
ÿ

j“1

y˚j xj P mXM`, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn P n.
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Kako je a “ a˚, to iz prethodnog polarizacionog identiteta imamo

a “
1

2
pa` a˚q

“
1

8

n
ÿ

j“1

3
ÿ

k“0

rikpxj ` i
kyjq

˚
pxj ` i

kyjq ` p´iq
k
pxj ` i

kyjq
˚
pxj ` i

kyjqs

“
1

4

n
ÿ

j“1

rpxj ` yjq
˚
pxj ` yjq ´ pxj ´ yjq

˚
pxj ´ yjqs.

Ako sa b obele�imo 1
4

n
ř

j“1

pxj ` yjq
˚pxj ` yjq, tada je on oqigledno iz p i

0 ď a ď b, pa i a P p. Obrnut smer je trivijalan, pa je time tra�eno

dokazano. �

Specijalno, nama �e prethodna lema trebati u sluqaju p “ pϕ. Tada

koristimo i oznake:

nϕ :“ tx PM|ϕpx˚xq ă 8u;

mϕ :“ n˚ϕnϕ “

#

ÿ

i

x˚i yi|xi, yi P nϕ

+

.

Fiksirajmo sada te�inu ϕ. Tada je Nϕ :“ tx PM|ϕpx˚xq “ 0u levi ideal

u M sadr�an u nϕ pa mo�emo posmatrati kanonsku projekciju

qϕ : nϕ Ñ nϕ{Nϕ. Definiximo skalarni proizvod na qϕpnϕq kao

xqϕpxq, qϕpyqy :“ ϕpy˚xq. Neka je Hϕ kompletiraǌe prostora qϕpnϕq. Tada

definixemo reprezentaciju πϕ : M Ñ BpHϕq prirodno sa

πϕpaqqϕpxq “ qϕpaxq. Ovi pojmovi su dovoǉni da iska�emo teoremu koju

�emo kasnije koristiti. Na ovom mestu, ne�e biti dat ǌen dokaz, ali

se on mo�e videti u (Tak03).

Teorema 5.2. Pred-Hilbertov prostor Aϕ “ qϕpnϕ X nϕq je gust u Hϕ.

Pritom su involucija i proizvod definisani sa

rqϕpxqs
#
“ qϕpx

˚
q, qϕpxqqϕpyq “ qϕpxyq.

Za ξ P Aϕ, definiximo na Hϕ operator levog mno�eǌa πlpξq. Tada skup

svih operatora levog mno�eǌa generixe πϕpMq.
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5.2 Modularni uslov za te�ine

Neka je D “ tλ P C|0 ď Impλq ď 1u i oznaqimo sa ApDq skup svih

ograniqenih funkcija, neprekidnih na D i holomorfnih u

unutraxǌosti D.

Definicija 5.5. Neka je ϕ verna, normalna, polukonaqna te�ina na

fon Nojmanovoj algebri M i neka je tαt | t P Ru jednoparametarska grupa

automorfizama na M. Tada ϕ zadovoǉava modularni uslov(on se qesto

naziva i Kubo-Martin-Xvingerov, ili kra�e KMS uslov) u odnosu

na α ako va�e slede�a dva svojstva:

(1) Te�ina ϕ je invarijantna u odnosu na α u smislu da je ϕ “ ϕ ˝ αt za

svako t P R.
(2) Za sve x, y P nϕ X n˚ϕ postoji Fx,y P ApDq koji zadovoǉava graniqni

uslov za svako t P R, tj.

Fx,yptq “ ϕpαtpxqyq, Fx,ypt` iq “ ϕpyαtpxqq.

Va�nost ovog uslova iskazana je u slede�oj teoremi:

Teorema 5.3. Neka je M fon Nojmanova algebra i neka je ϕ verna,

normalna, polukonaqna te�ina na M. Tada je grupa modularnih

automorfizama tσϕt u, gde je σϕt pxq “ ∆itx∆´it, jedinstvena

jednoparametarska grupa automorfizama na M koja zadovoǉava

modularni uslov u odnosu na ϕ.

Dokaz ove teoreme zahteva uvo�eǌe novih termina, pa na ovom mestu

ne�e biti izlo�en, ali ho�e ǌegova jednostavna posledica koja �e se i

koristiti u nastavku.

Posledica 5.4. Neka je ϕ verna, normalna, polukonaqna te�ina na M
i θ P AutpMq proizvoǉan automorfizam. Tada je

σϕ˝θt “ θ´1
˝ σϕt ˝ θ.

Dokaz: Iz σϕt invarijantnosti (prvi uslov modularnog uslova) te�ine

ϕ, za svaki x PM` va�i

ϕ ˝ θpθ´1
˝ σϕt ˝ θpxqq “ ϕ ˝ σϕt ˝ θpxq “ ϕ ˝ θpxq,

pa je ϕ ˝ θ, θ´1 ˝ σϕt ˝ θ invarijantna. Ako x, y P nϕ˝θ “ θ´1nϕ i ako Fθpxq,θpyq P

ApDq zadovoǉava graniqni uslov (drugi uslov modularnog uslova) za
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θpxq, θpyq u odnosu na tσϕu, tada je za sve t P R

Fθpxq,θpyqptq “ ϕpσϕt pθpxqqθpyqq “ ϕ ˝ θpθ´1σϕt pθpxqqpyqq,

Fθpxq,θpyqpt` iq “ ϕpθpyqσϕt pθpxqqq “ ϕ ˝ θpyθ´1σϕt pθpxqqq,

pa Fθpxq,θpyq zadovoǉava graniqni uslov za x, y u odnosu na θ´1σϕθ. Kako

su zadovoǉena oba modularna uslova, iz jedinstvenosti (iz prethodne

teoreme) zakǉuqujemo σϕ˝θt “ θ´1 ˝ σϕt ˝ θ. �

5.3 Konstrukcija ukrxtenog proizvoda

Definicija 5.6. Za datu topoloxku grupu G, neprekidno dejstvo α

grupe G na fon Nojmanovu algebru M je homomorfizam α : G Q g ÞÑ αg P

AutpMq takav da je za fiksiran x PM, preslikavaǌe G Q g ÞÑ αgpxq PM
neprekidno u σ´jakoj˚ topologiji. Pritom se trojka tM, G, αu naziva

kovarijantni sistem.

Primer 5.5. Neka je M Ă BpHq fon Nojmanova algebra i neka je U

unitarna reprezentacija topoloxke grupe G na H takva da je

UpgqMUpgq˚ “M, g P G.

Tada je odre�eno jedno neprekidno dejstvo G na M definisano sa

αgpxq “ UpgqxUpgq˚, x PM, g P G.

Posmatrajmo sada fon Nojmanovu algebru M Ă BpHq na kojoj je

zadato neprekidno dejstvo α lokalno kompaktne grupe G. Na

Hilbertovom prostoru L2pH;Gq (podsetimo se da nam ovo oznaqava sve

L2-integrabilne funkcije iz grupe G u Hilbertov prostor H)

definisa�emo dve izrazito va�ne reprezentacije koje �emo vrlo qesto

koristiti u narednom tekstu - reprezentaciju πa fon Nojmanove

algebre M i λ, reprezentaciju grupe G:

pπαpxqξqphq “ α´1
h pxqξphq, x PM, h P G, ξ P L2

pH;Gq

pλpgqξqphq “ ξpg´1hq, g P G, ξ P L2
pH;Gq.
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Mo�e se pokazati da je πα normalna verna reprezentacija. Pritom va�i:

pλpgqπαpxqλpgq
˚ξqphq “ pπαpxqλpgq

˚ξqpg´1hq

“ α´1
g´1hpxqpλpgq

˚ξqpg´1hq

“ αh´1pαgpxqqξphq “ pπαpαgpxqqξqphq,

tj.

λpgqπαpxqλpgq
˚
“ πα ˝ αgpxq, x PM, g P G. (5.1)

Uopxteno, ako par tπα, λu zadovoǉava jednakost 5.1, on se naziva

kovarijantna reprezentacija kovarijantnog sistema tM, G, αu.

Definiximo sada pojam ukrxtenog proizvoda za fon Nojmanove

algebre. Inaqe, ovaj pojam postoji i u raznim drugim oblicima, a u

samim fon Nojmanovim algebrama je i danas jedan od vrlo qestih

oblasti istra�ivaǌa.

Definicija 5.7. Fon Nojmanova algebra generisana sa παpMq i λpGq

na L2pH;Gq se naziva ukrxteni proizvod fon Nojmanove algebre M i

lokalno kompaktne grupe G u odnosu na dejstvo α i oznaqava se sa M¸αG.

Qini se da ukrxteni proizvod M ¸α G zavisi od Hilbertovog

prostora H. Naredni stav pokazuje da algebarska struktura ukrxtenog

proizvoda ipak ne zavisi od H.

Stav 5.6. Neka su M Ă BpHq i N Ă BpKq dve fon Nojmanove algebre

na kojima postoje neprekidna dejstva α i β lokalno kompaktne grupe G

redom. Ako postoji izomorfizam φ izme�u M i N tako da va�i:

φ ˝ αg “ βg ˝ φ, g P G,

tada postoji izomorfizam φ̃ izme�u M¸α G i N ¸β G takav da je

πβ ˝ φpxq “ φ̃ ˝ παpxq, x PM;

φ̃pλMpgqq “ λN , g P G,

pri qemu su πα, λM, πβ, λN reprezentacije M, G,N , G redom, korix�ene u

konstrukciji ukrxtenih proizvoda M¸α G i N ¸β G.

Dokaz: Dokaz se mo�e prona�i u (Tak73). �
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5.4 Dualnost za ukrxteni proizvod

U ovoj sekciji �emo pokazati dualnost za ukrxteni proizvod fon

Nojmanove algebre sa lokalno kompaktnom Abelovom grupom. Ovde �e

se najvixe videti primene harmonijske analize na lokalno kompaktnim

grupama. G �e nam oznaqavati lokalno kompaktnu grupu, pG ǌenu dualnu

grupu, dg je fiksirana Harova mera na G, a dp na pG takve da va�i

Planxarelova teorema 3.17.

Neka je M Ă BpHq fon Nojmanova algebra sa neprekidnim dejstvom α na

G. Na poqetku ovog odeǉka �emo navesti stav koji nam ka�e da prostor

L2 integrabilnih funkcija koje slikaju grupu G u Hilbertov prostor

H, u oznaci L2pH;Gq, mo�emo prirodno identifikovati sa tenzorskim

proizvodom Hb L2pGq.

Stav 5.7. Postoji izomorfizam U prostora H b L2pGq i L2pH;Gq takav

da je

pUpξ0 b fqqpgq “ fpgqξ0,

za sve ξ0 P H, g P G i f P CcpGq.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u (Dae78). �

Nastavi�emo stavom koji je prirodan nastavak priqe o ukrxtenom

proizvodu, a qesto �emo ga koristiti u tvr�eǌima koja slede.

Stav 5.8. Neka je a : g ÞÑ ag jako neprekidna unitarna reprezentacija

grupe G na Hilbertov prostor H, takva da je αgpxq “ agxa
˚
g za sve x PM i

g P G. Definiximo na L2pH;Gq unitaran operator W sa pWξqpgq “ agξpgq

za ξ P CcpH;Gq i g P G. Tada va�i:

παpxq “ W ˚
pxb 1qW

i

λpgq “ W ˚
pag b λgqW.

Posebno, ukrxteni proizvod M ¸α G je izomorfan fon Nojmanovoj

algebri u Hb L2pGq koja je generisana operatorima

txb 1, ag b λg | x PM, g P Gu.

Dokaz: Operator W je oqigledno dobro definisan i unitaran. Pritom

je pW ˚ξqpgq “ a˚gξpgq. Sada za x P M definiximo operator rx na L2pH;Gq
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sa prxξqpgq “ xξpgq za x P CcpH;Gq. Tada za ξ “ ξ0 b f , gde ξ0 P H i f P CcpGq

va�i

xξpgq “ xfpgqξ0 “ fpgqxξ0 “ pxξ0 b fqpgq.

Odatle je rx “ xb1 i xb1 slika CcpH;Gq u samog sebe i ppxb1qξqpgq “ xξpgq.

Tada va�i sled�i niz jednakosti:

pW ˚
pxb 1qWξqpgq “ a˚gppxb 1qWξqpgq “ a˚gxpWξqpgq “ a˚gxagξpgq

“ αg´1pxqξpgq “ pπαpxqξqpgq,

pa je παpxq “ W ˚pxb 1qW . Tako�e je i ppag b λgqξqphq “ agξpg
´1hq, pa je

pW ˚
pag b λgqWξqphq “ a˚hppag b λgqWξqphq “ a˚hagpWξqpg´1hq

“ ah´1gag´1hξpg
´1hq

“ ξpg´1hq “ pλpgqξqphq,

tj. W ˚pag b λgqW “ λpgq, xto smo i hteli da poka�emo. �

Vide�emo u nastavku da je dosta lakxe da radimo sa tenzorskim

proizvodom, nego sa samim reprezentacijama λ i πα.

Uvedimo reprezentaciju ν grupe pG na Hilbertov prostor L2pGq. Za

fiksirano p P pG, definiximo unitarni operator νp na L2pGq sa:

pνpfqpgq “ ppgqfpgq, g P G, f P CcpGq.

Kako je topologija na pG topologija kompaktne konvergencije, to je

pÑ νpf neprekidno preslikavaǌe za sve f P CcpGq, pa je ν : pGÑ UpL2pGqq

neprekidna reprezentacija dualne grupe pG. Doka�imo sada slede�u

lemu.

Lema 5.9. Za sve g P G i sve p P pG va�i νpλgν
˚
p “ ppgqλg.

Dokaz: Za proizvoǉne f P CcpGq i h P G imamo da va�i

pνpλgν
˚
p fqphq “ pphqpλgν

˚
p fqphq

“ pphqpν˚p fqpg
´1hq

“ pphqppg´1hqfpg´1hq

“ ppgqpλgfqphq,

xto je i trebalo dokazati. �

Lema 5.10. Za sve p P pG i x PM, va�i p1b νpqπαpxqp1b νpq˚ “ παpxq.
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Proof. Za proizvoǉno ξ P CcpH;Gq (uz standardnu identifikaciju

L2pH;Gq ” Hb L2pGq) i g P G va�i pp1b νpqξqpgq “ ppgqξpgq. Tada je

pp1b νpqπαpxqξqpgq “ ppgqαg´1pxqξpgq

“ αg´1pxqppgqξpgq

“ pπαpxqp1b νgqξqpgq,

odakle sledi tra�eno tvr�eǌe. �

Definicija 5.8. Definiximo preslikavaǌe pαpprxq “ p1bνpqrxp1bνpq
˚, pri

qemu rx PM¸αG i p P pG. Kako je ukrxteni proizvod M¸αG generisan sa

παpxq, x PM i λpgq, g P G, tada iz Lema 5.9 i 5.10 sledi da pαpprxq PM¸αG.

Odatle je pα neprekidno dejstvo dualne grupe pG na ukrsteni proizvod

M¸α G. Dejstvo pα se naziva dualno dejstvo.

Sliqno kao u prethodnom odeǉku, poka�imo neki vid nezavisnosti

dualnog dejstva pα od dejstva α.

Stav 5.11. Neka su M i N fon Nojmanove algebre i τ izomorfizam,

τ : MÑ N . Neka su α i β neprekidna dejstva grupe G na M i N , redom,

takva da je τpαgpxqq “ βgpτpxqq za sve g P G i x P M. Tada je rτ “ τ ¸ 1

je izomorfizam ukrxtenih proizvoda rτ : M ¸α G Ñ N ¸β G takav da je

rτppαpprxqq “ pβpprτprxqq za sve rx PM¸α G i p P pG.

Dokaz: Po Stavu 5.6, znamo da je rτ izomorfizam ukrxtenih proizvoda

M¸αG i N ¸β G. Preslikvaǌe rτ je tako�e definisano na MbBpL2pGqq,

pa ima smisla zapisati

rτppαpprxqq “ rτp1b νpqrτprxqrτp1b νpq
˚.

Ali rτp1b νpq “ pτ b 1qp1b νpq “ 1b νp, pa je odatle oqigledno

rτppαpprxqq “ p1b νpqrτprxqp1b νpq
˚
“ pβpprτprxqq,

xto je i trebalo pokazati. �

U daǉem tekstu �emo posmatrati ukrxteni proizvod pM¸αGq¸pα
pG,

tj. ukrxteni proizvod do sada standardnog M¸αG (koji je ujedno i fon

Nojmanova algebra) i dualne grupe pG u odnosu na dualno dejstvo pα. To

je fon Nojmanova algebra na Hilbertovom prostoru H b L2pGq b L2p pGq.

Iz Stava 5.11 imamo i da je τ b 1 b 1 izomorfizam pM ¸α Gq ¸pα
pG i
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pM¸β Gq ¸pβ
pG.

Nax slede�i ciǉ, a slobodno mo�emo re�i i najve�i ciǉ ovog rada, jer

povezuje skoro sva prethodna znaǌa, jeste da poka�emo da je pM¸αGq¸pα
pG

izomorfan tenzorskom proizvodu M b BpL2pGqq. Ovo �emo uraditi u

nekoliko koraka, u krajǌem u stvari pokazavxi da je pM ¸α Gq ¸pα
pG

izomorfno MbBpL2pGqq b 1.

Lema 5.12. Oznaqimo sa M0 “ pM ¸α Gq ¸pα
pG i pretpostavimo da je

a : g ÞÑ ag neprekidna unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertov

prostor H takva da je αgpxq “ agxa
˚
g za sve g P G i x P M. Tada je

M0 izomorfno fon Nojmanovoj algebri M1 u H b L2pGq b L2p pGq koja je

generisana operatorima

txb 1b 1, ag b λg b 1, 1b νp b λp | x PM, g P G, p P pGu,

pri qemu je λp, shodno prethodnim oznakama, leva translacija elementom

p´1 na L2p pGq.

Dokaz: Prema Stavu 5.8, M0 je izomorfna fon Nojmanovoj algebri

generisanoj sa

trxb 1, 1b νp b λp | rx PM¸α G, p P pGu. (5.2)

Sada po istom stavu, W pM ¸α GqW
˚ je generisana sa tx b 1, ag b λg | x P

M, g P Gu, gde je W definisano sa pWξqpgq “ agξpgq, ξ P CcpH;Gq. Na

sliqan naqin kao xto smo pokazali da παpxq i 1b νp komutiraju, mo�e se

pokazati da komutiraju i W i 1 b νp, pa delovaǌem operatorom pW b 1q

sleva, a zatim operatorom pW ˚b1q zdesna na generatore iz 5.2, dobijamo

tra�eno tvr�eǌe. �

Lema 5.13. Fon Nojmanova algebra M1 je izomorfna fon Nojmanovoj

algebri M2 u Hb L2pGq b L2pGq generisanoj sa

txb 1b 1, ag b λg b 1, 1b νp b νp | x PM, g P G, p P pGu.

Dokaz: Neka je F : L2p pGq Ñ L2pGq unitarni izomorfizam koji proxiruje

Furijeovu transformaciju sa L1p pGq X L2p pGq (ovo mo�emo da uradimo po

Planxarelovoj teoremi 3.17 i Pontrjaginovoj teoremi o dualnosti
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3.22). Tada je za sve f P Ccp pGq

pFfqpgq “
ż

pG

ppgqfppqdp.

Da bismo dokazali lemu, posmatraju�i prethodnu, dovoǉno je da

doka�emo da je FλqF˚ “ νq za sve q P pG, jer bismo mno�eǌem sleva sa

p1 b 1 b Fq, a zatim mno�eǌem zdesna sa p1 b 1 b F˚q operatora koji

generixu M1 dobijamo operatore koji generixu M2. Za proizvoǉno

f P Ccp pGq je tada

pFλqfqpgq “
ż

pG

ppgqpλqfqppqdp “

ż

pG

ppgqfpq´1pqdp “

ż

pG

qppgqfppqdp

“ qpgq

ż

pG

ppgqfppqdp “ qpgqpFfqpgq “ pνqFfqpgq,

odakle mno�eǌem sa F˚ zdesna dobijamo tra�eno. Na kraju bi trebalo

prokomentarisati da smo na poqetku izlagaǌa morali νq definisati na

L2pGq, a ne samo na CcpGq koji je svuda gust u ǌemu, jer Ff pripada L2pGq,

ali u opxtem sluqaju ne mora biti u CcpGq. �

Lema 5.14. Algebra M2 je izomorfna fon Nojmanovoj algebri M3b1 na

prostoru HbL2pGqbL2pGq, gde je M3 fon Nojmanova algebra u HbL2pGq

generisana operatorima

txb 1, ag b λg, 1b νp | x PM, g P G, p P pGu.

Dokaz: Najpre primetimo da mo�emo identifikovati prostore L2pGˆGq

sa L2pGqbL2pGq na slede�i naqin: elementu fbg, f, g P CcpGq pridru�imo

funkciju ps, tq ÞÑ fpsqgptq u CcpG ˆ Gq, a zatim kako je CcpGq svuda gust u

L2pGq, proxirimo izomorfizam do odgovaraju�ih prostora.

Sada definiximo unitaran operator U na L2pG ˆ Gq sa pUfqpg, hq :“

fpgh, hq. Lako se vidi da U slika CcpGˆGq u samog sebe i da je u pitaǌu

izometrija.

Posmatrajmo sada kako νp b νp i λr b 1 deluju na L2pGˆGq. Va�i

ppνp b νpqfqpg, hq “ ppgqpphqfpg, hq

i ppλr b 1qfqpg, hq “ fpr´1g, hq,
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gde r, g, h P G, p P pG i f P CcpG ˆ Gq. Odatle dobijamo da va�e slede�e

jednakosti

pU˚pνp b νpqUfqpg, hq “ ppνp b νpqUfqpgh
´1, hq “ ppgh´1qpphqpUfqpgh´1, hq

“ ppgqfpg, hq “ ppνp b 1qfqpg, hq

i

pU˚pλr b 1qUfqpg, hq “ ppλr b 1qUfqpgh´1, hq “ pUfqpr´1gh´1, hq

“ fpr´1g, hq “ ppλr b 1qfqpg, hq.

Dakle, dokazali smo da je U˚pνpbνpqU “ νpb1 i U˚pλrb1qU “ λrb1, pa ako

delujemo najpre sleva sa p1bU˚q, a zatim zdesna sa p1bUq na operatore

koji generixu M2, dobijamo operatore koji generixu M3 b 1. �

Pre nego xto do�emo do posledǌeg koraka, doka�imo jednu pomo�nu

lemu.

Lema 5.15. Fon Nojmanova algebra generisana sa λpGq Y νp pGq na L2pGq

je ceo prostor BpL2pGqq.

Dokaz: U duhu druge glave, oznaqimo istim slovom reprezentaciju grupe

L1p pGq, ν : L1p pGq Ñ BpL2pGqq datu sa

νpfq “

ż

pG

fppqνpdp.

Tada se fon Nojmanova algebra generisana sa νp pGq poklama sa fon

Nojmanovom algebrom generisanom sa νpL1p pGqq. Primetimo da je tada

za f P L1p pGq, ξ P L2pGq

νpfqξ “

ż

pG

fppqνpξdp “

ż

pG

fppqpξdp “ pfξ,

pa je νpfq nixta drugo do mno�eǌe sa pf . Kako je skup t pf | L1p pGqu gust u

C0pGq, a C0pGq gust u slaboj operatorskoj topologiji u L8pGq, to mo�emo

zakǉuqiti da je fon Nojmanova algebra generisana sa νp pGq upravo L8pGq.

Kako je L8pGq Abelova fon Nojmanova algebra, to je

pλpGq Y νp pGqq1 Ď L8pGq X λpGq1.
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Ali ako f P L8pGq deluje kao operator mno�eǌa ν̃pfq P BpL2pGqq

funkcijom f , tada za sve ξ P L2pGq i h P G

pλgν̃pfqλ
˚
gξqphq “ pν̃pfqλ

˚
gξqpg

´1hq “ fpg´1hqpλ˚gξqpg
´1hq “ fpg´1hqξphq.

Ako ν̃pfq P λpGq1, tada va�i fphq “ fpg´1hq skoro svuda, pa f mora biti

konstanta. Odatle je L8pGq X λpGq1 “ C, pa je konaqno pλpGq Y νp pGqq “

BpL2pGqq. �

Lema 5.16. Algebra M3 je izomorfna MbBpL2pGqq.

Dokaz: Posmatrajmo ponovo unitarni operator W definisan sa

pWξqpgq “ agξpgq, ξ P CcpH;Gq.

Iz stava 5.8, znamo da je fon Nojmanova algebra W pM ¸α GqW ˚

generisana sa x b 1 i ag b λg, gde x P M i g P G. Slede�i ciǉ je da

poka�emo da je W pMb L8pGqqW ˚ “Mb L8pGq.

Najpre, za x PM, ξ P Hb L2pGq, g P G va�i:

pW pxb 1qW ˚ξqpgq “ pW 2παpxqW
˚2ξqpgq “ a2

gpπαpxqW
˚2ξqpgq

“ a2
gαg´1pxqpW ˚2ξqpgq “ a2

gαg´1pxqa˚2
g ξpgq

“ a2
ga
˚
gxaga

˚2
g ξpgq “ αgpxqξpgq.

Odatle je za y PM1 i p P pG

rpW pxb 1qW ˚
qpy b νpqξspgq “ αgpxqrpy b νpqξspgq “ αgpxqyppgqξpgq

“ py b νpqpαgpxqξqpgq “ rpy b νpqpW pxb 1qW ˚
qξspgq,

gde smo u oba niza jednakosti koristili ve� prethodno dokazane

identitete (i u drugom qiǌenicu da y komutira sa svim iz M). Iz

izvedenog mo�emo zakǉuqiti da

W pxb 1qW ˚
P pM1

b L8pGqq1 “Mb L8pGq,

gde smo koristili prethodnu lemu i vrlo va�nu qiǌenicu (koju, doduxe,

nismo pokazali) da je pM bNq1 “ M 1 bN 1. Sa druge strane, znamo da je

W ˚pxb 1qW “ παpxq, pa je za sve y PM1, p P pG, ξ P Hb L2pGq taqno

rπαpxqpy b νpqξspgq “ αg´1rpy b νpqξspgq “ αg´1yppgqξpgq

“ py b νpqαg´1ξpgq “ rpy b νpqπαpxqξspgq,
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pa je W ˚px b 1qW P M b L8pGq. Konaqno, kako je W ˚p1 b νpqW “ 1 b νp,

dobijamo da je

W pMb L8pGqqW ˚
“Mb L8pGq.

Sada, kako je W ˚pag b λgqW “ 1 b λg, to je W ˚pag b λgq
2
gPGW “ C b λpGq.

Primenom prethodne leme, dobijamo da je

W ˚M3W “ rMb L8pGq Y Cb λpGqs2 “MbBpL2
pGqq,

xto smo i hteli da doka�emo. �

Na kraju, kombinovaǌem lema 5.12-5.16 i Stava 5.8, dobijamo

teoremu koja je kruna ove glave.

Teorema 5.17. [Teorema o dualnosti ukrxtenog proizvoda] Ukrxteni
proizvod pM¸αGq¸pα

pG je izomorfan tenzorskom proizvodu MbBpL2pGqq.

5.5 Dualne te�ine

U ovom, posledǌem delu rada, prikaza�emo jox jednu Tomitinu

algebru, iz koje �emo izvesti jednu identifikaciju ukrxtenog

proizvoda, a potom i definisati te�inu na ǌemu, koja �e biti, u

oqiglednom smislu, dualna te�ini na fon Nojmanovoj algebri.

Neka je na fon Nojmanovoj algebri data te�ina ϕ koja je normalna,

polukonaqna i verna. Koriste�i oznake sa poqetka glave, neka je H

kompletiraǌe nϕ i η ulagaǌe nϕ u H. Ispostavǉa se, xto je potpuno u

skladu sa teoremom 5.2, kao i qiǌenicama iz prethodnog poglavǉa da

je A “ ηpn X n˚q puna leva Hilbertova algebra takva da je M “ RlpAq.

Ipak, mo�emo prona�i i odgovaraju�u Tomitinu algebru A0. ǋu qini

skup svih analitiqkih elemenata u A u odnosu na t∆it | t P Ru, tj. slika
svih analitiqkih elemenata u nX n˚ u odnosu na σϕt . Podsetimo se da je

σϕt pxq “ ∆itx∆´it, x P M, t P R i prirodno va�i ∆itηpxq “ ηpσϕt pxqq, x P n.

Dakle, znamo da je M “ RlpA0q. Ove qiǌenice �emo koristiti bez

dubǉeg zala�eǌa u dokaze koji se, vrlo detaǉno, mogu na�i u (Tak03),

ali sa svim oznakama i qiǌenicama koje znamo, deluju skroz prirodno.

Napomena 5.2. U ovom delu �emo koristiti notaciju gde je operacija

predstavǉena kao sabiraǌe, a ne kao mno�eǌe. Razlog za ovu odluku je

�eǉa da se prika�e da notacije bukvalno ne meǌaju nixta, iako se u

komutativnom sluqaju sve qex�e koristi plus notacija, kao xto je to i

u radu (Tak73).
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Definicija 5.9. Te�ina ϕ (pri tom podrazumevamo da je u pitaǌu

verna, polukonaqna, normalna te�ina) na M se naziva relativno
invarijantnom u odnosu na dejstvo α na grupi G ako postoji

neprekidan pozitivan homomorfizam χ : GÑ R` tako da va�i:

ϕ ˝ αg “ χpgqϕ, g P G.

Pretpostavimo sada da je ϕ relativno invarijantna te�ina na M. Kako

su oqigledno grupe modularnih automorfizama pridru�enih ϕ i χpgqϕ

iste, tada grupa modularnih automorfizama tσϕt u komutira sa dejstvom

α grupe G. To sledi iz

σϕt “ σ
χpgqϕ
t “ σ

ϕ˝αg
t “ α´1

g ˝ σϕt ˝ αg, g P G,

pri qemu posledǌa jednakost sledi iz posledice 5.4 primeǌene na θ “ αg.

Sada �emo za svako g P G definisati operatore T pgq i Upgq na nϕ sa:

T pgqηpxq “ η ˝ αgpxq;

Upgqηpxq “ χpgq´
1
2η ˝ αgpxq, x P nϕ.

Operatore T pgq i Upgq zatim proxirimo do ograniqenih operatora na H

pri qemu �emo zadr�ati istu notaciju.

Primetimo da su preslikavaǌa U : G Q g ÞÑ Upgq i T : G Q g ÞÑ T pgq

neprekidne reprezentacije G na H i pritom je U unitarna.

Iz malopre dokazane komutativnosti tσϕt u i dejstva grupe G α imamo da

je

T pgq∆it
“ ∆itT pgq;

Upgq∆it
“ ∆itUpgq, g P G, t P R,

xto �emo koristi u par narednih dokaza.

Xtavixe, s obzirom da je algebarski ˚´automorfizam na A, T pgq

komutira sa operatorom S definisanim u qetvrtom poglavǉu, pa time

i sa unitarnom involucijom J na H (podsetimo se da je J “ ∆
1
2S) pa

va�e jox dve osobine koje �emo tako�e koristiti u dokazima:

T pgqJ “ JT pgq;

UpgqJ “ JUpgq, g P G.
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Odatle, T pgq, a samim tim i Upgq ostavǉaju Tomitinu algebru A0

invarijantnom.

Tokom ovog poglavǉa �emo se baviti prostorom neprekidnih funkcija

iz lokalno kompaktne Abelove grupe G u Tomitinu algebru A0 sa

kompaktnim nosaqem i oznaqava�emo ga sa CcpA0;Gq. Tomitinu algebru

A0 snabde�emo lokalno konveksnom topologijom indukovanom

familijom seminormi na A0 tpK |K prolazi sve kompaktne podskupove

Cu definisanom sa:

pKpξq “ sup
ωPK
t}∆ωξ} ` }πlp∆

ωξq} ` }πrp∆
ωξq}u, ξ P A0.

Na CcpA0;Gq definixemo skalarni proizvod na slede�i naqin:

xξ, ηy “

ż

G

xξpgq, ηpgqydg, ξ, η P CcpA0;Gq.

Primetimo da kompletiraǌe CcpA0;Gq nije nixta drugo nego L2pH;Gq

(koristi�emo notaciju gde prvi prostor oznaqava kodomen, a drugi

domen). U narednom tekstu �emo se baviti algebarskom strukturom na

CcpA0, Gq koju definixemo pomo�u:

pξηqpgq “

ż

G

pT p´hqξpg ´ hqqηphqdh;

ξ#
pgq “ T p´gqξp´gq#;

r∆̃pωqξspgq “ χpgqω∆ωξpgq, ω P C.

Sada oqigledno va�i

∆̃pωqCcpA0;Gq “ CcpA0;Gq, ω P C;

CcpA0;Gq# “ CcpA0;Gq.

Zatvorenost mno�eǌa pri upravo definisanim operacijama u CcpA0;Gq

dokazuje slede�a lema:

Lema 5.18. Ako su ξ, η P CcpA0;Gq, tada je i proizvod ξη P CcpA0;Gq

Dokaz: Definiximo ξωpgq :“ ∆ωξpgq i ηωpgq :“ ∆ωηpgq, gde ω P C, g P G.
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Tada je

pξωηωqpgq “

ż

G

rT p´hq∆ωξpg ´ hqsr∆ωηphqsdh

“

ż

G

r∆ωT p´hqξpg ´ hqsr∆ωηphqsdh

“

ż

G

∆ω
rpT p´hqξpg ´ hqqηphqsdh

“ ∆ω

ż

G

rT p´hqξpg ´ hqsηphqdh “ ∆ω
pξηpgqq,

pri qemu pretposledǌa jednakost va�i iz zatvorivosti operatora ∆ω.

Odatle ξηpgq P Dp∆ωq za sve g P G.

Sada za svaki kompaktan skup K Ă C (qesto �emo preskakati

obrazlo�eǌa koja se tiqu osnovne definicije lokalno kompaktog skupa

G), oznaqimo sa:

γKpgq :“ sup
ωPK

ż

G

}πlpξωpg ´ hqq}}πlpηωphqq}dh.

Tada za sve ζ P A0 i ω P K,

πrpζqppξωηωqpgqq “ πrpζq

ż

G

rT p´hqξωpg ´ hqsηωphqdh

“

ż

G

πrpζqrT p´hqξωpg ´ hqsηωphqdh

“

ż

G

πlpT p´hqξωpg ´ hqqπlpηωphqqζdh

“

„
ż

G

α´1
h ˝ πlpξωpg ´ hqqπlpηωphqqdh



ζ,

pa je (koristimo i prethodni raqun)

}πrp∆
ωξηpgqq} ď γKpgq}ζ}.

Odavde je ∆ωξηpgq ograniqen sleva za svako ω P C. Time smo pokazali

da ξηpgq P A0 za svako g P G.

Sada nam je preostalo da poka�emo da ξη neprekidna funkcija sa
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kompaktnim nosaqem. Da ima kompaktan nosaq je trivijalno i sledi iz

svojstva konvolucije. Doka�imo da je funkcija G Q g ÞÑ ξηpgq P A0

neprekidna. Uzmimo proizvoǉne g, g0 P G. Tada je

sup
ωPK

}∆ω
pξηpgq ´ ξηpg0qq} “ sup

ωPK
}ξωηωpgq ´ ξωηωpg0q}

“ sup
ωPK

}

ż

G

rT p´hq∆ω
pξpg ´ hq ´ ξpg0 ´ hqqsr∆

ωηphqsdh}

ď sup
ωPK

ż

G

}πlp∆
ω
pξpg ´ hq ´ ξpg0 ´ hqqq}}∆

ωηphq}dh

ď

ż

G

pKpξpg ´ hq ´ ξpg0 ´ hqqpKpηphqqdh,

a posledǌi izraz te�i 0 kada g Ñ g0. Sliqno se poka�e da i preostala

dva izraza koja uqestvuju u definiciji pK te�e ka 0 kada g Ñ g0, tj.

lim
gÑg0

sup
ωPK

}πlp∆
ωξηpgqq ´ πlp∆

ωξηpg0qq} “ 0;

lim
gÑg0

sup
ωPK

}πrp∆
ωξηpgqq ´ πrp∆

ωξηpg0qq} “ 0,

qime smo pokazali da je tra�ena funkcija neprekidna, a time i dokazali

da je CcpA0;Gq zatvoren za proizvod. �

Lema 5.19. Za sve ξ, η, ζ P CcpA0;Gq va�i pξηqζ “ ξpηζq, kao i xξη, ζy “

xη, ξ#ζy.

Dokaz: Dokaz sledi primenom Fubinijeve teoreme. �

Ovim smo pokazali da je CcpA0;Gq involutivna algebra nad C.

Lema 5.20. Za fiksiran ξ P CcpA0;Gq, operator levog mno�eǌa πlpξq :

CcpA0;Gq Q η ÞÑ ξη P CcpA0;Gq je ograniqen.
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Dokaz: Za proizvoǉno η P CcpA0;Gq va�i:

|xξη, ζy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

x

ż

G

pT p´hqξpg ´ hqqηphqdh, ζpgqydg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ĳ

GˆG

|xpT p´hqξpg ´ hqqηphq, ζpgqy|dgdh

ď

ĳ

GˆG

}pT p´hqξpg ´ hqqηphq}}ζpgq}dgdh

ď

ĳ

GˆG

}πlpξpg ´ hqq}}ηphq}}ζpgq}dgdh

“

ĳ

GˆG

}πlpξpgqq}}ηphq}}ζpg ` hq}dgdh

ď

ż

G

}πlpξpgqq}

„ˆ
ż

G

}ηphq}2dh

˙
1
2
ˆ
ż

G

}ζpg ` hq}2dh

˙
1
2


dg

“ }η}}ζ}

ż

G

}πlpξpgq}dg,

pri qemu smo u qetvrtom redu upotrebili smenu g Ø g ` h i koristili

translatornu invarijantnost Harove mere, dok smo u narednom redu

iskoristili Koxi-Xvarcovu nejednakost. Iz izvedenog raquna, imamo

da je

}ξη} “ sup
}ζ}ď1

|xξη, ζy| ď }η}

ż

G

}πlpξpgq}dg,

qime smo pokazali da je πlpξq ograniqen operator. �

Lema 5.21. Za proizvoǉnu funkciju f P CcpGq i za sve ξ P L2pH;Gq, neka

je

pf ˚ ξqpgq “

ż

G

fpg ´ hqξphqdh.

Tada va�e slede�a tri tvr�eǌa:

(1) f ˚ ξ je H-vrednosna L2 integrabilna neprekidna funkcija na G;

(2) Za sve ξ P CcpA0;Gq, f ˚ ξ P CcpA0;Gq;

(3) Za sve ξ, η P CcpA0;Gq

pf ˚ ξq ˚ η “ f ˚ pξηq, xf ˚ ξ, ηy “ xξ, f˚ ˚ ηy,

gde je f˚ definisano na standardan naqin f˚pgq “ fp´gq.
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Dokaz: Neka je tξnunPN niz u CcpA0;Gq takav da je lim
nÑ8

}ξ´ ξn} “ 0. Tada je:

}f ˚ ξpgq ´ f ˚ ξnpgq} ď

ż

G

|fpg ´ hq|}ξphq ´ ξnphq}dh

ď

ˆ
ż

G

|fpg ´ hq|2dh

˙
1
2
ˆ
ż

G

}ξphq ´ ξnphq}
2dh

˙
1
2

“

ˆ
ż

G

|fphq|2dh

˙
1
2

}ξ ´ ξn} Ñ 0,

gde druga nejednakost sledi iz Koxi-Xvarcove nejednakosti, a posledǌa

jednakost iz translatorne invarijantnosti.

Odatle je f ˚ ξ uniformni limes tf ˚ ξnunPN, pa kako su one neprekidne, to

je i f ˚ ξ neprekidna. L2 integrabilnost f ˚ ξ dobijamo na osnovu sliqnog

razmatraǌa kao u prethodnoj Lemi. Tako�e, (2) je oqigledno, a (3) je

oqekivano direktna primena Fubinijeve teoreme. �

Lema 5.22. Skup svih proizvoda ξη, pri qemu su ξ, η P CcpA0;Gq, je svuda

gust u L2pH;Gq.

Dokaz: Uzmimo proizvoǉan element ζ P L2pH;Gq ortogonalan na sve

ξη, ξ, η P CcpA0;Gq. To znaqi da je

ż

G

xξηpgq, ζpgqydg “ 0, ξ, η P CcpA0;Gq.

Sada po prethodnoj Lemi imamo da je za sve f P CcpGq

xξη, f ˚ ζy “ xpf˚ ˚ ξqη, ζy “ 0.

Uzmimo sada proizvoǉne f1, f2 P CcpGq. Kako funkcije

g P G ÞÑ f1pgqξpgq “ pf1ξqpgq i g P G ÞÑ f2pgqηpgq “ pf2ηqpgq pripadaju

CcpA0;Gq, kada ξη P CcpA0;Gq, to je

0 “ xpf1ξqpf2ηq, f ˚ ζy “

ż

G

xpf1ξqpf2ηqpgq, pf ˚ ζqpgqydg

“

ĳ

GˆG

f1pg ´ hqf2phqxpT p´hqξpg ´ hqqηphq, pf ˚ ζqpgqydgdh

“

ĳ

GˆG

f1pgqf2phqxpT p´hqξpgqqηphq, pf ˚ ζqpg ` hqydgdh.
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Kako smo f1 i f2 birali proizvoǉno i kako je funkcija

GˆG Q pg, hq ÞÑ xpT p´hqξpgqqηphq, pf ˚ ζqpg ` hqy P C

neprekidna, to je

xpT p´hqξpgqqηphq, pf ˚ ζqpg ` hqy “ 0, @g, h P G.

Posebno, za h “ 0 dobijamo xξpgqηp0q, f ˚ ζpgqy “ 0 za sve g P G. Kako se

vrednosti elemenata iz CcpA0;Gq anuliraju u fiksiranoj taqki na celom

A0, to je xξη, f ˚ ζpgqy “ 0 za sve ξ, η P A0 i g P G, pa je f ˚ ζpgq “ 0 za sve

g P G. Sada za svaku kompaktnu okolinu K u G odaberemo fK P CcpGq

tako da je
ş

G

fKpgqdg “ 1. Tada mre�a tfK ˚ ζu konvergira u normi ka ζ.

Time je

ζ “ lim fK ˚ ζ “ 0,

qime je dokaz zavrxen. �

Lema 5.23. Za sve ω P C i ξ, η P CcpA0;Gq va�i:

∆̃pωqpξηq “ p∆̃pωqξqp∆̃pωqηq;

p∆̃pωqξq# “ ∆̃p´ωqξ#.

Dokaz: Prvo tvr�eǌe sledi iz slede�eg niza jednakosti:

p∆̃pωqξqp∆̃pωqηqpgq “

ż

G

pT p´hqp∆̃pωqξqpg ´ hqqp∆̃pωqηqphqdh

“

ż

G

χpg ´ hqωpT p´hq∆ωξpg ´ hqqpχphqω∆ωηphqqdh

“ χpgqω
ż

G

∆ω
ppT p´hqξpg ´ hqqηphqqdh

“ χpgqω∆ω

ż

G

pT p´hqξpg ´ hqqηphqdh

“ ∆̃pωqpξηqpgq.
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Drugi deo tvr�eǌa je dokazan opet qisto raqunski:

p∆̃pωqξq#pgq “ T p´gqp∆̃pωqξqp´gq#

“ T p´gqpχpgq´ω∆ωξp´gqq#

“ T p´gqχpgq´ω∆´ωξp´gq#

“ χpgq´ω∆´ωT p´gqξp´gq#

“ p∆̃p´ωqξ#
qpgq,

qime je dokaz zavrxen. �

Lema 5.24. Za sve ξ, η P CcpA;Gq va�i

x∆̃p1qξ, ηy “ xη#, ξ#
y.

Dokaz: Dokaz ovog tvr�eǌa je potpuno raqunski i pokazan je slede�im

jednakostima

xη#, ξ#
y “

ż

G

xT p´gqηp´gq#, T p´gqξp´gq#ydg

“

ż

G

xχpgq´
1
2Up´gqηp´gq#, χpgq´

1
2Up´gqξp´gq#ydg

“

ż

G

χpgq´1
xUp´gqηp´gq#, Up´gqξp´gq#ydg

“

ż

G

χpgq´1
xηp´gq#, ξp´gq#ydg

“

ż

G

χpgq´1
x∆ξp´gq, ηp´gqydg

“

ż

G

χpgqx∆ξpgq, ηpgqydg “ x∆̃p1qξ, ηy

�

Sada, s obzirom na oqiglednu qiǌenicu da je funkcija

C Q ω ÞÑ xr∆pωqξ, ηy “

ż

G

xξpgqω∆ωξpgq, ηpgqydg,

cela za sve ξη P CcpA0;Gq, kao i na osnovu celokupnog prethodnog

izlagaǌa zakǉuqujemo:
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Teorema 5.25. Algebra sa involucijom CcpA0;Gq je jedna Tomitina

algebra.

Opiximo i odgovaraju�u involuciju J̃.

Lema 5.26. Pridru�ena unitarna involucija J̃ na L2pH;Gq je data sa

J̃ξpgq :“ Up´gqJξp´gq “ JUp´gqξp´gq, ξ P L2
pH;Gq.

Dokaz: Za proizvoǉan ξ P CcpA0;Gq raqunamo

pJ̃ξqpgq “ p∆̃p
1

2
qξ#
qpgq “ χpgq

1
2 ∆

1
2 ξ#

pgq “ χpgq
1
2 ∆

1
2T p´gqξp´gq#

“ Up´gq∆
1
2 ∆´ 1

2Jξp´gq

“ Up´gqJξp´gq “ JUp´gqξp´gq,

xto je i trebalo dokazati. �

Najva�niji rezultat ovog odeǉka, pored qiǌenice da je CcpA0;Gq

Tomitina algebra jeste naredna teorema.

Teorema 5.27. Leva fon Nojmanova algebra RlpCcpA0;Gqq Tomitine

algebre CcpA0;Gq poklapa se sa ukrxtenim proizvodom M¸α G.

Dokaz: Neka je ξ proizvoǉan element iz CcpA0;Gq. Za svaki g P G, neka je

xpgq “ αgπlpξpgqq PM;

x “

ż

G

παpxpgqqλpgqdg PM¸α G.
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Tada za proizvoǉne η, ζ P CcpA0;Gq imamo

xxη, ζy “

ż

G

xπαpxpgqqλpgqη, ζydg

“

ĳ

GˆG

xα´1
h pxpgqqηph´ gq, ζphqydhdg

“

ĳ

GˆG

xα´1
h´g ˝ πlpξpgqqηph´ gq, ζphqydhdg

“

ĳ

GˆG

xrT pg ´ hqξpgqsηph´ gq, ζphqydhdg

“

ĳ

GˆG

xrT p´gqξph´ gqsηpgq, ζphqydhdg

“ xξη, ζy “ xπlpξqη, ζy.

Odavde je πlpξq “ x, pa samim tim πlpξq P M ¸α G, a kako smo ξ birali

proizvoǉno, to va�i RlpCcpA0;Gqq ĂM¸α G.

Doka�imo sada i obratan smer. Strategija koju �emo je koristiti je

slede�a: dokaza�emo da παpxq, x P M i λpgq, g P G komutiraju sa desnom

fon Nojmanovom algebrom Tomitine algebre CcpA0;Gq, odakle �e

pripadati levoj fon Nojmanovoj algebri, xto bi dokazalo suprotan

smer. Neka je x “ πlpξ0q P M (ovo znamo po definiciji Tomitine

algebre A0), pri qemu je ξ0 P A0 proizvoǉan. Za proizvoǉan

η P CcpA0;Gq, funkcija

G Q g ÞÑ pπαpxqηqpgq “ α´1
g pxqηpgq “ pT p´gqξ0qηpgq P A0

je neprekidna u odnosu na lokalno konveksnu topologiju na A0 koju smo

definisali i ima kompaktan nosaq (prosto, η je takva), pa

123



παpxqη P CcpA0;Gq. Za proizvoǉan ζ P CcpA0;Gq va�i:

pπrpζqπαpxqηqpgq “ ppπαpxqηqζqpgq

“

ż

G

rT p´hqpπαpxqηqpg ´ hqsζphqdh

“

ż

G

rT p´hqprT ph´ gqξ0sηpg ´ hqsζphqdh

“

ż

G

pT p´gqξ0qpT p´hqηpg ´ hqqζphqdh

“ α´1
g pxq

ż

G

pT p´hqηpg ´ hqqζphqdh

“ pπαpxqpηζqqpgq “ pπαpxqπrpζqηqpgq,

pri qemu smo koristili osobine iz prethodno izvedenog izraza za

παpxqη. Dobili smo da παpxq komutira sa πrpξq, ξ P CcpA0;Gq, pa komutira

i sa desnom fon Nojmanovom algebrom RrpCcpA0;Gqq, pa samim tim

pripada RlpCcpA0;Gqq. Kako πlpA0q generixe M (ponovo koristimo

svojstvo Tomitine algebre A0), to je παpMq sadr�ano u RlpCcpA0;Gqq.

Xto se tiqe λpGq, princip je isti. Uzmimo proizvoǉan g P G i

proizvoǉne ξ, η P CcpA0;Gq. Tada je

pλpgqπrpηqξqphq “ pπrpηqξqph´ gq “ pξηqph´ gq

“

ż

G

rT p´sqξph´ g ´ kqsηpsqds

“

ż

G

rT p´sqpλpgqξqph´ kqsηpsqds

“ ppλpgqξqηqphq “ pπrpηqλpgqξqphq,

gde smo koristili samo osnovne definicije operatora. Time smo

pokazali da λpgq i πrpηq komutiraju, pa time i λpgq P RlpCcpA0;Gqq. Kako

RlpCcpA0;Gqq sadr�i generatore fon Nojmanove algebre M ¸α G, λpGq i

παpMq, to va�i M ¸α G Ă RlpCcpA0;Gqq, qime smo konaqno dokazali

tra�eno, tj. da je

M¸α G “ RlpCcpA0;Gqq.

�

Posledica 5.28. Fon Nojmanova algebra pM¸αGq
1(komutant ukrxtenog
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proizvoda) je generisana operatorima π1pyq, y P M1 i λ1αpgq, g P G koji su

definisani na slede�i naqin:

pπ1pyqξqphq :“ yξphq;

pλ1αpgqξqphq :“ Upgqξph` gq, ξ P L2
pH;Gq, h P G.

Dokaz: Prema prethodnoj Teoremi i krajǌem rezultatu prethodne glave

(Teoremi 4.21) znamo da je

J̃pM¸α GqJ̃ “ pM¸α Gq
1.

Odatle je pM¸αGq
1 generisan sa J̃παpMqJ̃ i J̃λpGqJ̃. Tada je po malopre

izvedenoj definiciji operatora J̃, za proizvoǉno x PM

pJ̃παpxqJ̃ξqpgq “ JUp´gqpπαpxqJ̃ξqp´gq

“ JUp´gqα´1
g pxqpJ̃ξqp´gq

“ JUp´gqα´1
g pxqUpgqJξpgq

“ JxJξpgq “ pπ1pyqξqpgq,

gde je y “ JxJ PM1 (ponovo prema rezultatima iz prethodne glave).

Za drugi deo imamo

pJ̃λpgqJ̃ξqphq “ JUp´hqpλpgqJ̃ξqp´hq

“ JUp´hqpJ̃ξqp´h´ gq

“ JUp´hqUph` gqJξph` gq

“ Upgqξph` gq “ pλ1αpgqξqphq,

qime je dokaz zavrxen. �

Sada mo�emo na prirodan naqin definisati te�inu ϕ̃ na M¸α G.

Definicija 5.10. Kanonska te�ina ϕ̃ na M¸αG pridru�ena Tomitinoj

algebri CcpA0;Gq naziva se dualna te�ina u odnosu na te�inu ϕ na M.

Dualna te�ina ϕ̃ data je formulom

ϕ̃pxq :“

$

&

%

}ξ}2, ako je x “ πlpξq
˚πlpξq, ξ P Ã,

`8,inaqe
,

gde je Ã puna leva Hilbertova algebra pCcpA0;Gqq2.
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Neka je ∆̃ modularni operator na L2pH;Gq pridru�en CcpA0;Gq.

Tako�e, oznaqimo sa tσϕ̃t u modularnu grupu automorfizama na M ¸α G

pridru�enu dualnoj te�ini ϕ̃. Tada va�i slede�i stav:

Stav 5.29. Modularna grupa automorfizama tσϕ̃t u deluje na παpMq i λpGq

(qime opisujemo dejstvo i na ukrxtenom proizvodu) na slede�i naqin:

σϕ̃t ˝ παpxq “ πα ˝ σ
ϕ
t pxq x PM;

σϕ̃t pλpgqq “ χpgqitλpgq, g P G, t P R.

Dokaz: Podsetimo se da je p∆̃itξqpgq “ χpgqit∆itξpgq, za ξ P L2pH;Gq. Tada

je:

pσϕ̃t ˝ παpxqξqpgq “ p∆̃q
itπαpxqp∆̃q

´itξqpgq

“ χpgqit∆it
pπαpxqχpgq

´t∆´itξqpgq

“ χpgqit∆itα´1
g pxqχpgq

´t∆´itξpgq

“ σϕt ˝ α
´1
g pxqξpgq

“ α´1
g ˝ σϕt pxqξpgq “ pπα ˝ σ

ϕ
t pxqξqpgq,

qime je dokazan prvi deo tvr�eǌa.

Drugi deo opet sledi iz jednostavnog raquna:

pσϕ̃t pλpgqqξqphq “ p∆̃
itλpgq∆̃´itξqphq

“ χphqit∆it
pλpgq∆̃´itξqphq

“ χphqit∆it
p∆̃´itξqph´ gq

“ χphqit∆itξph´ gq´it∆´itξph´ gq

“ χpgqitξph´ gq “ χpgqitpλpgqξqphq,

odakle je

σϕ̃t pλpgqq “ χpgqitλpgq,

xto je i trebalo dokazati. �

Pogledajmo sada kako dualno dejstvo pα transformixe dualnu

te�inu rϕ. Najpre, doka�imo da je µppq :“ 1 b νp, p P pG ˚´automorfizam

Tomitine algebre CcpA0;Gq. Oqigledno je da je µppqCcpA0;Gq “ CcpA0;Gq.
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Tada za proizvoǉne ξ, η P CcpA0;Gq imamo da je

rpµppqξqpµppqηqspgq “

ż

G

rT p´hqpµppqξqpg ´ hqspµppqηqphqdh

“

ż

G

ppg ´ hqrT p´hqξpg ´ hqsppphqηphqdh

“

ż

G

ppgqrT p´hqξpg ´ hqsppphqηphqdh

“ ppgqpξηqpgq “ rµppqξηspgq,

tj.

rµppqξs#pgq “ T p´gqpµppqξqp´gq#

“ T p´gqppp´gqξp´gqq#

“ ppgqT p´gqpξp´gqq# “ rµppqξ#
spgq.

Time smo pokazali da je µppq, p P pG ˚´automorfizam Tomitine algebre

CcpA0;Gq, koji tako�e quva skalarni proizvod jer je unitaran. Odavde

je,

pαp ˝ πlpξq “ πlpµppqξq, p P pG, ξ P CcpA0;Gq.

Odatle, tako�e mo�emo zakǉuqiti da va�i:

Stav 5.30. Dualno dejstvo pα dualne grupe pG na ukrxteni proizvod

M¸α G ostavǉa dualnu te�inu rϕ invarijantnom.

Mo�e se pokazati da je dualna te�ina verna, normalna i

polukonaqna. Ipak, da bi se to uradilo, potrebno je uvesti nove

karakterizacije navedenih pojmova, a samo izvo�eǌe je dosta zahtevno.

Detaǉi se mogu prona�i u (Tak03).
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Zakǉuqak

Ciǉ ovog master rada bio je da se izlo�i teorija lokalno

kompaktnih Abelovih grupa, ali sa posebnim osvrtom na ǌene primene

u operatorskim algebrama, koje predstavǉaju oblast interesovaǌa

autora. Kako su obe oblasti izrazito velike i same za sebe, ostalo je

dosta materijala koji zbog ograniqenosti nije naxao svoje mesto u

radu. Najpre, u prvom delu nije pokazana analiza na lokalno

kompaktnim grupama, pre svega quvena Piter-Vejlova teorema, kao i

reprezentacije Lijevih grupa koje se mogu prona�i u (Fol15).

Xto se tiqe drugog dela, ukrxteni proizvod je u operatorskim

algebrama i dan danas jedna od najaktuelnijih tema. Naravno, mi smo

ovde pokazali maltene sam uvod (za mnogo detaǉniji ali i obimniji

prikaz pogledati (Tak03)) i to samo za fon Nojmanove algebre, dok

naravno isto mo�e da se uqini i u sluqaju C˚´algebri. Moderna

simbioza ovih oblasti su mo�da lokalno kompaktne kvantne grupe koje

su uveli 2000. Stefan Vaes i Johan Kustermans u radu (VK00). Mnogi

aspekti daǉeg istra�ivaǌa mogu se prona�i u ǌihovim radovima, kao

i npr. u radovima Ami Viselter-a, a poseban osvrt na fon Nojmanove

algebre mo�e se prona�i u radovima dva vrlo znaqajna imena u ovoj

oblasti: Sorin Popa i Adrian Ioana.
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