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Rexe�a

1. Posle smene s = x− π
2 dobijamo da je poqetni integral jednak

I =

∫ 3π/4

−π/2

ds

(2 + cos2 s)2
=

∫ π/2

−π/2

ds

(2 + cos2 s)2
+

∫ 3π/4

π/2

ds

(2 + cos2 s)2
.

Ako u drugom integralu uvedemo smenu s− π = x dobijamo

I =

∫ π/2

−π/2

dx

(2 + cos2 x)2
+

∫ −π/4
−π/2

dx

(2 + cos2 x)2
.

Nakon smene tanx = t (odnosno x = arctan t) dobijamo da je

I =

∫ +∞

−∞

1 + t2

(2t2 + 3)2
dt+

∫ −1
−∞

1 + t2

(2t2 + 3)2
dt.

Sada posmatramo neodre�eni integral∫
1 + t2

(2t2 + 3)2
dt =

1

3

∫
dt

2t2 + 3
+

1

12

∫
t · 4t

2t2 + 3
dt.

Ako u drugom integralu primenimo parcijalnu integraciju za u = t i dv = 4t
2t2+3

dobijamo da je du = dt i

v = − t
2t2+3

, pa nax neodre�eni integral postaje

1

3

∫
dt

2t2 + 3
+

1

12

(
− t

2t2 + 3
+

∫
dt

2t2 + 3

)
=

5

12

∫
dt

2t2 + 3
− t

12(2t2 + 3)
=

5

12
√
6
arctan

(√
2

3
t

)
− t

12(2t2 + 3)
+C.

Ako oznaqimo sa F (t) = 5
12
√
6
arctan

(√
2
3 t
)
− t

12(2t2+3)
iz �utn-Lajbnicove teoreme dobijamo da je

I = F (+∞)− F (−∞) + F (−1)− F (−∞) =
15π

24
√
6
+

1

60
− 5

12
√
6
arctan(

√
2/3) ≈ 0.70179.

2. Prvi sluqaj: Posmatrajmo podintegralnu funkciju f(x) = 1√
(x2−ep)(ln3 x−1)

. Za p > 2 funkcija nije defi-

nisana na
(
e, e

p
2

)
jer za svako x ∈

(
e, e

p
2

)
va�i (x2−ep)(ln3 x−1) < 0. Prema tome, nema smisla ispitivati

konvergenciju integrala za p > 2.

Drugi sluqaj: Za p = 2, nesvojstveni integral ima singularitete e i +∞. Posmatrajmo integrale

I1 =

4∫
e

dx√
(x2 − e2)(ln3 x− 1)

, I2 =

+∞∫
4

dx√
(x2 − e2)(ln3 x− 1)

.

Uvo�e�em smene x− e = t dobijamo

I1 =

4∫
e

dx√
(x2 − e2)(ln3 x− 1)

=

4−e∫
0

dt√
((t+ e)2 − e2)(ln3(t+ e)− 1)

,

odakle

1√
((t+ e)2 − e2)(ln3(t+ e)− 1)

∼ 1√
t(2t+ e)((1 + ln(1 + t/e))3 − 1)

∼ 1√
2e
√
t((1 + t/e)3 − 1)

∼ 1√
2e

1
√
t
√
3t/e

∼ 1√
6t
,



kada t→ 0. Dobili smo da I1 divergira, a odatle divergira i I.

Tre�i sluqaj: Za p < 2 imamo integrale

I1 =

4∫
e

dx√
(x2 − ep)(ln3 x− 1)

, I2 =

+∞∫
4

dx√
(x2 − ep)(ln3 x− 1)

.

Va�i

I1 =

4−e∫
0

dt√
((t+ e)2 − ep)(ln3(t+ e)− 1)

,

odakle

1√
((t+ e)2 − ep)(ln3(t+ e)− 1)

∼ 1√
(e2 − ep)

√
(ln3(t+ e)− 1)

∼∼ 1√
(e2 − ep)

√
3t/e

∼ C√
t
,

gde je C =
√
e√

3(e2−ep)
. Dobili smo da I1 konvergira.

Ispita�emo konvergenciju integrala I2. Kada x → +∞ imamo f(x) ∼ 1

x ln
3
2 x
, odakle sledi da integral I2

konvergira. (Iskoristili smo kriterijum da integral
+∞∫
2

dx
xα lnβ(x)

konvergira akko α > 1 ili α = 1, β > 1.)

Za p < 2 integral I konvergira.

3. a) Iz identiteta sin 3n = 3 sinn− 4 sin3 n, dobijamo sin3 n = 3
4 sinn−

1
4 sin 3n. Po zadatku sa ve�bi, znamo

da je niz parcijalnih suma reda
+∞∑
n=1

sinnx ograniqen za sve x ∈ R, pa su specijalno ograniqni nizovi

parcijalnih suma redova
+∞∑
n=1

sinn i
+∞∑
n=1

sin 3n, a time i niz parcijalnih suma reda
+∞∑
n=1

sin3 n.

b) Koristi�emo tri stvari poznate sa ve�bi: red
+∞∑
n=2

1
np(lnn)q konvergira akko je (p > 1) ili (p = 1 i

q > 1); red
+∞∑
n=2

sinnx ima ograniqen niz parcijalnih suma za sve x ∈ R; red
+∞∑
n=2

cosnx ima ograniqen

niz parcijalnih suma za sve x ∈ R osim za x = 2kπ, k ∈ Z.
Diskutova�emo prvo po parametru α jer je n dominantnije od lnn.
1. sluqaj: α < 0. Opxti qlan ne te�i 0, pa red divergira.

2. sluqaj: α = 0. Tada imamo dva podsluqaja:
2.1. β > 0. Opxti qlan ne te�i 0, pa red divergira.

2.2. β < 0. Najpre, red obiqno konvergira po Dirihleovom kriterijumu:
+∞∑
n=2

sinn ima ograniqen niz

parcijalnih suma, a (lnn)β opadaju�e te�i ka 0, jer za f(x) = (lnx)β, f ′(x) = β(lnx)β−1 1
x < 0 za x > 3.

No, red ne konvergira apsolutno. Naime, iz ocene | sin3 n| > sin4 n (koja va�i jer je | sinn| 6 1) dobijamo

+∞∑
n=2

| sin3 n|
(lnn)−β

>
+∞∑
n=2

sin4 n

(lnn)−β
.

Da	e je sin4 n = (sin2 n)2 =
(
1−cos 2n

2

)2
= 1−2 cos 2n+cos2 2n

4 =
1−2 cos 2n+ 1+cos 4n

2
4 = 3

8 −
cos 2n

2 + cos 4n
8 , pa je

+∞∑
n=2

| sin3 n|
(lnn)−β

>
+∞∑
n=2

3

8(lnn)−β
−

+∞∑
n=2

cos 2n

2(lnn)−β
+

+∞∑
n=2

cos 4n

8(lnn)−β
.

Posled�a dva reda konvergiraju kao malopre po Dirihleovom kriterijumu, dok prvi divergira jer je

”p” = 0, a ”q” = −β > 0, pa ceo red apsolutno divergira. Dakle, u sluqaju α = 0, β < 0 red uslovno

konvergira.

3.sluqaj: α > 0. Primetimo najpre da red obiqno konvergira u ovom sluqaju za sve β ∈ R na osnovu

Dirihleovog kriterijuma: iz (a) znamo da
+∞∑
n=2

sin3 n ima ograniqen niz parcijalnih suma, a lnnβ

nα



opadaju�e te�i ka 0. Kada je req o apsolutnoj konvergenciji, razlikujemo slede�a tri podsluqaja:

3.1. α > 1. Tada red apsolutno konvergira po poredbenom kriterijumu jer je

+∞∑
n=2

| sin3 n|
nα(lnn)−β

6
+∞∑
n=2

1

nα(lnn)−β
,

a drugi red konvergira (”p” = α > 1 i ”q” = −β).
3.2. 0 < α < 1. Ovde �emo opet koristiti procenu iz 2.2. Naime,

+∞∑
n=2

| sin3 n|
nα(lnn)−β

>
+∞∑
n=2

3

8nα(lnn)−β
−

+∞∑
n=2

cos 2n

2nα(lnn)−β
+

+∞∑
n=2

cos 4n

8nα(lnn)−β
, (1)

pri qemu posled�a dva reda konvergiraju po Dirihleovom kriterijumu (
+∞∑
n=2

cos 2n i
+∞∑
n=2

cos 4n imaju

ograniqene nizove parcijalnih suma, a 1
nα(lnn)−β

opadaju�e te�i 0 za α > 0), a prvi divergira (”p” =

α < 1 i ”q” = −β), pa ceo red apsolutno divergira. Dakle, u sluqaju 0 < α < 1 i β ∈ R proizvo	an,

red uslovno konvergira.

3.3. α = 1. Radi lakxeg zapisa, razdvojmo i ovu granu na 2 podgrane:

3.3.1. β < −1. Tada red apsolutno konvergira kao u sluqaju 3.1. (”p” = 1, ”q” > 1).
3.3.2. β > −1. Tada red uslovno konvergira kao u sluqaju 2.2., jer posled�a tri reda u (1) konvergiraju
i za α = 1, a prvi divergira jer je ”p” = α = 1, ”q” = −β 6 1.
Na kraju zadatka, rezimirajmo zak	uqke:

Red divergira u sluqajevima: 1.α < 0; 2.α = 0, β > 0.
Red uslovno konvergira u sluqajevima: 1.α = 0, β < 0; 2.α ∈ (0, 1); 3.α = 1, β > −1.
Red apsolutno konvergira u sluqajevima: 1. α = 1, β < −1; 2. α > 1.

4. Prvo rexe�e:

Neka je g(x) := f(x+ 2019) za x ∈ [−1, 1]. g(−1) = g(1) = 0, |g′′(x)| ≤ 2019 i
1∫
−1
g(x)dx =

2020∫
2018

f(x)dx.

∫ 1

−1
g(x)dx = g(x)x|1−1 −

∫ 1

−1
xg′(x)dx

= −
∫ 1

−1
xg′(x)dx

= −g′(x)x
2

2

∣∣∣∣1
−1

+

∫ 1

−1

x2

2
g′′(x)dx

= −1

2
(g′(1)− g′(−1)) + 1

2

∫ 1

−1
x2g′′(x)dx

= −1

2
(

∫ 1

−1
g′′(x)dx) +

1

2

∫ 1

−1
x2g′′(x)dx

= −1

2

∫ 1

−1
(1− x2)g′′(x)dx.

∣∣∣∣∫ 1

−1
g(x)dx

∣∣∣∣ 6
1

2

∫ 1

−1
(1− x2)|g′′(x)|dx (2)

6
1

2

∫ 1

−1
(1− x2)2019dx (3)

= 1346. (4)

Jednakost va�i akko va�i u 2 i 3. Dakle, akko g′′ ≡ ±2019. Uz graniqne uslove ovo daje g(x) = ±2019
2 x2∓2019

2 ,

odnosno f(x) = ±2019
2 (x− 2019)2 ∓ 2019

2 .

Drugo rexe�e: Primenimo parcijalnu integraciju na
2020∫
2018

f(x)dx. Tada je

2020∫
2018

f(x)dx = xf(x)|20202018 −
2020∫

2018

xf ′(x)dx.



Primenom f(2018) = f(2020) = 0 dobijamo∣∣∣∣∣∣
2020∫

2018

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2020∫
2018

xf ′(x)dx

∣∣∣∣∣∣ . (5)

Primetimo da je, iz �utn-Lajbnicove formule,

2020∫
2018

f ′(x)dx = f(2020)− f(2018) = 0,

odakle je

2020∫
2018

2019f ′(x)dx = 0. (6)

Iz (5) i (6) zak	uqujemo ∣∣∣∣∣∣
2020∫

2018

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2020∫
2018

(x− 2019)f ′(x)dx

∣∣∣∣∣∣ . (7)

Iz Tejlorove formule u Lagran�ovom obliku dobijamo da je

f ′(x) = f ′(2019) + (x− 2019)f ′′(ξx), (8)

za neko ξx koje je izme�u x i 2019, pa iz (7) i (8) dobijamo da je∣∣∣∣∣∣
2020∫

2018

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2020∫
2018

(x− 2019)f ′(2019)dx+

2020∫
2018

(x− 2019)2f ′′(ξx)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ (x− 2019)2

2
f ′(2019)|20202018 +

2020∫
2018

(x− 2019)2f ′′(ξx)dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2020∫

2018

(x− 2019)2f ′′(ξx)dx

∣∣∣∣∣∣
6

2020∫
2018

(x− 2019)2|f ′′(ξx)|dx

6 2019 · (x− 2019)3

3
|20202018

= 2019

(
1

3
+

1

3

)
= 1346.

Primetimo na kraju da jednakost u prethodnom nizu va�i akko |f ′′(ξx)| = 2019 za sve ξx, tj. iz (8) f
′(x) =

f ′(2019)± 2019x∓ 20192 za sve x ∈ [2018, 2020], odnosno f ′′(x) = ±2019 za sve x ∈ [2018, 2020]. Uz uslov f ∈
C2[2018, 2020] zak	uqujemo da je f ′′(x) = 2019 za sve x ∈ [2018, 2020] ili f ′′(x) = −2019 za sve x ∈ [2018, 2020].

Odatle je f(x) = ±2019x22 + ax + b = ±2019
2 (x2 + a′x + b′) = ±2019

2 (x − 2018)(x − 2020), pri qemu posled�e

va�i iz qi�enice da je f(2018) = f(2020) = 0.

5. ∫ +∞

n

sinx

x
dx =

− cosx

x

∣∣∣∣+∞
n

−
∫ +∞

n

cosx

x2
dx

=
cosn

n
−

(
sinx

x2

∣∣∣∣+∞
n

+ 2

∫ +∞

n

sinx

x3
dx

)
.



∣∣∣∣∫ +∞

n

sinx

x3
dx

∣∣∣∣ 6
∫ +∞

n

| sinx|
x3

dx

6
∫ +∞

n

dx

x3

= O

(
1

n2

)
.

∫ +∞

n

sinx

x
dx =

cosn

n
+

sinn

n2
+O

(
1

n2

)
=

cosn

n
+O

(
1

n2

)
.

Red
∑ cosn

n
konvergira uslovno, red

∑
O

(
1

n2

)
konvergira apsolutno, pa je zak	qak da red

∑∫ +∞
n

sinx

x
dx

konvergira uslovno.


