
Zadatak sa p-adskom metrikom

Zadatak: Neka je p ∈ N prost broj. Zapiximo racionalan broj q ∈ Q kao q = pk · m
n
, za

m,n ∈ Z tako da va�i p - m i p - n. Definiximo funkciju | · |p : Q → R kao |q|p = p−k, gde je k
dobijeno od q kako je opisano gore. Definixemo dp : Q×Q→ R kao

dp(x, y) =

{
0, x = y

|x− y|p, x 6= y
.

Dokazati da je (Q, dp) jedan (ultra)metriqki prostor.

Rexe�e: Svojstva (1), (2) i (3) slede direktno po definiciji preslikava�a.
Ostaje jox da doka�emo ultrametriqku nejednakost. Za proizvo	ne racionalne brojeve x, y, z
treba pokazati dp(x, z) 6 max{dp(x, y), dp(y, z)}. Ako su neki od x, y, z me�usobno jednaki, nejedna-
kost je trivijalno zadovo	ena. Stoga, neka su svi razliqiti i zapiximo

x− y = pβ · b1
b2

i y − z = pγ · c1
c2
,

gde nijedan od celih brojeva b1, b2, c1, c2 nije de	iv sa p. Neka je bez uma�e�a opxtosti β 6 γ.
Tada je jasno da je desna strana u nejednakosti jednaka sa max{p−β, p−γ} = p−β. Ostaje da vidimo
xta je dp(x, z).
Uoqimo da va�i

x− z = (x− y) + (y − z) = pβ
(
b1
b2

+ pγ−β
c1
c2

)
= pβ · b1c2 + pγ−βc1b2

b2c2
.

1◦ β < γ
U ovom sluqaju iz istih razloga koje smo diskutovali na ve�bama ni imenilac ni brojilac od
razlomka u posled�em izrazu nisu de	ivi sa p. Tako da je dp(x, z) = p−β.

2◦ β = γ
U ovom sluqaju imenilac tako�e nije de	iv sa p. Me�utim, u brojiocu se mo�e pojaviti p kao
neki faktor. Stoga je stepen prostog broja koji se izvlaqi iz x− z jednak barem β. Odatle je
dp(x, z) 6 p−β.

U oba sluqaja je
dp(x, z) 6 p−β = max{dp(x, y), dp(y, z)},

pa je navedeni prostor (ultra)metriqki.


