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1. Zadata je funkcija d : R2 × R2 → R sa

d((x1, y1), (x2, y2)) =

{
|y1|+ |y2|+ |x1 − x2|, x1 6= x2

|y1 − y2|, x1 = x2

.

(a) Dokazati da je (R2, d) metriqki prostor.

(b) U zavisnosti od pozitivnih realnih brojeva p i r opisati (skicirati u ravni) otvorene kugle
B((p, 2); r) u ovom metriqkom prostoru.

(v) Dokazati da je (R2, d) kompletan.

Rexe�e:

(a) Pozitivnost, nedegenerisanost i simetriqnost su jasni. Kod nejednakosti trougla treba razdvojiti
na nekoliko sluqajeva u zavisnosti od odnosa x koordinara. Na primer, ako je x1 = x2 6= x3, onda se
d(x1, x2) + d(x2, x3) > d(x1, x3) svodi na |y1− y2|+ |y2|+ |y3|+ |x2− x3| > |y1|+ |y3|+ |x2− x3|, odnosno
na |y1 − y2|+ |y2| > |y1|, xto jasno va�i. Ostali sluqajevi se analogno proveravaju.

(b) Ako je x = p onda zahtevamo |2 − y| < r, a ako je x 6= p onda zahtevamo |y| + |2| + |x − p| < r.
Prvu nejednakost zadovo	avaju taqke {(x, y) ∈ R2 | x = p, y ∈ (2− r, 2 + r)}. Za drugu nejednakost
ako je r 6 2, nema taqaka koje je zadovo	avaju. Ako je pak r > 2, onda su to sve taqke tako da je
|x− p|+ |y| < r − 2. Radi ilustracije, otvorena kugla B((1, 2); 5) je data na slici 1.

Slika 1: Slika 1: Lopta B((1, 2); 5) u ravni

(v) Dokaza�emo da svaki Koxijev niz konvergira. Neka je (xn, yn) Koxijev. Ako je poqevxi od nekog
trenutka niz xn konstantan, onda mo�emo gledati samo drugi deo definicije za metriku. Odatle
bi sledilo i da je yn Koxijev. Poxto smo u R, on je i konvergentan. Odatle sledi i da je (xn, yn)
konvergentan.

Ako se uvek dexava da je xn 6= xm za dovo	no velike m i n, onda gledamo prvu definiciju. Tada
mora va�iti da su |yn| i |ym| dovo	no mali, pa niz yn konvergira ka nuli. Tako�e je xn Koxijev iz
te definicije, pa sledi da je konvergentan (opet smo u R). Odatle je i (xn, yn) konvergentan.

2. Neka je M2(R) skup 2× 2 matrica sa koeficijentima u R. Posmatrajmo skup

NSL2(R) = {A ∈M2(R) | detA = 1, trA = 0}.

(a) Na�i d(E,NSL2(R)) gde je E jediniqna matrica i d(A,B) =

√
2∑

i,j=1

|aij − bij |2 standardna metrika

na skupu M2(R).



(b) Dokazati da je NSL2(R) povrx u R4 uz standardnu identifikaciju M2(R) ∼= R4.

(v) Na�i tangentni prostor na NSL2(R) u taqki

[
0 1
−1 0

]
.

Rexe�e:

(a) Potrebno je minimizovati izraz (a− 1)2 + b2 + c2 + (d− 1)2 pri uslovima ad− bc = 1 i a+ d = 0. Ono
se mo�e uraditi veoma lako metodom Lagran�evih mno�ilaca. Rexe�e: 2.

(b) Mo�emo upotrebiti teoremu o rangu. Rexe�e �e slediti iz toga xto matrica gradijenata (za f1 =
ad− bc− 1, f2 = a+ d) ima rang 2:

rang

[
∇f1

∇f2

]
= rang

[
d −c −b a
1 0 0 1

]
= 2,

tj. gradijenti su linearne nezavisni. Ovo sledi iz toga xto ne mo�e va�iti bc = 0 (proveriti).

Drugi naqin je parametrizovati NSL2(R) kao, na primer,
(
a, b, −a

2−1
b ,−a

)
(treba voditi raquna u

kojim su skupovima a i b). Ovde bi trebalo proveriti da su parcijalni izvodi po a i po b linearno
nezavisni u svakoj taqki.

(v) Jedan naqin da se ovo uradi je da se na�u svi vektori iz R4 koji su normalni na oba gradijenta. Drugi
naqin je nastavak rexe�a dela pod (b) sa parametrizacijom. Tangentni prostor �e u svakoj taqki
biti razapnut sa dva vektora koji su parcijalni izvodi po a i b od parametrizacije. Konkretno su

to
(

1, 0, a
2+1
b2 ,−1

)
i
(
0, 1, −2a

b , 0
)
. Raqunati u taqki iz zadatka (dobija se za a = 0 i b = 1) su u pita�u

vektori (1, 0, 1,−1) i (0, 1, 0, 0). Dakle, u pita�u je ravan x · (1, 0, 1,−1) + y · (0, 1, 0, 0) + (0, 1,−1, 0) =
(x, y + 1, x− 1,−x), x, y ∈ R, smextena u R4.

Bilo kako bilo, mora se dobiti linearni (ili afini) potprostor dimenzije 2.

3. (a) Oznaqimo sa ~r = (x, y, z) − (x0, y0, z0) vektor polo�aja u odnosu na taqku (x0, y0, z0) u R3 i sa ‖·‖
euklidsku normu na R3. Za funkciju f : R3 \ {(x0, y0, z0)} → R datu sa

f(x, y, z) =
1

‖~r‖

uoqimo vektorsko po	e ~F = −∇f . Neka je Σ sfera sa centrom u (x0, y0, z0) polupreqnika ε > 0,
orijentisana tako da vektor normale pokazuje ka unutra. Izraqunati∫∫

Σ

~F · dS.

(b) Dato je n razliqitih taqaka P1, . . . , Pn u R3 i n vrednosti q1, . . . , qn ∈ R. Posmatrajmo funkciju
ϕ : R3 \ {P1, ..., Pn} → R datu sa

ϕ(P ) =

n∑
j=1

qj

‖
−−→
PPj‖

.

Dokazati da va�i ∫∫
S
−∇ϕ · dS = 4π

n∑
j=1

qj ,

gde je S proizvo	na zatvorena orijentisana glatka povrx, qija unutrax�ost sadr�i sve taqke Pj ,
a integrali se po spo	ax�oj strani povrxi S. Ovime je dokazan Gausov zakon gde qj oznaqavaju

naelektrisa�a skoncentrisana u taqkama Pj , funkcija ϕ je elektrostatiqki potencijal, a ~E = −∇ϕ
je elektriqno po	e.

Rexe�e:

(a) U koordinatnom zapisu je

f(x, y, z) =
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
.



Mo�emo izraqunati
∂f

∂x
=

x0 − x
((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0))

3/2
,

pa je odatle ~F = −∇f = ~r
‖~r‖3 .

Povrx po kojoj integralimo je sfera. Paze�i na orijentaciju, mo�emo pisati da je jediniqni vektor
normale ~n = − ~r

‖~r‖ . Sada va�i∫∫
Σ

~F · dS =

∫∫
Σ

~F · ~n dS =

∫∫
Σ

− ~r

‖~r‖3
· ~r

‖~r‖
dS =

∫∫
Σ

− 1

‖~r‖2
dS = − 1

ε2

∫∫
Σ

dS = −P (Σ)

ε2
= −4π.

Poxto smo integralili po sferi polupreqnika ε, onda je ‖~r‖2 = ε2, a P (Σ) = 4ε2π je povrxina
sfere.

(b) Koristi�emo se delom pod (a). Oko svake taqke Pj opiximo loptu Σj dovo	no malog polupreqnika

tako da se cela nalazi unutar povrxi S. Divergencija elektriqnog po	a ~E = −∇ϕ je nula (ili

ekvivalentno, 2-forma dobijena od vektorskog po	a ~E je zatvorena):

div ~E =

n∑
j=1

qjdiv

( −−→
PPj

‖
−−→
PPj‖3

)
=

n∑
j=1

qj · 0 = 0.

Ovo se proverava direktnim raqunom. Odatle, po teoremi Gausa Ostrogradskog prime�enoj na povrx

S ′ = S ∪
n⋃

j=1

Σj va�i: ∫∫∫
T

0 dxdydz =

∫∫
S

~E · dS +

n∑
j=1

∫∫
Σj

~E · dS,

gde je telo T ograniqeno sa S ′, a orijentacija u integralima pod sumom je kao u delu pod (a). Odatle
je direktno po delu pod (a):∫∫

S

~E · dS = −
n∑

j=1

∫∫
Σj

~E · dS = −
n∑

j=1

qj · (−4π) = 4π

n∑
j=1

qj .

4. Data je funkcija f(x) =
+∞∑
n=1

arctg(nx)
n2+x2 .

(a) Odrediti domen i ispitati neprekidnost funkcije f na �enom domenu.

(b) Ispitati diferencijabilnost funkcije f .

Rexe�e:

(a) Red konvergira obiqno za bilo koje fiksirano x ∈ R. To znaqi da je domen celo R. Va�i da je∣∣ arctg(nx)
n2+x2

∣∣ 6 π
2

n2 . Odatle sledi i da je f neprekidna na celom domenu (jer red ravnomerno konvergira
po Vajerxtrasu).

(b) Opxti qlan reda je diferencijabilna funkcija. Red konvergira obiqno za bilo koje fiksirano
x ∈ R. Jox bi trebalo ispitati ravnomernu konvergenciju reda sa opxtim qlanom f ′n(x). Funkcija
je neparna, pa mo�emo gledati samo taqke x ∈ [0,∞). Izvod je

∂fn
∂x

=
n(n2 + x2)− 2x(1 + n2x2)arctg(nx)

(1 + n2x2)(n2 + x2)2
.

Za proizvo	no l > 0 i x ∈ [l,∞) imamo∣∣∣∣n(n2 + x2)− 2x(1 + n2x2)arctg(nx)

(1 + n2x2)(n2 + x2)2

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ n

(1 + n2x2)(n2 + x2)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣2xarctg(nx)

(n2 + x2)2

∣∣∣∣ 6 1

n3l2
+

π

2n3
,

pa ovaj red ravnomerno konvergira. Zak	uqujemo da je f diferencijabilna za sve x ∈ R \ {0}.



Dokaza�mo da nije diferencijabilna u nuli. Po definiciji je

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

∞∑
n=1

arctg(hn)

h(n2 + h2)
=

N∑
n=1

1

n
+ lim

h→0

∞∑
n=N+1

arctg(hn)

h(n2 + h2)
>

N∑
n=1

1

n
.

Ovo va�i za nekoN ∈ N. Limesom smo proxli kroz konaqnu sumu. Poxto harminijski red divergira,

za proizvo	no M > 0 mo�emo izabrati dovo	no veliko N tako da va�i f ′(0) >
N∑

n=1

1
n > M . Odavde

sledi da limes ne postoji, pa funkcija nije diferencijabilna u nuli.


