Cxurie perema 3a MMUCMEHOT WCITUTA W3 aHAIN3e 2
3 poka JyH 1 3a MHB cmepose, oapzkanor 18.06.2019.

1. Heka je (M, d) merpuuku npocrop. 3a ase Tadke z,y € M u e > 0 KaxKeMo Ja Cy II0BE3aHE €-JIAHIIEM aKO IOCTOjU
KOHA4YaH CKYIl Ta4aka T = X1,&To,...,T, =y y M raksux ga Baxu d(xg,rr11) <e,3ak=1,2,....,n—1. Ako
cy 3a cBako £ > (0 cBake gBe Taduke n3 M moBe3aHe e-JaHIEM KaxkeMo fa M 3310BO/baBa YCIOB E-JIAHIA.

(a)

(0)
()
(r)

3a gare © € M ue > 0 ysequmo ckyn P, . = {y € M | z u y cy nose3ane e-nanuem}. doxasaru na je Py .
7 OTBOPEH U 3aTBOpeH y M.

Axo je M moBe3aH METPUUYKHU TMPOCTOP JOKA3ATH A OH 3a0BOJbaBA YCJIOB £-JIAHIIA.
Haru npuMep METPHUIKOr IIPOCTOPA KOjU 33/I0BO/bABA YCJIOB £-JIAHIIA, AJIU HUjE IIOBE3AH.

Hokazaru na axo je M KOMIakTaH U 3370BO/bABA YCJIOB £-JIAHIA, OH/IA j€ W IIOBE3aH.

Pewerve.

(a)

3a oTBOpEHOCT CKyna P . J0BOBHO je mo JednHAUNNjI JOKa3aTH a 33 HEerOBy MPOM3BO/HY TAUKY Y BaXKN
B(y;e) C Pye. OBo je jacHO jep ako cy x U Yy LOBe3aHe ¢ —JIAHIEM Ly’KUHE 7, OHIA 33 IPOU3BOJBHY TAUKY
z € B(y;e) Baxu d(y, z) < €, na Cy x u z 10oBe3aHe JanueM ayzxune n + 1.

IIITo ce 3arBOpeHoCcTH THYE, jeJaH O HAYMHA je KapaKTepusalujoM npeko jaumeca. Heka je t, auz y P, .
KOju KoHBeprupa ka t. IloueBmu ox mexor ng Baxu d(t,,t) < . Iomro mocroju aaman om = 10 t,, u
d(tn,,t) < e,onmaut € Py, Ia IMaMO U 3aTBOPEHOCT.

M je mome3aH, Ia Cy jeqWHU CKYTIOBH KOjU CYy YjeHO M OTBOPEHM M 3aTBOPEHM Mpa3aH u 1eo mpoctop. Kako
je Py mempasan, oufa je Py . = M, ma cnean TBpheme.

) Ha mpumep (Q, |- |).
) Ipernocrasumo na M uuje mosesan u neka je U,V jemna merosa auckonekcuja. Ouga cy ckymosu U u V

3aTBOPEHM, a W3 KOMIMAKTHOCTH M clenwm m fa Ccy KOMMAKTHHU. JIBa KOMTAKTHA JHUCjYHKTHA CKyIa Cy Ha
HEHyJIa PacTojamy, TAKO Jla 38 HEKO € Mame O/ TOT pacTojama BaxKu Ja M He 3a70BO/haBA YCJIOB £€—JIAHIIA.
To je xorTpaaukmmja, ma M mMopa OUTH TOBE3aH.

2. Heka je P3 BeKTOpCKH IPOCTOP IOJMHOMA ca peasHuM Koedwurujenruma cremena najsumre 3. Hopmy ma Ps
samajevo ca |lag + a1x + aga® + azz®|| = /a2 + a3 + a3 + a2, a merprka d je WHIYKOBAHA OBOM HOPMOM.

(a)
(0)

()

3a a € R gokazaru ja je dyHkuuja ev, : Ps — R mara ca ev,(p) = p(a) nudepenimjabunna.
Hexa je f:P; — R nara ca

7(p) = (p(0) ~ 1) + ('(0) ~ 2 + 1" (0) ~ )2

Ucnuraru audepenuujabuinoct Gyakiyje f.

Hexka je ¢ € P3 nomnom aar ca ¢(x) = 2° + 1. Hahu pacrojame d(q, f =1 ({117})).

Pewerve.

(a)

(0)

[IpecnukaBame ev, je JUHEAPHO MpECIMKaBarme m3Mely KOHAYHOIMMEH3WOHUX HOPMHUPAHUX BEKTOPCKUX
npocropa. Crenn 1a je audepeHnnjabuIHO U 1a My je U3BOJ OHO caMo, Tj. Aa Baxku De,, (p)(h) = evq(h) =
h(a). Ako 0BO HUje JIOBOJbHO jaCHO, yBEPHUTE CE Ja BaXKK

. |eva (p) + eva(h) — €Vq (p) — €Vq (h)|

1o leva(p ) = evalp) = Do, B _ o O
h—0 I2|l h—0 2|l h—0 || h]|

I1a OBO 3aMCTa jecTe U3BO/I.

udepennupame je Takohe JuHeapHO IpeciuKaBambe Koja ciauka P3 y P3. Crnenm ma je u oHo mudepen-
uujadbusino. U 3a audepennupare aBa IyTa KCTO 0BO Baxku. Ilpumerure na je f kommosuuuja ciemehnx
upeciukasamwa (y oxrosapajyhem penociesy): cabuparma, KBaJApUupamba, 04y3uMaba, JudepeHuupama, 1B
myTa gudepenupama, evg. OHa cy cBa audepeHujabuaHa y CBUM TadKaMa, mna je u f audepeHinjaduiHo.
[Ipo6aem ce ceoam Ha MuHAMH3OBambe dbyrkmuje (x — 1)2 + y? + 22 + (t — 1)? npm yeaosy (z — 1)% + (y —
2)2 4+ (2 — 3)? = 117. OBo ce MOXKe ypaJuTH METONOM Jlarpam:KeBHux MHOKHUIAIA.

Jenna on ojakmuia je cXBaTUTH OAMAax Ja Mopa outm t = 1. A Takolje ce oHIa MOXKe MPUMETHUTH I
TPaKIMO MHHHMAJIHO PACTOjarhe Taduke o cepe, I BEOMa, JIAKO ce MOKe J00MTH /13 OHO m3HocH 24/13.



3. Hara je obmnact

V= {(;v,y,z) eR3

(-2 @W+2?* (-1
o T T <3}

u dbopma a = (22 — 4z + (v — 2)% + y2?) dydz — 2xyz dxdy. Heka je S = OV, opujeHTHCAHa TaKO /a BEKTOD
HOpMaJie II0Ka3yje HAIOJbe.

(a) Ucnuraru raunocr u 3arBopenoct Ghopme «.

(6) Uspauynaru [ a.
S

Pewerve.
(a) da = (22 — 4+ 6(x — 2)5)dx A dy A dz, kako je da # 0 Ha cBaKOM OTBOpPeHOM TOACKYTY o1 R? dbopma nuje
3aTBOpeHa. A Kako je cBaka TadHa (POpMa 3aTBOPEHa (v He MOYKe OUTH TadHA.

(6) Unrerpan je moryhe aupekTHO u3padyHATU IAPAMETPU3ALUJOM Y3 JOCTA [AXKIBUBOL U HAIIOPHOI PadyHa.
Jpyrn nauun je ma ce npumenn dopmyna Layc-Ocrporpaacku (nmocneanna ommre CrokcosBe reopeme) y3
HaTNOMeHY 71a Cy OpHjeHTaIlyje caryiacHe.

//a:///da:///(2(3:—2)+6(m—2)5)d:cdydz:0.
ov 14 |4

[Tocenma jegHAKOCT BazKu jep Ce YBODEHEM CMEHe

r=u+2
Yy=v
z=1t

WHTErpaJjl CBOAu HaKOH npuMmere PyOuHMjeBe TeopemMe Ha,

[3_ ED2 | (-2
25 36 5
(2u + 6u”)dudvdt = 0 dvdt = 0.
_\fa_ 2?1
25 36
%+%<3 %+%<3

4. (a) Heka je x > 1. okazaTtu na je

a TOTOM M3PpavYyHaTN UHTETPAJI

0

—+oo
(6) Heka unrerpan [ f(y,z)dy paBHOMEPHO KOHBEprupa Ha [a, +00) U HeKa je lir4r_1 f(y,x) paBHOMEpaH Ha
0 r—400

[0,b] 3a cBako b > 0. [okazaru ja je

lim  f(y,z)dy.

T—r+00 r—r+00

+oo
lim fly,z)dy =
/

o\ér

(B) Uszpauynaru

: dy
nﬂrfoo/ (1+£)n



(r) Hokazaru Baaucosy dbopmyny

Pewerve.

dy _ m
el r WNuTerpan

/+oo 0 dy B /+°° —2nxdy
o @A Jy @
pPaBHOMEDHO KOHBeprupa 1o Bajepmrpacy ma cakom cermenty [1, M| jep je (ﬂfgf)n“ < (1f;§]‘)/fn+1, Ta-

Kohje TIOUYeTHN WHTErpajl KOHBEprupa 3a cBako r > 1. Kako je mapuujasnu u3BOI U HEMPEKUIAH MOMXKEMO
JupepeHImpaTy oL 3HAKOM WHTErpaJjia U BayKu

+o0 dy -1 0 +o0 dy
Q
/ : (©)

(a) IIpumernmo na je fOJr >

22 )t T 2na dx fy (a2 +2)n

Joka3 hemo m3BecTn MHAYKIMjOM, 38 1 = 2 BaXKu

/*“’dy_—lﬁ/“"dy_“l
o (@492 20z ), x2+y2 2223

IIpernocrasumo na dbopmyna Baxku 3a n — 1 u J0KaxKuMO Aa Baxku 3a n kopucrehiu (O)

/+°° dy -1 or@n-=5I 1 a(2n-3" 1
o (@242 (2n—2)z0x 2 (2n — 4223 2 (2n — 2)! g2~ 1"
3amenom x = \/n nobmjamo na je
Y 7w (2n—3)!!
/0 ( y)” B 5(2n—2)!!\/ﬁ'
T+
(6)
. oo . . ’ . . ’
Jm ; fly,2)dy = lim bginoo/o fly,z)dy = bgrfmggloo/o fly, z)dy =

(2) b +o00o
= lim lim (y,x)dy:/ lim f(y,x)dy.
0

b—+oo Jg T—t00 T——+00

Jenmakocr (1) Baxku jep MHTErpasl paBHOMEPHO KOHBEDPIMPA M0 T, & jeqHakocT (2) jep je ammec paBHOMEpaH
no y € [0,b].

(8) Hus (1+y?/n)" pacre xa e¥” 3a cBako y > 0 OJHOCHO HH3 HEIPEKU/HIX (1+y%/n)"" dyuxnmja onaza
3a CBAKO (PUKCHUPAHO ¥y KA HEIPEKUTHO] PYHKIHjH eV e je o JluamjeBoj TeopeMu Taj TUMeC paBHOMEpPaH
na csakom komnakry [0,b] C [0, +00), a onzna u3 (6) 3akmydyjemo aa je

+oo +oo
dy / enydy _ ﬁ
0

lim — =
2

n—-+oo 0 (1 + ﬁ)n
(r) Kopucrehn (a) n (B) mobujamo

on — )N 2 e g 1
lim (2n — 1 3)”\/52 — lim % =0
n—+oo (2n — 2)!! T n—+oo [ (1 + %) s



