
Skice rexe�a za pismenog ispita iz analize 2
iz roka jun 1 za MNV smerove, odr�anog 18.06.2019.

1. Neka je (M,d) metriqki prostor. Za dve taqke x, y ∈M i ε > 0 ka�emo da su povezane ε-lancem ako postoji
konaqan skup taqaka x = x1, x2, . . . , xn = y u M takvih da va�i d(xk, xk+1) < ε, za k = 1, 2, . . . , n− 1. Ako
su za svako ε > 0 svake dve taqke iz M povezane ε-lancem ka�emo da M zadovo	ava uslov ε-lanca.

(a) Za date x ∈M i ε > 0 uvedimo skup Px,ε = {y ∈M | x i y su povezane ε-lancem}. Dokazati da je Px,ε
i otvoren i zatvoren u M .

(b) Ako je M povezan metriqki prostor dokazati da on zadovo	ava uslov ε-lanca.

(v) Dati primer metriqkog prostora koji zadovo	ava uslov ε-lanca, ali nije povezan.

(g) Dokazati da ako je M kompaktan i zadovo	ava uslov ε-lanca, onda je i povezan.

Rexe�e.

(a) Za otvorenost skupa Px,ε dovo	no je po definiciji dokazati da za �egovu proizvo	nu taqku y va�i
B(y; ε) ⊂ Px,ε. Ovo je jasno jer ako su x i y povezane ε−lancem du�ine n, onda za proizvo	nu taqku
z ∈ B(y; ε) va�i d(y, z) < ε, pa su x i z povezane lancem du�ine n+ 1.

Xto se zatvorenosti tiqe, jedan od naqina je karakterizacijom preko limesa. Neka je tn niz u Px,ε
koji konvergira ka t. Poqevxi od nekog n0 va�i d(tn, t) < ε. Poxto postoji lanac od x do tn0 i
d(tn0

, t) < ε, onda i t ∈ Px,ε, pa imamo i zatvorenost.

(b) M je povezan, pa su jedini skupovi koji su ujedno i otvoreni i zatvoreni prazan i ceo prostor. Kako
je Px,ε neprazan, onda je Px,ε =M , pa sledi tvr�e�e.

(v) Na primer (Q, | · |).
(g) Pretpostavimo da M nije povezan i neka je U, V jedna �egova diskoneksija. Onda su skupovi U i V

zatvoreni, a iz kompaktnosti M sledi i da su kompaktni. Dva kompaktna disjunktna skupa su na
nenula rastoja�u, tako da za neko ε ma�e od tog rastoja�a va�i da M ne zadovo	ava uslov ε−lanca.
To je kontradikcija, pa M mora biti povezan.

2. Neka je P3 vektorski prostor polinoma sa realnim koeficijentima stepena najvixe 3. Normu na P3

zadajemo sa ‖a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3‖ =
√
a20 + a21 + a22 + a23, a metrika d je indukovana ovom normom.

(a) Za a ∈ R dokazati da je funkcija eva : P3 → R data sa eva(p) = p(a) diferencijabilna.

(b) Neka je f : P3 → R data sa

f(p) = (p(0)− 1)2 + (p′(0)− 2)2 +
1

4
(p′′(0)− 6)2.

Ispitati diferencijabilnost funkcije f .

(v) Neka je q ∈ P3 polinom dat sa q(x) = x3 + 1. Na�i rastoja�e d(q, f−1({117})).

Rexe�e.

(a) Preslikava�e eva je linearno preslikava�e izme�u konaqnodimenzionih normiranih vektorskih
prostora. Sledi da je diferencijabilno i da mu je izvod ono samo, tj. da va�i Deva(p)(h) = eva(h) =
h(a). Ako ovo nije dovo	no jasno, uverite se da va�i

lim
h→0

|eva(p+ h)− eva(p)−Deva(p)(h)|
‖h‖

= lim
h→0

|eva(p) + eva(h)− eva(p)− eva(h)|
‖h‖

= lim
h→0

|0|
‖h‖

= 0,

pa ovo zaista jeste izvod.

(b) Diferencira�e je tako�e linearno preslikava�e koja slika P3 u P3. Sledi da je i ono diferen-
cijabilno. I za diferencira�e dva puta isto ovo va�i. Primetite da je f kompozicija slede�ih
preslikava�a (u odgovaraju�em redosledu): sabira�a, kvadrira�a, oduzima�a, diferencira�a, dva
puta diferencira�a, ev0. Ona su sva diferencijabilna u svim taqkama, pa je i f diferencijabilno.

(v) Problem se svodi na minimizova�e funkcije (x− 1)2 + y2 + z2 + (t− 1)2 pri uslovu (x− 1)2 + (y −
2)2 + (z − 3)2 = 117. Ovo se mo�e uraditi metodom Lagran�evih mno�ilaca.

Jedna od olakxica je shvatiti odmah da mora biti t = 1. A tako�e se onda mo�e primetiti da
tra�imo minimalno rastoja�e taqke od sfere, i veoma lako se mo�e dobiti da ono iznosi 2

√
13.



3. Data je oblast

V =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ (x− 2)2

9
+

(y + 2)2

25
+

(z − 1)2

36
< 3

}
i forma α = (x2 − 4x + (x − 2)6 + yx2) dydz − 2xyz dxdy. Neka je S = ∂V , orijentisana tako da vektor
normale pokazuje napo	e.

(a) Ispitati taqnost i zatvorenost forme α.

(b) Izraqunati
∫∫
S

α.

Rexe�e.

(a) dα = (2x− 4 + 6(x− 2)5)dx ∧ dy ∧ dz, kako je dα 6= 0 na svakom otvorenom podskupu od R3 forma nije
zatvorena. A kako je svaka taqna forma zatvorena α ne mo�e biti taqna.

(b) Integral je mogu�e direktno izraqunati parametrizacijom uz dosta pa�	ivog i napornog raquna.
Drugi naqin je da se primeni formula Gaus-Ostrogradski (posledica opxte Stoksove teoreme) uz
napomenu da su orijentacije saglasne.∫∫

∂V

α =

∫∫∫
V

dα =

∫∫∫
V

(2(x− 2) + 6(x− 2)5)dxdydz = 0.

Posled�a jednakost va�i jer se uvo�e�em smene

x = u+ 2

y = v

z = t

integral svodi nakon primene Fubinijeve teoreme na

∫∫
(v+2)2

25 +
(t−1)2

36 <3

∫ √
3− (v+2)2

25 +
(t−1)2

36

−
√

3− (v+2)2

25 +
(t−1)2

36

(2u+ 6u5)dudvdt =

∫∫
(v+2)2

25 +
(t−1)2

36 <3

0 dvdt = 0.

4. (a) Neka je x ≥ 1. Dokazati da je

+∞∫
0

dy

(x2 + y2)n
=
π

2
· (2n− 3)!!

(2n− 2)!!
· 1

x2n−1
,

a potom izraqunati integral
+∞∫
0

dy(
1 + y2

n

)n .
(b) Neka integral

+∞∫
0

f(y, x)dy ravnomerno konvergira na [a,+∞) i neka je lim
x→+∞

f(y, x) ravnomeran na

[0, b] za svako b > 0. Dokazati da je

lim
x→+∞

+∞∫
0

f(y, x) dy =

+∞∫
0

lim
x→+∞

f(y, x) dy.

(v) Izraqunati

lim
n→+∞

+∞∫
0

dy(
1 + y2

n

)n .



(g) Dokazati Valisovu formulu

lim
n→+∞

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

√
n =

1√
π
.

Rexe�e.

(a) Primetimo da je
∫ +∞
0

dy
x2+y2 = π

2x . Integral∫ +∞

0

∂

∂x

dy

(x2 + y2)n
=

∫ +∞

0

−2nxdy
(x2 + y2)n+1

ravnomerno konvergira po Vajerxtrasu na svakom segmentu [1,M ] jer je 2nx
(x2+y2)n+1 ≤ 2nM

(1+y2)n+1 , ta-

ko�e poqetni integral konvergira za svako x ≥ 1. Kako je parcijalni izvod i neprekidan mo�emo
diferencirati pod znakom integrala i va�i∫ +∞

0

dy

(x2 + y2)n+1
=
−1
2nx

∂

∂x

∫ +∞

0

dy

(x2 + y2)n
. (♥)

Dokaz �emo izvesti indukcijom, za n = 2 va�i∫ +∞

0

dy

(x2 + y2)2
=
−1
2

∂

∂x

∫ +∞

0

dy

x2 + y2
=
π

2

1

2

1

x3
.

Pretpostavimo da formula va�i za n− 1 i doka�imo da va�i za n koriste�i (♥)∫ +∞

0

dy

(x2 + y2)n
=

−1
(2n− 2)x

∂

∂x

π

2

(2n− 5)!!

(2n− 4)!!

1

x2n−3
=
π

2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

1

x2n−1
.

Zamenom x =
√
n dobijamo da je ∫ +∞

0

dy(
1 + y2

n

)n =
π

2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

√
n.

(b)

lim
x→+∞

∫ +∞

0

f(y, x)dy = lim
x→+∞

lim
b→+∞

∫ b

0

f(y, x)dy
(1)
= lim

b→+∞
lim

x→+∞

∫ b

0

f(y, x)dy =

(2)
= lim

b→+∞

∫ b

0

lim
x→+∞

f(y, x)dy =

∫ +∞

0

lim
x→+∞

f(y, x)dy.

Jednakost (1) va�i jer integral ravnomerno konvergira po x, a jednakost (2) jer je limes ravnomeran
po y ∈ [0, b].

(v) Niz
(
1 + y2/n

)n
raste ka ey

2

za svako y ≥ 0 odnosno niz neprekidnih
(
1 + y2/n

)−n
funkcija opada

za svako fiksirano y ka neprekidnoj funkciji e−y
2

te je po Dinijevoj teoremi taj limes ravnomeran
na svakom kompaktu [0, b] ⊂ [0,+∞), a onda iz (b) zak	uqujemo da je

lim
n→+∞

∫ +∞

0

dy(
1 + y2

n

)n =

∫ +∞

0

e−y
2

dy =

√
π

2

(g) Koriste�i (a) i (v) dobijamo

lim
n→+∞

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

√
n =

2

π
lim

n→+∞

∫ +∞

0

dy(
1 + y2

n

)n =
1√
π
.


