Cxurie perema ca MUCMEHOT WCIUTA W3 aHAIN3e 2
3 poka jyH 2 3a MHB cmepose, oapzkanor 29.06.2019.

1. Heka je P ckym mojmHOMA 110 JIBE TPOMEHJ/bUBE ca peasnnm koebuimjeatnma. ledunaummmo d : P X P — R kao

// (2, y) — (e, y)le™ V" dady.

(a) Hokazaru na je (P,d) MeTpudky mpocTop.

n

(6) Ucnuraru ma au je Hu3 py(z,y) = Y, %’T Kommjes y (P, d).

(8) Ja su je upocrop (P,d) xkomiuteran?

(r) HJartu cy ckynosu

ap ap
AZ{pepla (r,y) =0}, B={p€ P |degp =2, oy P 2,y)=0yuC ={peP|dp,0)<1,degp < 2}.

NcnmraTn KoMmakTHOCT ¥ oBe3aHocT ckymnosa A, Bu C'y (P, d).

Pewerve.

(a) OBo uue mupektHo nmo gAedununuju. Jeauno 3a d(p,q) = 0 = p = g 6u ce Tpebajo MO3BATU HA

HEMPEKUIHOCT MOAWHTErpasHe (DYHKIHje, NIk HEIITO €KBUBAJIEHTHO.

(6) OBo je Morjio Ha JBA HaYWHA, IPBO U PAYYHCKHU cjoxkenuje je mo gedununuju. Heka je BYO m > n

(s pra) = / / Pua(@, ) — P y)le™* V" dady = / / o= dudy
R2 R2

w1 F
Z // v dady = 27 Z / —e*‘r dx
k=n-+1 k=n+1
T T(k 2) T kN
iy Dy By & S
k=n+1 k=n+1 k=n+1

a TO je ocTaTak KOHBEPTEHTHOr pela, Ma Ce MOYKEe HAIMPABUTH MABUM OJ MPOU3BOJLHOT €. Kopwuinhena je
Oy6unnjeBa TeopeMa 3a HeCBOjCTBeHe MHTerpase, cMeHa x2 = t, mporena k!! < klm 1 < /7.

Jpyro, moxkemo nocmarparu npocrop C = {f € C(R?) | [[|f(x, y)|e=*"~¥"dady} neupexunux byHkumja
RZ

KOje Cy aICOJyTHO WHTErpabW/IHE KAl Ce TTOMHOXKE Ca, € ”2_ ’ , jacuo je ma Baxku P C C. Kako je uus
pn(T,y) 3ampaBo mapuujajHa CyMa CTEIEHOr DEea, : 0 7T UMju je nomen Komeeprenmuje R mmamo nia
pn(z,y) paBHOMepHO KOHBeprupa ka e* Ha [—M, M| x R. OxuocHo Bpeauoct |p,(x,y) — €*| paBHOMEPHO

rexxu mHynm Ha [—M, M| x R ma umamo

. x| —a?y? _ . . oz —a?y?
m / /R 1pa(z,y) —€®le drdy= lim  lm / /[M,MP Ipn(z,y) —€”le dzdy

( . . 22
= 1 —e®le™™ Y dad
Mggmjfoo //[M,M]z [Pn(z,y) — €”le zdy

@ i // lim |pn(x,y) —e®le” v’ dzdy =0

M —+oc0 M, M2 n——+oo

~—

e jemnaxocr (1) Bazku jep je |pn(z,y) — €| < 2¢/®! na unrerpan S e o (2, y) — e”|e‘w2_y2dxdy paBHoO-
MepHO KOHBeprupa mo Bajepmrpacy, a jeaHakocr (2) je 3amMeHa MecTa paBHOMEDHOT JiMMeca W PumaHoBor
UHTErpajia, Te nooujamo 1a Hus p,(x,y) kouseprupa y npocropy C e je u Komujes y C, a To 3ua4u ja je
u Komujes y P.

Kako je p, KommujeB koju KoHBeprupa Ka €JIeMEeHTy KOju He Tpunapa TpocTopy P 3akjpydyjeMo J1a HUje
KOMILJIETAH.



(r) Ckym A je BEKTOPCKH MOTIPOCTOD, T€ jeé KOHBEKCAH & TUME W MOBe3aH. IlOMTO HUje OrpaHvyYeH HUje HU
KOMITAKTaH.
HATIOMEHA!!! To urro mpocropy npunaziajy (byHKIMje Koje HUCY OrpaHrveHe He 3Ha9M JIa CaM CKYIl HUje
orpanuden! Iomunom p(x,y) = x npunana npocropy, re uva KOHAYHY nopmy a Huje orpanudes.
B = {a+ bz + cx? | ¢ # 0}, on HHEje orpaHUYeH jep My NPHIIaJa HE3 MOJUHOMA Dy, (z,y) = na? ma nmje
KOMIIAKTAH, a HUje [I0BE3aH jep aKO LOCMarpaMo HELPEeKuHO upeciukasamwe f : B — R naro ca f(a+ bz +
cx?) = ¢ Buanvo ga je f(B) = R\ {0} mTo je Henosesan ckyr.
Ckyn C je 3ampaBo jeJMHWYHA JIONTA y KOHAYHO JUMEH3MOHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY (CKyI IOJMHOMA
nse npoMensbuse crenena < 2 je BIT numensuje 6), a no3HaTo je ga y KOHAYHO JAUMEH3UOHUM BEKTOPCKUM
IPOCTOPUMA BaxKU JIa je CKYyIl KOMIAKTAaH AKKO jeé 3aTBOPEH U OrpaHuyeH (MHAadYe BaxKU KOMIIAKTAK =
3aTBOpeH u orpanmved). Ckyn je mosesan jep myt v(t) = tp(x,y), t € [0,1] cnaja npou3BobaH MOJUHOM
p € P ca0, aneo nyr ocraje y C.

2. Hexa je f : R? — R dbynKmja WMIIHITATHO 337aTa, Ca,
f(z,y)
e dt = a? + 2.
1
(a) Hokazaru na f nudepenujadbuiana (yHKuuja.
(6) Hahu sokanue ekcrpemyme dynkuuje f. Koja je Bpemmoct dyHKImMje y TUM TagraMa’

(B) Hdokazaru na 3a a > 1 Baxku HejesHAKOCT

(r) Jokazatw ma je f paBHOMepHO HempeKkwHa fa R2.
Pewerve.

(a) Ipeu mauwn je ga ce youn bynkuuja F(z,y,z) = flz edt —a? — y?. Iomenyra dynknuja 3 npoMenbuse

t

je kmace C™ ma mvmmmuTHA GYHKIMja Kojy 3amaje (ako moctoju) je taxkohe C™. e’ je mosmrmema W

. z 2
HEMPEeKuIHA TE je fl e dt MOHOTOH 1O z W MO3UTHBaH, Te 3a dbukcupano (r,y) € R? u3 HempekuaHOCTH 1

. . . 2 .
Komu-Bonmanose teopeme mocToju TadHo jeqHo z > 1 Tako ma je flz e dt —2? — y?2 = 0. Kako je

OF 2
T B2 0
92 e’ >

BUIMMO 112 je Ta jemquHcTBeHa dyHKIHMja z(x,y) OCUM TITO je TI06aHo 106po neduHNCcaHa, 3aMCTa U KIIACe
C*.

Jlpyrn na4nn je na mocmarpamo F(x,y) = 22 + y?, npumernmo ma saxwu ma je f(z,y) > 1

flathy+k)
t
/ e’ dt
f

(z,y)

Kaxo je F uempekuaHa y cBakoj rauku, mymrameM (h, k) — (0,0) nobujamo na je n f wenpexkunnna. dasme,

BaXK® 13 je
hef?(z+h.y) - h - hef?(z.y)

Kako je F' mudepentujabuiHa, TO MOCTOje TAPIHjATHN U3BOIU, & KAKO je u f HeIpeKuIHa BaxKuhe

of _ flea+h) - flzy) 2z
—(z,y) = lim = —
ox h—s0+ h ef(xy)
aHAJIOTHO 33 g—i = ef?fj -y~ Kako cy oba maprmjanmna m3sona mempekugne dbynknuje To je f audepennuja-

ouIHa.



(6) "3 m3BOma ce BUIM Ja je jemnHA KpUTHUHA Tavuka « = y = 0 u BpearocT dyHKImje y Toj Taukn je f(0,0) = 1.
Buanmo na je
2
e2f? ez e

2f 0 (2w 2/ —4xel fU 200
0x2  Ox \ef*) N
pauynaro y tauku (0,0), jep je f(0,0) =1u %(0,0) = 0. Cam4HO ce padyHajy W OCTaJIM W3BOIU U 100mje
ce Jla je Marpuia APYruxX U3BOAA MO3UTHBHO nedbunuTHa, na je (0,0) Tadka JOKaIHOr MUHUMYMA.
(8) Moxere nahu ussozn oarosapajyhe dpyukumje, uim nponeHuTn

a a a2

1 1
/6t2dt</tet2 dt = i/e“duzi(e“2 —e).
1 1 1

(r) Orpanmumhemo maprmjanme u3some. Onn cy gedunncann #a meisom R?) Tako ga He MopaMo Ja GPUHEMO O
kouBekcHocTu. U3 nena mox B 3a a = f(x,y) cineau

f(z,y) .
2’ +y? = / e dt < i(e’c(””’y)2 —e),
1
onaKe je ef@y)? > 2(2% + y?) + e. Cama nmamo
LR R
or

el T 22 4+y2)te 22+ 1 2
CJIUYHO j€ 3a APYTH, 1a je TO Teopemu (DYHKIN]d PABHOMEDHO HEITPEKUIHA.

3. Hara je mospm S = {(z,y,2) € R? | || + |y| + |2| = 1,2 > —1/2} n dynxumja f: R? - R ca

f(z,y,2) =log (Z""SW) )

(a) Hahu nomen u nudepentmjan dbyskiuje f.

(6) Uspauynaru
8

//Qxdacder
g (z+8\/z2+y2) \/x2+y2

(xdxdz + y dydz).

Pewerve.
(a) Howmen je z > —8y/x2 + y2, mro mpeacrapmba R3 Ge3 momer gema momymenor kKonyca. JIudepennunjar je
8x 8y

1
<Z+8\/w2+y2> \/x2+y2dx+ (2+8\/x2+y2) V2 P dy + (Z+8\/W>

(6) Ilospii 1o KOjoOj ce muTerpaiu je (CAMKOBUTO) KOLKA OKPEHYTa TAKO Ja joj je reMe rope, 6e3 LOJIOBUHE
nomer nena. Py6 oee moepu je 0601 kBaapara K : |z| + |y| < 1/2,z = —1/2. Hajnpe, dbopma je J0BOBHO
KOMIUIMKOBaHA 713 He Tpeba J1a MOKyIIaBaTe 1a W3padyHaTe WHTErpas JMPeKTHO, ma heMo 3aTo 1a TpaXKnMo
aJATepHATUBHU HAa4YWH. Jexna oz moryhiHocTH je @ ce mHTerpaJu mo Tejay Koje je yuyrap nospiuu (S Kojy
nonyuumo keazparom K). Mehyrum! ®@opma koja ce unrerpasu (03HauuMo je ca «) Huje gedpuHucana Ha
KOHyCy z = —8+/x2 + 32, K0ju nposasu Kpo3 KBaapar K, ma oBo Huje Baauano. IIpBo pememe 6u 6uo 1a
3aTBOPUMO HAIIly MOBPIN S HeduM Apyrum mro Huje K u He cede KOHYC (HA MPUMED, HEKA MUPAMUIA).

dz.

df =

Ca npyre crpane, MOXKe Ce BUJETH HEKa MOBE3AHOCT JeJI0Ba a U O y OBOM 3aJaTKYy - MOjaBJbYjy C€ CJAUIHU
M3pasy ¥ TO HewTo Tpeba na Kaxke. AKO ypajuMo cuosballibu 11pousBoi df A dz pobujamo o — 2x dxdy.
V3 Maso maxkJbUBHjer Tiiefama n3pa3a MOXKeMO BHIETH Ja je (hopMa o TauHa ¥ Ja je KOj je MPUMHUTHBHA
dbopma 8 = 22 dy + log (z +8y/22 + y2) dz. 3aucra, ako uzpauynare dfi = d(z?) Ady + df Adz = a. 1o
neny a, dopma [ Huje medrHUCAHA HA JOHEM JeJIy KOHyCa, ajJd TO He YyTUYe HA MOBPII U FHEHY TDAHUILY.
Cama moxkemo mpumenntn CTOKCOBY Teopemy Ha MOBpIN S 1 mweHy Tpanuiy 0K :

é/a:é/dﬂ:aéﬁz...

Ocraje ma ce mapamerpusyje 0K kao 4 myxu u uspadyna uarTerpas (mpumerure fa he 6utu dz = 0 1y,
Tako Ja camo Tpeba uuTerpaautu w2 dy).



4.

(a) Pazsutu dbynxuujy f(z) = 2? y ®@ypujeos pen na (—m, ).

o) n
(6) Heka je g(z) = > (;;L?g cosnz u h(z) = 1 (m2 - %2> — g(z). Hokazaru aa ce h moxe 4 myra qudepen-
n=1
nuparu u nahu A4,
(B) Hokazaru na je g € C°°(—m, 7).

Pewerve.

(a) @yukuumja je mapHa, na UMaMo CaMO KOCHHYCE Y pa3Bojy. ¥3 TO je IpojyzKeHa (pyHKIMja HENPEKUIHA, 118

BasKH -
2
_1)n
f(z)=S(z) = % —1-42 ( nQ) COSNT.
n=1

o0 1"
6) h(z)= > % cosnx, a To ce Moxke mudepennuparn 4 myra y3 nomoh Bajepmrpaca u Baxku

n=1

e _1)nn2
pw — 5 (D) _
7;1 T cosne g(x)

(B) Kaxo je h 4 myra mudepennpmjabuina, 10 je n g(z) = § (a:2 — %2) —h(x) 4 nyra qudepeHnujabuIHa U Baxku

9W (@) = —g(2).

Kako je 4-u u3Bozn dyukuuje jennak dbyuknuju koja je 4 myra nudepennujaduina godbujamo 1a je g 8 myra
gudepentnjabuHa U/,



