
Skice rexe�a sa pismenog ispita iz analize 2
iz roka jun 2 za MNV smerove, odr�anog 29.06.2019.

1. Neka je P skup polinoma po dve promen	ive sa realnim koeficijentima. Definiximo d : P×P → R kao

d(p, q) =

∫∫
R2

|p(x, y)− q(x, y)|e−x
2−y2 dxdy.

(a) Dokazati da je (P, d) metriqki prostor.

(b) Ispitati da li je niz pn(x, y) =
n∑
k=0

xk

k! Koxijev u (P, d).

(v) Da li je prostor (P, d) kompletan?

(g) Dati su skupovi

A = {p ∈ P | ∂p
∂x

(x, y) = 0} , B = {p ∈ P | deg p = 2,
∂p

∂y
(x, y) = 0} iC = {p ∈ P | d(p,0) 6 1,deg p 6 2}.

Ispitati kompaktnost i povezanost skupova A, B i C u (P, d).

Rexe�e.

(a) Ovo ide direktno po definiciji. Jedino za d(p, q) = 0 =⇒ p = q bi se trebalo pozvati na
neprekidnost podintegralne funkcije, ili nexto ekvivalentno.

(b) Ovo je moglo na dva naqina, prvo i raqunski slo�enije je po definiciji. Neka je BUO m > n

d(pn, pm) =

∫∫
R2

|pm(x, y)− pn(x, y)|e−x
2−y2dxdy =

∫∫
R2

|
m∑

k=n+1

xk

k!
|e−x

2−y2dxdy

≤
m∑

k=n+1

∫∫
R2

|x
k

k!
|e−x

2−y2dxdy = 2
√
π

m∑
k=n+1

∫ +∞

0

xk

k!
e−x

2

dx

=
√
π

m∑
k=n+1

Γ(k/2)

k!
≤ π

m∑
k=n+1

k!!

2kk!
≤ π

m∑
k=n+1

1

2k
(1)

a to je ostatak konvergentnog reda, pa se mo�e napraviti ma�im od proizvo	nog ε. Korix�ena je
Fubinijeva teorema za nesvojstvene integrale, smena x2 = t, procena k!! ≤ k! i 1 ≤

√
π.

Drugo, mo�emo posmatrati prostor C = {f ∈ C(R2) |
∫∫
R2

|f(x, y)|e−x2−y2dxdy} neprekidnih funkcija

koje su apsolutno integrabilne kad se pomno�e sa e−x
2−y2 , jasno je da va�i P ⊂ C. Kako je niz

pn(x, y) zapravo parcijalna suma stepenog reda
∑+∞
n=0

xn

n! qiji je domen konvergencije R imamo da
pn(x, y) ravnomerno konvergira ka ex na [−M,M ] × R. Odnosno vrednost |pn(x, y) − ex| ravnomerno
te�i nuli na [−M,M ]× R pa imamo

lim
n→+∞

∫∫
R2

|pn(x, y)− ex|e−x
2−y2dxdy = lim

n→+∞
lim

M→+∞

∫∫
[−M,M ]2

|pn(x, y)− ex|e−x
2−y2dxdy

(1)
= lim

M→+∞
lim

n→+∞

∫∫
[−M,M ]2

|pn(x, y)− ex|e−x
2−y2dxdy

(2)
= lim

M→+∞

∫∫
[−M,M ]2

lim
n→+∞

|pn(x, y)− ex|e−x
2−y2dxdy = 0

gde jednakost (1) va�i jer je |pn(x, y) − ex| ≤ 2e|x| pa integral
∫∫

R2 |pn(x, y) − ex|e−x2−y2dxdy ravno-
merno konvergira po Vajerxtrasu, a jednakost (2) je zamena mesta ravnomernog limesa i Rimanovog
integrala, te dobijamo da niz pn(x, y) konvergira u prostoru C te je i Koxijev u C, a to znaqi da je
i Koxijev u P.

(v) Kako je pn Koxijev koji konvergira ka elementu koji ne pripara prostoru P zak	uqujemo da nije
kompletan.



(g) Skup A je vektorski potprostor, te je konveksan a time i povezan. Poxto nije ograniqen nije ni
kompaktan.
NAPOMENA!!! To xto prostoru pripadaju funkcije koje nisu ograniqene ne znaqi da sam skup nije
ograniqen! Polinom p(x, y) = x pripada prostoru, te ima KONAQNU normu a nije ograniqen.
B = {a + bx + cx2 | c 6= 0}, on nije ograniqen jer mu pripada niz polinoma pn(x, y) = nx2 pa nije
kompaktan, a nije povezan jer ako posmatramo neprekidno preslikava�e f : B → R dato sa f(a+ bx+
cx2) = c vidimo da je f(B) = R \ {0} xto je nepovezan skup.
Skup C je zapravo jediniqna lopta u konaqno dimenzionom vektorskom prostoru (skup polinoma
dve promen	ive stepena ≤ 2 je VP dimenzije 6), a poznato je da u konaqno dimenzionim vektorskim
prostorima va�i da je skup kompaktan akko je zatvoren i ograniqen (inaqe va�i kompaktak ⇒
zatvoren i ograniqen). Skup je povezan jer put γ(t) = tp(x, y), t ∈ [0, 1] spaja proizvo	an polinom
p ∈ P sa 0, a ceo put ostaje u C.

2. Neka je f : R2 → R funkcija implicitno zadata sa

f(x,y)∫
1

et
2

dt = x2 + y2.

(a) Dokazati da f diferencijabilna funkcija.

(b) Na�i lokalne ekstremume funkcije f . Koja je vrednost funkcije u tim taqkama?

(v) Dokazati da za a > 1 va�i nejednakost

a∫
1

et
2

dt 6
1

2
(ea

2

− e).

(g) Dokazati da je f ravnomerno neprekidna na R2.

Rexe�e.

(a) Prvi naqin je da se uoqi funkcija F (x, y, z) =
∫ z
1
e
2

dt − x2 − y2. Pomenuta funkcija 3 promen	ive
je klase C∞ pa implicitna funkcija koju zadaje (ako postoji) je tako�e C inf . et

2

je pozitivna i

neprekidna te je
∫ z
1
e
2

dt monoton po z i pozitivan, te za fiksirano (x, y) ∈ R2 iz neprekidnosti i

Koxi-Bolcanove teoreme postoji taqno jedno z ≥ 1 tako da je
∫ z
1
e
2

dt− x2 − y2 = 0. Kako je

∂F

∂z
= ez

2

> 0

vidimo da je ta jedinstvena funkcija z(x, y) osim xto je globalno dobro definisana, zaista i klase
C∞.

Drugi naqin je da posmatramo F (x, y) = x2 + y2, primetimo da va�i da je f(x, y) ≥ 1

|F (x+ h, y + k)− F (x, y)| =

∣∣∣∣∣
∫ f(x+h,y+k)

f(x,y)

et
2

dt

∣∣∣∣∣ ≥ |f(x+ h, y + k)− f(x, y)|,

Kako je F neprekidna u svakoj taqki, puxta�em (h, k)→ (0, 0) dobijamo da je i f neprekidna. Da	e,
va�i da je

F (x+ h, y)− F (x, y)

hef2(x+h,y)
≤ f(x+ h)− f(x, y)

h
≤ F (x+ h, y)− F (x, y)

hef2(x,y)

Kako je F diferencijabilna, to postoje parcijalni izvodi, a kako je i f neprekidna va�i�e

∂f

∂x
(x, y) = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x, y)

h
=

2x

ef(x,y)

analogno za ∂f
∂y = 2y

ef(x,y) . Kako su oba parcijalna izvoda neprekidne funkcije to je f diferencija-
bilna.



(b) Iz izvoda se vidi da je jedina kritiqna taqka x = y = 0 i vrednost funkcije u toj taqki je f(0, 0) = 1.
Vidimo da je

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
2x

ef2

)
=

2ef
2 − 4xef

2

f ∂f∂x
e2f2 =

2e− 0

e2
=

2

e
,

raqunato u taqki (0, 0), jer je f(0, 0) = 1 i ∂f
∂x (0, 0) = 0. Sliqno se raqunaju i ostali izvodi i dobije

se da je matrica drugih izvoda pozitivno definitna, pa je (0, 0) taqka lokalnog minimuma.

(v) Mo�ete na�i izvod odgovaraju�e funkcije, ili proceniti

a∫
1

et
2

dt 6

a∫
1

tet
2

dt =
1

2

a2∫
1

eu du =
1

2
(ea

2

− e).

(g) Ograniqi�emo parcijalne izvode. Oni su definisani na celom R2, tako da ne moramo da brinemo o
konveksnosti. Iz dela pod v za a = f(x, y) sledi

x2 + y2 =

f(x,y)∫
1

et
2

dt 6
1

2
(ef(x,y)

2

− e),

odakle je ef(x,y)
2

> 2(x2 + y2) + e. Sada imamo∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ =

2 |x|
ef2 6

2 |x|
2(x2 + y2) + e

6
|x|

x2 + 1
6

1

2
.

sliqno je za drugi, pa je to teoremi funkcija ravnomerno neprekidna.

3. Data je povrx S = {(x, y, z) ∈ R3 | |x|+ |y|+ |z| = 1, z > −1/2} i funkcija f : R3 → R sa

f(x, y, z) = log
(
z + 8

√
x2 + y2

)
.

(a) Na�i domen i diferencijal funkcije f .

(b) Izraqunati ∫∫
S

2x dxdy +
8(

z + 8
√
x2 + y2

)√
x2 + y2

(x dxdz + y dydz).

Rexe�e.

(a) Domen je z > −8
√
x2 + y2, xto predstav	a R3 bez do�eg dela popu�enog konusa. Diferencijal je

df =
8x(

z + 8
√
x2 + y2

)√
x2 + y2

dx+
8y(

z + 8
√
x2 + y2

)√
x2 + y2

dy +
1(

z + 8
√
x2 + y2

) dz.
(b) Povrx po kojoj se integrali je (slikovito) kocka okrenuta tako da joj je teme gore, bez polovine

do�eg dela. Rub ove povrxi je obod kvadrata K : |x|+ |y| 6 1/2, z = −1/2. Najpre, forma je dovo	no
komplikovana da ne treba da pokuxavate da izraqunate integral direktno, pa �emo zato da tra�imo
alternativni naqin. Jedna od mogu�nosti je da se integrali po telu koje je unutar povrxi (S koju
dopunimo kvadratom K). Me�utim! Forma koja se integrali (oznaqimo je sa α) nije definisana na

konusu z = −8
√
x2 + y2, koji prolazi kroz kvadrat K, pa ovo nije validno. Prvo rexe�e bi bilo da

zatvorimo naxu povrx S neqim drugim xto nije K i ne seqe konus (na primer, neka piramida).

Sa druge strane, mo�e se videti neka povezanost delova a i b u ovom zadatku - pojav	uju se sliqni
izrazi i to nexto treba da ka�e. Ako uradimo spo	ax�i proizvod df ∧ dz dobijamo α − 2x dxdy.
Uz malo pa�	ivijeg gleda�a izraza mo�emo videti da je forma α taqna i da je koj je primitivna

forma β = x2 dy + log
(
z + 8

√
x2 + y2

)
dz. Zaista, ako izraqunate dβ = d(x2) ∧ dy + df ∧ dz = α. po

delu a, forma β nije definisana na do�em delu konusa, ali to ne utiqe na povrx i �enu granicu.
Sada mo�emo primeniti Stoksovu teoremu na povrx S i �enu granicu ∂K:∫∫

S

α =

∫∫
S

dβ =

∫
∂K

β = ...

Ostaje da se parametrizuje ∂K kao 4 du�i i izraquna integral (primetite da �e biti dz = 0 tu,
tako da samo treba integraliti x2 dy).



4. (a) Razviti funkciju f(x) = x2 u Furijeov red na (−π, π).

(b) Neka je g(x) =
∞∑
n=1

(−1)nn2

n4+1 cosnx i h(x) = 1
4

(
x2 − π2

3

)
− g(x). Dokazati da se h mo�e 4 puta diferen-

cirati i na�i h(4).

(v) Dokazati da je g ∈ C∞(−π, π).

Rexe�e.

(a) Funkcija je parna, pa imamo samo kosinuse u razvoju. Uz to je produ�ena funkcija neprekidna, pa
va�i

f(x) = S(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx.

(b) h(x) =
∞∑
n=1

(−1)n
n2(n4+1) cosnx, a to se mo�e diferencirati 4 puta uz pomo� Vajerxtrasa i va�i

h(4) =

∞∑
n=1

(−1)nn2

n4 + 1
cosnx = g(x)

(v) Kako je h 4 puta diferencijabilna, to je i g(x) = 1
4

(
x2 − π2

3

)
−h(x) 4 puta diferencijabilna i va�i

g(4)(x) = −g(x).

Kako je 4-i izvod funkcije jednak funkciji koja je 4 puta diferencijabilna dobijamo da je g 8 puta
diferencijabilna itd.


