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1. a) Dokazati neprekidnost odozdo i uslovnu neprekidnost odozgo mere. b) Primerom
pokazati da je uslov konaqnosti mere skupova neophodan uslov za neprekidnost odozgo.
v) Neka je (X,M, µ) prostor sa merom. Dokazati µ(limEn) ≤ limµ(En), gde su En ∈M,
n ∈ N proizvo	ni skupovi.

2. Izraqunati limn→∞
∫
R fn(x)dx, gde je a) fn(x) =

1
nχ[0,n], b) fn(x) =

n cosx

2+n2x
3
2
χ[0,1].

v) Mo�e li se na ove nizove primeniti TDK? Mo�e li TMK?

3. a) Levijev stav (o zameni mesta integrala i sume).

b) Razviti u red
∫ 1
0 log 2x sin 3xdx.

4. Ispit je polagalo 22 studenta i polo�ili su skoro svi, u smislu brojaqke mere
ν. a) Koliki je taqan broj studenata koji su polo�ili ispit? b) Neka je f funkcija
koja svakom studentu dode	uje ocenu 5, 6, 7, 8, 9 ili 10 i neka je Ak skup studenata koji
su dobili ocenu k, k ∈ {5, 6, 7, 8, 9, 10}. Ako je

∫
A10

fdν = 20 koliko je studenata dobilo

10? v) Da li je ν kompletna mera?

5. a) Ispitati vezu izme�u konvergencije po meri i ravnomerne konvergencije niza
funkcija. b) Ispitati vezu izme�u konvergencije u Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ normi i ravnomerne
konvergencije. v) Ako je fn niz neprekidnih funkcija koji konvergira skoro svuda i
u Lp normi ka funkciji f, da li je tada f neprekidna? Ako je fn niz neprekidnih
funkcija koji ravnomerno konvergira ka funkciji f, da li je tada f neprekidna?

1. v) limEn = ∪∞n=1∩∞k=nEk. Neka je An = ∩∞k=nEk. Sledi An ⊂ An+1. Tada na osnovu
neprekidnosti mere odozdo va�i limn→∞ µ(An) = µ(∪∞n=1An). Dakle

µ(limEn) = µ(∪∞n=1An) = lim
n→∞

µ(An) = limµ(An) ≤ limµ(En).

Posled�a nejednakost va�i zbog uslova An ⊂ En.

2. a) limn→∞
∫ n
0

1
ndx = limn→∞

1
n

∫ n
0 dx = 1. Da se mogu primeniti teoreme TDK

ili TMK onda bi limes uxao pod integral pa bi rezultat bio nula. b) Koristimo

nejednakost a2 + b2 ≥ 2ab. Dakle 2 + n2x
3
2 ≥ 2

√
2nx

3
4 . Sledi

|fn| ≤
n| cosx|
2
√
2nx

3
4

≤ 1

2
√
2x

3
4

.

Funkcija 1

x
3
4
je integrabilna na intervalu [0, 1], dakle to je naxa integrabilna dom-

inanta, pa mo�emo primeniti TDK.

lim
n→∞

∫ 1

0

n cosx

2 + n2x
3
2

dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

n cosx

2 + n2x
3
2

dx = 0.

TMK ne mo�e, funkcije fn me�aju znak.

3. b)
∫ 1
0 log 2x sin 3xdx =

∫ 1
0 log 2x

∑∞
n=1

(−1)n(3x)2n−1

(2n−1)! dx =
∑∞

n=1

∫ 1
0 log 2x (−1)n(3x)2n−1

(2n−1)! dx.

Mesta sumi i integralu smo zamenili prema Levijevom stavu. Naime,
∑∫

|fn|dx u
naxem sluqaju je∑ 32n−1

(2n− 1)!

∫ 1

0
| log 2x|x2n−1dx =

∑ 32n−1 log 2

(2n− 1)!

∫ 1

0
x2n−1dx−

∑ 32n−1

(2n− 1)!

∫ 1

0
log xx2n−1dx



2

=
∑ 32n−1 log 2

(2n− 1)!

1

2n
+
∑ 32n−1

(2n− 1)!

1

4n2
.

Oba reda konvergiraju (npr Dalamberov kriterijum), pa je �ihov zbir konaqan. Dakle
i poqetni red konvergira. Na osnovu Levijevog stava, opravdana je zamena mesta sumi

i integralu. Da	e je
∑∞

n=1

∫ 1
0 log 2x (−1)n(3x)2n−1

(2n−1)! dx =
∑∞

n=1
(−1)n32n−1

(2n−1)!
∫ 1
0 x

2n−1 log 2xdx.

Integral s erexava parcijalnom integracijom.

4. a) Skup studenata koji nisu polo�ili je skup mere nula. Jedini skup mere nula
u brojaqkoj meri je prazan skup. Dakle, svi su polo�ili. b) f je prosta funkcija i

f =
∑10

k=5 kχAk
. Dakle

∫
A10

fdν = 10ν(A10) = 20. Sledi ν(A10) = 2. v) Poxto je jedino
prazan skup mere nula, onda je svaki �egov podskup tako�e prazan skup, pa je mer	iv.
Dakle, brojaqka mera je kompletna.

5. a) Ako niz konvergira ravnomerno, onda on konvergira po meri. Obrnuto ne
mora da va�i. Npr, niz χ[ k−1

m
, k
m
] konvergira po meri ka f = 0, ali ne konvergira

ravnomerno. b) Ako niz konvergira ravnomerno i ako je µ(X) <∞ onda niz konvergira
i u Lp, 1 ≤ p <∞ normi. (Uslov da je mera konaqna je bitan. Npr niz fn(x) =

1
nχ[0,n]

konvergira ravnomerno ka f = 0, ali ne konvergira u normi L1.) Obrnuto ne mora
da va�i. Niz χ[ k−1

m
, k
m
] konvergira u L

p normi, ali ne konvergira ravnomerno. Da	e,

ako niz konvergira ravnomerno onda on konvergira u L∞ normi. I ovde obrnuto ne
mora da va�i. Konstantan niz fn(x) = |sgnx| konvergira u L∞ normi ka f = 1 ali
ne konvergira ravnomerno. v) Niz fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] je niz neprekidnih funkcija

koji konvergira u Lp normi ka f(x) =

{
0 , x ∈ [0, 1)
1 , x = 1

koja je prekidna. Ravnomerna

konvergencija quva neprekidnost.


