
4 Инверзиjа

Дефинициjа 23. Нека jе k(O, r) круг неке равни α. Инверзиjа у односу
на круг k jе пресликавање ψk : α \ {O} −→ α \ {O} коjе тачку A слика у
тачку A′ полуправе OA такву да важи OA ·OA′ = r2.

O A A′

Важно jе нагласити да тачка O не припада ни домену ни кодомену
пресликавања ψk.

Особине овог пресликавања су:

• ψk jе инволуциjа, односно ψ2
k = Id;

Инверзиjа jе очигледно инволуциjа, тj. ψ2
k = Id, jер ако jе A′ слика

тачке A, онда A′ припада полуправоj OA и важи OA · OA′ = r2, па
следи да тачка A припада полуправоj OA′ и важи OA′ · OA = r2,
што по дефинициjи значи да jе ψk(A

′) = A. Према томе, инверзиjа jе
биjекциjа и инволуциjа.

• тачка A се слика у себе ако и само ако припада кругу k;

Ако тачка A припада кругу k, онда jе OA ·OA = r2, па како A припада
полуправоj OA, следи да jе ψk(A) = A. Обрнуто, ако jе ψk(A) = A, онда
jе OA ·OA = r2, тj. OA = r, па A припада кругу k.

• тачке из унутрашњости круга k, различите од тачке O, сликаjу се у
тачке из спољашњости круга k и обрнуто;

Помоћна конструкциjа слике тачке при инверзиjи:

O A

T

A′
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Нека jе A тачка у унутрашњости круга k различита од тачке O. Кон-
струишимо полуправу OA и нормалу n на тоj полуправоj у тачки A.
Jедну од пресечних тачака нормале n и круга k означимо са T и кон-
струишимо тангенту круга k у тачки T (нормалу на OT у тачки T )
и са A′ означимо њен пресек с полуправом OA. Троуглови △OTA и
△OA′T су слични jер jе ∡TOA = ∡A′OT и ∡OAT = π

2
= ∡OTA′, па jе

OA
OT

= OT
OA′

, односно OA ·OA′ = OT ·OT = r2. Према томе, ψk(A) = A′.

O A′

T

A

Ако jе A тачка у спољашњости круга k, онда конструишимо прои-
звољну тангенту круга k из те тачке, означимо додирну тачку са T и
конструишимо нормалу n на полуправоj OA коjа садржи тачку T и
означимо подножjе те нормале са A′. На исти начин као малопре се
добиjа да jе ψk(A) = A′.

Према томе, овим смо доказали да се тачке из унутрашњости круга k,
различите од O, сликаjу у његову спољашњост и обрнуто. Такође, та-
чке круга k се сликаjу у себе и све тачке коjе се сликаjу у себе припадаjу
кругу k.

• ако jе ψk(A) = A′ и ако jе PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′

колинеарне, онда важи H(P,Q;A,A′);

P QO A A′

Нека jе A произвољна тачка различита од O, A′ = ψk(A) и нека je
PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′ колинеарне. Тада jе O

средиште дужи PQ, а пошто A′ припада полуправоj OA, следи да ниjе

B(A,O,A′), па по дефинициjи 17 следи да jе
−→
OA · −−→OA′ = OA · OA′ =

r2 = OP 2. На основу задатка 2.11 следи да важи H(P,Q;A,A′).
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• ако права p садржи тачку O, онда се p \ {O} слика у p \ {O};

• ако права p не садржи тачку O, онда се p слика у l \ {O}, где jе l круг
коjи садржи O;

• ако круг l садржи тачку O, онда се l \ {O} слика у праву p коjа не
садржи O;

• ако круг l не садржи тачку O, онда се l слика у круг l1 коjи такође не
садржи O, при чему се центар круга l не слика у центар круга l1;

На следећим сликама видимо како се инверзиjом сликаваjу праве и
кругови у зависности од тога да ли садрже тачку O. Такође, видимо
да ако jе ψk(l) = l1, онда се центар круга l не слика у центар круга l1.

O O

O X

T

ψk(X) X ′
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• ако jе A′ = ψk(A) и B′ = ψk(B), онда jе A′B′ = r2

OA·OBAB;

O

A

B

A′

B′

Нека су A,B две разне тачке и A′ = ψk(A), B
′ = ψk(B). Троуглови

△OAB и △OB′A′ су слични jер имаjу заjеднички угао код темена O и
из OA ·OA′ = OB ·OB′ следи да jе OA : OB′ = OB : OA′. Према томе,
OA : OB′ = AB : B′A′, тj. A′B′ = OB′

OA
AB = OB·OB′

OA·OB AB = r2

OA·OBAB.

• ψk чува углове између кривих.

Угао између двеjу кривих коjе се секу jе угао између њихових тангенти
у пресечноj тачки, при чему jе права сама себи тангента у произвољ-
ноj тачки. Пошто инверзиjа чува углове, угао између тангенти двеjу
кривих у њиховоj пресечноj тачки jеднак jе углу између тангенти сли-
ка тих кривих при инверзиjи ψk у њиховоj пресечноj тачки. Пошто се
инверзиjом праве и кругови сликаjу у праве и кругове, инверзиjа чу-
ва углове између правих и кругова. Пресликавања коjа чуваjу углове
називамо конформним пресликавањима.

1. Ако се кругови k1 и k2 додируjу у центру инверзиjе, тада се инверзиjом
сликаjу у две паралелне праве. Доказати.

Решење:

O
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Нека jе k(O, r) круг инверзиjе (дакле, O jе центар инверзиjе) и нека
су k1, k2 кругови такви да jе k1 ∩ k2 = {O}. Пошто садржи центар инвер-
зиjе, кад кажемо да се круг k1 слика у праву k′1 коjа не садржи центар
инверзиjе, морамо имати у виду да слика тачке O ниjе дефинисана, па
се формално скуп k1 \ {O} слика у праву k′1, тj. важи ψk(k1 \ {O}) = k′1.
Слично и за круг k2 важи ψk(k2 \ {O}) = k′2, где jе k′2 права коjа не
садржи центар инверзиjе. Према томе, како jе ψk биjекциjа, важи

k′1 ∩ k′2 = ψk(k1 \ {O}) ∩ ψk(k2 \ {O}) = ψk((k1 \ {O}) ∩ (k2 \ {O}))
= ψk((k1 ∩ k2) \ {O}) = ∅.

Дакле, праве k′1 и k′2 немаjу заjедничких тачака, па су паралелне, што jе
и требало доказати.

2. Нека се инверзиjом ψk тачка A коjа не припада кругу k слика у A′ и
нека jе l произвољан круг коjи садржи A и A′. Доказати да jе l ⊥ k.

У решењу овог задатка користићемо 11. и 14. задатак из области
Сличност. Подсетимо се њихових поставки.
11. Ако су A,B,C,D разне колинеарне тачке, а O средиште дужи AB,

тада важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

14. Нека су A,B,C,D колинеарне тачке такве да важи B(A,C,B,D) и
нека jе k круг над пречником AB и l било коjи круг коjи садржи тачке
C,D. Доказати да важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ k ⊥ l.

Решење:

OP QA A′

Нека jе PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′ колинеарне. Тада

jе O средиште дужи PQ и важи
−→
OA · −−→OA′ = r2 = PO2, па на основу 11.

задатка из области Сличност важи H(P,Q;A,A′). Дуж PQ jе пречник
круга k, круг l садржи тачке A,A′ и важи H(P,Q;A,A′), па на основу
14. задатка из области Сличност следи да jе k ⊥ l, што jе и требало
доказати.
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3. Нека jе O центар описаног круга l троугла ABC. Ако су B′ и C ′ тачке
полуправих AB и AC такве да jе AB · AB′ = AC · AC ′ доказати да jе
OA ⊥ B′C ′.

Решење:
A

B
C

O

B′

C ′

Нека jе k(A, ρ) круг с центром у тачки A чиjи jе полупречник ρ jеднак√
AB · AB′. Тада jе B′ = ψk(B) и C ′ = ψk(C). Описани круг l садржи

тачку A, па се инверзиjом ψk слика у праву B′C ′ (тачниjе, ψk(l \ {A}) =
B′C ′). Такође, права AO садржи тачку A, па се инверзиjом ψk слика у
себе (тачниjе, ψk(AO\{A}) = AO\{A}). Права AO и круг l су међусобно
нормални, jер права AO садржи центар O круга l. Пошто инверзиjа чува
углове, следи да су слике праве AO и круга l међусобно нормални, тj. да
jе AO ⊥ B′C ′, што jе и требало доказати.
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4. Нека jе ABPQ нететивни четвороугао. Доказати да jе угао између
кругова описаних око троуглова ABP и ABQ jеднак углу између кругова
описаних око троуглова PQA и PQB.

Решење:

A B

P

Q
k1

k2

l1

l2

Означимо кругове описане око троуглова △ABP,△ABQ редом са
k1, k2, а кругове описане око троуглова △PQA,△PQB редом са l1, l2.
Много jе лакше наћи угао између правих него између кругова. Инверзиjа
чува углове и одређене кругове слика у праве, па jе пожељно применити
неку инверзиjу и пресликати што већи броj кругова у праве. Центар
инверзиjе одаберимо тако да припада наjвећем броjу кругова. Пошто све
четири тачке A,B, P,Q припадаjу по трима круговима, одаберимо било
коjу од њих за центар инверзиjе, нпр. тачку A.

A
B′

P ′

Q′

k′
1

k′
2

l′
1

l′
2

Дакле, нека jе k(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и не-
ка су тачке B′, P ′, Q′ дате са B′ = ψk(B), P ′ = ψk(P ), Q

′ = ψk(Q), праве
k′1, k

′
2, l

′
1 дате са k′1 = ψk(k1\{A}), k′2 = ψk(k2\{A}), l′1 = ψk(l1\{A}) и нека

jе круг l′2 дат са l′2 = ψk(l2). Знамо да l2 круг не садржи тачку A (ако би
jе садржао онда би четвороугао ABPQ био тетиван што jе у супротности
да претпоставком задатка да jе ABPQ нететиван четвороугао), те се он
слика у круг l′2 коjи не садржи тачку A. Круг k1 садржи тачке B,P , па
jе k′1 = B′P ′. Слично, k′2 = B′Q′ и l′1 = P ′Q′, а како круг l2 садржи тачке
B,P,Q, следи да круг l′2 садржи тачке B′, P ′, Q′. Угао између праве l′1
и круга l′2 jеднак jе оштром углу између тетиве P ′Q′ и тангенте круга
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l′2 у некоj од тачака P ′, Q′ (подударни су), а таj угао jе подударан пери-
фериjском углу над тетивом P ′Q′, тj. углу ∡P ′B′Q′, што jе угао између
правих k′1, k

′
2. Инверзиjа чува углове, па следи да jе угао између кругова

l1, l2 подударан углу између кругова k1, k2, што jе и требало доказати.

5. Нека се кругови k1, k2, k3 међусобно додируjу у тачкама P,Q,R. Дока-
зати да jе круг описан око троугла PQR ортогоналан на сва три круга.

Решење:

P

R Q

Нека jе k1 ∩ k2 = {P}, k2 ∩ k3 = {Q}, k3 ∩ k1 = {R}. Означимо круг
описан око троугла △PQR са l. Кроз сваку од тачака P,Q,R пролазе по
три од четири дата круга, па jе свеjедно коjу ћемо одабрати за центар
инверзиjе. Одаберимо нпр. тачку P .

P

Q′

R′

O3

Нека jе k(P, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су тачке
Q′, R′ дате са Q′ = ψk(Q), R

′ = ψk(R), нека су праве k′1, k
′
2, l

′ дате са
k′1 = ψk(k1 \ {P}), k′2 = ψk(k2 \ {P}), l′ = ψk(l \ {P}) и нека jе круг k′3 дат
са k′3 = ψk(k3). Кругови k1, k2 се додируjу у центру инверзиjе P , па на
основу 1. задатка следи да jе k′1 ‖ k′2, а такође кругови k1, k2 додируjу
круг k3 редом у тачкама R,Q, па су k′1, k

′
2 тангенте круга k′3 редом у

тачкама R′, Q′. Према томе, ако jе O3 центар круга k′3, онда jе O3R
′ ⊥ k′1

и O3Q
′ ⊥ k′2. Због k′1 ‖ k′2, следи да jе O3R

′ ‖ O3Q
′, па следи да су тачке

O3, Q
′, R′ колинеарне. Круг l садржи тачке P,Q,R, па jе права Q′R′ слика

круга l, односно права l′. Дакле, права l′ jе нормална на k′1, k
′
2 и садржи

центар круга k′3, па jе нормална и на k′3. Инверзиjа чува углове, па следи
да jе l ⊥ k1, k2, k3, што jе и требало доказати.
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6. Кругови k1, k2, k3 су међусобно ортогонални, при чему се k1 и k2 секу
у тачкама A и B, k2 и k3 у тачкама C и D, k3 и k1 у тачкама E и F .
Доказати да се кругови описани око троуглова ACE и ADF додируjу у
тачки A.

Решење:

A

B
C

D

E

F

k1

k2

k3

Нека су l1, l2 кругови описани око троуглова △ACE,△ADF . Тачка
A припада свим круговима осим кругу k3, па одаберимо њу за центар
инверзиjе.

Нека jе k(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су тачке
B′, C ′, D′, E ′, F ′ дате са B′ = ψk(B), C ′ = ψk(C), D

′ = ψk(D), E ′ = ψk(E),
F ′ = ψk(F ), нека су праве k′1, k

′
2, l

′
1, l

′
2 дате са k′1 = ψk(k1 \ {A}), k′2 =

ψk(k2 \ {A}), l′1 = ψk(l1 \ {A}), l2 = ψk(l2 \ {A}) и нека jе круг k′3 дат са
k′3 = ψk(k3). Инверзиjа чува углове, па следи да су праве k′1, k

′
2 међусобно

управне у тачки B′ и управне на кругу k′3, тj. садрже његов центар. Према
томе, тачка B′ je центар круга k′3. Кругови k1, k3 имаjу заjедничке тачке
E,F , па следи да се права k′1 и круг k′3 секу у тачкама E ′, F ′. Слично,
права k′2 и круг k′3 се секу у тачкама C ′, D′. Круг l1 садржи тачке A,C,E,
а круг l2 тачке A,D, F , па jе l′1 = C ′E ′ и l′2 = D′F ′.

A

B′

C ′

D′

E′

F ′

k′
1

k′
2

k′
3

Троуглови △B′C ′E ′ и △B′D′F ′ су jеднакокрако правоугли, па следи
да су углови ∡B′C ′E ′ и ∡B′D′F ′ jеднаки по 45◦, па су и међусобно поду-
дарни. Према томе, следи да су праве C ′E ′ и D′F ′ паралелне, тj. l′1 ‖ l′2.
Како кругови l1 и l2 имаjу заjедничку тачку A, следи да им jе то jедина
заjедничка тачка, тj. да се додируjу у тачки A.
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7. У равни су дата четири круга од коjих сваки додируjе тачно два круга
од преосталих. Доказати да су додирне тачке колинеарне или концикли-
чне.

Решење:

P

S

Q

R
P Q R S

Нека се кругови k1, k2 додируjу у тачки P , нека се кругови k2, k3 до-
дируjу у тачки Q, нека се кругови k3, k4 додируjу у тачки R и нека се
кругови k4, k1 додируjу у тачки S. Треба доказати да су тачке P,Q,R, S
колинеарне или концикличне. Свака од тачака P,Q,R, S заjедничка jе за
по два круга, тако да jе свеjедно коjу ћемо одабрати за центар инверзиjе.
Одаберимо нпр. тачку P .

Нека jе k(P, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су та-
чке Q′, R′, S ′ дате са Q′ = ψk(Q), R

′ = ψk(R), S
′ = ψk(S), праве k′1, k

′
2

дате са k′1 = ψk(k1 \ {P}), k′2 = ψk(k2 \ {P}) и кругови k′3, k
′
4 дати са

k′3 = ψk(k3), k
′
4 = ψk(k4). На основу 1. задатка следи да су праве k′1, k

′
2

паралелне, а пошто се k2, k3 додируjу у тачки Q и k1, k4 додируjу у тачки
S, следи да су праве k′1, k

′
2 редом тангенте кругова k4, k3 у тачкама S ′, Q′.

Пошто се кругови k3, k4 додируjу у тачки R, следи да се кругови k′3, k
′
4

додируjу у тачки R′.

P

Q′

R′

S′

O4

O3

k′
1

k′
2

k′
3

k′
4
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Означимо са O3, O4 редом центре кругова k′3, k
′
4. Пошто се они доди-

руjу у тачки R′, следи да су тачке O3, R
′, O4 колинеарне. Према томе, до-

вољно jе доказати да важи ∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, jер ће тада то бити уна-
крсни углови и доказаћемо да су Q′, R′, S ′ колинеарне. Пошто су праве
k′1, k

′
2 редом тангенте кругова k′4, k

′
3 у тачкама S ′, Q′, следи да jе S ′O4 ⊥ k′1

и Q′O3 ⊥ k′2, а пошто су и паралелне, следи да важи S ′O4 ‖ Q′O3. Према
томе, углови ∡S ′O4R

′ и ∡Q′O3R
′ jесу углови с паралелним крацима, па су

подударни, тj. важи ∡S ′O4R
′ = ∡Q′O3R

′. Троуглови △O4S
′R′,△O3Q

′R′

су jеднакокраки и имаjу подударне углове при врху, па следи да имаjу
подударне и остале углове. Специjално, важи ∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, те су
тачке Q′, R′, S ′ колинеарне.

P

Q′

R′

S′

O4

O3

k′
1

k′
2

k′
3

k′
4

Онда су P,Q,R, S колинеарне или концикличне. Заиста, нека jе p пра-
ва коjа садржи тачке Q′, R′, S ′. Инверзиjа jе инволуциjа, па jе Q = ψk(Q

′),
R = ψk(R

′), S = ψk(S
′). Ако p ∋ P , онда jе ψk(p\{P}) = p\{P}, па следи

да Q,R, S ∈ p, што значи да су P,Q,R, S колинеарне. Ако p 6∋ P , онда jе
ψk(p) = p′ \ {P}, где jе p′ круг коjи садржи тачку P и Q,R, S ∈ p′, што
значи да су P,Q,R, S концикличне.

142



8. Конструисати круг k коjи садржи две дате тачке A и B и додируjе
дату праву p.

Решење:

Анализа: Нека jе k круг коjи испуњава услове задатка, тj. нека k ∋ A,B

и нека k додируjе p.

A

P

B

p

k

Бар jедна од тачака A,B не припада правоj p, jер се права и круг
додируjу у тачно jедноj тачки, а A,B су различите тачке. Без умањења
општости, претпоставимо да тачка A не припада правоj p и одаберимо
њу за центар инверзиjе.

Нека jе l(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека jе тачка
B′ дата са B′ = ψl(B), права k′ дата са k′ = ψl(k \ {A}) и круг p′ дат са
p′ \ {A} = ψl(p), при чему k′ 6∋ A и p′ ∋ A.

A

P ′

B′

p′

k′

Круг k садржи тачку B и додируjе праву p, па следи да права k′

садржи тачку B′ и додируjе круг p′, тj. да jе тангента круга p′ из тачке
B′.

Конструкциjа: Нека p 6∋ A. Конструишимо круг l(A, ρ) произвољног
полупречника ρ > 0. Конструишимo круг p′ коjи садржи тачку A такав
да важи p′ \ {A} = ψl(p). Одредимо тачку B′ = ψl(B) и конструишимо
тангенту k′ круга p′ из тачке B′ такву да k′ 6∋ A. Конструишимо круг k
коjи садржи тачку A такав да важи k \ {A} = ψl(k

′).

Доказ: По конструкциjи, k′ jе права коjа не садржи тачку A, тj. центар
инверзиjе, па jе k круг коjи садржи тачку A. Такође, права k′ садржи
тачку B′ = ψl(B), па следи да k садржи тачку B = ψl(B

′). По конструк-
циjи, права k′ додируjе круг p′ (у тачки различитоj од тачке A, jер je k′

не садржи), па следи да круг k додируjе праву p.
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Дискусиjа: Ако обе тачке A,B припадаjу правоj p, задатак нема ре-
шења. У супротном, броj решења jе jеднак броjу тангенти круга p′ из
тачке B′, коjе не садрже тачку A, што може бити нула ако B′ припада
унутрашњости круга p′, jедан ако B′ ∈ p′ или ако B′ припада споља-
шњости круга p′ и jедна од тангенти jе права AB′, односно два у свим
осталим случаjевима.

9. Конструисати круг k коjи садржи дату тачку A и додируjе дате кру-
гове k1 и k2.

Решење:

Анализа: Нека jе k круг коjи испуњава услове задатка, тj. нека k ∋ A

и нека k додируjе кругове k1, k2.

A

A A

Нека jе l(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека jе права
k′ дата са k′ = ψl(k \ {A}). За праву k′ важи да не садржи тачку A.
Разликуjемо три случаjа: када тачка A не припада ни кругу k1 ни кругу
k2, када припада тачно jедном од њих (без умањења општости, кругу k2)
и када припада и jедном и другом.

A

У првом случаjу су и k′1 = ψl(k1) и k′2 = ψl(k2) кругови коjи не садрже
тачку A и додируjу праву k′, тj. k′ je заjедничка тангента кругова k′1, k

′
2.
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A

У другом случаjу jе k′1 = ψl(k1) круг коjи не садржи тачку A и до-
дируjе праву k′, тj. k′ jе тангента круга k′1. Такође, k′2 = ψl(k2 \ {A}) jе
права, а пошто се кругови k, k2 додируjу у тачки A, следи да jе k′ ‖ k′2.

A

У трећем случаjу се инверзиjом у односу на круг l оба круга (строго
формално, без тачке A) сликаjу у праве коjе не садрже тачку A. Пошто
се кругови k1, k додируjу у тачки A, на основу 1. задатка следи да важи
k′1 ‖ k′. Исти закључак важи и за праве k′2, k

′, тj. важи k′2 ‖ k′.

Конструкциjа: Конструишимo круг l(A, ρ) произвољног полупречника
ρ > 0. У зависности од тога да ли тачка A припада круговима k1, k2 или
не, конструишимо њихове слике k′1, k

′
2 при инверзиjи ψl. Конструишимo

праву k′ коjа не садржи тачку A и испуњава jедан од следећа три услова:
1. заjедничка jе тангента кругова k′1, k

′
2, ако A 6∈ k1, k2.

2. паралелна jе правоj k′2 и тангента jе круга k′1, ако A 6∈ k1 и A ∈ k2;
3. паралелна jе правима k′1, k

′
2 ако A ∈ k1, k2;

На краjу, конструишимо круг k коjи садржи тачку A такав да важи
k \ {A} = ψl(k

′).

Доказ: По конструкциjи jе k′ права коjа не садржи тачку A, тj. центар
инверзиjе, па jе k круг коjи садржи тачку A. Права коjа не садржи тачку
A и паралелна jе правоj k′ слика се у круг коjи додируjе круг k у центру
инверзиjе, тj. у тачки A, а круг коjи не садржи тачку A и додируjе праву
k′ слика се у круг коjи не садржи тачку A и додируjе круг k. Према
томе, у свим претходно разматраним случаjевима следи да кругови k1, k2
додируjу круг k.

Дискусиjа: Броj решења jеднак jе броjу правих не садрже тачку A и
испуњаваjу одговараjући услов из дела Конструкциjа. У првом случаjу
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броj таквих правих може бити од нула до четири, у зависности од ме-
ђусобног положаjа кругова k′1, k

′
2 (рачунаjу се и заjедничке спољашње и

заjедничке унутрашње тангенте). У другом случаjу броj таквих правих
може бити jедан или два, у зависности од тога да ли нека од двеjу тан-
генти круга k′1 коjе су паралелне правоj k′2 садржи тачку A или не. У
трећем случаjу има беконачно много решења ако су праве k′1, k

′
2 пара-

лелне, односно нема решења ако се те праве секу.

10. Конструисати круг коjи споља додируjе три дата круга k1, k2, k3.

Решење: Решење овог задатка неће бити дато као решења осталих кон-
структивних задатака (иако треба исписати све четири етапе, као и у
осталим таквим задацима), jер ће се jедноставном трансформациjом до-
вести до неког од претходна два задатка, коjа знамо да решимо. Нека
круг k(O, r) додируjе кругове k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3) споља. Нека
jе, без умањења општости, r1 ≤ r2, r3 и нека jе l(O, r+r1) круг. Тада круг
l садржи центар O1 круга k1.

O1 O2

O

O3

Ако важи нека од jеднакости r1 = r2, r1 = r3, онда круг l садржи и
неку од тачака O2, O3. Ако садржи обе, онда jе он описани круг троугла
△O1O2O3. Ако садржи само jедну од њих (без умањења општости, тачку
O2), онда он додируjе круг l3(O3, r3−r1) споља. Дакле, тада круг l садржи
тачке O1, O2 и додируjе круг l3 споља, па се његова конструкциjа врши
слично као у 8. задатку. Тамо jе, додуше, задатак био да се конструише
круг коjи садржи две дате тачке и додируjе дату праву, а овде уместо
праве треба да додируjе круг споља, али се и оваj задатак решава на
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исти начин.

O1

O2

O

O3

Ако круг l не садржи ниjедну од тачака O2, O3, онда додируjе и круг
l2(O2, r2 − r1) споља и круг l3(O3, r3 − r1) споља, па се његова конструк-
циjа врши исто као у претходном задатку (круг коjи садржи дату тачку
и додируjе два дата круга), с тим што се овде узимаjу у обзир само
заjедничке спољашње тангенте и то такве да су O1, l

′
2, l

′
3 с исте стране

те тангенте, иначе ће круг добиjен инверзиjом додиривати кругове l2, l3
унутра.

5 Изометриjске трансформациjе равни

Дефинициjа 24. Нека jе α раван. Пресликавање I : α −→ α, такво да
за сваки пар тачака (A,B) равни α важи (A,B) ∼= (I(A), I(B)), називамо
изомеш—риjском ш—рансформациjом (изомеш—риjом) равни α.

Релациjа подударности парова тачака jе основни поjам, тj. не дефи-
нише се. Све изометриjе су биjекциjе, сликаjу праве у праве (штавише,
чуваjу распоред тачака на правоj, тj. ако важи B(A,B,C), онда важи
B(I(A), I(B), I(C)), полуправе у полуправе, дужи у дужи, полуравни у
полуравни, угаоне линиjе у угаоне линиjе, углове у углове итд. Изометри-
jе коjе мењаjу ориjентациjу равни називамо инgирекш—ним изометриjама,
а оне коjе чуваjу ориjентациjу равни називамо gирекш—ним изометриjама.
За сваке две изометриjе I, J, њихова композициjа J ◦ I jе такође изоме-
триjа, и инверз I−1 изометриjе I jе такође изометриjа. Другим речима,
изометриjе чине групу у односу на операциjу композициjе пресликавања.
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Дефинициjа 25. Нека су Φ,Φ′ ⊆ α фигуре у равни α. Ако постоjи
изометриjа I : α −→ α равни α таква да важи Φ′ = I(Φ), онда кажемо
да jе фигура Φ и–оgуgарна фигури Φ′ и пишемо Φ ∼= Φ′.

Ниjе тешко доказати да jе релациjа ∼= подударности фигура jедна
релациjа еквиваленциjе. Због симетричности релациjе чешће ћемо гово-
рити да су фигуре међусобно и–оgуgарне. Дужи AB,A′B′ су међусобно
подударне ако и само ако важи (A,B) ∼= (A′, B′).

Сада ћемо видети коjе све изометриjе равни постоjе и у каквим су оне
односима.

Дефинициjа 26. Нека jе p ⊂ α права равни α и нека jе пресликавање
Sp дато на следећи начин: ако jе X ∈ p, онда jе Sp(X) = X, а иначе
jе Sp(X) = X ′, где jе X ′ тачка таква да jе p медиjатриса дужи XX ′

у равни α. Онда се пресликавање Sp назива осном рефлексиjом (осном
симеш—риjом) равни α с осом p.

p

X X ′

Ниjе тешко доказати да jе овако дефинисано пресликавање изометри-
jа. Слика произвољне дужи AB jе дуж A′B′ (A′ = Sp(A), B′ = Sp(B))
таква да jе jедна од њих ,,лик у огледалу” другоj и обратно.

A

B

A′

B′

Шта се дешава ако двапут применимо осну рефлексиjу? По дефини-
циjи се тачке праве p сликаjу у себе, а ако се X слика у X ′ такво да jе p
медиjатриса дужи XX ′, онда се X ′ мора сликати у X. Дакле, Sp◦Sp = Id,
што значи да jе осна рефлексиjа сама себи инверз, односно да jе инволу-
циjа. По дефинициjи се тачке осе p сликаjу у себе, а тачке ван осе p се не
сликаjу у себе (да би постоjала дуж чиjа jе p медиjатриса), па су jедине
фиксне тачке (тачке коjе се сликаjу у себе) тачке осе p.
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A

B

C

A′

B′

C ′

Што се промене ориjентациjе тиче, ако jе △ABC позитивно ориjенти-
сан троугао, тj. ако су A,B,C тачке равни α такве да се од темена A ка
темену B па затим ка темену C иде у позитивном смеру, онда jе троугао
△A′B′C ′, где су A′, B′, C ′ редом слике тачака A,B,C при осноj рефлекси-
jи Sp, негативно ориjентисан троугао. Према томе, осна рефлексиjа мења
ориjентациjу равни, па jе индиректна изометриjа равни.

Теорема 11. Ако jе I инgирекш—на изомеш—риjа равни α коjа има бар jеg-
ну фиксну ш—ачку P , онgа jе I осна рефлексиjа Sp чиjа оса p ⊂ α саgржи
фиксну ш—ачку P .

Теорема 12 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе p ⊂ α и–рава равни α,
Sp осна рефлексиjа и I и–роизвољна изомеш—риjа равни α. Ако jе p′ = I(p),
онgа jе I ◦ Sp ◦ I−1 = Sp′.

Дефинициjа 27. Нека jе Φ ⊆ α фигура равни α. Кажемо да jе права p
оса симеш—риjе фигуре Φ ако jе Sp(Φ) = Φ. Ако фигура Φ има бар jедну
осу симетриjе, кажемо да jе она осносимеш—рична.

Сваку изометриjу равни α можемо изразити преко осних рефлексиjа.
Штавише, увек их можемо одабрати тако да их буде наjвише три.

Теорема 13. Нека jе I и–роизвољна изомеш—риjа равни α. Таgа jе I = Sp
за неку и–раву p ⊂ α, или jе I = Sq ◦ Sp за неке и–раве p, q ⊂ α, или jе
I = Sr ◦ Sq ◦ Sp за неке и–раве p, q, r ⊂ α.

У дефинициjи 14 увели смо поjам прамена правих у равни. Прамен
правих jе у директноj вези с композициjом осних рефлексиjа. Наиме,
важи следећа важна теорема.
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Теорема 14. Нека су p, q, r ⊂ α и–раве равни α. Онgа jе коми–озициjа
Sr ◦ Sq ◦ Sp осна рефлексиjа ако и само ако и–раве p, q, r и–рии–аgаjу jеgном
и–рамену. Шш—авише, ш—аgа оса ш—е рефлексиjе (означимо jе са s) и–рии–аgа
ш—ом и–рамену и ако jе и–рава a оса симеш—риjе и–ара и–равих p, r, ш—аgа jе
и–рава a оса симеш—риjе и и–ара и–равих q, s.

S

p r

q a s

p rq

a

s

Утврдимо коjе jош изометриjе равни постоjе.

Дефинициjа 28. Пресликавање E : α −→ α такво да jе E(X) = X за
сваку тачку X ∈ α називамо коинциgенциjом.

Коинциденциjа jе, у ствари, идентичко пресликавање. Оно jе три-
виjално изометриjа, jер jе (A,B) ∼= (A,B) = (E(A), E(B)) за сваки пар
тачака A,B. С обзиром на то да jе Sp◦Sp = Id = E , имамо репрезентациjу
коинциденциjе преко производа двеjу осних рефлексиjа. Тривиjално, ко-
инциденциjа jе директна изометриjа равни.

Теорема 15. Ако изомеш—риjа I равни α има бар ш—ри неколинеарне фик-
сне ш—ачке, онgа jе I = E . Ако gирекш—на изомеш—риjа I равни α има бар
gве разне фиксне ш—ачке, онgа jе I = E .

Дефинициjа 29. Нека jе S ∈ α тачка равни α и ϕ ориjентисани угао
у тоj равни. Пресликавање RS,ϕ : α −→ α такво да jе RS,ϕ(S) = S

и RS,ϕ(X) = X ′ где jе X ′ таква да важи SX = SX ′ и ∡XSX ′ = ϕ

(подударни су и имаjу исту ориjентациjу), за тачке X 6= S, назива се
рош—ациjом око центра S за ориjентисани угао ϕ.

S

X

X ′

ϕ

Да бисмо разумели како ротациjа пресликава тачке равни α, замисли-
мо да имамо крути штап чиjи jедан краj у центру S и коjи jе фиксиран,
а други краj jе у произвољноj тачки X равни α. Ротациjом штапа за
ориjентисани угао ϕ добиjемо положаj тачке X ′ = RS,ϕ(X).
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S p

q

X

X ′

X ′′

Како видети ротациjу као композициjу двеjу осних рефлексиjа? Озна-
чимо са p произвољну праву равни α коjа садржи тачку S и са q праву
равни α добиjену ротациjом праве p око центра S за ориjентисани угао ϕ

2
.

Ниjе тешко доказати да у том случаjу важи RS,ϕ = Sq ◦ Sp. Напоменимо
да репрезентациjа ротациjе RS,ϕ као Sq ◦ Sp ниjе jединствена, jер праве
p, q можемо ротирати око центра S за произвољан угао и добити праве
p′, q′ такве да jе композициjа Sq′ ◦ Sp′ такође jеднака полазноj ротациjи.

Ниjе тешко доказати да jе RS,ψ ◦RS,ϕ = RS,ϕ+ψ, RS,0◦ = RS,360◦ = E и
R−1
S,ϕ = RS,−ϕ, где jе −ϕ угао подударан углу ϕ, супротне ориjентациjе.

Теорема 16. Ако gирекш—на изомеш—риjа I равни α има ш—ачно jеgну фик-
сну ш—ачку S, онgа jе I = RS,ϕ, за неки ориjенш—исани уı–ао ϕ различиш— оg
0◦ или и–уноı– уı–ла.

Теорема 17 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе S ∈ α ш—ачка равни α,
ϕ ориjенш—исани уı–ао у ш—оj равни, RS,ϕ рош—ациjа и I и–роизвољна изо-
меш—риjа равни α. Ако jе S ′ = I(S), онgа jе I ◦ RS,ϕ ◦ I−1 = RS′,ϕ, ако jе
I gирекш—на, оgносно I ◦ RS,ϕ ◦ I−1 = RS′,−ϕ, ако jе I инgирекш—на изо-
меш—риjа.

Може се доказати да ако jе ϕ конвексан угао различит од 0◦ или
опруженог угла и p′ = RS,ϕ(p), онда праве p, p′ заклапаjу углове ϕ и
180◦ − ϕ.

Специjални случаj ротациjе jесте онаj у коме jе угао ротациjе опру-
жени угао. Тада за тачку X ′ = RS,180◦(X), где jе X 6= S, важи да jе
SX ′ = SX и ∡XSX ′ = 180◦, тj. B(X,S,X ′). Тачка S jе онда средиште
дужи XX ′.

S XX ′

Ово пресликавање се назива ценш—ралном симеш—риjом и означава се
са SS (не употребљава се термин централна рефлексиjа; он се користи
кад се говори о изометриjама jедне праве). Jасно jе да важи S−1

S = SS, jер
jе SS ◦SS = RS,180◦ ◦RS,180◦ = RS,360◦ = E . Такође, ако jе SS = Sq◦Sp, онда
jе ориjентисани угао од праве p ка правоj q подударан углу 180◦

2
= 90◦,

тj. важи p ⊥ q.
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Слично поjму осе симетриjе неке фигуре, постоjи и поjам центра си-
метриjе фигуре.

Дефинициjа 30. Нека jе Φ ⊆ α фигура равни α. Кажемо да jе тачка S
ценш—ар симеш—риjе фигуре Φ ако jе SS(Φ) = Φ. Ако фигура Φ има бар
jедан центар симетриjе, онда jе она ценш—ралносимеш—рична.

Дефинициjа 31. Нека jе
−→
AB произвољан вектор у равни α. Преслика-

вање T−→
AB

: α −→ α дато са T−→
AB

(X) = X ′, где jе X ′ таква да jе
−−→
XX ′ =

−→
AB,

назива се ш—ранслациjом за вектор
−→
AB.

A

B

X

X ′

Транслациjа не представља ништа друго него праволиниjско кретање
у одређеном смеру. Ниjе тешко доказати да jе T−−→

BC
◦T−→

AB
= T−→

AB+
−−→
BC

= T−→
AC

и T −1
−→
AB

= T−−→
AB

= T−→
BA

. Дакле, транслациjе (заjедно са коинциденциjом)
чине групу коjа jе подгрупа групе изометриjа.

A B

p

C

q

X X ′X ′′

Нека jе p права коjа садржи тачку A и управна jе на правоj AB и нека
jе q права коjа садржи средиште C дужи AB и управна jе на правоj AB.
Jасно, тада jе p ‖ q. Ниjе тешко доказати да важи T−→

AB
= Sq ◦Sp. Дакле, и

транслациjу видимо као композициjу двеjу осних рефлексиjа. Наравно,
ово ниjе jедина репрезентациjа транслациjе T−→

AB
, тj. уместо правих p, q

можемо посматрати праве p′, q′ коjе су управне на AB и налазе се на
растоjању AB

2
, при чему jе смер од праве p′ ка правоj q′ исти као смер

вектора
−→
AB.

Транслациjа jе директна изометриjа. То можемо видети директно из
дефинициjе (померањем у правцу неког вектора не мења се ориjентациjа
равни), а можемо видети и из чињенице да се транслациjа представља
као композициjа двеjу осних рефлексиjа. Што се тиче фиксних тачака,

важи следеће. Ако jе
−→
AB =

−→
0 , тj. ако jе у питању коинциденциjа, све

тачке равни α су фиксне, а ако jе
−→
AB 6= −→

0 , онда jе X ′ 6= X за сваку
тачку X равни α, тj. ниjедна тачка ниjе фиксна.

Теорема 18. Ако gирекш—на изомеш—риjа I равни α нема фиксних ш—ачака,

онgа jе I = T−→
AB

, ı–gе jе
−→
AB неки ненула векш—ор равни α.
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