4 HaBep3uja

Hedununmja 23. Heka je k(O, r) kpyr Heke paBHu «. HHeepsuja y 0JHOCY
ma Kpyr k je npecimkasambe ¥ : o\ {O} — a\ {O} xoje Tauxy A cimka y
tauky A’ nomynpase OA raksy ja saxu OA-OA = r?.

Baxno je marmacuru ga tadka O He NPUIIALa HE JOMEHY HH KOJIOMEHY
Ipec/InKaBama, Py.
Ocobune 0OBOI' IIpec/INKaBamba Cy:

e 1, je mHBOMYIHMja, opHOCHO ¥7 = Id;

Nusepsuja je ounrienno unsotyimja, 1j. ¥ = Id, jep axo je A’ comka
tauke A, onna A’ mpumana nomynpasoj OA u Baxxu OA - OA” = r?, na
cnemn ga Tadxa A mpumana mosynpasoj OA’ m saxu OA' - OA = r2,
mrro o Jedunnnuju 3uaqn jga je Y (A’) = A. Ilpema Tome, unBep3uja je
OUjeKIja n MHBOJIYIIN]A.

e Tauka A ce cimka y cebe ako M caMo ako Ipuiajga Kpyry k;

Axo Tauka A npunaja kpyry k, ouga je OA-OA = r?, na xaxo A npunaja
nostynipasoj OA, cienn na je 1 (A) = A. O6puyTo, ako je Y (A) = A, onna
je OA-OA =712 1j. OA = r, na A npunaia kpyry k.

® TavyKe U3 YHYTPAIIHOCTH Kpyra k, pasiamaute o Tadke (), CIUKajy ce y
TauKe U3 CIOJbAIIbOCTU Kpyra k u 0OpHyTO;

[Tomohna KOHCTpYKIMja C/IUKEe TavyKe TP WHBEP3UjU:
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Heka je A Tauka y ynyTpamimoctu Kpyra k pasanauta oj tadxke O. Kon-
crpyutiumo nosrynpasy OA u HOpMasy n Ha TOj MOJYIPaBoj y Taduku A.
Jesny o mpecevHnX Tavaka HOpMaJe n U Kpyra k o3HaduMo ca 1’ KOH-
CTPYUIIUMO TaHTeHTy Kpyra k y tauku T (mopmasy wa OT y tauku T')
u ca A’ ozaunmo mwen npecek ¢ nosynpasom OA. Tpoyrinosu AOTA u
AOA'T cy cmmanm jep je LTOA = LA'OT n LOAT = 5 = LOT A, na je

94 = &% onnocno OA - OA' = OT - OT = r?. Ilpema tome, ¥y (A) = A'.

Ako je A Tauka y CHO/bAIIBOCTH Kpyra k, OHJ/Ia KOHCTPYHUIITUMO ITPOU-
3BOJ/bHY TAHIE€HTY Kpyra k U3 Te Tavke, O3HAUUMO JIOJUPHY TadKy ca 1 u
KOHCTPYHUIIIIMO HOpMaJy n Ha moJynpaso] OA Koja caap:ku Tadky 1’ u
o3HauUMO HoAHOXK]je Te nopmase ca A'. Ha merm maumn kao majonpe ce

nobuja ma je v (A) = A'.

[Ipema ToMe, OBUM CMO JIOKA3aJId Ja ce TadKe U3 YHYTPaIlmhocTh Kpyra k,
pazauunte o (O, CIUKajy y HEeroBy CIOJbAIIOCT U 00pHYyTO. Takohe, Ta-
JKe Kpyra k ce ciimkajy y cedbe u ¢Be Taduke Koje ce CJuKajy y cebe mpuriajiajy
Kpyry k.

ako je Y (A) = A’ u ako je PQ) npeunuk Kpyra k takas Ja cy P,Q, A, A’
KoJHeapHe, outa Baxu H(P, Q; A, A');

P Q A

Heka je A mpomssospHa Tauka pasmmanra ox O, A’ = ¢ (A) u Heka je
P(Q upeunuk kpyra k takas jga cy P,Q,A, A" xonmuneapue. Tama je O
cpeaurnre ayzku PQ), a nomro A’ npumaza noaymnpasoj OA, ciaenn 1a Huje
B(A,0,A"), na o pedununmjun 17 caemn na je O—1>4 -0OA" = 0OA-0A =
r? = OP?. Ha ocnoBy 3ajatka 2.11 ciean ga paxu H(P,Q; A, A').
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ako mpasa p caapxu Tauky O, ouga ce p \ {O} ciuka y p\ {O};

aKo mpasa p He caapxku Tadky O, onga ce p cimka y [\ {O}, tae je [ xpyr
koju cajsip:ku O;

ako Kpyr [ caapxu tauky O, onga ce [\ {O} ciauka y mpaBy p Koja He
cagpxu O;

ako Kpyr [ He cagpzxku Tauky O, oHIa ce [ cimKa y KpyT [; Koju Takohe He
cagpzxku O, Ipu deMy ce IeHTap Kpyra | He cJIMKa y neHTap Kpyra lq;

Ha cremehum cimkama BHINMO KaKO Ce MHBEP3WjOM CINKABA]y IMpaBe u
KPYTOBH Y 3aBUCHOCTH OJI Tora Jia Ju cajipxke Tadky O. Takobe, Bugnmo
na axo je Y (l) = Iy, onga ce nenrap Kpyra [ He cimKa y TieHTap Kpyra lq.

m /<‘
(&
Gy . |
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o ako je A" = ¢p(A) u B' = ¢ (B), onna je A'B’ = ﬁAB;

A/

Heka cy A, B jase pasue tatuke u A = (A), B’ = x(B). Tpoyriosu
ANOAB u AOB'A’ cy cuuann jep umajy 3ajelHu9Kn yrao Ko remena O u
3z OA-OA'=0B-0OB’ ciemn na je OA: OB = OB : OA’. IIpema tome,

OA: OB = AB: B'A' 1j. AB = 2B AB = 9808 Ap — 1" AB.

® ;. dyBa yrjoBe u3Mehy KpUBUX.

Yrao uzmely jiBejy KpUBUX KOje ce CeKy je yrao udMely mUXOBUX TAaHI'€HTU
y TPECcevYHoj TavyKu, IPU YeMy je IpaBa caMa ceOM TaHTeHTa Y ITPOU3BOJb-
noj Tauku. [lomro mHBep3Mja YyBa yrjoBe, yrao usmMehy TaHTeHTH JBEjy
KPHUBUX Y bUXOBO] IIPECEUHOj TAUKHU jeJHAK je YIJIy u3Mely TaHTeHTU CJI-
Ka TUX KPUBUX IIPU UHBEP3UjU U Y HBUXOBO] IlpecevHoj tauku. [lomro ce
WHBEP3UjOM IIpaBe M KPYT'OBU CJIUKA]y V IpaBe W KPYyroBe, NHBEP3Uja Ty-
Ba yryioBe m3Mmehy npaBux u Kpyrosa. [IpecimkaBarma Koja 1qyBajy yrjoBe
HA3UBAMO KOHPOPMHUM TIPECTHKABAILUMA.

1. Axo ce kpyrosu ki u kg 101pyjy v IIEHTPY WHBEP3Uje, Tajla ce MHBEP3UjOM
CIMKajy y JiBe napaJjeiHe mpase. [lokazaTn.

Penieme:
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Heka je k(O,r) kpyr uusepsuje (maxie, O je 1eHTap MHBEP3Uje) U HEKA
cy ki, ko kpyrosu Taksu Ja je ky Nky = {O}. [lormro cagpxku rienrap nuBep-
3mje, K/ KaykeMo Ja ce Kpyr k; cimka y mnpaBy k] Koja He CaJprKu IEeHTap
MHBEp3Mje, MOpaMO UMaTH y BUIAY jJa cianka Tadke O Huje neduHMCaAHA, 1A
ce dopmasmo ckyn ky \ {O} cimka y npaBy &, 1j. Baxku (k1 \ {O}) = k.
Comano u 3a Kpyr ke Baxu ¥i(ke \ {O}) = ki, rme je k) npasa koja e
caJipxku 1ieaTap uasepsuje. [Ipema Tome, Kako je 1) Oujexiuja, BaxKu

Kinky = ek \{O}) N (k2 \ {O}) = vi((kr \ {O}) N (k2 \ {O}))
= Ue((ki k) \ {O}) = 0.

Haxme, mpase k) n ki, Hemajy 3ajeHIYKIX Tadaka, 1a Cy mapajiesite, mTo je
1 TpebaJio JoKa3aTH.

2. Heka ce unBepsujom ¢, Tauka A Koja He npunaja Kpyry k ciuka y A’ n
Heka je [ mpousBosban Kpyr Koju caapxu A u A'. Jlokasaru na je [ L k.

Y pememwy oBor 3ajiaTka Kopuctuhemo 11. m 14. 3ayarak u3 objactu
Crmanoct. [logcernmo ce BUXOBUX TOCTABKH.
11. Axko cy A, B,C, D pasne koymnaeapte Tadke, a O cpeauinre nyxxu AB,
taja Baxku H(A, B;C, D) <= AO? = O? . O?
14. Heka cy A, B,C, D xonuneapHe tauke takse ja Baxku B(A,C, B, D) u
Heka je k Kpyr HaJ npedHukoM AB u [ Oujio Koju Kpyr KOju CaJIp:KU TadKe

C, D. Jlokazaru na Baxku H(A, B;C,D) <=k L L.

Penieme:

Hexka je PQ npeunuk kpyra k takas ja cy P,Q, A, A’ konmuneapue. Taja
je O cpemumire ayxu PQ u Baxku OA - OA" = r* = PO?, na na ocnony 11.
sajaTka u3 obmacru Comanocr Baxku H(P,Q; A, A"). lyx PQ je upednuk
kpyra k, kpyr [ cagapxu tadke A, A" u Baxu H(P,Q; A, A’), na Ha ocHOBY
14. zaymarka n3 obnacru Chmaroct ciaean fa je k L [, mro je m Tpebdaso
JIOKA3ATH.
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3. Heka je O nenrap onucanor kpyra [ tpoyria ABC. Ako cy B’ u C' tauke
nonynpasux AB u AC rtakse ja je AB - AB' = AC - AC' nokazatu ja je
OA 1L B'C".

Penieme:
A Q

B/

Heka je k(A, p) Kpyr ¢ meHTPOM y Taduku A 9uju je HOTyIIpedHIK p jeHAK
VAB - AB'. Tana je B' = ¢y (B) u C" = 14(C). Onucanun kpyr [ cajpxu
Tauky A, ma ce uuBepsujom vy, cauka y npasy B'C’ (taanuje, (1 \ {A}) =
B'C"). Takobe, npaa AO cajpxu Tauky A, ma ce UHBEP3UjOM Uy CIUKA Y
cebe (Taunnje, Y (AO\{A}) = AO\{A}). IIpasa AO u xpyr [ cy melhycobuo
nopmaJinu, jep npasa AO canpzxku nentap O kpyra [. [lomro nnepsuja qysa
yIJIOBe, caean jia cy cianke npape AQ un kpyra [ mel)ycoOHO HOpMAaJIHHI, Tj. Ja
je AO L B'C’, miro je u Tpebajio JOKa3aTH.

137



4. Heka je ABP() nereruBHu 4erBopoyrao. lokaszaru na je yrao msmely
KpyroBa omnucanux oko Tpoyriiosa ABP u ABQ jennak yriay usmely kpyrosa
orcaHux oKO TpoyrioBa PQA nu PQB.

Penieme:

Q.

OsnaunMo Kpyrose ommcane oko TpoyrioBa NABP, AABQ penom ca
k1, ks, a kpyrose omucane oko Tpoyrioa APQA, APQB peinom ca ly,ls.
Mrmoro je maxine sHahn yrao m3mely npasux zHero u3amely kpyrosa. VHBep3nja
qyBa yrjioBe u ojpeheHe Kpyrose C/IMKa y IpaBe, 1a je TOXKe/bHO MPUMEHUTH
HEeKy WHBep3ujy U npecaukaru mrto Behm O6poj kpyrosa y mpase. [lenrtap
MHBep3HUje o1abepuMo Tako Jia npuiiajia Hajsehem 6pojy Kpyrosa. [lomrro cBe
yernpu tauke A, B, P, () upunajajy 1o TpuMma KpyroBuMa, oJadepruMo OMIo
KOJjy OJI FhUX 3a I€HTAp UHBEp3uje, HIIP. Tauky A.

Hakie, weka je k(A,p) Kpyr mpou3Bo/bHOT MOJMyHIpedHuKa p > 0 U He-

ka cy tauke B’ P’ ()’ nare ca B = ¢y (B), P’ = Yx(P), Q" = ¥x(Q), npase
| K 2 nae ca K = (i \ {AD), K = (ko \ {A}), 1 = (1 \{A}) m rexa
je xkpyr I, mar ca ll = 1y (ly). 3namo na ly Kpyr He cagpku Taduky A (ako 6u
je cagpkao oHIa 6u TeTBOpoyrao ABP() 610 TeTuBaH IITO je Y CYyIPOTHOCTH
Jla, IPETIIOCTABKOM 3ajiaTKa Jia je ABP() HeTeTHBaH 4€TBOPOYTao), Te ce OH
cimka y Kpyr [y koju He caapxku tauky A. Kpyr ki cagpxu tauke B, P, na
je ki = B'P’. Cmuno, ki, = B'Q' u l} = P'Q)’, a kako Kpyr [y cajipxKu Tavuke
B, P,Q, cneqn ja kpyr Iy caapxu tadke B’ P’ (Q)'. Yrao usmehy upase [}
u kpyra [}, jennak je ormrrpom yriay m3mehy termse P'() m TamrenTe Kpyra
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Il y mekoj ox Tavaka P’ Q)" (momymaphu cy), a Taj yrao je mojyjapaH nepu-
depujckom yriury mas rerusoM P'Q), 1j. yriny £ P'B'Q’, mro je yrao usmely
upasux ki, k). VluBepsnja qysa yriiose, Iia cjean J1a je yrao n3mehy Kpyrosa
l1, s momynapan yriry usmehy Kpyrosa ki, ko, TITO je u Tpebajo JTOKa3aTH.

5. Heka ce kpyrosu ki, ks, k3 meljycobno jmonupyjy y Taukama P, (), R. Jloka-
3aTHU Jla je KpyT oImcaH oko Tpoyriaa PR oproroHajaH Ha cBa TPHU KpyTa.

Heka je k1 Nky = {P}, ko Nks = {Q}, ks Nk = {R}. O3naunmo kpyr
ommcan oko Tpoyriaa APQR ca l. Kpos cBaky ox Tagaka P, (), R mpo/ase 1o
TPHU OJ YeTHPH JlaTa Kpyra, Ia je CBejeJIHO Kojy hemo ojabpartu 3a IeHTap
nnpepsuje. OmgadbepumMo HIP. Tauky P.

P

o

R’/_\Q/
N

Heka je k(P, p) Kpyr Hpou3BOJLHOI MOIYIPEIHIKa p > 0 1 HeKa Cy Tadke
Q', R nare ca Q' = Yp(Q), R = x(R), Hexa cy mpase ki, k), I mare ca
k= Yu(ku \{P}), k3 = (ko \ {P}),I" = ¢y (I\ {P}) n nexa je kpyr ki nar
ca kb = i (ks). Kpyrosu ki, ko ce nomupyjy y mnentpy unsepsuje P, na Ha
ocuoBy 1. 3asarka ciequ ja je k) || kb, a takohe kpyrosu ki, ke momupyjy
Kpyr k3 pemom y rmaukama R, (Q), ma cy ki, k) tanrente kpyra kj pemom y
taukama R, Q)'. Ilpema Tome, ako je O nientap kpyra ki, onga je OsR' L k]
u O3Q" L k. 36or kY || kb, cienn na je OsR' || O3Q)', ma caeau na cy Tatdike
O3, @', R xkomuneapue. Kpyr [ cagpxxu tauke P, (), R, na je upasa ()’ R’ ciuka
kpyra [, ogaocHo npasa . Jlakie, npasa I’ je Hopmasina na kf, kb u cajpxkun
neHTap Kpyra kj, ma je HopmasHa u Ha kj. VlHBep3uja qyBa yriose, ma ciein
na je | L ki, ko, k3, miTo je m TpebaJio JloKa3aTu.
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6. Kpyrosu ky, ks, k3 cy mehycobno oproronasuu, npu demy ce ki u ky cexy
y Taukama A u B, ko u ks y Taukama C' u D, ks u ki y Taukama F u F.
Jokazatu ja ce kpyrosu onucauu oko Tpoyriosa ACE u ADF nomupyjy y
Taaku A.

Penieme:

Hexka cy [, ly kpyrosu onucanu oko TpoyrioBa NACE, AADF. Tauka
A mpunajia CBUM KPYrOBUMa OCUM KPYTY k3, a o1abepuMo by 3a IeHTap
UHBep3Wje.

Heka je k(A, p) Kpyr npou3BOBHOL TOJYIPEeIHIKA p > 0 U HeKa Cy Tadke
B',C", D', E'" F' pare ca B' =1y (B), C" = (C), D' = ¢y(D), E' =y (E),
F' = ¢p(F), ueka cy upase ki, k5 I} 15 nare ca kf = vp(ky \ {A}), k), =
Uik \ {A}), I} = ¥i(li \ {A}), l2 = ¥r(l2 \ {A}) n nexa je xpyr ki jar ca
k5 = 1x(ks). iaBepsuja qyBa yriose, na ciaeau Ja cy upase ki, ki mehycobHo
yipasae y Tadku B’ n ynpasHe Ha KPyTy kj, Tj. caJprke meroB enTap. [Ipema
Tome, Tadka B’ je menrap kpyra kb. Kpyrosu ki, k3 nmajy 3ajennutike tadke
E F, na ciequ na ce upasa ki u Kpyr k% cexy y taukama E', F”'. Cinaro,

upasa k) u Kpyr k% ce ceky y taukama C', D'. Kpyr [y cappxu rauxe A, C, E,
a Kpyr lp Tauke A, D, F.najely, =C'E' uly, = D'F'.

Tpoyrinosu AB'C'E' u AB'D'F’ cy jenHakOKpaKo MPaBOyTJIH, Ma CJIe/in
na cy yroosu £ B'C'E' u AB'D'F” jemnaku 1o 45°, ma ¢y u meljycobno mosty-
napuu. [Ipema tome, cienn na cy npase C'E' u D'F' napanenne, 1j. I} || 1.
Kako kpyrosu [ u ly nMmajy 3ajeIHUUKY Tauky A, cjeau ja UM je To jenHa
3aje/IHMYKA TavKa, Tj. Ja ce J0aupyjy v Tadkn A.
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7. Y paBHU Cy JaTa YeTHPHU KPyTa 0J1 KOJUX CBaKM JIO/INPYje TaYHO JBa KpyTra
oJ1 mpeoctanux. JlokazaTu j1a cy jojupHe Tadke KOJUHEApHe WM KOHIIUKJTI-
JHe.

Penieme:

Heka ce kpyrosu ki, ky nomupyjy y Tauku P, HeKa ce Kpyrosu ks, ks j10-
nupyjy v Tadku (), neka ce Kpyrou ks, ks momupyjy y tauku R u Heka ce
KpyroBsu ky, ki nopupyjy y tauku S. Tpeba nokaszaru ja cy tauke P, Q, R, S
KoJImHeapHe min Konnukandne. Cpaka o tadaka P, (), R, S 3ajeqnndka je 3a
110 JIBa Kpyra, TaKo Jia je CBeje/IHO KOjy hemo ojadpaTn 3a eHTap WHBep3uje.
Opabepumo HIp. Tauky P.

Heka je k(P,p) Kpyr npou3Bo/bHOT HOJIylpednnka p > 0 U Heka cy Ta-
qke @, RS’ nare ca Q' = Y¥p(Q), R = ¢Yr(R),S" = p(S), npase ki, ki
nmare ca k] = (k1 \ {P}),k} = ¢r(ka \ {P}) u kpyrosu ki, kj nartu ca
ky = r(ks), k) = ¥x(ks). Ha ocroBy 1. 3amarka ciaemn na cy npase ki, kb
mapaiesie, a momro ce ky, ks nomupyjy y tauxu Q u ki, ks fomupyjy y radkm
S, cnenn ja cy npase ki, ki pejiom Tanrente Kpyrosa ky, ks y Taukama S’ Q'
[Tomro ce KpyroBu ks, ks Jomupyjy y tadku R, cienn na ce Kpyrosu kj, k)
Jnoupyjy y tauku R
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Osmauammvo ca Os, Oy pesiom 1ientpe Kpyrosa kj, k. Ilomrro ce onn nozm-
pyjy y Tauku R’ cieau na cy tauke Oz, R’ O, xonuneapue. [Ipema Tome, J1o-
BOJBHO je nokazaru ja Baxku £S5 R'Oy = £Q'R'Os, jep he Taga To 6urn yHa-
KpcHE yryioBu u jokaszahemo ja cy @', R, S’ konmuneapne. [omro cy npase
K, ki penom Tanrente Kpyrosa kj, kb y Taukama S, Q' cirenn na je 'Oy L Ky
u QO3 L ki, a nomro cy u napasense, cienu jga Baxu S'Oy || Q'Os. Tlpema
rome, yriosu £S5’ O4R' nu £Q'O3 R’ jecy yryioBu ¢ napaJjieJIiuM Kpaluma, 1a cy
noaynapuau, 1j. Baxku £S'O4R = £Q'OsR'. Tpoyriosu ANOLS'R', AOsQ' R’
Cy jeITHAKOKPaKM M MMajy IOJly/lapHe YIJIOBE IIPU BPXY, Ia CJIEN Ja UMajy
nojyapue u ocrase yriaose. Crenujanno, Baxu £S'R'Oy = £Q'R' O3, e cy
rauke ', R, S’ kosmneapue.

Onga cy P, Q, R, S KoimHeapHe WIn KOHIUKINYIHE. 3ancTa, HeKa je p mpa-
Ba Koja cajpxku tauke @', R’ S". NuBepsuja je unposynuja, na je Q = ¥(Q’),
R=1y(R). S = ts(S). Axo p > P, omaa je n(p\ {P}) = p\ {P}, ma caea
na @, R, S € p, mro 3naun ja cy P,Q, R, S konuneapue. Ako p # P, onja je
Ur(p) = p' \ {P}, tae je p' kpyr koju caapxku tauky P u @, R, S € p/, mto
sHavn ga cy P, @), R, S KOHIUKInIHE.
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8. Koncrpyucarn kpyr k xoju cajpxku jiBe jare tadke A u B u jgoaupyje
JIaTy MIPaBy pP.

Penieme:

Anasmza: Heka je k Kpyr Koju uciymaBa yeaoBe 3ajaTka, Tj. neka k 5 A, B
u HeKa k joaupyje p.

2 A

P p

Bap jemna ox tavaka A, B He mpumnaja mpaBoj p, jep ce mpaBa U KPyT
JIOMPY]Y y TA49HO jeHoj tadku, a A, B cy pasnmunrte Tadke. be3 ymamema
OIIIITOCTH, TPETIIOCTABUMO Jia Tadka A He NMpUIaja mpaBoj p u ogabepumMo
by 3a [EeHTap WHBEp3uje.

Heka je [(A, p) Kpyr Ipon3Bo/bHOD moJIyHIpedHuKa p > 0 1 HeKa je Tadka
B’ nara ca B' = 1y(B), upasa k' nara ca k' = ¢;(k \ {A}) u xpyr p’ nar ca
P\ {A} = Gi(p), mpi ey K F A n pf 5 A,

A

B/
P’ K
Kpyr k cagpxku Ttauky B u jgoaupyje mnpasy p, Ila cjieau ja npasa k'
caapxku Tauky B’ u gomupyje Kpyr p’, Tj. ma je TanreHTa Kpyra p’ U3 Tauke
B

Koncrpykimja: Heka p # A. Koncrpyumminvo kpyr [(A, p) mpousBosbHOT
nosynpeannka p > 0. Koncerpynmmmo Kpyr p' Koju cajpku Tauky A takas
na Baku p\ {A} = ¥y(p). Oapenumo tauky B’ = 1;(B) u KOHCTPYUIIIUMO
taurenty k' kpyra p’ usz rauke B’ taksy ja k' F A. Koncrpyummumo Kpyr k
Koju cajpku Taduky A takas Ja Baxku k\ {A} = ¥ (K').

Hoxkasz: Ilo koncrpykimju, k' je npasa Koja He caJapzKu Tauky A, Tj. menrap
uHBepsuje, ma je k Kpyr koju caapxu tauky A. Takobe, npasa k' campzxkun
tauky B’ = ¢;(B), na caemu ga k caapxu tauky B = ¢;(B’). [lo korCTpYyK-
muju, npasa k' jpoaupyje kpyr p' (y tauku pazimautoj oi tauke A, jep je k’
He CaJpKu), Ia cJien Ja Kpyr k nojupyje mpasy p.
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Huckycuja: Axko obe tauke A, B npumnajajy npaBoj p, 3ajaTak HeMa pe-
mema. Y CynpoTrHoM, 6poj pemiema je jegnak Opojy TaHrentu kKpyra p’ us
tauke B') Koje He cajpxke Tauky A, mro mMoxke 6uty Hysa ako B’ npunaja
YHyTpaImocT Kpyra p', jenan ako B’ € p/ mwm ako B’ npumaja crosba-
IIFHOCTU Kpyra p’ U jejHa oj TaHreHTH je npasa AB’, 0JIHOCHO JBa y CBUM
OCTAJINM CJIydajeBUMa.

9. Koncrpyucaru kpyr k Koju cajpKu jaTy Tadky A u noampyje jgate Kpy-
rose ky u ks.

Penieme:

Ananmnza: Heka je k kpyr Koju ucmymaBa ycjioBe 3ajiaTka, Tj. Heka k 5 A
u HeKa k nomupyje kpyrose ki, ks.

e Ol OReey

Heka je [(A, p) KpyT mIpOM3BOJEHOT TOJTyIpedIHnKa p > () 1 HeKa je mpasa
k' mara ca k‘ = y(k \ {A}). Ba mpaBy k' Baxku ja me caJp:ku Tadky A.
Paznukyjemo tpu ciay4uaja: kaja tauka A e npuraja Hu Kpyry kp HU Kpyry
k2, KaJla TpUIa/Ia TaqTHO jeJHOM OJf ibHX (0e3 yMamberba OIIITOCTH, KPyTy k2)
U KaJa TPUIAJIA W jeJJHOM U JIPYTOM.

o

A

Y npBowm cityuajy cy u k] = ¥y(ky) u kb, = 1;(k2) Kpyrosu Koju He cajiprKe
rauky A u gonupyjy upasy k', 1j. k' je 3ajesnuuka Tanrenta kpyrosa ki, kb.
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Y apyrom ciay4ajy je ki = (k1) Kpyr koju He cajpxku Tauky A u jo-
mupyje npaBy k', 1j. k' je Tanrenrta xpyra kj. Takobe, ki, = (ko \ {A}) je
paBa, a IOIITO ce KPYyroBu k, ko mopupyjy y taduku A, ciemu ma je k' || k.

VY rpehem ciyuajy ce naBep3ujoM y oiHOCY Ha Kpyr [ 06a Kpyra (cTporo
dbopmasao, 6e3 Tauke A) camkajy y npase Koje He cajpxke Tadky A. Ilomrro
ce Kpyrosu ki, k noaupyjy y Tauku A, Ha OCHOBY 1. 3ajiaTKa CJIeJN J1a BaXKu
Ky || K. Veru 3akibyvak Baxku u 3a nupase kb, k') 1j. Baxu kf || k.

Koucrpykimja: Korcrpyumnmmo kpyr [(A, p) mpou3BoJbHOD MOy IPEIHIKA,
p > 0.V 3aBucHoCTH 01 Tora Jjia Jin Tadka A npumaja kpyrosuma ki, ko min
He, KOHCTPYUIINMO IbUXOBe CIuKe kf, kb npu nasepsuju ;. Korcrpyunmmmo
upaBy k' Koja He caapzu Tauky A u ncnymasa jegan o ciaegeha Tpu yesosa:
1. 3ajemika je TanrenTa Kpyrosa ki, kb, ako A & ki, ko.

2. mapaJsesnna je mpaBoj ki, n Tanrenta je Kpyra kj, ako A & ky u A € ko,

3. mapaJenna je nmpaBuma ki, kb ako A € ki, ko;

Ha kpajy, kKoHcTpyummmo Kpyr k Koju cajpKu Tadky A TakaB Ja BaxKu

kA A{A} = di(K).

Hoxka3z: Ilo koncrpyknuju je k' npasa Koja He caJapKu Tauky A, Tj. meHTap
uHBep3uje, 1a je k Kpyr koju cajapxku tadky A. IIpaBa koja He caapku Tadky
A u napaJiesina je npasoj k' ciamka ce y Kpyr Koju Jojupyje Kpyr k y nenrpy
uHBep3uje, Tj. y Tauku A, a KpyTr KOju He cajipKu Tavuky A u poaupyje npasBy
k' cniuka ce y Kpyr Koju He cajpxu tadky A um gommpyje kpyr k. Ilpema
TOME, Y CBUM IIPETXO/THO PasMaTpPaHNM CJIydajeBUMa CJIe/IN Jla KPYToBH ki, ko

J0Upyjy Kpyr k.

Huckycuja: Bpoj perema jeaHak je O6pojy mpaBux He cajipke Tadky A u
HCIyhaBajy ojarosapajyhu yciaoB u3 gera Koncrpykimja. Y mpBoM cirydajy
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Opoj TaKBUX IPaBUX MOKe OMTH O HyJia 0 YeTUPU, Y 3aBUCHOCTH O Me-
hycobror mosioxkaja kKpyrosa ki, kb, (padyHajy ce u 3aje/IHUYKe CIIOJBAIIHE U
3aje/IHUYKe YHYTpaIlllthe TaHreHTe). Y JIPYroM Caydajy Opoj TaKBUX MPaBUX
MOKe OUTH jeJIlaH WJIU J[Ba, Y 3aBUCHOCTH OJ TOTa Jia JIU HeKa O]l JIBEjy TaH-
reuTn Kpyra k] Koje ¢y mapaJsesiHe mpaBoj ki cagpxu Tadky A wm me. Y
tpehem ciyuajy mma GeKOHAYHO MHOTO pelerba ako cy npase ki, k) mapa-
JIeJIHe, OJIHOCHO HEMa PeIllerha aKo ce Te IIpaBe CeKy.

10. Koncrpyucatn Kpyr Koju CIojba JIoJAupyje Tpu jarta Kpyra ki, ko, k3.

Pememe: Perieme opor 3ajgaTka Hehe OUTH JaTO KAoO PeIierha OCTaJInX KOH-
CTPYKTHUBHUX 3aJlaTaka (Mako Tpeba WCIHUCATH CBe YeTHPH eralle, Kao Uy
OCTAJINM TAKBUM 3ajiaruma), jep he ce jegHocTaBHOM TpaHchOpMAaInjoM J10-
BECTH JI0 HEKOI' OJ IPETXOHa JBa 3aJaTKa, Koja 3HAMO Ja pemumo. Heka
kpyr k(O,r) nomupyje kpyrose ki(Oq,11), ka(Oq,12), k3(Os,13) criopa. Heka
je, 6e3 ymMamerma OMIIToCTH, 71 < r9, 73 U HeKa je [(O, r+ry) kpyr. Tamga xpyr
[ cagpxu meatap O; Kpyra k.

AKo BaxkM HEKa O] JeHAKOCTH 77 = Tg, 'y = T3, OHJA KPYyT | cajpKu u
neky o tadaka Oy, O3. AKo cagp:ku obe, OHJIa je OH ONMMCAHU KPyT TPOyTJia
ANO10503. Ako caapku caMo jesiHy oJ1 ibuX (6€3 yMambea OMIITOCTH, TAIKY
0s), ouga ou jgoaupyje kpyr l3(Os, 73—71) cnosba. lakie, tajga Kpyr | caapxku
tauke O, Oy u nomupyje Kpyr [3 croba, Ima ce HeroBa KOHCTPYKIUja BPIIH
CMYIHO Kao y 8. 3a7aTKy. Tamo je, joayiine, 3ajaTak OMo Ja ce KOHCTPYHUIIe
KpyT KOjU CaJIpKU JIBe JaTe Tadke W JIOJUPYje ATy IPaBy, a OBJIE YMeCTO
npase Tpeba J1a JoAupyje Kpyr CIoJba, aji Ce W OBaj 3ajJaTak pelraBa Ha
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HNCTU HaYMH.

Axo kpyr [ me cagpxxu nujenny o tadaxa Oy, Oz, OHJIA TOAUPY]e U KPYT
l5(Og, 19 — 1r1) ciosba 1 Kpyr l3(03,r3 — 11) CHOJBA, T1a CE HEroBa KOHCTPYK-
I1ja BPIIU UCTO KAO y TMPETXOTHOM 3aaTKy (KPYT KOJU CaJIpKH JaTy TadKy
U JIOAUpyje JBa Jara Kpyra), ¢ THM IITO Ce OBJIe y3uUMajy y 003up camo
3ajeIHIUIKe CHOJbAlllbe TanrenTe u To takse Ja cy Oq,l, [ ¢ ucre crpamne
Te TaHreHTe, nHade he KPyr JOOUjeH MHBEP3UjOM JIOJUPUBATU KPyTrose lo, I3

YHYTpPA.

5 HMz3omerpujcke Tpancdopmalije paBHI

Hedbunumuja 24. Heka je o pasan. [IpeciukaBame J : o — v, TakBO J1a
3a cBaku map Tadaka (A, B) pasan « Baxu (A, B) = (J(A), J(B)), nazuBamo
usoMewpujcKom wpanchopmayujom (U30MeWPUjom) PaBHA .

Penanuja moyiapHocTu mmapoBa Tadaka je OCHOBHH I10jaM, Tj. He jedu-
aurre ce. CBe m3oMeTpuje cy OujekImje, CaMKajy Ipase y mnpase (IITaBuie,
qyBajy pacropej Tadaka Ha Tpasoj, Tj. ako Baxu B(A, B,C), onna Baxn
B(3(A),3(B),3(C)), nonynpase y moJjynpase, JyxKu y JIyKU, TOJYyDABHUA Y
[IOJIypaBHU, yTaoHe JIMHKje Y yraoHe JIMHEje, YIJIoBe y yriioBe uTi. Vzomerpu-
je Koje Merbajy OpUjeHTallnjy paBHU Ha3UBAMO UHGUPEKTHUM U30METPHUjaMa,
a OHe KOje 9yBajy OpujeHTalln]y PaBHN HA3UBAMO GUPEKTTHUM U30METPHUjaMa.
Ba cBake jBe m3oMerpuje J,J, HBUXOBA KOMIO3UIIja J o J je Takohe m3ome-
Tpuja, 1 uHBep3 J-1 mzomerpuje J je Taxobhe nzomerpuja. Ipyrum pednMa,
U30METPHje YuHE IPYIy Y OJHOCY Ha OIEPAIN]jy KOMIIOZUIII]E TPECTUKABAIbA.
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Hedbunuunuja 25. Heka cy ©, 9" C o durype y pasau «. AKO mocroju
uzomerpuja J 1 o« —> « paBHE « TakBa Ja Baxu P = J(P), onga Kaxkemo
na je durypa ® uogygapra dburypun " u mamemo ¢ = P’

Y

Huje Temko nokazaru ja je pesaruja = mojyiapuoctu durypa jeaHa
pesaija eKBUBaJIeHIje. 300I CUMETPUIHOCTH pejaryje Jerrhe hemo roBo-
putu jia cy durype mehycoono uogygapne. dyxu AB, A'B’ cy mehycobno
noJlylapHe ako u camo ako Baxku (A, B) = (A’ B').

Cazia hemo BujieTH Koje cBe M30METpUje PaBHU MIOCTOje U Y KAKBUM Cy OHe
OJIHOCUMA.

Hedbnannmja 26. Heka je p C o mpaBa paBHU « U HEKa je TMPECTNKABAHE
S, naro na cienehn maumm: ako je X € p, onga je Sp(X) = X, a unaue
je Sp(X) = X', tue je X' Tauxka taksa Ja je p meamjarpuca gayxu X X'
y paBun «. Onga ce mpeciankasaibe S, HazuBa 0cHom pedaercujom (ocHom
CUMETIPUJOM) PABHE (¢ C OCOM .

p

Huje Temiko mokazaru j1a je oBako jeduHICaHO IPECIuKaBabe M30MEeTPH-
ja. Cimka npoussossie ayxu AB je nyx A'B' (A" = S,(A), B’ = S5,(B))
TakBa Jia je jeJIHa O]l IbUX ,JIUK y OrJIeJaty’ JApyroj u oOpaTHoO.

B B’

A A

[MIra ce memasa ako jBaiyT npuMeHuMo ocHy pedutekcujy? Ilo nedpunn-
IUju ce Tavke Ipase p caukajy y cebe, a ako ce X ciuka 'y X' TakBo Jia je p
meujarpuca gyxu X X', onga ce X' mopa cimkaru y X . laxie, S,0S8, = Id,
IIITO 3HAYH J1a je ocHa pedJieKcrja caMa ceOr MHBEP3, OJIHOCHO JIa je MHBOJTY-
nuja. [lo nedpununuju ce Tauke oce p caukajy y cebe, a Tauke BaH oce P ce He
cimkajy y cebe (a 6u mocrojasia jiyzK dmuja je p MeJujaTpuca), ma cy jejiuHe
dukcue Tauke (Tauke Koje ce cimKajy y cebe) Tauke oce p.
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B |B’
A A

[IITo ce mpomene opujenTtainuje Tuie, ako je AABC O3UTUBHO OPHjeHTH-
caH Tpoyrao, 1j. ako cy A, B, C Ttauke paBHU v TaKBe Jia ce oj] TemMena A Ka
reMeHy B ma 3atum Ka Temeny C' ujie y MO3UTUBHOM CMeEpY, OHJIA je TpOyrao
ANA'B'C', rne cy A’, B', C' penom ciuke Tagaka A, B, C' upu ocHoj pediekcu-
ju S,, HeraTuBHO opujeHTHCaH Tpoyrao. [Ipema Tome, ocHa pediekcuja Mema
OpHjeHTaln]y paBHU, M1a je NHANPEKTHA N30MeTpHja PaBHU.

Teopema 11. Axo je T ungupexwna u3oMemwWPUja pasHu o Koja uma 6ap jeq-
ny puxcny wavwky P, onga je I ocna pedaercuja S, wuja oca p C « cagparcu
Purcny wauxy P.

Teopema 12 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je p C « uUpasa pasHu «,
S, ocna pedaercuja u'J upouszsosna usomewpuja pasru . Axo je p' = J(p),
onga je JoS,0T 1 =3S,.

Hedbunanmmja 27. Heka je ¢ C o durypa pasuu a. Kaxkemo 1a je npasa p
oca cumetipuje purype ¢ axo je S,(P) = ¢. Axo durypa ¢ nma 6ap jeamy
0Cy CUMETpHje, KayKeMo Jia je OHA 0CHOCUMETLPULHA.

CBaky n30MeTpHujy paBHU (v MOXKEMO U3PA3UTH IIPEKO OCHUX pediiekcrja.
[[IraBuire, yBeK nx MOXKeMO ojlabpaTh Tako Jia uX Oy/e HajBUIIE TPU.

Teopema 13. Hexa je J upouseonnra usometipuja pasnu . Taga je I =S,
3a nexy upasy p C o, uau je J = S, 08, 3a nexe upase p,q C o, uau je
J=38,08,08, 3a nexe upase p,q,r C .

Y nedunuruju 14 yBesm cMo 1mojam IpaMena IpaBux y paBuu. lIpamen
IIpaBUX je y JHUPEKTHO] BE3U € KOMIIO3HWIMjoM ocHuX pediiekcuja. Hanme,
Baxku cJiejieha BaykKHa TeopeMma.
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Teopema 14. Hexa cy p,q,vr C « upase pasnu «. Onga je KoMTO3UUW)AQ
S, 08,08, ocna pedaercuja axo u camo axo upase p,q,r UPUUAGAJY JegHOM
upameny. llImasuwe, Wwaga oca We pedrexcuje (03navumo je ca s) upuuaga
WoM UPaMeEHy U aKo je Upasa a 0Ca CuMeWpuje Uapa Upasur p,T, Waga je
upasa a oca CuMempPuje U Uapa Upasur q, s.

q

a S

YTBpAUMO KOje jOIT N30MeTpHje PaBHU IMOCTOje.

Hedbununmja 28. IIpeciukasame £ : o« — « TakBo Ja je £(X) = X 3a
cBaky Tadky X € v Ha3UBAMO KOUHUUGEHUUJOM.

Kounnugenruja je, y crBapu, WICHTUYKO IpeciukaBambe. OHO je Tpu-
BUjasiHo m3oMmerpuja, jep je (A, B) = (A, B) = (£(A),£(B)) 3a cBaku map
tadaka A, B. C o63upoMm Ha 10 Ja je S,08, = Id = £, mmamo penpesenTarimjy
KOWHITUJIEHIIN]e TIPEKO TTPOU3BO/Ia JIBEjy OCHUX pediekcuja. TpuBujasiHo, Ko-
UHITU/IEHTN]a je JTMPEeKTHA M30MeTpHrja PaBHM.

Teopema 15. Axo usomewipuja J pasru o uma 6ap WPy HEKOAUHEAPHE PUK-
che wavke, onga je J = E. Axo gupextina uzomewipuja J pasHu o uma bap
gee pasne urcre wavwke, onga je J = &.

Hedbunumuja 29. Heka je S € o Tauka paBHU U @ OPHUjEHTUCAHU yTao
y Toj pasuu. Ilpecimkasaive Rg, : o — « TakBo ga je Rg,(S) = S
1 Rg,(X) = X' rme je X' takBa ga Baxu SX = SX' u LXSX' = ¢
(mojtyapHu ¢y W uMajy MCTy OopujeHTanujy), 3a Tadke X # S, HasuBa ce
POWAYUJOM OKO TIEHTPA S 3a OPUJEHTUCAHU yTa0 .

Jla 6ucMo pazymesn Kako poTaliija IIPecJUKaBa TauKe PABHU (v, 3aMUC/IU-
MO JIa ©UMaMO KPYTHU IIITall YUju jeJiaH Kpaj y HeHTpy S u Koju je bukcupa,
a JIDYI'M Kpaj je y Npom3BOJ/bHO] Taduku X paBHu «. PorarnumjoMm irraria 3a
opujeHTHCAHN yrao ¢ mobujemo mosoxkaj Tadke X' = Rg,(X).
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Kaxko Bujietn poraiujy Kao KOMIIO3UIA]y jaBejy ocuux peduiiekcnja? O3na-
YUMO Ca p MPOU3BOJBbHY IIPpaBY PaBHU (v KOja CaJIp:KU TadKy S U ca ¢ IpaBy
paBHE (v JJ00HjeHy POTAIIjOM IIPaBe P OKO IEHTPa S 3a OPUjEeHTHCAHH yTrao & .
Huje Temko JoKazaTH ja y TOM ciydajy Baxn Rg, = S; 0 S,. Hanomennmo
Jla, perpesenTanyja potanuje Rg, Kao S; 0 S, HUje jeMHCTBEHa, jep IpaBe
P, ¢ MOXKEMO POTHPATH OKO IeHTpa S 3a MPOU3BOJbAH yrao W JJOOUTHU IpaBe
P, ¢ Taxkse na je komnosuimja Sy o S, Takobe jejHaKa II0JIA3HO] POTAIHUH.

Huje Temxo jokazaTtu j1a je Rg .y 0 Rsp = R pty, Rsoe = Rsze0c = € 1
jop = Rs,—p, LJle je —¢ yrao nojayJapat yriy , CylpoTHe OpUjeHTalluje.

Teopema 16. Axo gupextina udomewpuja J pasHu o uma WawHo jegny hur-
ey wawky S, onga je I = Rg,, 30 HEKU 0OPUJENTIUCAHY YIA0 P PASAUMUTE 0F
0° uau TYHOT YiAG.

Teopema 17 (Teopema o Tpancmyraiuju). Hexa je S € o wauka pashu «,
@ opujentiiucaru ylao Yy Woj pacu, R, powiayuje u J UpouscomsHa u3o-
mempuja pashu a. Axo je S" = TF(S), onga je ToRg, 0T 1 =Rg, ako je
J gupexwmna, ogrocrno J o Rg, 0T = Ry _y, aro je T ungupextinag uso-
METUPU)Q.

Mozxke ce jokazaTu Jla ako je ¢ KOHBEKCaH yrao pazjumaut oj 0° wim
ompyxeHor yria u p' = Rg,(p), onna mpase p,p’ 3akjiamajy yriaose ¢ u
180° — ¢.

Crenujananu ciiydaj poralyje jecre oHaj y KOMe je yrao poTalluje Oompy-
skenn yrao. Taga 3a tauky X' = Rgis00(X), rae je X # S, Baxu jga je
SX' = SX u LXSX' = 180°, 1j. B(X, S, X’). Tauka S je onma cpemurire
ayxu X X'

X8 X

OBo mpec/MKaBame ce HA3UBA YEHUWPAAHOM CUMETLPUJOM T O3HATABA CE
ca Sg (me ymorpebspaBa ce TEPMUH IEHTpaIHa PedJIeKCHja; OH ce KOPUCTU
K&/ ce TOBOPU 0 U30METpHjaMa jeHe Ipase). JacHo je na Baxku Sg ' = Sg, jep
je Ss0Sg = Rg180° °©Rs1800 = Rs3600 = €. Takobe, ako je Sg¢ = 5,08, onna
je opHmjeHTHCaHU yTao OJ IpaBe p Ka MPaBoj ¢ TMOAyAapaH YTy % = 90°,
Tj. BaxKu p L q.
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CymaHO TOjMy oce cuMeTpuje Heke urype, MocToju U MojaM IEeHTPa CH-
Merpuje durype.
Hedunumuja 30. Heka je & C o dburypa pasun a. Kaxkemo na je tatuka S
uentuap cumewpuje durype ¢ axo je Sg(P) = ¢. Ako durypa ¢ nma Gap
je/laH TleHTap CUMeTpHuje, OHJIa je OHa UeHWPaNHOCUMETTPUHA.
Hedbnanmmja 31. Heka je 1@ IIPOU3BOJbaH BEKTOD y paBHU . [Ipecinka-
Bambe T« o — a jmaro ca T3(X) = X', re je X' raksa ja je X X' = f@,

HA3UBa Ce WPaHCAGUUjoMm 38 BeKTOp AB.

T

Tpancsamuja He IpeIcTaB/ba HAIITA JIPYIO HETO MPABOJINHI]CKO KPETAhe
y onpehenom cmepy. Huje Temxo gokasaru na je Tge o Top = Tap,ge = Tag
u 1% =T 43 = T53- Haxne, Tpanciamuje (3ajeiHo ca KOMHIIUIEHIIOM)

quHe IPYIy Koja je MoJirpyra rpyle u30MeTpuja.
p q

xT x| x

A C B

Heka je p npaBa koja cajipxku tatky A u yrpasHa je Ha npaBoj AB u neka
je q mpaBa koja canp:xku cpeauinre C' nyxxu AB u ynpasHa je Ha npasoj AB.
Jacno, Tasta je p || ¢. Huje Temko joxazaru ja saxku Tz = Sg0S,,. Hakie, n
TpaHC/Ialn]y BUINMO Kao KOMITO3UIIN]Y JBejy ocHux peduiekcrja. Hapasmo,
O0BO HHje jeJIMHa pellpe3eHTallija TpaHcIalmje ’TA—B>, Tj. yMeCTO IpaBUuxX p,q
MOKeMO TocMmarpaTtu npase p', ¢ Koje cy ynpaHe Ha AB u Hajiaze ce Ha
pacTojamy ATB, npu Yemy je cmep oj npase p| Ka mpaBoj ¢ MCTH Kao CMep
BekTOpa AB.

Tpancianuja je qupekTHa n3omMerpuja. 10 MOXKEMO BUJIETH JUPEKTHO U3
nedunnImje (MOMepameM y MPaBILy HEKOT BEKTOpa He Mekba Ce OpUjeHTallja
paBHHI), a MOYKEMO BHJETH U U3 YUE-EHUIIE /[ Ce TPAHCJAIMja TIPeICTAB/ba
Kao Kommosuiuja JBejy ocaux pediekcuja. [IIto ce tTnue dpukcnnx ravaxa,
Baxku ciejsiehe. Ako je AB = 6), Tj. aKO je y HIUTamy KOUHIMJEHIja, CBe
Tauke paBHH « cy dukcHe, a ako je AB # 0, onga je X' # X 3a cBaky
TadKy X paBHU (v, Tj. HUje/IHa TadyKa HUje (DUKCHA.

Teopema 18. Axo gupextina uzometwipuja I pasru o Hema GurkcHuT WavaKa,
onga je I =Tz, 1ge je AB nexu nenyaa 6exuwop pacHu .
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