11. Jlokazaru na je gerBopoyrao ABCD TeTuBaH ako U CaMO aKO BaxKu
gmogc—ﬁog%ogng_

Pememe: Heka je J = gm o) QC—D> o g@ o) QA—B>. JlonaBame KouHIuIeHITHjE £
MJIEHTUYKOD IIPEC/INKaBambha) Y KOMIIO3UIIA]Y He Meiba HheHy BPEJHOCT, 114 je
p y Jy Yy BDP J
I=0p30°9zp0°¢°0pe° Y5 = 9p4°Yep © Yac © Yei © Ype © Yap-
-:> :
D
C

t
Heka je ABCD teruBan 1eTBOpOyrao, k HeroB OMUCAHU KPYT U t TaH-
reata kpyra k y tauku A. Kpyr k je ommcanu kpyr tpoyrima AABC, ma
je, Ha OCHOBY mperxoJHor 3ajarka, G o Gzz 0 G = &;. Taxobe, kpyr k
je ommcanm kpyr u Tpoyria AACD, ma je, Ha OCHOBY IIPETXOHOI 3a/1aTKa,
G54 0053 0 Gz = St Ilpema Tome, = 8,08 = €.
:

Heka je 3 = £. Heka cy ki, ko pestom omucanu kpyrosu tpoyriioBa AABC,
ANACD, meka cy O1, Oy peioM HBUXOBU MEHTPHU U HEKa Cy t1,ty PegoM TaH-
reare Kpyroea ki, ks y Tauku A. Oba kpyra cajgpxke tauke A, ma ciean
na ce O1, 0 Hastaze na meaujarpucu ayxku AC. Ha ocHoBy mperxomnor 3a-
JlaTKa UMaMo Jia je ga o gﬁ o gﬁ =5, n gm o g@ o gm = &,,. [lomro
jeE=T=38;,08,,, cienu na je S, = S{l1 = &y,, 1a je t; = to, Tj. TAHrEHTE
t1,ty ce mokmamnajy. Ciiein j1a ce MEHTPHW OBUX KPyroBa HaJia3e Ha MPaBOj N
Koja je HopmasHa Ha t; y Taukn A. Memujarpuca ayxum AC u mpasa n ce
pasymkyjy, jep A npumaza npaBoj n, a He npumnaga Meanjarpucu ayxRu AC.
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Haxkie, nenrpu O1, Oy ce Hasta3e Ha n u Ha Meaujarpucu gy AC, ma Kako
JIBe pa3He IIpaBe UMajy HajBUIIE Je/IHY 3ajeJHIIKY TauKy, ciaean jga ce O, O
nokJiamajy. [Ipema tome, kpyrosu ki, ko mMajy McTH IeHTap n 0ba cajiprKe
Tadky A, ma ce n onu noksanajy. Cienn ma je verBopoyrao ABC' D TeruBaH.

12. Jlara cy aBa Kpyra koju umajy mnpeceuny taduky A. Koncrpyucaru mpasy
KOja cajJpKu A U Ha KOjoj JIaTh KPYTOBU OJICEIA]y O IyIapHe Iy 7KU.

Pememe:
Anamm3za: Heka je p mpaBa Koja UCIymbaBa ycaIoBe 3aJlaTKa, Tj. IIpaBa Koja

caJpKu Tauky A u Ha K0joj Jaru Kpyroeu k, [l ojcenajy mojyaapHe Iy K.
KL

Heka cy P, () pemom mpecedne Tadke Kpyrosa k,l ca mpaBom p, pasiu-
qnre o tadke A. Tama je AP = AQ). Axo ce Tauke P, () mok/amnajy, oHa
OHe TIpeJICTaB/bajy JPYry IpecedHy Tadky Kpyroea k,l. Axko ce tauke P, ()
pasnukyjy, omua je A cpenummre jayxku PQ), mro 3uaqn ga je Sa(P) = Q.
[Tocmarpajmo kpyr k' = Sy (k). [omro P € k, caemn na Q = Sa(P) € kK,
na je () mpecedna tadka Kpyrosa k', [, pasmumuanra oj tauke A. [Ipasa p je
NCTOBETHA ¢ TIpaBoM AQ).

Kouncrpykmmja: Axo ce kpyrosu k, [ cexy y taukama A, B, KOHCTPYHUIITIMO
npaBy AB.

Koncrpyummmo kpyr k' = Sy (k) u o3raqumo ca () npecedny Taduky Kpy-
rosa k', [, pazimunry ox tauke A. Koncrpyummumo npasy p = AQ.

Hoka3z: Axko ce kpyroeu k,l cexy y taukama A, B, kpyrosu k,l ojcermajy
nyxk AB Ha npaBoj AB, na ojcenajy mojyaapHe JIyKu Ha mpaBoj AB.

Heka je P = Sa(Q). Taga je P upeceuna tavuka mpase p u Kpyra k,
pasimanra o tauke A. 3ancra, rauka P upunasa npasoj AQ (1. mpasoj p)
u npunaza kpyry k (jep je IIK k' = Sa(k), na je Sa(k’) = k). Iomro je Q
pasymanta on A, onja je m P pasmmanta ox A, ma ciaenu ma je P upecedna
Tadka rnpase p u Kpyra k, pazmaanra oj tauke A. Kako je P = Sa(Q), Baxnu
AP = AQ), na kpyrosu k, [ ojcenajy moaymapHe JIy>Kd Ha IPaBoj p.
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uckycuja:

Axo ce xkpyrosu k,l cexy y taukama A, B, orjga je npaBa AB jemHo o
pelnema.

Kpyrosu k|l umajy 3ajemnmdaky tadky A. AKo ce oHEU HOKJarajy, IITo
ce JlemaBa y cay4ajy Ja ce k,l jponmpyjy cnosba y Tadku A u mmajy mcre
HOJIYIIPEYHUKE, [OCTOju OECKOHAYHO MHOrO pemiema. Ako ce Kpyrosu k'l
ceky y JBeMa taukama A, (), mocroju jequacTBena npasa p = AQ). Taga ce n
kpyrosu k, [ cexy (y Taukama A, B), ma mocroje JBa perema (Ipyro perermhe
je mpaBa AB). Ako cem tauke A Kpyrosu k', Hemajy 3ajeJIHUUKKUX Tadaka,
3a/laTaK HEMA PEITerha.

[Tpema Tome, 3akibydak je ciegnehu. Ako ce kpyrosu k,l cexy y asema
TavKaMma, 1ocToje JaBa pernema. Ako ce kpyrosu k,l jgomupyjy y Tadku A,
pelerbe oCTOJU aKo U caMO akKo ce Kpyrosu k, [ JOupyjy Clo/ba U HUMAjy
UCTE TOJIYIPEIHUKE U OHJIa MMa OECKOHAYHO MHOTO PEIerba.

6 Crepeomerpnja

Y oBoj obstacTu 0J1 UHTEpeca HaM je eyKJIUJICKa TeOMeTpUja y MPOCTOPY.
[TogceTnmo ce 1ojMOBa HOPMAJTHOCTH ITPABUX U PABHU, TP, HOPMAJTHOCTU
paBHU, TPUEJpa U MUMOUJIA3HUX MIPABUX, KAO U TBphema Be3aHnX 3a IhUX.

Hedbunnmuja 34. Heka je m paBan u p mpaBa Koja IPOJUpE Ty pPaBaH.
Kazxkewmo j1a je npasa p yupasna (Hopmasna, opliotlonasna) Ha pasHu T (u
obpaTHO), y o3Haim p L mu m L p, ako je yIpaBHa Ha CBAKO] IPABO] ¢ PaBHU
T KOja CaJpK! MPOJIOPHY TadKy IIpaBe p U PaBHU T.

p

g/r/
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YeioB u3 gedunuimje 0ONIHO HUje MOTOJAaH 3a IIPOBEPY. 3aTO KOPUCTUMO
ciaegehy Teopemy.
Teopema 22 (Komm). Heka je m pasan u p Upasa koja Upogupe Wy pacam.
Ako je Tpasa p yupasna Ha geema pasHum TPABUMA PAGHU T KOJE Cagpotce
UpogopHy WavwKy TUpase P U PasHU T, OHGQ je TUpPasa P YUpasHa HG PASHU T.
p

L

Teopema 23. Heka je A wauxka u m pasan. Taga Toctwoju jequHctueena
upasa n Koja cagporcu Wawky A u yupasna je Ha pasHu .

Teopema 24. Hexa je A wavwka u p tpasa. Taga Goctioju jegurctlicena pasar
T Koja cagpotcu Wavky A u yupasha je ma Upasoj p.

Teopema 25 (O rpuma nopmasama). Ako je Upasa p nopmana u3 Wavke
O na pasnu 7 u upogupe je y wawku P, a Q wogroocie nopmane us P na
upasoj q C m, waga je OQ L q.

/0

Hedbunnnuja 35. /uegapcra tospuw, Zapf jecre yHIja MOIypaBHA pa U PP
ca 3ajeHUIKIM pyooM p. OBe moJiypaBHU HA3UBaAMO UbOCHUMG WA CULPa-
HaMa Te JTEeJapCKe TMOBPIIU, a MIPABY P HEHOM UBULOM.
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Kao mrro yraona jmHuja pasazke paBaH Kojoj IpHIIaia Ha JiBe 00JIacTH,
TAKO U JIMe/IapCKa MOBPII pas3jiazkKe IIPOCTOP Ha JBe 00JIacTu. YHU]Y Jueaap-
CKe TIOBPIIN U HEeKe OJ1 TUX 00JIaCTU HA3UBaMO guegpom. JeaH oj1 auejiapa je
YBEK KOHBEKCaH (IpeJIcTaB/ba MPeceK JBajy MOJIyIPOCTOpa Yuju ¢y pyboBu
paBHHU KOje cajiprKe TJbOCHU JIMeIapCKe MOBPIIH) ¥ O3Ha4YaBaMo ra ca £apf.

Teopema 26. Hexa je Zapf guegapcka Gospws u HeKa CY 7Y1,Y2 PAGHU Koje
cY YupasHe na uSUYY P We guegapcke tospwu. Taga wWe pasru cexy guegap-
cky wospu, o yiaonum aunujama ZayO1by, LasOsbs Wwarsum ga cy yirosu
£a101by, £as03by mehycobro wogygapru.

az

ai

Hedunummja 36. CBaku o1 yIiioBa U3 MPETXOJHE TeopeMe Ha3uBa Ce Ha-
TWOHUM YLAOM JTAEIPA.

Huje Temko npumerntu jia cy jaBa jmejipa Mel)ycobHO mojyiapHa ako u
caMo akoO Cy TaKBU W IbUXOBU HATMOHU YTJIOBH.

Hedunumnuja 37. Heka je Lapf muenap. Ilomypasan py ¢ pybom p, kKoja
npunajga guenpy Lapf m genn ra Ha JaBa MelycoOHO TOJynapHa JmeIpa
Lapy, £ypf, HA3UBA CEe CUMETTPAAHOM ToaypasHu mueapa L apf.
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Teopema 27. Hexa je Lapf guegap. Taga je cumetpartia ToAYpasar guegpa
Lapf ckyu ceux wavaxa X upocwopa xoje upuuagajy quegpy Lapf waxee
ga je XY = XZ, 1ge je Y tognoowcje yupasre us X na UoAYpasHu pa, a Z
uognootcje yupaste ud X wa woaypasHu pP.

HakJe, cumeTpaJsiHa MOJypaBaH Je/ipa je YOIIITemhe OMCeKTpUce yria.
Hedbunnnnmja 38. /luegap je upas axo je meroB HarnOHU yrao Hpas.
Cnuane pedunuimje mMamMo 3a OIITap U TYII JTUeIap.

Hedbununmja 39. Pasuu «, 5 cy meljycobno yupasne (nopmanne, optworo-
naane), y o3HAI « L [, aKo cajipzKe IJBOCHU TIPABOT JHEJIPa.

Teopema 28. Heka je a pasan u p upasa yupasha wa pasnu . Taga je ceaxa
pasak 3, Koja cagporcu Upasy p, YUPaBHa Ha PABHU (.

—o
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Hedbunnmuja 40. Heka cy Sa,Sb, Sc Tpu nosynpase y mpocTopy ca 3a-
jeHUYIKUM TeMeHOM S, Koje He Hpunajajy ucroj pasuu. Tama ckym Tadaka
£aSbU £bSc U £LcSa maszupamo wpuegapckom wospuwiu. Tadaky S HazsmBaMo
wemenom TOT TpHUeapa, mojaymnpase Sa, Sb, S¢ HEroBUM usuuaMa, a yriaoBe
£aSh, £bSc, £cSa weropuM Un0CHUMA WA CTPAHAMG.

S

a b

Mozke ce mokazaTu Jia TpregapcKa IMOBPII pa3Jiayke IPOCTOP Ha JiBe 0bJra-
CTH, JeJHa OJ[ KOJUX Je YHYWPawrboctl, a Apyra cUoosaurboctl TPUeIapCKe
HOBpINA. YHUja TPUEJAPCKe TOBPIIHN U heHe YHYTPAIThOCTH Ha3uBa ce WPU-
egpom.

Hedbunnnnmja 41. IIpase p,q HA3UBAMO MUMOUAG3HUM TIPABAMA aKO HE
IIOCTOjU PaBaH KOja WX CaIPIKU.

\q
P

/

q

Mumonnasae mnpase HeMajy 3ajeIHMYKAX Tadaka, jep Oh y CyIpPOTHOM
HocTojajia paBaH Koja ux cajapxku. Mumoniasse npase HUCY HU HapaJiesiHe,
jep mapaJiesine IpaBe IpUIaIajy jeIHOj paBHU. YZiom u3Mely MUMOMIa3HUAX
paBuX p,q cMarpamo yrao msMmelhy Omio Kojux jBejy mnpasux p', ¢ Koje ce
ceky, takBux Ja je p' || p u ¢’ || q. Ilpema tome, mMoxkemo usBectu ciejehin
3aKJbYYaK.

Teopema 29. Axo je upasa n yupasha Ha pasHu T, OHGA je OHG YUPABHA HA
€6a4%K0] TUpaso] We PasH.

Teopema 30. Axo je upasa n yupasha Ha geema HEUAPANEAHUM TPABUMAI
pasHu T, OHga je Upasa n YupasHa Ha PasHU T.
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3aucra, ako je mpaBa n yIpaBHa Ha JIBeMa HelapaJsieJTHUM MIpaBuMa p, q
paBHU T, TaJa je oHa yupaBHa Ha npasuma p', ¢ paBHU T, KOje cajpKe Ipo-
JIOPHY TA4uKy IIpaBe N U PaBHU T U IMapaJie/iHe Cy IPABUMA P, ¢, & TOIITO IIpaBe
P, ¢ HUCY TapaJiejiHe, OHJa Cy TipaBe p’, ¢’ pasandure, ma TBpheme caean Ha
ocuoBy Kormujese Teopeme.

Teopema 31. Hexa cy p,q mumouradre upase. Taga Uocuwoju jequnctiicemna
upasa n Koja ceve upase p,q u YupasHa je Ha HUMa.

T

7

n

1. Jara je xouka ABCDAB;CD;.
a) Ogpenuru yrao usmehy npasux AB; u BCj.
6) Oapenurtn yrao usmehy pasaun AC Dy u AB;CyD.

B) [okasarn na je pasan B;C'D; mopmanna Ha ny:xx AC) u menn je y
pasmepu 2 : 1.

Pereme: a)

Ayl

A

[IpaBe AB; u BC) cy mummonnasue. Kako je AD; || BC, caenu j1a je
yrao mamely mMumonnasuux npasux ABjp, BC| jennak yrury msmelly mpaBux
ABy, AD;. Tpoyrao ANAByD; je jenHakocTpaHUYaH, jep Cy EroBe HWBHILE
mehycobHo mopyapae (cBe Tpu Cy HOjyJapHEe JHjaroHajd KBajpara, Koju
IpeJIcTaB/ba CTpaHy Kolike), na je £ B AD; = 60°.
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Kemmmo ma oxpeaumo yrao usmely pasaun AC Dy u AB,C1D. enyje na
je mpasa C'D; yupasna ua pasuun AB;CD. 3aucra, npasa C'D; je ynpasHa
Ha nipasoj C1 D (mmujaronase kpajgpara CC1D1D), a npasa B1C} je ynpaBHa
na pasuu C'C1 DD, na je ynpasna na mnpasoj C'Dy. lakne, CD; L C1D n
CD, 1L B:Cy,najeCDy; L AB,C,D. Onasne cnenu ja je ACDy 1. AB;CD,
jep pasan AC'D; cajapxku npaBy C' D koja je ynpasna na pasau AB,CyD.
B)

D, Ch

Ayl

A
Jlokaxxknmo 1ipBo j1a je paBan ByC' D, nopmasna Ha qyxK AC). 13 mokasza
MIPETXOHOT JIe/Ia OBOI 3aJlaTKa caean Ja je npasa C'[Di ynpaBHa Ha paBHU
AB:;C1D, na je ynpasna na npasoj AC,. [lakie, ACy; 1 C'D;. Takobe, npasa
B1D; je yupasua na pasau ACC1A;. Baucra, B1D; L A;C) (nujaronase
kBasipata Ay B1C1 D), a nomro je CCy L AyBC1 Dy, cienn na je CCy L
By D;. laxne, B1Dy 1 ACC1 Ay, na cneqn na je ACy L By D;. Ilpema Tome,
us3 ACl 1 CDl n ACl 1 BlDl ciaean J1a je ACl L Bchl.

Osznaunmo npojopry Tadky npase AC, u pasuun B1CD; ca S. Tpoyrao
ANAC| D je mpaBoyriu ¢ mpaBUM yIJIOM Koi Temena Di, jep je upasa CD;
yupastaa Ha paBaun AA; DD, na je ynpasua u Ha npasoj AD;. Ilpasa DS
npunaja pasaun B1C' Dy, na cieqn jma je ACy L DyS, 1j. na je D1.S Bucuna
npasoyryor Tpoyria AAC) Dy. Kako je L ASDy = 90° = LD SCy u £SAD;
n £5 D, nmajy HOpMaJIHe Kpake, Ta Cy MOLYapHiu, CIeIH J1a CY TPOYTJIOBI

NASD; u ADSCy comanu. Jlaxie, % = ggi = %. Ako je a uBwuia

Kolke, oHga je AD; = av2 u DC) = a, na je % = g—g; = %ﬁ = V2.

Cﬂeﬂuﬂaje%:%-g—%:ﬂ-ﬁzQ,Tj.AS:SC&:Q:1,H1Toje1/1

172



Tpe6aﬂo J0Ka3aTH.

3a permaBame HApeIHOT 3a/1aTKa, moTpeban je ciaenehn cras.

CraB 5. Hexa cy ANABC, NA'B'C’" wpoyirosu waksu ga je AB = A'B" u
AC = A'C". Taga je BC' > B'C" axo u camo axo je LBAC > LB'A'C".

7\ A/
B C B’&
C/

2. 36up jaBa yria upu Bpxy Tpuejpa sehu je o tpeher. lokazaru.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuenap. Tpeba nokazaru ma je £aSb + £bSc > LaSc.
Axko je £bSc > LaSc HejeHakocT je TpuBMjaHO UciymbeHa. [IpermocraBumo
3aro Ja je £bSc < £aSc u meka je Sd noJsynpasa Koja upunaia yriay £aSc
takBa 1a je £dSc = £bSc. Heka cy B, mpousBojbHE TadKe IOJIYIIPABUX
Sb, Sc penom, paznuante o tauke S. Heka je D tauka mosrynipase Sd TakBa
na je SD = SB u neka je A npecedna tavka nosynpase Sa u mpase CD.
Tpoyrnosu ASCB u ASCD cy nogynapuau, jep je SC = SC, LCSD =
£L£CSBuSD = SB. Cneau na je CD = CB. U3 jennakoctu AC = AD+DC,
nejeqnakoctu tpoyria AC < AB + BC u uperxo/iHo J00ujeHe jeTHAKOCTU
DC = BC cnemn na je AD < AB. Tpoyrimosu ASAB u ASAD unwmajy
noJlyiapHe uBuile ca 3ajegaunakum remeHom S (SA = SA u SB = SD), na
notTo je AB > AD, na ocuoBy ctaBa b ciaeu ja je LASB > LASD. llpema
TOME, J00MjaMO Jia BayKu

£aSb+ £bSc = LASB + £BSC > LASD + £ADSC = LASC = £LaSc.
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3. PaBnu on kojux je cBaka ojpehena WMBHUIIOM U CHMETPAJIOM HACIPAMHE
cTpaHe Tpueapa UMajy 3ajeJHu4Ky npaBy. /lokazaru.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuenap. Heka A nmpousBospbHa Tadka mojymnpase Sa, Koja je
paszyimanTa oj] Tauke S u Heka cy B, C pesom Tauke nosynpasux Sb, Sc rakse
na je SB = SC = SA. Taga cy Ttpoyriosu ASAB, ASBC, ASAC jenna-
kokpaku. Axo cy C1, Ay, By peaom cpemumra jnyxu AB, BC, AC, ouna cy
nostynpase SCp, SA;, SB; 6ucekrpuce yriosa L ASB, £ BSC, £ ASC', onxo-
cHO cTpana Tpuejipa Sabe. [Ipema ToMe, paBHE KOje caJIprKe UBHILY TPHUEIPaA
1 cuMeTpaJjy HacupaMue crpane jecy pasuu SAA;, SBB;,SCC,. C 063u-
pom Ha TO na cy AA;, BBy, CC texumitae jgyxu tpoyria ANABC, cienn
Jla ce CeKy Y jeJHOj TavyKM W O3Ha4YuMo Ty Tadky ca 1. IIpema tome, paBuu
SAA, SBBy,SCC, canpxke tauke S, T, na crora cagpxke u npasy S1'. [a-
KJ1e, mpaBa ST je 3ajeITHUYKA 3a CBe TPHU PABHHU, IITO je U Tpebasio JOKa3aTH.
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4. Hexka cy yrioBu nipu BpXy Tpuejipa jeanaxu pejgom 60°,45°,45°. [lokazaTn
Jla je auesiap HaclpaM Hajsehe cTpaHule mnpas.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuemap takas ma je £aSb = £bSc = 45° u LaSc = 60°.
Tpeba nokazaru ja je auegap OBOT Tpuepa, duja WBUIA CaIP:KU MOIYIIpa-
By Sb u 4uje cy mbocHu mojiypaBHu Koje cajipxke crpanute £aSh u £bSc
TOr TpHepa, mpas auenap. Heka je B mpousBo/bHA TadKa MOJyIpase Sb,
pasymanTa o1 Tadke S u Heka cy Tadke A, C pesom IpecedHe Tavdke IO-
aynpasux Sa,Sc ca paBHEH Koja je y Taduku B ynpasna Ha noJynpanoj Sbh.
Tana je LABC marubuum yrao mocMaTpaHOr Jmejipa, ma Tpeba jJoKa3aTh Ja
je LABC = 90°.

Osznaunmvo SB = x. Tpoyrimosu ASBA, ASBC cy jeHAKOKPAKO MIpaBO-
YIJIN, jep UM je jeJlaH oJ1 omTpux yriosa 45°, ma ciean fa je BA= BC =«
n SA = SC = zv/2. Tpoyrao ASAC je jennaxocrpanidas, jep je SA = SC
n LASC = 60°. Cremn na je u AC' = xv/2, na cy crpanune Tpoyriaa AABC
perom AB = x, BC = z, AC = /2. OfaBe ciemn 1a je y IHTAbY IPaBo-
yrim Tpoyrao, Tj. 1a je L ABC = 90°.

Hedbunumumja 42. Heka je AB mayx. PaBan koja cajgpxu cpeauire S J1y-
xku AB u yupaBHa je Ha npaBo] AB HasuBa ce MEGUjaAHOM PAGHU WU CU-
METWPANHOM PacHU TyxKu AB.

Ao

B

Teopema 32. Hexa je AB gyorc. Ckyu ceux wavara X Yy Upocmwopy WaKGUT
ga sasicu XA = X B jectie mequjanrna pasan gyocu AB.
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Teopema 33. Hexa je Lapf guegapcka Tospws u meka je py UOAYPABAH C
pybom p. Taga Gorypasar py uputaga guegpy Lapf axo u camo axo 3a ceare
gee wavke X,Y Koje Upuuagajy UoocHUMG Pa, P TWOT quegpa 6aicu ga py
ceve gyotc XY .

3a pereme HApETHOT 3a/aTKa KopucTu ce u [lamosa akcuoma.

Axcunoma (Ilamr). Hexa cy A, B,C wpu nexoauneapre Wauke u | upasa
pasnu ABC' xoja ne cagporcu waurxy A u ceve upasy BC' y wavku P waxeo)
ga eaosrcu B(B, P,C). Taga ona ceve upasy C'A y wavku Q) Wakeo] ga 6astcu
B(C,Q,A) uau cewe upasy AB y wavwku R waksoj ga eascu B(A, R, B).

A
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5. /lokazaru jia ce OKO CBaKOI TeTpaejipa MOyKe orucaTu cdepa, Kao u Jia ce
y CBaKM TeTpaejlap Moxe ynucaru cdepa.

Pemmeme:

Heka je ABC'D rerpaenap. Ilorpebno je mokasatu ja mocroju tadka O
takBa ja je OA = OB = OC = OD. Ha ocnoBy Teopeme 32, Ta Tadka MOpa
npunagaru MeaujagaauM pasauma usuna AB, BC, AC, AD, BD,CD rterpae-
npa ABCD. 3a nouerak, J0KaxkKuMo Jia ce Meaujasane pasuu usuiia AB, AC
ceky. AKo ce oHe He 61 cekJie, Ouite Ou mapaJesne, ma 6u ouja npase AB, AC
Oousie mapaJiesiie, jep cy ylpaBHe Ha MapaJjejHuM paBHuMa. Taja Ou Tadyke
A, B, C 6ue kosmmraeapue, mto aHuje Moryhe. /lake, Meujasine paBHI HBUIA
AB, AC' ceky ce 1o ipaBoj n. 3a cBaky Tauky X mnpase n Baxu XA = XB
n XA = XC, na ciequ fa npaba n IPHUIAJa U MEIWjaJHO] PABHU HBHIIE
BC'. Ha npaBoj n tpeba nponahu tauky O takBy ma je OA = OD, 1j. Tpeda
[IPOBEPUTH JIa JIK ce Mejujaina papan m usuie AD u npaBa n ceky. AKO TO
He Ou OWO ciydaj, oHJa OM mpaBa n U paBaH 7 Ouje napaJenrHe. Y paBHH
7 61 OHJla HocTojasia MpaBa n’ napaJesHa Ipasoj n, na nomro je 7 L AD,
6uo 6u n' 1L AD, naun L AD. Cse npaBe Koje cajpxKe Tauky A u ymnpas-
He Cy Ha I[paBOj M NPUIAIajy PABHU KOja CaJp:KWU TaduKy A u ympaBHa je
Ha mpaBoj n, mTo je paBan ABC. Ilpema tome, cieamio 6u ga mpasa AD
npunajga pasan ABC, T1j. na cy tauke A, B, C, D KoMIutaHapHe, IIITO HUje
tauno. Jlakse, paBan m u npasa n ce cexy y taaku O. Ilormro tauka O npu-
naja papau 7, ciaenn ga je OA = OD, a moITo npuiaia npaBoj n, CIeIu Ja
je OA = 0B = OC, na ciean na je tauka O 1meHTap ommcane coepe.
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[enrap ynucane cdepe je rauka S Taksa ja je SA' = SB' = SC"' = SD/,
e cy A, B',C', D' penom mnomHoXkKja yIpaBHUX M3 Tadke S Ha CTpaHaMa
BCD,ACD,ABD, ABC terpaenapa ABCD. Ha ocuoBy teopeme 27, Ta-
KBa Tadka MPHUIa/a CHMETPATHIM [T0JIypaBHIMA Jeapa Koje YnHe CTpaHe
TOT TeTpaejipa, MMa je JIOBOJHHO JOKa3aTh Jia OHE MMa]y 3ajeTHUYKY TadKy.
CumerpaJiaa mojiypaBaH juepa [dnja je uBuiia AD u cumeTrpaJiHa mosypa-
BaH Jirejpa 4uuja je mBuna BD mMmajy 3ajeHUYUKY Tadky [), ma ce ceKy I0
nosynpasoj Dn. 3a ceaky Tauky X nosaynpase Dn saxu XC' = XB' un
XC'= XA e cy C', B', A’ pesiom nojinoxKja yrnpaBuux u3 X Ha cTpaHama
ABD,ACD, BCD rerpaeapa ABC'D, na cienu ja nosymnpasa Dn npunaja
U CUMETPAJIHOj ToIypaBHu aueapa dnja je usuna C'D. [lrasurire, moaymnpa-
Ba Dn upojupe paBan ABC' y Taduku Koja MPUIaJa YHYTPAIIIOCTA TPOYT/Ia
ANABC. 3aucra, Ha OCHOBY TeopeMme 33, CHMETpaJIHA TTOJIypaBaH JIneIpa qu-
ja je uBuma AD cede uBuity BC rterpaenapa ABCD, jep tauka B mupuiaja
jemHoj mpocHu, a Tadka C' Apyroj mbocHW TOr jauejpa. O3HAdInMO Ty Ipe-
ceuny tauky ca A;. CandHo, cuMeTpasiHa MoJIypaBaH JIfe/Ipa qnja je WBUTA
BD cege uBuity AC' terpaeapa ABCD, jep Tauka A npuraja jegHoj IJbO-
cau, a tauka C' npyroj mbocHu Tor jauegapa. O3HAUUMO TY MPECEUHYy TaduKy
ca By. Y pasan ABC nanase ce tpoyrao ANAA;C u npaBa BB; Koja cede
npaBy AC' y rauku By takBoj ma Baxu B(A, By, C) u npaBy C'A; y Tavukn
B raksoj gma Baxu B(C, Ay, B). Ha ocuoBy Ilamoe akcnome cieam na ce
npaBe BBy, AA; cexy y Taukm S TakBoj ja Baxku B(A, Sy, Ay). Cauano, y
pasuu ABC' ce nanaze tpoyrao ABB;C u npaBa AA; koja cede npaBy BC
y tauku A; TakBoj na Baxu B(B, Ay, C) u cede npaBy C'B; y tauku A ta-
kBoj na Baxku B(C, By, A). Ha ocroBy Ilamose akcrmome cieu Ja ce mpase
BB, AA; cexy (Tauka mpeceka je Sp) TakBoj na Baxu B(B, Sy, By). Hakie,
Tadka S1 npumajia yayrpairmoct Tpoyria AABC u npuriajia morynpaBuMa
AAy, BBy, na npumiajia 1 CHMETPAJHAM TIOJIypABHUMA JIHeapa Iuje Cy UBH-
e AD, BD. Kako je nosiynipaBa Dn 1pecek TUX CUMETPAHUX IOJIyDaBHH,
caequ ga S; € Dn. YounMo cuMmeTpasiHy paBaH juejpa uuja je usuiia AB.
Tauka D npunajia jemHoj, a Tadka S7 HpHUIIALa JPyroj IJBOCHH TOT IUEIpa,
11a Ha OCHOBY TeopeMe 33 CJIe/H Jia Ta CUMeTpaJIHa ToIypaBan cede JayxK DSy
y Tauku S. [Tomro Tauka S npumnaja cuMeTpasIHo]j MOJypaBHU JINeJIpa unja je
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usnna AB, cienn na je SD' = SC’, rue cy D', C' pesom ogHOXK]ja yIIPpaBHUX
u3 Tauke S Ha crpanama ABC, ABD, a nomro Ipunaia 1 mojayinpasoj Dn,
Baxku SA' =SB’ = SC', rne cy A, B’ penom nogHoxKja ylpaBHUX U3 TauKe
S wa crpanama BC'D, ACD, na ciemqu 1a je Tadaka S meHTap ynucane cdepe
terpaesipa ABCD.

6. a) (Texxuire Terpaeapa) /lyxu onpehere cpemunmTiMa HACTIPAMHIX
UBHIA TPOCTPaHe TupaMuie (TeTpaejipa) CeKy ce y jeJiHOj TauKu Koja UX T0-
Jiopu. Jlokazaru.

6) JlokaszaTu jia TeKUIINTe TeTpaepa JIeJn JIy»Ku ojpeljeHe TeMeHnMa 1 Te-
KUIMITUMa HACIIPaMHUX CTpaHa y ojHocy 3 : 1.

Pememe: a)

Heka je ABC'D rterpaenap u neka cy M, N, P,Q, R, S peaom cpeaurra
weropux usnna AB,CD, BC,AD,BD,AC. Tpeba nokazaru ja ce IyKu
MN, PQ, RS ceky y jemanoj Tauku Koja ux cse nojoBu. JLyxx M@ je cpeama
muanja tpoyriaa AABD, na ciepn na je MQ || BD u MQ = $BD. Comno,
nyx PN je cpenma munuja tpoyrina ABCD, na caenun na je PN || BD u
PN = %BD. Hakme, MQ || PN u M@Q = PN, na 3ak/bydyjeMo jia Cy Ta-
uke M, P, N, () komiianapue u jia je derBopoyrao M PN () mnapaJjenorpam.
[Ipema Tome, merose pujaronase M N, P() umajy 3ajeIHUYIKO CPEJIUINTE, KOje
hemo osnauntu ca 1. Iy PR je cpenma nunauja rpoyriaa ABC D, na ciaenn
na je PR || CD u PR = 3CD. Takobe, nyx SQ je cpemmba nunnja Tpoy-
ria AACD, na ciequ na je SQ || CD u SQ = %CD. Hakmne, PR || SQ u
PR = SQ, na 3ak/byuyjeMo na cy Tauke P, R, (), S KoMILianapue u jia je de-
tBOpoyrao PRQ)S mapasesnorpam. [Ipema Tome, merose pujaronasne PQ), RS
nMajy 3ajegandko cpeauinre. C 003MpomM Ha TO Ja je Tadka 1’ cpeauInTe JIy-
xu PQ), a qyK nMa jeITHCTBEHO CPEJIUIITE, CJIe/ M J1a je Tadka 1  3aje THuIKO
cpenurnre qayxRu PQ, RS. Ilpema Tome, cBe Tpu JIyKu UMajy 3ajeJHIIKY Ta-
4yky 1" Koja MX IOJIOBH, IITO je u TpebaJjo JIOKa3aTH.
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Heka je T rmexumre tpoyria AABC. Tpeba nokaszatu ja Baxku pa-
ciopen B(D,T,Ty) w DT : TT) = 3 : 1. Younmo pasan MCD. Ta pasan
casipxku Tadky N, jep je oma cpemurre jayxu C'D, ma cajgpxu n taduky T,
jep je ona cpeaumnre jayxu M N. Takobhe, Ta paBan cajp:Ku Tadky 1) jep oHa
npunaja texxurrnoj ayxku C'M tpoyria AABC. Jla 6ucmo jgokazaim Ko-
nuneapuocT Tadaka D, T, T}, npumennmo MenesajeBy TeopeMy Ha TPOyTrao

AMCN. Tlormrro je 1‘;—%% . g—_N; . ]TV=M; = % . (—%) : % = —1, ciaegu ma cy Tadke
1

D, T, T} xonmuneapue. [Ipumennmo nonoso MenesnajeBy Teopemy, ajin cajia Ha
tpoyrao ADT;C u xonmueapue tauke M, T, N. Crenu na je

ot mal el ot (1
- TT, MC ND TT, \ 3/ 1

na je % = 3. Coesm i Bazku B(D,T,Ty) w DT : TTy, = 3 : 1, mro je u

TpedaJIo JTOKa3aTH.

Hedbununuja 43. Tauka T u3 npeTxo HOT 3a/1aTKa HA3UBA, C€ WeHCUULTLEM
rerpaesipa ABCD.
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