B

Ocraje jour ja nmposepuMo jia jin je uciymweno B(A, E,C). ¥Yrao LM ED
je omrrap, jep je jeman ox yrioBa mpasoyryior tpoyria AMED koju uuje
npas ({EMD = LAMD = 7 jep saxxu B(A, E, M)). Cnenu na cumerpaiia
nyxu ED cede kpak EM omrrpor yria A MED y tauku C' TakBoj Jla BaxKu
M,C = E, na kaxo Baxu A, M +E, cnemn na axu A, C+E, 1j. B(A, E, C).

IIpema ToMme, axo je 2t, > hy u b — ¢ < /4t2 — hZ, HOCTOju je/IUHCTBEHO
pererse 10 Ha MOJIyIapHOCT. ¥ CBUM OCTAJUM CJIydajeBUMa, 3aJlaTak HeMa
perrema.

6) /8_771)70

Anamm3za: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymaBa ycjaoBe 3amaTka. Taja
je LABC > LACB un Baxkxu AC =b, AB=cu LABC — LACB = 3 — 7.
A

B c

Kako je macmpam Beher yria sBeha crpanura, ciean ga je AC > AB, Tj.
na je b > c¢. Heka je D rauka taksa ga je B(A,D,C) u AD = AB. Tana je
tpoyrao AABD jennakokpak, na je LADB = LABD = ﬁ =5t =
8 ﬂ . C npyre crpane, yrao L ADB je crosbaiimbn yrao Tpoyma ABC’D na
Je jemHak 30mpy yHyTpammbux Hecyceaaux yrioa LCBD = ¢ u L BCD =
£BCA = ~. [axue, 5+7 =p+v,majep= 6” —y = M = B;” Haxke,

£CBD = 627, Tj. ﬂym CD ce us rauke B BI/I,ZLI/I 10T yI‘.HOM %
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KoncTpykiuja:

A ]D C

Koncrpyummmo gy AC' = b. O3naqanmvo tatuky D taksy 1a je B(A, D, C')
u AD = c. Koncrpyummmo jeman ox sykoa 'MT u3 kojux ce myx C'D
B 1oz yrioM 22 u osmaunmo ra ca [ Koncerpynimmmo Kpyr k(A, AD).

2
Oznaunmo ca B ony mpeceduny Tadyky Kpyra k u jyka [ Koja uuje tauka D.

Hoxkas: Tpeba nokazaru na je L{ABC > LACB u na je {ABC — LACB =
8 —7, ka0 u gaje AC=bu AB = c.

[IK je AC' = b. Tauka B npunaza kpyry k(A, AD) u IIK je AD = ¢, na
je AB=AD = c.lIK je B(A,D,C), naje AC > AD. 36or AD = AB caenn
na je AC > AB, na je u £LABC > LACB. Tauka B npunasa jsyky [ TMT
u3 Kojux ce jayxKk C'D Buau 1o yrjioMm %, na ciuean ja je LCBD = BQJ
C npyre crpane, Tpoyrao AABD je jennakokpak, na je {ADB = L ABD =
#, a yrao £LADB je cnopammmu yrao Tpoyria ABCD, na je jeannak
30Upy yHyTpammux Hecyceaunx yrioBa, Tj. LADB = LCBD + £BCD.

36or pactopena B(A, D,C) je {BAD = {BAC u {BCD = £BCA. Cien
Ja je
™ — ABAD

LCBD = KADB — £BCD = — s = £BCD
_ W_éBAC—ABCA:KABC;KACB—LBC’A
 LABC + LACB - 24BCA  LABC — LACB
B 2 B 2 '
Jlakye, BaxKku w = %, na ciaean ja je LABC — LACB = (3 — 7.

Huckycuja: Axo je b < ¢ wmm § — v > 7, 3aj1aTak HEMa peIllerba.

Heka je b > cu [ — v < w. CBe mTo Tpeba MPOBEPUTHU jecTe Ja JIU KPYT
k m yk [ ocuMm Ttauke D mmajy jorn 3ajeJIHMIKUX Tadaka. Kpyr k u jiyK [ ce
ceKy camo y tauku D ako u camo axo rearap O jyka [ npurnaga gyzxu C'D
wim Baxku [, O <+ C'D, mTo BaxKM ako W caMO akKO je yrao moj, KOjuM ce ca
ayka | Bugu sy C'D mpaB win TyII, OJJHOCHO aKO U CaMO aKo je @ > 75,
Tj. f — 7y > 7, WITO HUje TATHO.

Jlakte, ako je b > cu f—y < m, OHJIa 3a/1aTAK UMa Je/IMHCTBEHO PEIEHe
JIO Ha TOIYAAPHOCT, a Y OCTAJINM CJIyvajeBUMa HeMa pelerha.
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Hedunumnuja 22. Heka je AABC tpoyrao u veka cy F, F, G pejom mpece-
YHe TauKe OMCEKTpUca YHYTpaIlbiX yrioBa Ko temMena A, B, C' u Hacrpam-
nux crpanuna BC, CA, AB. yxu AE, BF, C'G 30By ce ogcevuyu bucektmpuca
YHYWPGWHHUL YLA06G N O3HATABA]Y CE PEJIOM ca ly, lp, le.

A

G F

B E c

7) ﬁ -7 l(u P
Anasmsa: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymasa ycjaoBe 3ajarka. Taja
je LABC > LACB u L{ABC — LACB = [ —~. Heka je S nienrap ynucaHor
kpyra tpoyria NABC, ueka je E mpeceuna Tauka cumerpaJe yria £ BAC u
crpanurie BC' u Heka je P momHoXK]je HopMaJsie n3 Tadke S Ha crpanunu BC.
Cnemn na je AE =1, u SP = p.

A

F B PFE C

N3z LABC > LACB cieqn ja je AC > AB, n1a 1ocToju mpecedna Tadka
cuMeTpaJie croJbalimer yriaa Ko temena A u npase BC. Osnaunmo je ca
F. Tana Baxku pacnopen tadaka B(F, B, E,C). Yrao LABC' je crnoaliibu
yrao Tpoyria AAF B, na je jeqHak 30upy yHyTpaIlbUX HECYCETHUX yIJIOBA
LAFB u AFAB, a yrao £FAF je upas, jep je To yrao msmehy cumerpaJsie
YHyTpaIlllber U croJbalimer yriaa Koix temena A tpoyria AABC. Chenn
na je AFAB = AFAE — {BAE = 5 — £84€ 'ja je LABC = LAFB +

AFAB = LAFB + % — £BAC_ Taxne, LAFB = £ABC — I + £BAC —
2{ABC—4{BAC—-{ABC—LACB+{BAC _ {ABC—-{ACB _ j—

2 2 2 -

V tpoyriny AAFE je AE = 1,, {AFE = {AFB = %52 u {FAE = I,
ma Taj Tpoyrao yMeMo Ja KouctpyumeMo. Kako je P 1mojiHOXKje HopMaJe u3
tauke S Ha crpanunu BC, Tj. Ha npaBoj F'E u Baxku SP = p, cjiiein j1a Tadaka
S mpuriajia mpaBoj p Koja je mapasenna ca F'E u #Hamasum ce Ha pacTojamby p
ox wme. IIpn Tome Baxku A, S = BC, 1j. A,S= FE, naBaxuu A,p= FFE.
Yuucanu kpyr k(S, p) nonupyje crpanune AB u AC, na cy npase AB u AC
tanrerTe n3 Tadke A Ha yrnmcanom kpyry k tpoyria ANABC. Tauke B,C

Ccy y IpeceKy THUX TaHTeHTH U IipaBe F'E Tako Ja BaxKu pacIiope]] Tadaka

B(F,B,E,C).
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Koncrpykmnuja: Koncrpyummmo tpoyrao AAFE takap na je AE = [,
LAFE = B%” u L FAFE = 7. Koncrpyuimmo 1ipasy p napajenny ca F'E Koja
ce HaJIa3’ Ha PacTojamy p O/l e 1 3a Kojy Baxku A, p = F E. Y npeceky mnpase
pu ayxu AE osnadumo Tauky S (makie, saxku B(A, S, E)). Koncrpyunrmmmo
kpyr k(S, p) n KorcTpyummumo tanrenre u3 tauke A Ha Kpyry k. Y mpeceky
TuX TanrenTu u npase F'E oznaunmo tavuke B, C tako na Baxku B(F, B, E, C).

Hoka3z: Tpeba mokasaru ma je LABC > LACB u na je LABC — LACB =
B — 7, 3aTuM Ja je ojcedak OMCEKTpUCE yHYTpPalliber yIrya Koj TemeHa A
oty iapat ayxKu [, 1 Ja je MOJIYIPeYHUK YIIMCAHOD Kpyra IMOAyIapaH JIyzKu
p.

A

F B PE C

Tauka S je [IK na pacrojamy p ox npase F'E| 1j. om npase BC, na Kako
je IIK k£ xpyr ¢ nmeaTpoM y S U MOJTyIpedHnKkoM p, ciaen Ja je BC TtanrenTa
kpyra k. [IK tauke B, npurajajy Tanrentama Kpyra k u3 tadke A, na cy
upase AB, AC tanrente kpyra k. [IK Baxkn pacropen B(B, E, (), na noiy-
npaBa AFE npunaya yriny £ BAC. [lpu Tome, 3a Tauky S ca me BaXKu Jjia je
pactojame oJ] Kpaka AB TOr yria MOoyIapHO JIy:KU p, Ka0 ¥ PACTOjarke O
kpaka AC' tor yrua (jep kpyr k(S, p) nomupyje npase AB u AC), na je mo-
aynpaBa AFE oucekrpuca yria £ BAC. Ilpema Tome, Kpyr k je wiu yrnucanu
kpyr Tpoyriia AABC unu je crosba YIucanu Kpyr KOju JOIUPYje CTPaHUILY
BC' (y Bermkom 3agaTky o3HaueH ca kq(S,, pa)). Kaxko Baxu B(A, S, E), 3a-
KJbyUyjemo ja je k ymucanu kpyr Tpoyriia AABC, 11a je meros moIynpeaHnK
p, TITO je u TpebaJio JoKa3aTH,

Takohe, kako je mosynpaBa AE OucekTprca yHYTpAIIbLEr yrja KO Te-
mena A tpoyria AABC, creqn na je E Tadka y mpeceky Te OUCEKTpHUCce u
crpanure BC, na je AE ojcedak OUCEKTPHUCE YHYTPAIIHET YT/ KO/ TeMeHa
A, a IIK je Tta ayx momymaapHa Iy l,.

Kako je {FAE = 7, cienn ja je AF OucekTpuca clo/ballliber yrila KoJ
remena A tpoyria AABC (jep je Hopmasina Ha 6ucekrpucu AFE yHyTparimer
yruta kojt remena A). Yrao L AEF je omrap (jep je yrao npaBoyrjior Tpoyriia
AAFE koju Huje mpaB yrao) u OH je croJbaiiti yrao tpoyria AAEC,
na je jejiHaK 30UpY HEroBUX yHYTpaIlbux Hecycenuunx yrioa L FAC =

£BAC y LACE = LACB. Jaxne, “BA€ + LACB < Z, na ciemu ja je u

2 27

ABAC + 2L ACB <= ABAC + LABC + LACB, 1j. LACB < £ABC.
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Y neny Ananmsa je jgokazano ja je taga L AFB = w, a kaxo [TK

saxn B(F,B,E) u L{AFE = 52 cnenn na je LAFB = 6%7 IIpema Tome,

2
LABO-LACE — 00 i, LABC' — LACB = 3 — 7.
Huckycuja: Ako je f — v > 7, 3a/1aTak HEMa pEIIeHha.

A

/

F B A PE C

. . B— - .
Hexa je 3 — v < 7. Tama je =57 < 7, ma mocroju tpoyrao AAFE n

jenuHCTBEH je 10 Ha noayaapHoct. Heka je A’ mopnoxje Bucune us remena A

y tpoyriy AAFE. Tana yriopu L A’AE uw L{AFE = @ nMajy HOpMaJIHe

kpake, na je LA'AE = 5%7 Ha 6u Baxuno B(A,S, E), na 6u ce Tadka
A mamazwia y crnosparimoctu kpyra k(S, p) u ma 6u tanrenTe Kpyra k u3
tauke A cekye npaBy F'E y taukama B,C maksum ja saxku B(F, B, E,C),
norpebHo je u JoBoJbHO Ja Bucuna AA’ Oyue seha o npeunnka xKpyra k, Tj.
na Baxku AA’ > 2p. Uz upasoyrior tpoyria AAA'E umamo cos L A’AE =
i‘g = "‘T‘j/, Tj. na je AA" = l,cos LA’AE =, cos B%” [Ipema Tome, ycioB
je l, cos ﬁ% > 2p. IIpema tome, ako je f — v < 7 u l, cos @ > 2p, mocTojn
JeIMHCTBEHO pellerbe 10 Ha IMOLYJApHOCT. Y OCTAJIIM CIydajeBUMa, 3a1aTaK
HeMa, pellerba.
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Koucrpykimja reomerpujckor mecra tadaka (I'MT) u3 kojux ce
JaTu Kpyr BUM IIOJ JAaTUM yTJIOM
l

Heka je k(O,r) natu xpyr u ¢ garu yrao. Heka je Y € k nponsBo/bHa U
nexa je X Taxsa ja Tpoyrao AOXY sajgosommasa LOY X = T n LOXY = £.
Koncrpyurmmmo 3arum kpyr [(O, OX) u 1o je Tpaxeno ['MT.

[Tokazkumo Jia 3a cBaky Tauky X' ca Kpyra | BaxKu Jia IIpUIa/Ia TParKeHOM
I'MT. Heka cy Y', Z’ nogupse tauke Tanrentu kpyra k u3 tauke X'. [Torpeo-
HO je nokasaru ma je £Y'X'7Z" = ¢. Tpoyrmosu AX'OY’ u AXOY 3amoBo-
masajy 1a je X'O = XO, OY' = OY n £X'Y'O = § = £LXYO, a yrnosu
LOX'Y'"u LOXY cy oba omrrpa (IpaBoyryin TpOyTJIOBI UMajy 110 jeJIaH IpaB
u gBa ommrpa yriaa). Ha ocaoBy craa CCY cienn ja je AX'OY' = AXOY,
ma je LOX'Y' = LOXY = Z. Cmuno je w AX'OZ" = AXOY, na je
LOX'7' = LOXY = 5. Cneqn nma je LY'X'Z' = 2 + 2 = .

l

X7

Hanomena 8. OBa koHcTpyKImja je moMohHa KOHCTPYKIHja U YKOJHKO €€
KOPUCTH y HEKOM JIPYTOM 3aJIaTKY, [IOTPEOHO je UCIUCATH heHe KOPaKe y eTa-
i Korerpykimja (Mory ce HaBeCTH 0JIBOJEHO 0J] OCTAINX KOPaKa, ¢ HA3HAKOM
1a ce paju o nomohHoj koncrpykimjn). Huje morpebro okasusaTu j1a ce u3
CBaKe TayKe KOHCTPYHUCAHOT Kpyra JaTh KPYT BUJM IO, JTATHM YTJIOM.
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8) a,b— ¢, pq

Anammsa: Heka je AABC tpoyrao Koju uciymana ycjoBe 3ajatka. Taja je
AC > AB, {BAC = a, AC — AB = b — ¢ u IOJIyIIPEYHUK CIIOJba YIIHCAHOT
Kpyra Hacupam TeMeHa A je mojyiapat JLyKu pPg.

A

P/

Heka cy P, S,, P,, P, tauike u3 Besmkor zagarka. Ha ocnoBy Besmkor

sasarka caenn Ja Baxku B(A, P, P)), kao u PP, = b — c.

Y tpoyrny APF,F, je PP, =b—c, {PP,P, = § u P,FP, = 2p,, na Taj
TPOyrao ymMeMo Jia KoHcrpywuiiemo. Tauka S, je cpemuiire crpanune P, P! u
MOYKEMO KOHCTPYUCATU KPYT ko(Sa, pa). Tauka A npunaga npasoj PP, tako

na Baxku B(A, P, P)) u u3 tauke A ce kpyr k, Buau nox yriaom «. Tadke
B, C' ¢y npecedne Taduke TaHTeHTH Kpyra k, u3 tadke A u npase PP, Ttako

na saxku B(B, P, P,,C).
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KoncTpykiuja:

Koncrpymmumo tpoyrao APF, P, Takas 1a je PP, =b—c, {PP,P, = 7
u PP, = 2p,. Oznaunmo ca S, cpejuire crpanuie P, P, 1 KOHCTPYHIIIMO
KPYT ko(S4, pa). Korerpyurmmmo I'MT [ u3 kojux ce kpyr k, BUIu 1101 yrjioMm
a. Osnaummvo ca A npeceuny taduky ['MT [ u npase PP, TakBy ja BaxKu
B(A, P, P!). Koucrpyumumo Tanredre Kpyra k, u3 Tadke A u o3HAUNMO ca

B, C wuxose npeceke ca npasom PP, tako na saxu B(B, P, P,,C).

Hoxka3z: Tpeba nokasaru ga je L BAC = o, AC > AB u AC — AB =
b — ¢, Kao 1 Jia je TOJIYyIPEYHUK CII0Jba YIIMCAHOT KPyra HAacIpaM TeMeHa A
HOJLYAPAH [y KH Pq.

Tauke B,C upwunajajy Tanrentama Kpyra k, m3 tadke A, ma cy mpase
AB, AC ranrenre kpyra k,. IIK je S, cpemumre PP, un {PP,P, = 7, na
creqn 1a je PP, L P,S,. IIK je P,P. = 2p,, na cieau 1a je So Py = %PGPL; =
22pa = pa, Tj. SuP, je nomynpeunnk kpyra k,(Sq, pa). Jaxue, npasa PP,
je HOpMaJiHa Ha TOJYNPEIHUKY Kpyra k., I1a je oHa TaHTeHTa TOr Kpyra.
[ItaBumie, kako je S,P, = p4, ciean na je Tadka P, jojupHa Tadka Kpy-
ra k, u npase PP,. Kako [IK rauke B, upumajajy npasoj PP, u Baxu
B(B, P, P,,C), cienn na je upasa BC ucto mro u npasa PP, u na taika P,
npunaja ayxu BC, na kpyr k, mnoaupyje crpanuity BC' tpoyrina AABC.
Haxkie, kpyr k, je miau ynucanu Kpyr Tpoyria AABC i je crosba yuucanu
kpyr nacnpam temena A. Kako ITK Baxu B(A, P, P)) u P € BC, cienu na
Baxkn A, P, + BC. Takobe, S, je cpemumre P,P, nu P, € BC, na ciaemn na
Baxku P, S, = BC. IIpema Tome, Baku A, S, + BC, na je k, crosba ynucann
Kpyr Koju gomupyje crpanuiyy BC. OBuM cMO J0Ka3a d U Ja je MOJIyIpe-
YHUK CII0Jba, YIIMCAHOT Kpyra Hacpam temena A tpoyria AABC nogaynapan

TYAI P

112



[IK je I T'MT wu3 kojux ce kpyr kq(Sq, pa) Buan moj yriom . Kako tatuka
A npunaga 'MT [, cneqn na je yrao L BAC' koju rpaje tanreare AB, AC
kpyra k, jennak «, 1j. L BAC = «.

Tauke S,, P, cy pejioM TeHTap CIIo/ba YIMCAHOT Kpyra HacIpaM TeMeHa
A u nogupHa Tadka Tor kKpyra u crpanute BC'. Tauka S, je cpeaurire jiyku
P, P! na je tauka P! nujamerpasno cynporna tadku P,. Ha ocnoBy Bemukor
3ajiaTKa, craB 1), ciaeau jga cy teMe A, JOJMpHA Tadka YIHCAHOT KPyra u
crpanurie BC' u Tauka P! KojuHeapHe U Jla Cy TUM peJoM pactopehene Ha
paBoj Koja ux caapxku. Kako je npeceuna tatuka npase AP, u crpanuie BC
tauka P, cienu jia je tadka P IoaupHa TavKa yIIUCAHOT KPYra U CTPAHUIE
BC. Heka je R, nomupHa Tadka CIOJ/ba ymmcaHOr Kpyra k, m npase AB.
Ha ocnoBy Benukor zazarka je ayx AR, nojyjiapHa mojayodoumMy Tpoyria
ANABC, BP, = BR, = AR,—ABu BP = AR,— AC'. Kako Baxku pacrope]
B(B, P, P,) cnemn na je BP, > BP, na je AR, — AB > AR, — AC, 1j.
AC > AB. Ha ocuoBy Benukor 3agarka je PP, = AC' — AB, a kako je [IK
PP, =b—c, cnemn ga je AC — AB=0b—c.

Huckycuja: Axo je a > 7, "e nocroju Tpoyrao ANABC kome je TO yHyTpa-
IITEbU YTA0, 118 33/[aTaK HEMa PEIerha.

Heka je a < 7. Ilocroju Tpoyrao AP P, P! u jequucTBeH je 10 Ha MOy Iap-
HOCT, T1a TOCTOj! U jeIMHCTBEHO cpenutire S, crpanute P, P!, [loxynpeannk
S.A kpyra [ (I'MT u3 xojux ce kpyr k, Buau moz yriaom «) je sehu ox p,,
na je tauka P!y ymyrpammoctu kpyra (. Ciean na npasa PP, cede Kpyr |
y JiBeMa TadKaMma, IIPU deMy je jeJiHa ¢ ucre crpame tadke P, kao Tadka P, a
npyra je ca cynporre crpane. Tadka A je ona 3a kojy Baxku A, P = P! a na
6u Baxxwmwio B(A, P, P!) (momro moxe Baxkutn u B(P, A, P.)), MOpa BaKnTH
S,A > S,P, 1j. mu rauka P mopa 6utn yayrap kpyra [. 113 [lutaropuse teo-
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peme je S, P? = S, P>+ P,P? = p? + (b—¢)? na je S, P = \/p2 + (b— c)?.
Y npasoyriom Tpoyriay AAS,R, je S,A xumnorenysa, a Karera S,R, Ha-
cupam yrina £S,AR, = § je noJyJlapHa ca HOJYIPEIHUKOM pq KpyTa kg, 11a
jesing = £, 1j. S, A = siﬁ%' Jakme, mMaMo yciioB Sifl“% > \/p2 4+ (b—c)2.
Tauka A je y cromarimoctu Kpyra kq, yeiaos B(A, P, Pl) obesbehyje 1a tan-
rente kpyra k, n3 tauke A ceky npasy PP, tako ja ce tauke P, P, naja3ze
u3mely Tux npeceunnx tadaka. [Ipema rome, B(B, P, P,, C') ciyxu Tome j1a
ce jeJIMHCTBEHO OJIpe/Iu Koja je o/ TUX IIPecevTHnx Tadaka Tadka [, a Koja je
tauka C.

IIpema Tome, ako je v < 7 1 Sifla% > \/p2 + (b — ¢)?, mocroju jemHCTBEHO
pelieme 10 Ha HOAYAAPHOCT. Y OCTAJINM CJIydajeBUMa 33/1aTaK HeMa Pellerba.

KoHcTpyKinmja 3ajeJHUYKAX CIOJbAIIIBIX TAHTEHTH ABa Kpyra
Heka cy k1(O1,71) u ko(Oa,19) naTt KPYroBu.

AR

AKko je r1 = 7y, KOHCTPYUIINMO IpaBy © Koja je HapaJiejHa ca IIPaBoOM
010, n HaJIA3M ce HA pacTojamy r1(= T9) OJ He.
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Bes ymamema OmmrocTi IpeTnocTaBuMo Jia je 1 < ry (ako Huje, Tj. aKo
je r1 > ro, o3HaunMo tadky (O ca Oy um obparHo, Kpyr ky ca ko u obpaTHO
U TIOJIYIPEYHUK 71 ca ry u obparno). Koncrpyummmo Kpyr kh(Og, 1o — 11).
Koncrpynmmmo tanrenty ¢’ kpyra k) n3 tadke O; 1 KOHCTPYHUIIUMO TIPaBy ¢
KOja je mapaJiejiHa ca [paBoM t', HaJla3u ce Ha pacTojaiby 71 OJl Hhe U 3a KOjy
Baxku t, Oy +— t'.

Ako je 11 = r9 uw Oy # Os, OHJIA TIOCTOje TAYHO JBe IpaBe t Koje Cy
napajiesiie ca 010y u Haja3e ce Ha pacTojamy ri(= r3) 0J BWe, ma mocToje
TAYHO JIBe 3aje/IHIYIKE CIIOJballlibe TAHTeHTe KPyToBa ki, k. AKo je ry = ro u
O; = Oy, ouga ce Kpyrosu ki u ko TIOKJIaNajy, Ia je CBaka TaHTeHTa KpyTa
k1 yjeaHo m TanreHTa Kpyra ko, 1a MOCTOjU OECKOHATHO MHOTO 3ajeTHUIKIX
CIIOJbAITILUX TAHTCHTH.

Heka je 6e3 ymamerma onmroctu 1 < ro. Jla 6u mocrojaia TaHreHTa KpyTa
k5(Oq,r9 — r1) m3 Tavuke Op, OHA MOpa OUTH WJIN Ha KpPyry ki Win y Beropoj
croJbaImbocTh, Tj. Mopa Baxkut 010y > 19 — 1. Ako je 0105 = 19 — 179,
TaJia MOCTOj! jeJJMHCTBEHA TaHreHTa t', 11a IIOCTOjJU U jeJUHCTBEHA, 3ajeHIIKA
CIOJbAIllba TAHMeHTa KPYroBa ki, ko. Ako je 010y > r9 — 71, OHJA IOCTOjE
JIBe TaHTeHTe 1, 1a TOCToje U JiBe 3ajeJHUIKE CIIOJballlihe TAHIEHTE KPYTroBa

Ky, Ko
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KoHcTpyKinmja 3aje JHUYKIX yHYTPAIIbUX TAHCEHTU ABa Kpyra
Heka cy k1(O1,71) u ko(Os, 79) 1aTl KPYrOBH.

N N
~N ~N
N N
~N ~

Koncrpyummmo xpyr k5(Oq, o + 71). Koncrpywumnmmvo taurenty t' kpyra
k% u3 tauke (J; ¥ KOHCTPYMIIIUMO IpaBy ¢ Koja je mapaJiesHa ca mpaBom t'
HaJIa3MW Cce Ha PacTojaiby i OJ Ibe U 3a Kojy Baxku t, Oy = 1.

Ha 6u mocrojana tanrenta t' kpyra kb(Oa, 79 4+ 1) u3 Tauke Oq, oHa ce
MOpa HaJA3UTH Ha KPYTy k) WIH y HEroBoj cro/barmmocT. [lakie, mopa
Baxkutt 0109 > 19 + 1. AKO je 0105 = 19 + 11, OHJIA TTOCTOJU jeIMHCTBEHA
TaHreHTa t') 1a MOCTOjU U jeJMHCTBEHA 3ajeJHUYKa YHyTpalliba TaHIeHTa
kpyrosa ki, ks. Ako je O10y > 19 + 11, OHJIa TIOCTOje JiBe TaHreHTe t', 1a
[IOCTOj€ W JIBE 3ajeITHUYKE YHYTPAaIlllbe TaHeHTe Kpyrosa ki, k.

Hamomena 9. Ose koHCTpyKIHje cy Takohe moMohHe KOHCTPYKIIHje U yKO-
JINKO C€ KOPUCTE y HEKOM JIPYIOM 3aJIaTKy, OTPEOHO je MCIUCATU FHUXOBE
Kopake y etanu KoHcTpyKija (MOIy ce HaBECTH OJIBOJEHO O] OCTAINX KOpa-
Ka, C HA3HAKOM JIa Ce PaJii 0 TOMONHO] KOHCTPYKIUH ). YCIOBH TI0J] KOJUMa, CY
OBe KOHCTPYKIje Moryhe u ojiroBapajyhu 0poj TaHreHTH MOT'Y ce KOPUCTUTHU
y erarnu Jluckycuja 6e3 J10/IlaTHOr 00pa3/I0kKeba.
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9) @, Po, Pe

Anaymsa: Heka je AABC Tpoyrao koju uciymasa ycjaoBe 3a1arka. Taja
je BC' = a, mojaynpedHuK cCriojba YIUCAHOT Kpyra Hacrnpam TemeHa B je
HOJTY/IAPAH JIy KW Py, U HOJIYIIPEYHUK CII0Jba YIIHCAHOT KPyTa HACIIPAM TEMEHA

C' je mogynapaH JIy:Ku p.

Heka cy Sy, S., Ry, R. Tatuke u3 Beymkor 3ajgatka u Heka cy ky, k. pegom
criojba yrmcanu Kpyrosu Tpoyria AABC nacupam temena B, C. Tana je na
ocHoBy Besmkor 3ajarka Ry R. = a. 3a rauke Sy, S. Baxkxu Sy Ry = py, SpRy, L
RyR., S.R. = pe, SeR. L. RyR. nu Sy, S. + RyR., na je R,R. 3ajeHn4ka
YHyTpallliba TAHTeHTa KPyrosa ky, k.

[Ipaa BC' nonupyje Kpyrose ky, k., TIa je OHA HUXOBA 3ajeHUYIKA TaH-
rearta. Kako cy Sy, S. = BC, y nuramy je HBUXOBA 3aje/IHUYKA CIIOJHAIbA
tanrenTa. [Ipema Tome, Tauka B je y Ipeceky 3ajeJIHIYKe CIOJbAIllbe TaH-
reire Kpyroea ky, k. u npase R,R., npu uemy Baxku pacrnopen B(B, R., Ry).
Taxobhe, npaBa AC' je 3ajeHnYKa YHyTpallliba TAHIeHTa Kpyrosa ky, k., Koja
uuje RyR.. IIpema Tome, Tauka C' ce HaJIa3M y MPECEKY Te TAHI'CHTE U 3aje/l-
HUYKE CIOJballlbe TAaHTeHTe KPYrosa ky, k. Koja caap:km Tadky B, a tauka A
ce HaJIa3u Yy IIPpEeceKy Te TaHnreHTe u npase Ry R..
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KoncTpykiuja:

Koncrpynmmmo nyx RyR. = a. Koncrpynmumo nopmainy vHa RyR. y
Tauku R, 1 03HAYMMO Ha 10j ca S, TauKy TakBy ja je S.R. = p.. Koucrpyn-
Mo HopMmauty Ha [y R, y Tadku R, 1 03HAMNMO Ha 1H0j ca Sj, TaYKy TAKBY J1a
je SpRy = pp 1 S¢, Sy + Ry R.. Koncrpyurmmmo kpyrose ky(Sp, pp), ke(Se, pe)-
Koncrpyummmmo 3aje THUYUKY CHOJballliby TAHIeHTY ©t Kpyrosa ky, k. Koja ce-
e npaBy RyR. y tauku B taksoj ga Baxu B(B, R., R,). Korcrpyummmo
3aje/IHMYKY YHYTPAIlhy TaHreHTy 1 Kpyrosa ky, k. koja nuje npasa R,R..
Oznaunmo ca A npeceuny tadky npasux [y R.,t; n ca C' mpecedny Tadky
npaBux t,1;.

Hoka3z: Tpeba nokazaru ja je BC' = a, /1a je NOJIyIPEIHUK CIIO/ba YIIHCAHOT
Kpyra HacupaM TeMeHa B rojgygapan JyKu p, U Ja je TOJIYIPEIHUK CII0Jba
yIHUCcaHOT KpyTa HacmpaMm TeMeHa C' Moy japan Ty Ka p..

IIK je RbRC 1 SbRb, RbRc 1 SCRC, SbRb = pPp U SCRC = Pec- IIK cy Sb, SC
neHTpu Kpyrosa ky, k. u SRy, S.R. ®wUX0oBU MOJIynpednnny, na je Ry R, 3a-
jeIHnYIKa TaHreHTa Kpyrosa ky, k., a 300r Sy, S. — Ry R, je y nuramy 3aje-
HUYKa yHyTpalma TanredTa. [IK ce rauke A, B Haiasze Ha npaBoj Ry R, na
cy npaBe AB u Ry R, ucre. Takobhe, [IK ce tauke B, C najnaze Ha mpaBoj t,
KOja je 3ajeJ[HIYKa CIOJballliba TaHnreHTa Kpyrosa ky, k.. IIK je mpasa AC
3aje/IHIYKA YHYTpAIllhba TaHeHTa KPyTroBa ky, k. pasananta on Ry R..

Hakse, nmpase AB, BC, AC' jecy 3ajeqnuduke tanrere kpyrosa ky, k., ma
cJIe/In Jla Cy TO YIUCAHU WK CIojba yrucauu Kpyrosu Tpoyria AABC. Tlo-
mro je BC 3ajenamdka Criosballiiba TAaHTeHTa, CIeIU J1a HAjedaH OH HhUX HIje
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CIoJba YIUCAHU KPYT HacupaMm teMena A (0BO BaxKu 3aT0 IITO ce 0J] TIOMEHY-
THX KPYroBa ¢ jejHe crpane npase BC Hamaze Tpu Kpyra, a ¢ JIpyre crpaHe
jeman u To Gamn criosba yuucanu Hampam Temena A). Takobe, na je jeman o
ky, k. ymucanu kpyr Tpoyria ANABC, onya 6u jenna o npasux AB, AC' 6u-
Jla 3ajeTHUYIKa CIIoJballliba TaHTeHTa. Kako To Huje ciydaj, ciemu jaa cy ky, ke
cnojba ynucanu Kpyrosu nacrpam temena B, C. Ocraje jour ja ce gokaxke
na je ky, nacripam temena B, a k. macupam temena C'.

B [N

[Tommrro 11K Baxu B(B, R, Rp), Tauka R, Mopa 6utu JojnpHa TadKa CIIo-
Jba yIHCAHOT Kpyra Hacupam Temera C' u crpanune AB, a Tauka Ry, mogupHa
TadKa CI0Jba YIMCAHOT KpyTa HacipaMm Temena B u npase AB. Jlaxie, ky je-
cTe CIIoJba YIUCAHW KPYT HaclipaM TeMeHa B, a k. jecTe criojba yIucanu Kpyr
nacrupam temena C'. [IK cy nmosynpednunu kpyrosa ky, k. TOAYIapHU PEIOM

JyZKUAMA Py, Pe, A CY TOJYIPEIHUIM CIIOJba YIHUCAHUX KPYIOBa HACIIPAM Te-
mena B, C tpoyria AABC peoM mojiyJJapHU JaTUM JYKAMA P, P

Ha ocnoBy Besmkor samarka ciaean ga je RyR. = BC, a xako je 11K
RyR. = a, cnenn na je BC' = a.

Huckycuja: Kpyrose ky, k. je yBek Moryhe KoHcTpymncaTu u TOIITO UMa-
jy 3ajeIHUYKy YHYTpallliby TaHrenty [, R. Koja ux He J0Jmpyje y HUCTO]
TauKW, CJIeIU Ja UMajy W JAPYTY 3aje/lHNYUKy YHYTPallllby TaHTeHTY, Kao U
JIBe 3ajeJIHIYKe Criojballlibe TanrenTe. OJ1 (bUX TAYHO jeJiHa UCIYHhaBa YCJIOB
B(B, R., Ry). Jakne, koncrpykiwja tpoyria AABC je yBek moryha.

[Ipema Tome, 3a 6UIO KOje JIyKU @, Pp, P TIOCTOJU jEJIMHCTBEHO DPEIIETHEe
JIO Ha TOJLYIaPHOCT.

119



10) @, p, pa

Anammsa: Heka je AABC Tpoyrao kKoju uciymasa ycjaoBe 3aj1arka. Taja
je L BAC' = o, moJiylIpedHuK yIUCAHOT KPyTa je MojygapaH Jy»Ku p U IOy~
[IPEYHUK CII0Jba YIUCAHOI Kpyra HaclpaMm TeMeHa A je mojyjapan jayKu .

Hexka cy S, S, pesiom 1ienTap ynucasor Kpyra k u 1ieHTap Crojba yImucanor
kpyra k, nacripam temena A un Heka cy R, R, MOIHOXK]ja HOpMAaJia U3 Tadaka
S, S, ua npasoj AB. Tauke S, S, npunasajy 6ucekrpucu yriaa £ BAC (mo-
aynpasojl), a kako cy R, R, pejoM JojupHe Tauke Kpyroea k,k, u mpase
AB, cnemm 1a je SR = p u SuR, = p,. llpema Tome, Tauka S ce Hamasn
Ha pacTtojamy p oj npaBe AB, a tadka S, ce Haja3W HA PACTOJAIY P O
upase AB. Ilpasa BC' je 3ajenutuka tanrenta Kpyrosa k, k,, a Kako BaxKu
k,k, ~ BC, y nutamy je 3ajeJHIYKa YHYTPAIha TAHIEHTA TUX KPYTOBa.
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KoncTpykiuja:

Koncrpywummmo yrao £pAq = «. Koncrpyunmimo 6ucekrpucy As (mosy-
npasy!) yria £pAq. Koncrpyummmnmo npasy a Koja je mapajiesiHa ca KpakoM
Ap yria £pAq, Hama3u ce Ha PacTojarby p O/ Ibera U Haja3u ce ¢ OHe CTPa-
He mpaBe ojpeliene kpakom Ap ¢ Koje ce Hanmase kpak (mosynpasa) Ag u
oucekrpuca As yrima £pAq. llpeceany Tauky npase a u Oucekpuce As o3Ha-
qumo ca S. Koncrpyummmo npaBy b Koja je mapaJieniHa ca Kpakom Ap yria
£pAq, Hasa3u ce Ha pacTojamby p, OJI Fhera U Hajas3| ce ¢ OHe CTpaHe IpaBe
onpebene kpakom Ap ¢ kKoje ce Hasase Kpak (mosynpasa) Aq u Gucekrpuca
As yrna £pAq. llpeceuany tauky npase b u Oucekpuce As ozHauumo ca S,
tako na Baxu B(A,S,S,). Koncrpyummnvo kpyrose k(S, p) u kqo(S,, pa) n
KOHCTPYHIITUMO FbUXOBY 3ajeJIHUUIKY yHyTpallmby TanreHty t. [Ipecedny ra-
4Ky TaHrenre t u Kpaka Ap yrina £pAq osnaunmo ca B, a npecedHy Tadyky
tanrente ¢ u kpaka Aq ozuadumo ca C.

Hokas: Tpeba nokasatu ja je L BAC' = «, j1a je TMOJYyIPEIHUK YITHCAHOT
kpyra tpoyria AABC nogymapaH JyzKu p 1 j1a je TOJYIPEIHUK CII0Jba Y-
caHor kpyra nacupam temena A tpoyria AABC nogynapan JgyxKu py.

[IK Tauka B npunaga kpaky Ap, a tauka C kpaky Aq yria {pAq koju
je IIK monynapan yriy «, ma ciaean jga je L BAC = £pAq = a.

Henrpu S, S, kpyroea k, k, cy Ha 6ucekrpucu As yrina £ BAC = £pAq
U HaJjla3e ce PeJIOM Ha pacTojamuMa p, p, o7 Kpaka Ap, 1j. kpaka AB, na
KaKO Cy UM MOJIYIPEIHUIN PEJIOM IOIYIapHU JIyKUMA P, Pg, CIACIN Ja OHU
nonupyjy kpake Ap, Aq (1j. AB, AC) yrana £pAq = £BAC. lIK je mpasa
BC sajeqnumuka yHyTpalliikha TaHTeHTa KpyroBa k,k,, ma je jemaH oj1 TUX
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KpPYyroBa YIMCAHU, a JIPYTH CII0/ba YIUCAHU KPYT HacipaM TeMeHna A Tpoyria
AABC. C obsupom na 1o na IIK Baxu B(A,S,S,), crenu na je k(S,p)
yiucann, a k,(Sq, pa) cmosba ymmcanu Kpyr Hacrpam temena A. Konauno
caed U Jla je MOJIyIPEedHuK yrucanor kpyra tpoyria AABC nogynapan
JIYZKU p ¥ JIa je MOy IPEYHIK CII0/ba YIIMCAHOT KPyTra KOjU JOJUPYje CTPAHUILY
BC' nopynapan JIyzKu p,.

Huckycuja: Ako je a > m, ne nocroju Tpoyrao AABC auju je To yHyTpa-
LY yTao, [a 3aJaTak HeMa Pellerba.

Heka cy R, R, noanoxKja HOpMaJsa u3 Tadaka S, .S, peaoMm Ha Kpaky Ap.
Tamga npema TasrecoBoj Teopemu cieman ;1% = %, a Kako ce Tauke S, .S,
HaJla3e peJIoM Ha pacTojamuMa p, p, of Kpaka Ap, creqm na je SR = p n
S.Rq = pa, 11a je A% = pﬁa. Ha 6u Baxkuno pacnopes tadaka B(A, S, S, ), Mopa
Baxkutu AS < AS,, Tj. X;Si < 1, a TO BaXKu akKO U CaMO aKO BayKH p% < 1,
Tj. p < po- Kpyrosu k, k, umajy 3ajelTHUIKUX yHYTPAIIHIX TAHTCHTH aKO U
camo ako Baxu 5SS, > p+ p,. U3 npaBoyriux Tpoyriosa NASR u AAS, R,
nobujamo ma je sin® = sin ARAS = B2 u sin? = sinLR,AS, = LHada

2 AS 2 AS,
ma Bakn AS = B = 2.y AS, = fada — o TIpema Tome, Baxu
Sin bl Sin bl Sin bl Sin bl
SSy = AS, — AS = L5 — L5 = B0 ma je 2L > p+ p, yciioB mocTojarmba
2 2 2 2

3aje/IHNYKUX YHYTPAIIbUX TAHT'€HTH.
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Axo Bakn 2L = p + p,, onya ce xpyrosu k,k, TOMPYjy U MOCTOju
2

jeJIMHCTBeHa, 3aje/IHMYKa YHYTPallliba TaHTeHTa Kpyrona k, k., ma MOCTOjU
JEJIMHCTBEHO pelemne 10 Ha TOLYIaPHOCT.
7
A -~

Axo je ;i%_%p > p+ p., OHJIA ce KPYTroBu k, k, He JOypyjy W UMajy JBe
pasHe 3aje/JHIYKe TaHI'eHTe, I1a II0CTOoje JiBa HeIloAyapHa pelletba.
Hakie, ako je a < m, p < p, u 2L = p + p,, OHJIA TIOCTOjU jeIMHCTBEHO

H [e3
s B)
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Pa—p
e
sin §

perreme 10 Ha HOIYIapHOCT. AKO je oo < m, p < p, U > p+ pa, OHJIA
[IOCTOj€ JIBa HEMO/yIapHa pelierba. Y OCTaIuM CIydajeBuMa, 3a/laTak HeMa

periemna.
11) b— ¢, hy, p

Anasmza: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymasa ycjioBe 3ajaTka. Heka
je A’ mogHOXKje Bucune u3 remena A, S menTap ynucaHor Kpyra u P joaupHa
Tavka yrnucanor kpyra u crpanuniie BC. Taga Baxu AB < ACu AC—AB =
b—c, AA =h, uSP = p.

Heka cy P’, P, Tauke u3 Benukor zanarka. Ha ocnosy Besmmkor 3amarka
saxu B(B, P, P,,C), PP, = b— c u tauke A, P', P, cy komuneapue. Tauka
S je cpemumre nyxu PP, ma je PPP = P'S+ SP =2SP = 2p. Y tpoyriy
AP'PP, je PP =2p, {P'PP, = § u PP, = b— c, na Taj Tpoyrao ymemo Jjia
koncTpyumemo. Tauka A npunaja npasoj P'P,, Hanasu ce Ha pactojamy hg
oxn npase BC', 1j. og ipase PP, u Baxku B(A, P', P,). Tauke B, C nupunaajy
upaBoj PP, u tanrentama yrmcanor kpyra k(.S,SP) u3z tauke A, tako na
Baxku pactopen B(B, P, P,,C).

Koncrpyknuja: Koucrpyummmo tpoyrao AP’ PP, takas ja je P'P = 2p,
AP'PP, = 5u PP, = b—c. Oznaunmo ca S cpeaumrre jyxu PP 1 KoHCTDY-
urmo kpyr k(S, SP). Koncrpyumummo npaBy p Koja je mapaJiesiHa ca IpaBoM
PP, u nanasu ce Ha pacrojamy h, ol me, TakBy Ja Baxku p, S, P’ = PP,. Y
npeceky npasux p u P’'P, osnaummo tauky A tako ga Baxku B(A, P, P,).
Kouncrpyummmo tanrenre kpyra k u3 tadke A. Y IpeceKy TUX TaHT€HTH U

upase PP, oznaunmo tauke B, C tako na Baxu B(B, P, P,,C).

Hoxkas: Tpeba nokazaru ja je AB < AC'u AC — AB = b — ¢, 5a je BucuHa
u3 TeMeHa A mojynapHa JyKu h, W J1a je TOJYNPEeYHUK YIHUCAHOT KPyTa
tpoyriia AABC nogymnapas JTyxKu p.

Tauka S je cpemumre nyxu P'P koja je IIK momymapra myxwu 2p, na
ciaenn ja je SP = %P’P = %2/) = p. Kako je o koucrpyknuju PP 1 PP,,
cieqn jia je npasa PP, HopMasHa Ha mosynpednuky SP kpyra k(S,SP),
na je ona tanrenta kKpyra k y tauku P. IIK Baxu B(B, P, P,,C), na npaBy
PP, moxemo osnagaaru u ca BC. Jlakie, npaBa BC' je tanredTa Kpyra k u
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noaupyje je y tauku P koja IIK npunana nyxu BC'. Takobe, npase AB, AC
cy IIK ranrente kpyra k, ma cjegu ja je Kpyr k WId yIUCAHU KPYT WU
crosba yrmcann Kpyr Haciupam Temena A tpoyria AABC. Kako 1K Baxkn
A, S= PP, 1j. A, S = BC, cieau na je y IUTaIby YIIMCAHA KPYT, 11a j€ IberoB
MOJIYITPEYHUK TIO/Ly/IapaH Iy KU p.

Hakse, P je moaupHa Tadka ynucaHor Kpyra u crpanute BC, a Kako je
ITK rauka S cpemumnre jqyxxu PP, cienn na je tauka P’ aujamMeTpasiHo cy-
nporha Tauku P. Ha ocroBy Benukor 3amarka, cras 1), ciaeau ja cy Teme A,
tauka P’ u joaupHa Tadka crpanuie BC U Crosba yIUcaHOT Kpyra TPOyT/a
ANABC nacupaMm Ttemena A KoJWHeapHe U Ja Cy THM PeJIOoM pacropehene
Ha 1paBoj Koja ux cajapxku. Kako je npecedna radka rnpase AP’ u crpanuie
BC rauka P,, ciemn na je tauka P, moaupha Tauka crpanuie BC u cioba
yIucaHor Kpyra HacripaMm temera A. Ako je s moxyooum tpoyria AABC, na
ocuoBy Besmkor 3amatka cieau f1a je BP = s— AC u BP, = s— AB, n1a 360r
pacnopena B(B, P, P,,C) cienn na je BP < BP,, onnocuo s— AC < s— AB,
na je AB < AC. Ha ocnoBy Benukor 3ajarke je onjga PP, = AC' — AB, a
kako je IIK PP, = b — ¢, cneqn na je AC — AB =b— c.

Tauka A mpunasa nmpasoj p Koja je mapaJsienita ca npasom PP, Tj. mpaBoM
BC' u manasu ce Ha pacrojamwy h, of Be, a ako o3HaunMo ca A’ mogHOKj e
Bucune u3 remena A tpoyria AABC, criequ na je AA” = hy,.

Huckycuja: [la 6u saxkuno ycios B(A, P, P,), mopa 6utu h, > 2p, jep npa-
Be Koje cy mapaJesne ca PP, u Ha/a3e ce Ha pacTojarmy MarbeM O] 20 CeKy
nyx P, P, a npaBa Koja ce HaJla3u Ha pacrojamy 2p cede npasy P, Py Tauku
P’. Axo Baxu Taj ycJIoB, BayKu 1 Jia Tadka A npuiiaja crosbaiimbocT Kpyra
k(S, SP), jep npasa p (koja je mapasenna ca PP, u Hama3u ce Ha PacTOjarby
ho(> 2p) o Wwe) HeMa 3ajeJHUIKHX Tadaka ca KPYrom k, Ia MOCToje JiBe
tanrente Kpyra k u3 radke A. Takobje, ako Baxku ycinos B(A, P, P.), re tan-
renrte ceky npasy PP, Tako ja ce tauke P, P, Hayaze uamely Tux mpeceqHux
radaka, 1a ycios B(B, P, P,,C') ciyu ToMe Jia ce jeJIMHCTBEHO OJIPein Koja
je oj1 THX mpecevHNX Tavdaka Tadka B, a koja je tauka (.

Jlakne, ako Baxku h, > 2p, IOCTOjU jJeJIMHCTBEHO PEIEIbe JI0 Ha MOy Iap-
HOCT, a aKo Baxkn h, < 2p, 3ajlaTak HEMa pellerba.
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2. Koncrpyucaru tpoyrao ABC' ako cy jgatu teme A, opronentap H u 1ien-
Tap ommcaHor kpyra () Tor Tpoyria.

Pemmeme:

Ananuza: Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIymbaBa yCI0Be 33/1aTKa, Tj. HeKa
ce HeroBo TeMe A mokjana ¢ [aToM TadkoM A, HeKa ce HeroB OPTOIEHTap
MOKJIala C JIATOM TadykoM H U Heka ce IeHTap HeroBOr OMUCAHOI KpyTa
nokJtana ca Tadkom O.

Hexka je Ay cpemumire crpanutie BC tpoyriia AABC u Heka je Hy Tauka
cuMeTpuYHa OpTOIeHTPY H y ogHocy Ha Tauky A;. Y 3. 3a1aTKy u3 06/1acTh
[MomymaprocT cMmo jlokazain jia je Tajga Tadka H; cumerpudna temeny A y
onuocy Ha merTap O ommcanor kpyra Tpoyria AABC. Ilpumernmo jga ako
ce tauke A, H nokjamnajy, 1j. ako je AABC npaBoyIyiu ¢ IpaBUM YIJIOM KOJI
remena A, oHja ce nokiamajy u Tauke O, Ay jep ce meHTap OImMCaHOr KpyTra
HaJIa3u Ha cpejuinTy xurnorenyse BC, a ako ce tauke A, H pa3iukyjy, onia
ce pasmkyjy u Tauke O, A; u umamo 1a je npasa BC' HOpMaJiHa Ha IIPaBOj
OA; y taukn A;.
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KoncTpykiuja:

Osznaunmo ca Hy Taduky cumerpudany tadku A y ogHocy Ha Tadky O, a
satuMm ca Ay cpemumire nyxu HHy. Koucrpyurmmmo kpyr [(O,0A). Axo
ce Tauke O, Ay 1oKIamnajy, oHjia KOHCTPYHUIIIMO [TPOU3BOJHHY MPABY P KOja
cagpxku O u paszimanta je oi npase OA u o3aaunmo ca B, C npecedne tavuke
Te mpaBe u Kpyra [, a ako ce tauke O, A} pa3iukyjy, OHIa KOHCTPYUIIUMO
npaBy p koja je mHopmasina Ha OA; y taukm A, m He cajpxku Tadky A u
osHaunmo ca B, C' npecedHe Tauke Te mpaBe U Kpyra .

Hoxka3: Tpeba moxkasaru 1a je tauka A jearno teme Tpoyriaa AABC, na je
Tadka H opToreHTap Tor TpoyTriia u ja je Tadka O MeHTap HeroBor OnmcaHor
kpyra. OuurieHo je ncmymeno Ja je tadka A teme Tpoyria AABC.

[TK ce Tauke B, C' pa3iuKyjy u NpuIiajiajy mpaBoj p Koja He CaJIpKI TauKy
A, macy A, B, C tpu Hekonmmaeapue Tauke. Takohe, one I1K tpumasajy kpyry
[, ma je [ onmcanu kpyr Tpoyria AABC, a kako je O meros IeHTap, Caean
na je O nenrtap ommcanor kKpyra tpoyria NAABC.

N3 mperxomuor 3aksbydka ciaean ja je OB = OC. Ako ce tauke O, A;
nokJjiarajy, oga Tadka O mnpunajia crpanunu BC, ma 30or OB = OC 3a-
kibyayjemo na je O (t1j. Ay) cpemumre crpanunne BC. Ako ce tauke O, A;
pasyiukyjy, ouja je no koucrpykiuju OA; | BC, na xkako O npumnaja cu-
merpasu crparute BC (jep Baxu OB = OC), cienn ja je OA; cumerpasa
crparurie BC. IIK rmauka A; npunama crpanunum BC, ma cienm ja je oHa
weno cpequinre. [1K je rauka Hy cumerpudna TeMeny A y OJHOCY Ha IIEHTAp
OIMUCAHOT KpyTa, a y 3. 3ajaTky u3 obsactu [logyrapHocT gokazaim cMo J1a
je Tauka cUMeTpUYIHA OPTOIEHTPY y OJHOCY Ha cpejulinte crpanute BC cu-
MeTpHUIHA U TeMeHy A y oHOCYy Ha meHTap onucanor Kpyra rpoyria AABC.
Cnemn 1a je tauka Hy cuMeTpudHa OPTOIEHTPY Y OJHOCY Ha cpeaurite Ag
nyxu BC', a caMuM TUM 1 J1a je OPTOIEHTAp CUMeTpuYIaH Tadku Hi y ojHO-
cy na tauky Aj. IIK je Ay cpepumire qyxu H Hy, na ciaean jia je tauka H
cumeTpudHa Tadku Hi y ojHOocy Ha cpequtire A; crpanune BC, mmo 3uadn
na je tauka H oprorenTtap tpoyria AABC.
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Huckycuja: Ako ce tauke A, O TmOKJIamajy, 3ajjaTak HeMa pellema, jep ce
TeMeHa CBAKOT TPOYIJIA PA3JIHMKY]y O/l IEHTPA HEroBOI OMMCAHOI Kpyra (a
taja takohe e mocroju Kpyr [(O,O0A)). Heka cy mauke A,O pasmmaure.
Mopamo 06e30euTn 1a mpaBa p KOjy KOHCTPYHIIEMO KpO3 Tadky A; cede
Kpyr [ y jaBema Tadkama u jia He cajap:xkm Ttadky A. Ako ce tauke O, A;
MOKJIAIAjy, OHJ/Ia CMO Ty IpaBy KOHCTPYHUCAJH IIPOM3BOJEHO TAKO JIa Ce pa3-
nukyje o npase OA. Caka mpaBa Koja mpoJiasu Kpo3 Tadky O cede Kpyr [
y JaBema Tadkama u camo mpasa OA cagapxku tauky A. Jlakie, Taja nmocroju
OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

Heka ce tauke O, A; pasnukyjy. Tauka O je cpemumre nyxu AHp, a
tauka Ay je cpenumre qayxu HH,. Axo cy tauke A, H, H; HekouHeapHe
(Tj. ako mocroju Tpoyrao AAHHy), orna je OA; merosa cpe/imha JIUHAja 1
Baxu OA; || AH u OA; = ATH. Axo cy Tauke A, H, H, xoquneapne, oHIa je
@ = OH,u HAy; = A H (jep cy O, Ay pesionm cpemamra myzxxu AH,, HHy ),
r&c}negwjeﬁ = @—1—0‘1?\: O—HI—J—O = O—AI+/TH1>+O‘H> =
OA, + HA, + OH = OA, + OA, = 204,. Cueant 1a je AH = |AH|| =
[2043 = 2| 04| = 204;.

Jla 6u mpaBa p Koja caupxku A; m HOpMmasHa je Ha (OA; cekima Kpyr
[(O,0A) y nBema taukama, Tadka A; MOpa MpunajaTi yHYTPAIIHOCTH KPY-
ra [, Tj. mopa 6utu OA; < OA. Jlake, nobujamMo ycjoB %AH < OA, T1j.
AH < 20A. Y ciaydajy jma npaBa p cajJp:Ku Tadky A, Hema periermba, a y
OCTAJINM CJIydajeBHUMa IIOCTOje JBa pellerma, jep nMaMo u3b0op kKojy hemo o
[IpecevTHNX Tavdaka rpase p u Kpyra [ obenexxutu ca B, a kojy ca C. Ako cy
tauke A, H, O konuneapre, onjia je Tpoyrao AABC' jeHaKOKpPaK ¢ BPXOM
A, ma 3ameHoM o3Haka TemMenuMa B, C' 100mjaMo MOLyIapHa pelemba, a aKo
rauke A, H, O Hucy KoJimHeapHe, OHJa 3aMeHOM O3Haka Temenuma B, C' He
J100MjaMo TIo/Ly/lapHa pelleba.

Jlakme, ako ce Ttauke O, A paznukyjy, a Tauke A, H mokjarajy, 1mocTo-
ju GeckoHAYHO MHOTO perrema. Ako ce tatdke O, A pasimkyjy, Kao u Tadke
A H, ako cy A, H, O xonuneapue n Baxxu AH < 20A, nocroje nBa mely-
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cobro mojysapua perrema. Ako ce tauke O, A u A, H pasnukyjy, A, H,O
nucy xoymmaeapue, yrao £ HAQO wuuje tyn un Baxxu AH < 20A, onja nocroje
JiBa HemojyaapHa pemieba. Ako ce tauke O, A u A, H paznukyjy, A, H,O
HUCY KOJIMHeapHe U IpaBa p He caJIp:Ku Tadky A, mocroje /Ba HemomayaapHa
pereba. ¥ CBUM OCTAJIMM CJIyUajeBUMa, 3a/aTak HeMa pellerba.

3. Jlare cy Tauke Ay, S, F'. Koucrpyucaru tpoyrao ABC' ako je Ay cpemuire
BC', S nenrap ynucanor Kpyra, a F' mpecek cuMeTpaJie CIOJbAIILer yIia y
temeny A u npase BC.

Penieme:

Anasmza: Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIybaBa yCIOBe 3a/1aTKa, Tj. HeKa
je mauka A; cpemummre crpanure BC, tauka S 1eHTAp HErOBOT YIHUCAHOT
Kpyra u F' mpecedna Tadka OMCEKTPUCE CIOJBAIIHET yIUIa KO/ TeMena A u
npaBe Koja cajipxu crpanuity BC.

F B / P Ay P, C

Heka cy P, P', P, tauke u3 Benukor 3ajarka. Tauka P je 1mojHOXKje HOP-
Maje w3 Tadke S Ha crpanunu BC, a camuMm TuM u Ha tpasoj F'A;. Ha
ocHOBY Besmkor 3ajarka je Tavuka P, cuMeTpuyHa Tadku PP y OHOCY Ha, Tad-
Ky Ai, a rauka P’ joj je cumerpuuna y ojHocy Ha tadky S. [loaynpasa AS
je bucekTpuca yHyTpallmber, a noaynpasa AF GucekTprca CloJballliber yria
ko Temera A, mrro 3uaun ja je yrao £ F'AS mpas. [Ipema Tome, tatuka A
npunaja Kpyry nHaj npednnkoMm F.S. Takobhe, na ocuoBy Benukor samgarka
Baxu B(A, P, P,), na tauka A npunaja npasoj P, P’. Cienu na ona npura-
Jla IpeceKy Kpyra Haj npeunukom F'S u upase P,P’. Ilpase AB u AC cy
tanrerTe yrucaHor kpyra k(S, SP) u tauke B, C npunajajy npasoj F'A;.
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KoncTpykiuja:

/ P Pa\q C

Koucrpyummumo npaBy F A;. O3Had9nMO MOJHOXKje HOpMaJie n3 Tadke S
Ha paBoj F'A; ca P, a 3aTuM Tauyke CUMETPUIHE TaA4KU P PejioM y OJHOCY Ha
tauke Ap, S ozmauumo ca P,, P'. Korcrpyummmo Kpyr Hajl npedaukom FS
U BeroB mpecek ¢ npasom P, P’ oznaunmo ca A tako ma Baxu B(A, P, P,).
Koncrpyummmo tanrente kpyra k(.S, SP) n3 tauke A U BUXOBE IIPECEKe ¢
npaBoM F'A; osnaummo ca B, C' tako ga Baxu B(B, P,C).

Hokas: Tpeba nokazaru na je tauka A; cpeaurnre crpanutie BC Tpoyria
AABC, na je tTauka S 1meHTap HEroBOI YIIMCAHOD KpyTa 1 1a je F' mnpecedna
Tavdka OMCEeKTpuce crosparimber yria ko remena A u npase BC.

[IK je nomynpeunuk SP kpyra k(S,SP) vHopmanan Ha npasoj F'Aj, 1j.
Ha mpaBoj BC', na cienn ja je nmpaBa BC' tanrenta kpyra k. Takohe, mpase
AB u AC cy IIK ranrenre kpyra k, a kako [1K Baxu B(B, P,C), cieau ma
je k ymumcanu Kpyr wim Clojba YIUCAHU KPYT HacpaM TeMeHa A Tpoyria
AABC. Tlomro IIK Baxu B(A, P, P,), cnenn A, P' = BC, a nomro je S
cpenumre PP’ cienn B(P, S, P'), na je P’ S~ BC. Cneqn A, S = BC, na
je k ynucanu kpyr Tpoyria AABC, mTo 3Ha4n J1a je iheros eHTap S meHTap
yrcanor kpyra Tpoyria AABC.

N3 qumennria j1a je Tauka P jpogupHa TadKa yIUCAHOT KPyTra U CTPAHUIIE
BC, TIK Tauka P’ cumerpudna Tadyky Py 0JIHOCY LeHTap YIIICAHOI KPyra S,
B(A, P', P,) u na P, npuniasa npasoj BC', na ocHoBy Besnkor 3aiatka ciein
Ja je Tauka P, JoampHa TadKa CIIoJba YIMCAHOI Kpyra HacmpaMm TemeHa A
u crpanute BC'. Kako je na ocunoBy Bemukor 3agarka cpeaurnre jgyxu BC
yjenno u cpemuinre ayxu PP,, a IIK je Ay cpemuinre nyxu PP,, ciean ga
je Tauka Ay cpemumre ayxu BC.

[Tomro je S mentap ymumcanor kpyra tpoyria AABC, creqn na je to-
aynpaBa AS Oucekrpuca ymnyrpamimer yria koj Temena A. IIK rauka A
npunaja Kpyry Haj npednukom FS| na je yrao L FAS npas. Jlakie, 1mo-
naynpaBa AF je GucekTpuca criojballliber yria, a Kako Tadka [ npumnaja
npasoj BC', ciequ ma je oHa mpecedHa Tadka OMCEKTPUCE CIIOJhAIILEr yTia
ko1 temeHa A Ttpoyria AABC u npase Koja cajp:xku crpanuiy BC.
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Huckycuja: [lenrap ynucanor kpyra tpoyria AABC npumnajia merosoj
YHYTPAIIbOCTH, TIa CJAeIU da He mpunaga npasoj BC, a caMuM TUM HE IIpa-
Boj F'A;. Jlakne, tauke F, A1, S Mopajy OuTu HeKOJIMHeapHe, MHAYTE 3 1aTaK
HEMa pellema.

A

F B PE A P, C

Heka je E mpecedna Tadka OUCEKTPHCE YHYTPAIIHET yIjia Ko TeMena A
tpoyriia AABC u crpanune BC'. Bes o63upa Ha To ja yin Baxxu B(F, B, (')
win B(F,C, B), saxu B(F,P, E, Ay, P,). Tpoyrao AFAS je npasoyrim ¢
IpaBuM yrjioM Koj Temena A, ma je yrao £ FSA omrap. 36or B(A, S, E)
cienn jga je yrao L FSE tyn. s B(F, E, A;) cienn na je LFSA; > LFSE,
na je u yrao £ F'SA; ryn. Jlakmie, ma 6u mnocrojasio pemere, Taduke F, Ay, S
Mopajy 6utn takse ja je yrao £ F'SA; tyn. Takobe, tauke F, S, A; mopajy
OuTH Takpe Ja Kpyr Hau upednukoM F'S u nonynpasa P, P’ umajy 3ajennn-
YKIX Tadaka. ¥ TOM CIydajy ce OMIO Koja OJT IPeCevHnX TadaKa IMOJIylIpaBe
P,P" n xpyra Haj npeaaukom F'S moxke o3HaunTu ca A m O6whe wucymen
yenos B(A, P, P,). Tauka A npunaza crosparmoct Kpyra k(S, SP), mro
3HAYM JIa [T0CTOje JiBe TaHreHTe Kpyra k u3 tauke A u oHe ceky mpaBy FA;
ca pasHHUX cTpaHa Tadyke P. Buyio koja o TMX Tavdaka ce MOYXKe O3HAUUTHU Ca
B, a onma ce ca C o3HavaBa npecevdHa Tadka Jpyre TaHTeHTe u mpase [1A;.

\\\\‘
/P PO C
[Ipema Tome, ako cy Tauke F, A, S HekomHeapHe TakBe j1a je yrao £ F'S Aq
Ty 1 KpyT HaJ npednukom F'S cede nonynpasy P, P’y nBema Taukama, 3a-
JlaTak UMa YeTUPH HeloJyJlapHa pellema, a ako ce Taj KPyr W IOoJIylpaBa
P,P" nonupyjy, 3ajaTak mMa JBa HeNo/ylapHa pelierma. Y CBUM OCTATUM
cydajeBUMa 3ajaTak HEMa pellierba.
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4 HaBep3uja

Hedununmja 23. Heka je k(O, r) kpyr Heke paBHu «. HHeepsuja y 0JHOCY
ma Kpyr k je npecimkasambe ¥ : o\ {O} — a\ {O} xoje Tauxy A cimka y
tauky A’ nomynpase OA raksy ja saxu OA-OA = r?.

Baxno je marmacuru ga tadka O He NPUIIALa HE JOMEHY HH KOJIOMEHY
Ipec/InKaBama, Py.
Ocobune 0OBOI' IIpec/INKaBamba Cy:

e 1, je mHBOMYIHMja, opHOCHO ¥7 = Id;

Nusepsuja je ounrienno unsotyimja, 1j. ¥ = Id, jep axo je A’ comka
tauke A, onna A’ mpumana nomynpasoj OA u Baxxu OA - OA” = r?, na
cnemn ga Tadxa A mpumana mosynpasoj OA’ m saxu OA' - OA = r2,
mrro o Jedunnnuju 3uaqn jga je Y (A’) = A. Ilpema Tome, unBep3uja je
OUjeKIja n MHBOJIYIIN]A.

e Tauka A ce cimka y cebe ako M caMo ako Ipuiajga Kpyry k;

Axo Tauka A npunaja kpyry k, ouga je OA-OA = r?, na xaxo A npunaja
nostynipasoj OA, cienn na je 1 (A) = A. O6puyTo, ako je Y (A) = A, onna
je OA-OA =712 1j. OA = r, na A npunaia kpyry k.

® TavyKe U3 YHYTPAIIHOCTH Kpyra k, pasiamaute o Tadke (), CIUKajy ce y
TauKe U3 CIOJbAIIbOCTU Kpyra k u 0OpHyTO;

[Tomohna KOHCTpYKIMja C/IUKEe TavyKe TP WHBEP3UjU:
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Heka je A Tauka y ynyTpamimoctu Kpyra k pasanauta oj tadxke O. Kon-
crpyutiumo nosrynpasy OA u HOpMasy n Ha TOj MOJYIPaBoj y Taduku A.
Jesny o mpecevHnX Tavaka HOpMaJe n U Kpyra k o3HaduMo ca 1’ KOH-
CTPYUIIUMO TaHTeHTy Kpyra k y tauku T (mopmasy wa OT y tauku T')
u ca A’ ozaunmo mwen npecek ¢ nosynpasom OA. Tpoyrinosu AOTA u
AOA'T cy cmmanm jep je LTOA = LA'OT n LOAT = 5 = LOT A, na je

94 = &% onnocno OA - OA' = OT - OT = r?. Ilpema tome, ¥y (A) = A'.

Ako je A Tauka y CHO/bAIIBOCTH Kpyra k, OHJ/Ia KOHCTPYHUIITUMO ITPOU-
3BOJ/bHY TAHIE€HTY Kpyra k U3 Te Tavke, O3HAUUMO JIOJUPHY TadKy ca 1 u
KOHCTPYHUIIIIMO HOpMaJy n Ha moJynpaso] OA Koja caap:ku Tadky 1’ u
o3HauUMO HoAHOXK]je Te nopmase ca A'. Ha merm maumn kao majonpe ce

nobuja ma je v (A) = A'.

[Ipema ToMe, OBUM CMO JIOKA3aJId Ja ce TadKe U3 YHYTPaIlmhocTh Kpyra k,
pazauunte o (O, CIUKajy y HEeroBy CIOJbAIIOCT U 00pHYyTO. Takohe, Ta-
JKe Kpyra k ce ciimkajy y cedbe u ¢Be Taduke Koje ce CJuKajy y cebe mpuriajiajy
Kpyry k.

ako je Y (A) = A’ u ako je PQ) npeunuk Kpyra k takas Ja cy P,Q, A, A’
KoJHeapHe, outa Baxu H(P, Q; A, A');

P Q A

Heka je A mpomssospHa Tauka pasmmanra ox O, A’ = ¢ (A) u Heka je
P(Q upeunuk kpyra k takas jga cy P,Q,A, A" xonmuneapue. Tama je O
cpeaurnre ayzku PQ), a nomro A’ npumaza noaymnpasoj OA, ciaenn 1a Huje
B(A,0,A"), na o pedununmjun 17 caemn na je O—1>4 -0OA" = 0OA-0A =
r? = OP?. Ha ocnoBy 3ajatka 2.11 ciean ga paxu H(P,Q; A, A').
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ako mpasa p caapxu Tauky O, ouga ce p \ {O} ciuka y p\ {O};

aKo mpasa p He caapxku Tadky O, onga ce p cimka y [\ {O}, tae je [ xpyr
koju cajsip:ku O;

ako Kpyr [ caapxu tauky O, onga ce [\ {O} ciauka y mpaBy p Koja He
cagpxu O;

ako Kpyr [ He cagpzxku Tauky O, oHIa ce [ cimKa y KpyT [; Koju Takohe He
cagpzxku O, Ipu deMy ce IeHTap Kpyra | He cJIMKa y neHTap Kpyra lq;

Ha cremehum cimkama BHINMO KaKO Ce MHBEP3WjOM CINKABA]y IMpaBe u
KPYTOBH Y 3aBUCHOCTH OJI Tora Jia Ju cajipxke Tadky O. Takobe, Bugnmo
na axo je Y (l) = Iy, onga ce nenrap Kpyra [ He cimKa y TieHTap Kpyra lq.

m /<‘
(&
Gy . |
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o ako je A" = ¢p(A) u B' = ¢ (B), onna je A'B’ = ﬁAB;

A/

Heka cy A, B jase pasue tatuke u A = (A), B’ = x(B). Tpoyriosu
ANOAB u AOB'A’ cy cuuann jep umajy 3ajelHu9Kn yrao Ko remena O u
3z OA-OA'=0B-0OB’ ciemn na je OA: OB = OB : OA’. IIpema tome,

OA: OB = AB: B'A' 1j. AB = 2B AB = 9808 Ap — 1" AB.

® ;. dyBa yrjoBe u3Mehy KpUBUX.

Yrao uzmely jiBejy KpUBUX KOje ce CeKy je yrao udMely mUXOBUX TAaHI'€HTU
y TPECcevYHoj TavyKu, IPU YeMy je IpaBa caMa ceOM TaHTeHTa Y ITPOU3BOJb-
noj Tauku. [lomro mHBep3Mja YyBa yrjoBe, yrao usmMehy TaHTeHTH JBEjy
KPHUBUX Y bUXOBO] IIPECEUHOj TAUKHU jeJHAK je YIJIy u3Mely TaHTeHTU CJI-
Ka TUX KPUBUX IIPU UHBEP3UjU U Y HBUXOBO] IlpecevHoj tauku. [lomro ce
WHBEP3UjOM IIpaBe M KPYT'OBU CJIUKA]y V IpaBe W KPYyroBe, NHBEP3Uja Ty-
Ba yryioBe m3Mmehy npaBux u Kpyrosa. [IpecimkaBarma Koja 1qyBajy yrjoBe
HA3UBAMO KOHPOPMHUM TIPECTHKABAILUMA.

1. Axo ce kpyrosu ki u kg 101pyjy v IIEHTPY WHBEP3Uje, Tajla ce MHBEP3UjOM
CIMKajy y JiBe napaJjeiHe mpase. [lokazaTn.

Penieme:
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