
10. Важи H(P,Q;R, S) ако и само ако постоjе четири тачке A,B,C,D
такве да важи AB ∩ CD = {P}, BC ∩ AD = {Q}, PQ ∩ AC = {R},
PQ ∩ BD = {S}.
Решење:
⇐= :

A
B

C

D

P

Q
R

S

Нека су A,B,C,D четири разне тачке у равни и нека постоjе тачке
{P} = AB ∩ CD, {Q} = BC ∩ AD, {R} = PQ ∩ AC, {S} = PQ ∩ BD.
Посматраjмо троугао △PQC, тачке R,B,D редом на његовим страни-
цама PQ,QC,CP и тачку S на правоj PQ. Праве PB,QD,CR секу се у
тачки A, па оне припадаjу jедном прамену. Према Чевиноj теореми следи

да jе
−→
PR−→
RQ

·
−−→
QB
−−→
BC

·
−−→
CD−−→
DP

= 1. Такође, тачке S,B,D су колинеарне, па jе према

Менелаjевоj теореми
−→
PS−→
SQ

·
−−→
QB
−−→
BC

·
−−→
CD−−→
DP

= −1. Следи да jе
−→
PR−→
RQ

=
−−→
BC−−→
QB

·
−−→
DP−−→
CD

= −
−→
PS−→
SQ

,

па важи H(P,Q;R, S).
=⇒ :

P QR pS

B

l

D

A

C

R′

Нека су P,Q,R, S хармониjски спрегнуте тачке (важи H(P,Q;R, S)).
Означимо са p праву коjа садржи тачке P,Q,R, S. Треба пронаћи неке
четири тачке A,B,C,D у некоj равни коjа садржи праву p тако да важи
{P} = AB ∩ CD, {Q} = BC ∩ AD, {R} = PQ ∩ AC, {S} = PQ ∩ BD.
Одаберимо произвољну праву l коjа садржи тачку S и различита jе од
праве p и одаберимо на њоj произвољне две разне тачке B,D различите
од тачке S такве да PB ∦ QD и PD ∦ QB (убрзо ћемо видети зашто
морамо наметнути баш ова два услова). Како желимо да одаберемо тачке
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A,C тако да буде {P} = AB∩CD и {Q} = BC∩AD, добиjамо да тачка A
мора припадати правима PB иQD и да тачка C мора припадати правима
PD и QB. Из тих разлога нека jе {A} = PB ∩ QD и {C} = PD ∩ QB

(дакле, морамо наметнути услове PB ∦ QD и PD ∦ QB да би постоjали
пресеци тих правих).

Сада имамо четири тачке A,B,C,D и треба jош проверити да ли jе
{P} = AB∩CD, {Q} = BC∩AD, {R} = PQ∩AC, {S} = PQ∩BD. Прве
две jеднакости важе jер смо бирали тачке A,C тако да оне важе. Такође,
важи и четврта jеднакост ({S} = PQ ∩ BD) jер смо тако бирали тачке
B,D. Треба jош проверити да ли jе {R} = PQ ∩ AC. Означимо пресек
правих PQ и AC са R′. На основу дела ⇐= следи да важи H(P,Q;R′, S),

односно
−−→
PR′

−−→
R′Q

= −
−→
PS−→
SQ

. По претпоставци важи и H(P,Q;R, S), односно
−→
PR−→
RQ

=

−
−→
PS−→
SQ

. Дакле, следи
−−→
PR′

−−→
R′Q

=
−→
PR−→
RQ

= k при чему jе k 6= −1 jер су P и Q

различите тачке, па jе
−→
PQ =

−→
PR +

−→
RQ = k

−→
RQ+

−→
RQ = (k + 1)

−→
RQ, али и−→

PQ =
−−→
PR′ +

−−→
R′Q = k

−−→
R′Q+

−−→
R′Q = (k + 1)

−−→
R′Q, те jе R′ = R. Према томе,

важи и {R} = PQ ∩ AC.

Дефинициjа 17. Нека су A,B,C три колинеарне тачке. Дефинишемо

израз
−→
AB · −→AC на следећи начин:

−→
AB · −→AC =

®
AB · AC, ако ниjе B(B,A,C)
−AB · AC, ако jесте B(B,A,C) .

11. Ако су A,B,C,D разне колинеарне тачке, а O средиште дужи AB,

тада важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

Решење: Лако се проверава да израз дефинисан у дефинициjи 17 су-
штински представља скаларни производ колинеарних вектора. Заиста,

ако ниjе B(B,A,C), онда jе cos∡(
−→
AB,

−→
AC) = cos 0 = 1, па добиjамо−→

AB · −→AC = ‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ = AB · AC, а ако jесте B(B,A,C), онда jе

cos∡(
−→
AB,

−→
AC) = cos π = −1, па jе

−→
AB ·−→AC = −‖−→AB‖ · ‖−→AC‖ = −AB ·AC.

H(A,B;C,D) ⇐⇒
−→
AC
−−→
CB

= −
−−→
AD
−−→
DB

⇐⇒ −→
AC · −−→DB = −−−→

AD · −−→CB.

⇐⇒ (
−→
AO +

−→
OC) · (−−→DO +

−−→
OB) = −(

−→
AO +

−−→
OD) · (−→CO +

−−→
OB)

67



(овде користимо дистрибутивност ,,множења” у односу на сабирање век-
тора)

⇐⇒ −→
AO · −−→DO +

−→
AO · −−→OB +

−→
OC · −−→DO +

−→
OC · −−→OB =

= −−→
AO · −→CO −−→

AO · −−→OB −−−→
OD · −→CO −−−→

OD · −−→OB

Сада искористимо да jе
−→
AO =

−−→
OB и да за свако X, Y важи −−−→

XY =
−−→
Y X.

⇐⇒ −−−→
OB · −−→OD +

−−→
OB · −−→OB −−→

OC · −−→OD +
−→
OC · −−→OB =

=
−−→
OB · −→OC −−−→

OB · −−→OB +
−−→
OD · −→OC −−−→

OD · −−→OB

⇐⇒ 2OB2 = 2
−→
OC · −−→OD

⇐⇒ OB2 =
−→
OC · −−→OD

⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

12. Ако су A,B,C,D разне тачке праве p, O тачка ван те праве, E и F

тачке у коjима права коjа садржи тачку B и паралелна jе OA сече OC и
OD, доказати да важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ B jе средиште EF .

Решење:

A BC D

O

E

F

На основу Талесове теореме следи да jе AC : CB = AO : EB, као и
AD : DB = AO : BF , па jе

AC : CB = AD : DB ⇐⇒ AO : EB = AO : BF ⇐⇒ EB = BF.

По претпоставци су A,B,C,D разне тачке праве p, па jе
−→
AC = k

−→
AB

и
−−→
AD = l

−→
AB, за неке k, l 6∈ {0, 1}, при чему jе k 6= l. Дакле,

−→
AC =

k(
−→
AC +

−−→
CB) = k

−→
AC + k

−−→
CB, па jе (1 − k)

−→
AC = k

−−→
CB, односно

−→
AC−−→
CB

= k
1−k .

Слично jе
−−→
AD−−→
DB

= l
1−l . Како jе k 6= l, онда jе k − kl 6= l − kl, односно

k(1−l) 6= l(1−k), па jе k
1−k 6= l

1−l . Одавде следи да jе AC : CB = AD : DB

могуће само у случаjу да jе
−→
AC−−→
CB

= −
−−→
AD−−→
DB

. Дакле,

H(A,B;C,D) ⇐⇒ AC : CB = AD : DB ⇐⇒ EB = BF.
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Да би ово било еквивалентно са тиме да jе B средиште дужи EF , треба
само проверити да ли су тачке E,F различите. Ако би било E = F , онда
би праве OC и OD биле исте, а како се тачка O налази ван праве p коjа
садржи C,D следило би да jе C = D, што jе у супротности с условом
задатка. Дакле, E 6= F , па jе заиста EB = BF ⇐⇒ B jе средиште EF .
Према томе, доказали смо да важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ B jе средиште EF .

13. (Аполониjев круг) Одредити скуп свих тачака у равни коjима су
растоjања од двеjу датих тачака сразмерна датим неподударним дужима.

Решење:

A BC D

O

K

L

Нека суm,n две дате неподударне дужи и нека су A,B две дате тачке.
Нека jе O произвољна тачка ван праве AB таква да jе OA = m, нека jе
p права паралелна правоj OA коjа садржи тачку B, нека су K,L тачке
праве p с разних страна тачке B такве да jе BK = BL = n и нека су C,D
пресечне тачке правих OK,OL с правом AB. На основу Талесове теореме
следи да jе AC : CB = AO : BK = m : n = AO : BL = AD : DB, па
тачке C,D припадаjу траженом геометриjском месту l тачака X таквих
да jе AX : XB = m : n. Докажимо да jе тражено ГМТ l круг k над
пречником CD.

A BC D

X

E

F

⊇ : Нека jе X ∈ k произвољна тачка круга k. Докажимо да jе AX :
XB = m : n. Ако се тачка X поклапа с неком од тачака C,D, доказ jе
завршен. Нека се тачка X разликуjе од тачака C,D. Посматраjмо праву
паралелну правоj AX кроз тачку B и означимо њен пресек са правима
XC,XD редом са E,F . На основу Талесове теореме jе AX : BE = AC :
CB = m : n, као и AX : BF = AD : DB = m : n, па следи да jеBE = BF ,
тj. да jе B средиште дужи EF . Троугао △EXF jе правоугли, jер jе
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∡EXF = ∡CXD = π
2

као перифериjски угао над пречником CD. Како
jе B средиште хипотенузе EF , што jе уjедно и центар описаног круга тог
троугла, значи да jе BE = BF = BX, а како jе AX : BE = m : n, следи
да jе AX : XB = m : n.

A BC D

X

E

F

⊆ : Нека jе X ∈ l произвољна тачка, тj. нека jе X таква да jе AX :
XB = m : n и докажимо да X ∈ k. Ако се тачка X поклапа с неком од
тачака C,D (што jе могуће, jер jе AC : CB = AD : DB = m : n), доказ jе
завршен. Нека се тачка X разликуjе од тачака C,D. Посматраjмо поново
праву паралелну правоj AX кроз тачку B и означимо њен пресек са
правима XC,XD редом са E,F . На основу Талесове теореме jе AX :
BE = AC : CB = m : n и AX : BF = AD : DB = m : n, па због
AX : XB = m : n следи да jе BE = BF = BX, тj. да jе B центар
описаног круга троугла △EXF . Према томе, таj троугао jе правоугли,
тj. ∡EXF = π

2
. Пошто jе ∡CXD = ∡EXF , следи да jе то перифериjски

угао над пречником CD, тj. да X припада кругу над пречником CD,
односно да X ∈ k.

Дефинициjа 18. Круг k из претходног задатка зове се Аи–олониjев круı–.

Став 3. Нека jе k(O, r) круı– равни α, P ш—ачка ш—е равни и A,B и–ресечне
ш—ачке круı–а k и и–роизвољне и–раве коjа саgржи ш—ачку P и има заjеg-
ничких ш—ачака с круı–ом k (може биш—и и ш—анı–енш—а, ш—аgа jе A = B).

Вреgносш— израза
−→
PA · −−→PB не зависи оg избора ш—е и–раве.

Доказ: Разликуjемо случаjеве када jе тачка P на кругу, у спољашњости
круга или у његовоj унутрашњости.

Ако jе тачка P на кругу k, онда се увек jедна од тачака A,B поклапа

с тачком P , па jе
−→
PA · −−→PB = 0 = PO2 − r2 (jер jе OP = r).
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O T

P

A

B

Нека jе тачка P у спољашњости круга k и нека jе PT тангента тог
круга. Троуглови △PTA и △PBT су слични, jер jе ∡TPA = ∡BPT и
∡PTA = ∡PBT (угао између тангенте и тетиве подударан jе перифе-
риjском углу над том тетивом). Следи да jе PT : PB = PA : PT , тj.
PA ·PB = PT 2. Како jе △PTO правоугли, на основу Питагорине теоре-
ме jе PT 2 = PO2 − OT 2 = PO2 − r2. Такође, како jе P у спољашњости
круга k, следи да не важи B(A,P,B), па на основу дефинициjе 17 важи−→
PA · −−→PB = PA · PB = PO2 − r2.

O
P

A

B

C D

Нека jе тачка P у унутрашњости круга k и нека се разликуjе од центра
O. Посматраjмо праву PO и означимо њене пресеке с кругом k са C,D
тако да важи B(C,O, P,D). Троуглови △PAC и △PDB су слични, jер
jе ∡PAC = ∡BAC = ∡BDC = ∡BDP и ∡PCA = ∡DCA = ∡DBA =
∡DBP (перифериjски углови над истим луковима су подударни). Следи
да jе PA : PD = PC : PB, тj. PA · PB = PC · PD = (PO +OC) · (OD −
PO) = (r+ PO) · (r− PO) = r2 − PO2. Како jе P тачка у унутрашњости
круга k, следи да важи B(A,P,B), па на основу дефинициjе 17 важи−→
PA · −−→PB = −PA · PB = −(r2 − PO2) = PO2 − r2.

Ако jе P = O, онда je PA = PB = r и важи B(A,P,B). Према томе,−→
PA · −−→PB = −PA · PB = −r2 = PO2 − r2 (jер jе PO = 0).

Према томе, у свим случаjевима jе
−→
PA ·−−→PB = PO2− r2, што значи да
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вредност тог израза не зависи од избора праве коjа садржи тачку P .

Дефинициjа 19. Вредност израза
−→
PA · −−→PB(= PO2 − r2) назива се и–о-

ш—енциjом тачке P у односу на круг k(O, r) и обележава се са p(P, k).

Из дефинициjе jе jасно да jе потенциjа тачке P већа од нуле ако P

припада спољашњости круга k, jеднака нули ако припада кругу k, а мања
од нуле ако припада унутрашњости круга k. Такође, наjмању потенциjу
има тачка O и она jе jеднака −r2.

Став 4. Скуи– свих ш—ачака равни коjе имаjу jеgнаке и–ош—енциjе у оgносу
на круı–ове k1(O1, r1), k2(O2, r2) jе и–рава уи–равна на и–равоj O1O2.

Дефинициjа 20. Права из претходног става назива се и–ош—енциjалном
или раgикалном осом кругова k1 и k2.

Ако имамо три круга у равни, њихове радикалне осе припадаjу jед-
ном прамену, а ако jе у питању прамен конкурентних правих, пресечна
тачка се назива раgикалним ценш—ром тих кругова. Како конструисати
радикалну осу кругова k1(O1, r1), k2(O2, r2)? Ако се они секу у тачкама
A,B, потенциjа тих тачака у односу на оба круга jе нула, па оне припа-
даjу њиховоj радикалноj оси. Следи да jе радикална оса управо права
AB. Ако се k1, k2 додируjу у тачки A, њена потенциjа у односу на оба
круга jе нула, па jе радикална оса кругова k1, k2 права коjа садржи тачку
A и управна jе на O1O2, што jе заjедничка тангента кругова k1, k2 у њи-
ховоj додирноj тачки A. Ако кругови k1, k2 немаjу заjедничких тачака,
онда конструишемо круг k3(O3, r3) такав да његов центар O3 не припада
правоj O1O2 и да сече кругове k1, k2. Затим конструишемо радикалне осе
кругова k1, k3 и кругова k2, k3. У њиховом пресеку налази се тачка коjа
има jеднаке потенциjе у односу на сва три круга, односно радикални цен-
тар кругова k1, k2, k3. Радикална оса кругова k1, k2 jе права коjа садржи
радикални центар кругова k1, k2, k3 и управна jе на O1O2.

O1 O2 O1 O2
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O1

O2

O3

P

Дефинициjа 21. Нека су у равни дати кругови k1, k2 коjи се секу и нека
су t1, t2 редом тангенте тих кругова у некоj од пресечних тачака. Уı–ао
између кругова k1, k2 je угао коjи граде тангенте t1, t2. Ако jе t1 ⊥ t2, за
кругове k1, k2 кажемо да су међусобно нормални (уи–равни, орш—оı–онални)
и то означавамо са k1 ⊥ k2. Слично, ако су у равни дати права и круг
коjи се секу, уı–ао између праве и круга jе угао између те праве и тангенте
круга у некоj од пресечних тачака, а ако су оне међусобно нормалне, онда
су и таj круг и та права међусобнo нормални.

Размотримо кад су кругови, односно круг и права, међусобно нор-
мални. Знамо да jе тангента неког круга нормална на полупречнику коjи
садржи додирну тачку. Пошто jе код нормалних кругова k1, k2 тангента
t1 круга k1 у пресечноj тачки T нормална на тангенти t2 круга k2 у тачки
T и на полупречнику O1T круга k1, следи да jе тангента t2 заправо права
O1T , односно да тангента t2 садржи центар O1 круга k1. Дакле, кругови
k1, k2 су међусобнo нормални ако и само ако се секу и тангента jедног
од кругова у некоj од пресечних тачака садржи центар другог круга.
Слично, права и круг су нормални ако и само ако права садржи центар
круга.

O1

T

O2

O T
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14. Нека су A,B,C,D колинеарне тачке такве да важи B(A,C,B,D) и
нека jе k круг над пречником AB и l било коjи круг коjи садржи тачке
C,D. Доказати да важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ k ⊥ l.

Решење:

A BC DO

X

Y

Означимо са O центар круга k. Тачка O jе и средиште дужи AB jер
jе AB пречник круга k.
=⇒ : Нека важи H(A,B;C,D). На основу 11. задатка следи AO2 =−→
OC · −−→OD = p(O, l). Нека jе Y додирна тачка неке тангенте круга l из
тачке O. Тада jе p(O, l) = OY 2, па jе AO = OY , тj. Y ∈ k. Према томе,
кругови k и l се секу у тачки Y . Како jе OY тангента круга l у тачки Y
и садржи центар O круга k, следи да jе k ⊥ l.
⇐= : Нека jе k ⊥ l и нека jе Y jедна од пресечних тачака тих кругова.
Тада jе OY = AO. Тангента круга l у тачки Y садржи центар O круга
k, тj. OY jе тангента круга l, па jе p(O, l) = OY 2. Дакле, AO2 = OY 2 =

p(O, l) =
−→
OC ·−−→OD, па на основу 11. задатка следи да важи H(A,B;C,D).

74



15. Ако jе l(O, r) описани круг, k(S, ρ) уписани круг и ka(Sa, ρa) споља
уписани круг коjи додируjе страницу BC датог троугла ABC, доказати
да jе OS2 = r2 − 2rρ и OS2

a = r2 + 2rρa.

Решење:

A

B
C

O

M

N

S

Q

Sa

Qa

Потенциjе тачака S, Sa у односу на описани круг l су jеднаке редом
p(S, l) = SO2 − r2 и p(Sa, l) = SaO

2 − r2. Такође, ове потенциjе су jеднаке

p(S, l) =
−→
SA · −→SN = −SA · SN и p(Sa, l) =

−−→
SaA · −−→SaN = SaA · SaN . Остаjе

jош да се израчунаjу SA · SN и SaA · SaN .
Уочимо подножjа нормала из тачака S, Sa на правоj AC, означимо

их редом са Q,Qa и уочимо тачку M из Великог задатка. Имамо да jе

∡SAQ = ∡SaAQa = ∡NAC = ∡NMC (перифериjски над луком ÑC) и
да су углови ∡SQA, ∡SaQaA и ∡NCM прави (∡NCM jе перифериjски
над пречником NM), па jе ∡SQA = ∡SaQaA = ∡NCM . Следи да jе
△ASQ ∼ △ASaQa ∼ △MNC, па jе SA : NM = SQ : NC и SaA : NM =
SaQa : NC. Множењем обеjу jеднакости са NM и NC добиjамо да jе
SA ·NC = NM ·SQ и SaA ·NC = NM ·SaQa. Како jе NM = 2r, SQ = ρ,
SaQa = ρa и NC = SN = SaN (Велики задатак, став 6)), следи да jе
SA · SN = 2rρ и SaA · SaN = 2rρa.

Дакле, OS2 − r2 = −2rρ и OS2
a − r2 = 2rρa, па jе OS2 = r2 − 2rρ и

OS2
a = r2 + 2rρa, што jе и требало доказати.
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16. Права одређена висином AD троугла ABC представља радикалну
осу кругова коjима су пречници тежишне линиjе BB1 и CC1 тог троугла.

Решење:
A

B C

B1C1

O1 O2

B2

C2

D

Нека су O1, O2 редом средишта тежишних дужи BB1, CC1. Довољно
jе доказати да jе AD ⊥ O1O2 и да тачка A има jеднаке потенциjе у одно-
су на кругове k1(O1, O1B), k2(O2, O2C). Тачке B1, C1 су редом средишта
страница AC,AB, па jе B1C1 средња линиjа троугла △ABC, што значи
да jе B1C1 ‖ BC. Према томе, BCC1B1 jе неконвексан трапез, па jе O1O2

његова средња линиjа, што значи да jе O1O2 ‖ BC. С друге стране, важи
AD ⊥ BC, па следи да jе AD ⊥ O1O2.

Ако jе угао ∡BAC прав, онда тачка A припада круговима k1, k2, jер
jе ∡BAC = ∡BAB1 = ∡C1AC, па су то онда перифериjски углови над
пречницима BB1, CC1 тих кругова. У том случаjу су потенциjе тачке
A у односу на кругове k1, k2 нула, па су jеднаке. Нека угао ∡BAC ни-
jе прав. Означимо са B2 другу пресечну тачку круга k1 и праве AB и
са C2 другу пресечну тачку круга k2 и праве AC. Угao ∡BB2B1 jе пе-
рифериjски над пречником BB1 круга k1, а угао ∡CC2C1 jе перифериj-
ски над пречником CC1 круга k2, па су то прави углови. Следи да су
и углови ∡AB2B1,∡AC2C1 прави. Дакле, троуглови △AB2B1,△AC2C1

имаjу два пара подударних углова (углови код темена A се поклапаjу и
∡AB2B1 = ∡AC2C1 = 90◦), па су слични. Према томе, добиjамо да jе
AB2 : AC2 = AB1 : AC1. Тачке B1, C1 су средишта страница AC,AB, тj.
важи AB1 = AC

2
, AC1 = AB

2
, па jе AB1 : AC1 = AC

2
: AB

2
= AC : AB, што

значи да jе AB2 : AC2 = AC : AB, тj. AB2 · AB = AC2 · AC. Ако jе угао
∡BAC оштар, онда jе p(A, k1) = AB2 · AB и p(A, k2) = AC2 · AC, па су
потенциjе jеднаке. Ако jе оваj угао туп, онда jе p(A, k1) = −AB2 · AB и
p(A, k2) = −AC2 · AC, па су и у овом случаjу потенциjе jеднаке. Према
томе, права AD jе радикална оса кругова k1, k2.
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3 Конструктивни задаци

У конструктивним задацима се тражи да лењиром и шестаром кон-
струишемо фигуру у равни кoja испуњава одређена своjства. Наведимо
основне конструкциjе коjе можемо извршити лењиром и шестаром.
Лењир: Лењиром можемо конструисати праву коjа садржи две дате ра-
зне тачке, затим полуправу коjа садржи две дате разне тачке тако да
jедна од њих буде њено теме као и дуж чиjа су темена две дате разне
тачке.
Шестар: Шестаром можемо конструисати круг чиjи jе центар дата та-
чка и полупречник дата дуж, као и било коjи лук тог круга.

Оваj списак конструкциjа jе веома сиромашан. Уколико бисмо сваку
сложену конструкциjу морали да сводимо на основне, решења задатака
би се непотребно компликовала, па зато прошируjемо списак основних
конструкциjа списком елементарних конструкциjа, коjе ћемо сматрати
познатим и нећемо их сводити на основне:
− конструкциjа дужи подударне датоj дужи;
− конструкциjа угла подударног датом углу;
− конструкциjа медиjатрисе дужи;
− проналажење средишта дужи;
− конструкциjа бисектрисе угла;
− конструкциjа правог угла и нормале из тачке на правоj;
− конструкциjа паралелних правих (полуправих, дужи);
− конструкциjа тангенте датог круга из дате тачке;
− конструкциjа геометриjског места тачака (ГМТ) из коjих се дата дуж
види под датим углом;
− подела дате дужи на n подударних дужи, где jе n ∈ N произвољан
природан броj;
− конструкциjа троугла коме су:

• странице подударне датим дужима;
• две странице и њима захваћени угао подударни датим дужима и

датом углу;
• jедна страница и на њоj налегли углови подударни датоj дужи и

датим угловима;
• две странице и угао наспрам jедне од њих подударни датим дужима

и датом углу, при чему jе познато да ли jе угао наспрам друге странице
оштар, прав или туп;

• jедна страница, угао наспрам ње и jедан од углова налеглих на њоj
подударни датоj дужи и датим угловима.

Следе детаљни описи сваке од елементарних конструкциjа.
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Kонструкциjа дужи подударне датоj дужи
d

A pB

Означимо са A произвољну тачку и конструишимо произвољну полу-
праву Ap чиjе jе теме тачка A. Конструишимо кружни лук с центром у
тачки A чиjи jе полупречник дуж d. У пресеку тог лука и полуправе Ap
означимо тачку B и дуж AB jе подударна дужи d.

Kонструкциjа угла подударног датом углу

X a

b

O pP

A

B

q

Q

Означимо са O произвољну тачку и конструишимо произвољну полу-
праву Op чиjе jе теме тачка O. Конструишимо лук l с центром у тачки
O произвољног полупречника и означимо са P пресечну тачку тог лука
и полуправе Op. На датом углу ∡aXb конструишимо лук с центром у X
полупречника OP од крака Xa до крака Xb. Пресечне тачке тог лука
с крацима Xa,Xb означимо редом са A,B. Конструишимо сада лук с
центром у P полупречника AB и у пресеку с луком l означимо тачку Q.
Конструишимо полуправу Oq с теменом O коjа садржи тачку Q и угао
∡pOq jе подударан углу ∡aXb.
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Конструкциjа медиjатрисе дужи; проналажење средишта дужи

Конструишимо с обе стране праве коjа садржи дату дуж по jедан
лук с центром у jедном темену дужи, а потом и по jедан лук с центром у
другом темену дужи, при чему су полупречници тих лукова подударни и
већи су од половине дате дужи (да бисмо имали две пресечне тачке тих
лукова). Конструишимо праву коjа пролази кроз те пресечне тачке и она
jе медиjатриса те дужи. У пресеку дужи и њене медиjатрисе налази се
средиште те дужи.

Конструкциjа бисектрисе угла

p

q

Конструишимо лук с центром у темену угла, произвољног полупре-
чника, од jедног до другог крака угла. Конструишимо дуж чиjа су темена
пресечне тачке тог лука и кракова угла, конструишимо полуправу чиjе jе
теме теме угла и коjа припада медиjатриси те дужи и она jе бисектриса
тог угла.
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Конструкциjа правог угла и нормале из тачке на правоj

pO

q

p

O

q

Нека jе дата права p и тачка O. Конструишимо лук с центром O до-
вољно великог полупречника тако да пресече праву p у двема тачкама.
Конструишимо медиjатрису дужи чиjа су темена пресечне тачке тог лу-
ка и праве p и она jе нормала на p из тачке O. За конструкциjу правог
угла довољно jе конструисати бисектрису ма ког опруженог угла.

Конструкциjа паралелних правих

pO

q
A

d

q′A′

d

r

Нека jе дата права p. Да бисмо конструисали праву q коjа jе паралелна
са p, конструишимо прво нормалу r на правоj p у некоj произвољноj
тачки O, а затим конструишимо нормалу q на правоj r. Уколико желимо
да права q буде на растоjању d од праве p (d jе дата дуж), конструишимо
дуж OA коjа jе подударна дужи d и конструишимо нормалу q на правоj
r у тачки A. Тада jе q ‖ p и налази се на растоjању d од ње.

Приметимо да постоjе две могућности за тачку A, па постоjе и две
могућности за праву q. Уколико нам jе потребно да се одлучимо за jедну
од њих, наметнемо додатни услов коjи жељена права q треба да задовољи
и он ће нам дати jединствен избор.
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Конструкциjа тангенте датог круга из дате тачке

A

O k

M

N

A

O

k

Ако jе тачка A у спољашњости круга k, означимо с O центар круга k
и конструишимо круг над пречником AO (центар му jе средиште дужи
AO и полупречник му jе дуж чиjа су темена то средиште и тачка A).
У пресеку тог круга и круга k означимо тачке M,N . Праве AM,AN су
тражене тангенте.

Ако jе тачка A на кругу k, онда конструишимо нормалу на полупре-
чнику OA у тачки A.

Конструкциjа геометриjског места тачака (ГМТ) из коjих се
дата дуж види под датим углом

A B

l

S

O

O′

l1

l2

Нека jе ϕ оштар угао, тj. нека jе ϕ < π
2
. Конструишимо полуправу

Bl с теменом B такву да jе ∡ABl = ϕ и конструишимо нормалу n на
полуправоj Bl у тачки B. Конструишимо симетралу дужи AB и нека
jе њен пресек с правом n тачка O. Конструишимо лук l1 с центром O

од тачке A до тачке B такав да важи l1, O−.. AB. Нека jе S средиште
дужи AB. Конструишимо дуж SO′ подударну дужи SO такву да важи
O,O′ ÷ S и конструишимо лук l2 с центром O′ од тачке A до тачке B
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такав да важи l2, O
′ −.. AB.

Униjа лукова l1 и l2 jесте тражено ГМТ, jер jе полуправа Bl нормална
на полупречнику OB круга коjи садржи лук l1, па jе она тангента и с
тетивом AB заклапа угао ϕ. За произвољну тачкуX с лука l1 угао ∡AXB

перифериjски над луком ÃB (коjи ниjе лук l1) и подударан jе углу између
тетиве AB и тангентеBl, односно углу ϕ, а онда због симетриjе исто важи
и за лук l2.

Напоменимо да тачка O′ ниjе пресек полуправе Bl и медиjатрисе ду-
жи AB.

A BO

Нека jе сада ϕ прав угао, тj. ϕ = π
2
. Конструишимо круг l над пречни-

ком AB и то jе тражено ГМТ (за свакоX ∈ l угао ∡AXB jе перифериjски
над пречником AB, па jе прав, тj. подударан jе углу ϕ).

A B

l

S

O

O′

l1

l2

Коначно, ако jе ϕ туп угао, тj. ϕ > π
2
, конструкциjа иде слично као у

првом случаjу (када jе ϕ оштар), с тим што уместо услова l1, O−.. AB и
l2, O

′ −.. AB имамо услове l1, O ÷ AB и l2, O
′ ÷ AB.
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Подела дате дужи на n подударних дужи

A B

C1

C2

C3

Cn−1

Cn

p

Bn−1B3B2B1

Нека jе AB дата дуж. Конструишимо произвољну полуправу Ap ра-
зличиту од полуправе AB такву да угао ∡BAp ниjе опружен. Нека jе
C1 произвољна тачка на полуправоj Ap различита од тачке A и нека су
C2, C3, . . . , Cn тачке на полуправоj Ap такве да jе B(A,C1, C2, . . . , Cn) и
AC1

∼= C1C2
∼= C2C3

∼= . . . ∼= Cn−1Cn. Конструишимо праву CnB и за-
тим конструишимо праве коjе садрже редом тачке Cn−1, . . . , C2, C1 коjе
су паралелне са правом CnB. Њихове пресеке са дужи AB означимо ре-
дом са Bn−1, . . . , B2, B1. Тада су на основу Талесове теореме (и њених
последица) дужи AB1, B1B2, . . . , Bn−1B међусобно подударне.

Елементарне конструкциjе троуглова
Приметимо да су увек дати они елементи троугла коjи се jављаjу у

Ставовима о подударности троуглова. Разлог jе што се Ставови користе
да се докаже jединственост решења, односно да ако конструишемо два
таква троугла (коjима су одговараjући елементи дате дужи, односно дати
углови), они мораjу бити међусобно подударни.

Конструкциjа троугла коме су дате странице a, b, c

A B

C

Нека су дате дужи a, b, c. Конструишимо дуж AB коjа jе подударна
дужи c. Конструишимо лук с центром A полупречника b и лук с центром
B полупречника a. У пресеку тих лукова означимо тачку C и добили смо
троугао △ABC.
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Конструкциjа троугла коме су дати странице b, c и угао α

A B

C

Нека су дати угао α и дужи b, c. Конструишимо дуж AB коjа jе по-
дударна дужи c. Конструишемо полуправу Ap такву да jе ∡BAp = α.
Конструишимо лук с центром A полупречника b, у пресеку с полуправом
Ap означимо тачку C и добили смо троугао △ABC.

Конструкциjа троугла коме су дати страница c и углови α, β

A B

C

Нека су дати дуж c и углови α, β. Конструишимо дуж AB коjа jе
подударна дужи c. Конструишимо полуправу Ap такву да jе ∡BAp = α

и полуправу Bq коjа jе с исте стране праве AB с коjе jе и полуправа Ap
и за коjу важи ∡ABq = β. У пресеку тих полуправих означимо тачку C
и добили смо троугао △ABC.
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Конструкциjа троугла коме су дати странице b, c и угао γ

C

A B

C ′

C

A B

C ′

Нека су дати угао γ и дужи b, c и нека jе познато да ли jе угао β

оштар, прав или туп. Конструишимо дуж AB коjа jе подударна дужи c.
Конструишимо ГМТ l из коjих се дуж AB види под углом γ. Конструи-
шимо круг k(A, b). У пресеку круга k и ГМТ l означимо са C ону тачку
за коjу jе угао ∡ABC оштар ако jе β оштар, прав ако jе β прав, односно
туп ако jе β туп. Тако добиjамо троугао △ABC.

Ако ниjе познато да ли jе угао β оштар, прав или туп, онда могу по-
стоjати два неподударна троугла △ABC таквих да jе AB = c, ∡BAC = α

и AC = b. Ако jе AC ≤ AB, добиjена решења биће међусобно подударна
(тада се каже да jе решење jединствено до на подударност). Aко jе AC >

AB, броj међусобно неподударних решења биће jеднак броjу пресечних
тачака крупа k(A, b) и jедног од лукова ГМТ l (дакле, постоjаће два
неподударна решења ако се они секу у двема разним тачкама, постоjаће
jединствено решење до на подударност ако се они додируjу, тj. секу у
jедноj тачки, а неће бити решења ако они немаjу пресечних тачака).
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Конструкциjа троугла коме су дати страница c и углови α, γ

A B

C

Нека су дати дуж c и углови α, γ. Конструишимо дуж AB коjа jе
подударна дужи c. Конструишимо ГМТ l из коjих се дуж AB види под
углом γ. Конструишимо полуправу Ap такву да jе ∡BAp = α. У њеном
пресеку са ГМТ l означимо са C тачку коjа ниjе тачка A и добиjамо
троугао △ABC.

Постоjи jош елементарних конструкциjа. Неке од њих ћемо навести
у решењима задатака. Сада ћемо изучити етапе у решавању задатака из
конструкциjа. Те етапе су Анализа, Конструкциjа, Доказ и Дискусиjа.

Анализа jе етапа конструктивног задатка у коjоj се претпостави да
имамо решен задатак, тj. да имамо конструисану фигуру коjа испуњава
услове задатка P . Затим тражимо нове услове Q коjе та фигура задово-
љава помоћу коjих се она може лакше конструисати. Услове Q изводимо
из услова P , па дакле доказуjемо и P ⇒ Q.

Конструкциjа jе етапа у коjоj применом коначно много основних и
елементарних конструкциjа описуjемо како треба конструисати фигуру
коjа задовољава услове Q коjе смо извели из задатих услова P током
Анализе.

С обзиром на то да jе наш задатак био да конструишемо фигуру
коjа задовољава услове P , а ми смо у етапи Конструкциjа конструисали
фигуру коjа задовољава услове Q, сада морамо доказати да тако кон-
струисана фигура заиста задовољава почетне услове задатка, тj. услове
P . Према томе, у етапи Доказ доказуjемо Q ⇒ P . Све што смо навели
у етапи Конструкциjа сматрамо да важи ,,по конструкциjи” (ПК).

Коначно, у етапи Дискусиjа испитуjемо колико постоjи фигура коjе
задовољаваjу услове задатка у зависности од њих. Испитаjмо под коjим
jе условима могуће извршити елементарне конструкциjе троуглова.
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Троугао коме су дате странице a, b, c

A B

C

Ако су дате странице a, b, c, неопходно jе да се лукови l1(A, b) и l2(B, a)
секу у тачки ван дужи AB, што се дешава ако се одговараjући кругови
секу у двема тачкама. Услов за ово jе да jе |a− b| < AB < a + b, што jе
познатиjе као неjеднакост троугла за његове странице. Дакле, ако jе a+
b > c, b+ c > a, c+a > b, постоjи jединствено решење до на подударност,
а у супротном нема решења.

Троугао коме су дати странице b, c и угао α

A B

C

Ако су дати угао α и странице b, c, конструкциjа троугла jе увек мо-
гућа и решење jе jединствено до на подударност.

Троугао коме су дати страница c и углови α, β

A B

C

Ако су дати дуж c и углови α, β, неопходно jе да се краци Ap,Bq

углова ∡BAp,∡ABq секу. Ово jе тачно ако и само ако jе α + β < π, jер
ако jе α + β = π, ови краци припадаjу паралелним правима, а ако jе
α+ β > π, праве коjе садрже ове краке се секу са супротне стране праве
AB од оне где се ови краци налазе. Дакле, ако jе α + β < π, постоjи
jединствено решење до на подударност, а у супротном нема решења.
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Троугао коме су дати странице b, c и угао γ

C

A B

O
C ′

C1

Ако су дате странице b, c и угао γ, при чему jе познато да ли jе угао
β оштар, прав или туп, неопходно jе да ГМТ l из коjих се дуж AB види
под углом γ и круг k(A, b) имаjу заjедничких тачака. Ово jе тачно ако
и само ако полупречник круга k ниjе већи од пречника кругова коjи
одређуjу ГМТ l. Ради jедноставости, посматраjмо све само у jедноj од
двеjу полуравни с рубом AB. У њоj се налази jедан од два лука коjи
чине l.

Нека jе O центар круга коме припада лук l и нека jе C1 средиште

странице AB. Угао ∡AOB jе централни угао над луком ÃB (супротним
од лука l), па jе двапут већи од перифериjског угла над истим луком.
Како jе l ГМТ из коjих се дуж AB види под углом γ, следи да jе ∡AOB =
2γ. Троугао △ABO jе jеднакокрак, па jе OC1 симетрала угла ∡AOB, што
значи да jе ∡AOC1 =

1
2
∡AOB = γ. Како jе sin∡AOC1 =

AC1

AO
, следи да jе

sin γ =
1

2
AB

AO
, па jе sin γ = c

2AO
. Дакле, 2AO = c

sin γ
jе пречник круга коjи

садржи лук l, па следи да jе услов постоjања решења b ≤ c
sin γ

.
Троугао коме су дати страница c и углови α, γ

A B

C

Коначно, ако су дати дуж c и углови α, γ, услов постоjања решења
jесте да jе угао ∡BAC мањи од угла коjи тангента t на кругу коjи садржи
лук ГМТ l гради са тетивом AB (посматрамо, поново, све у jедноj од
двеjу полуравни с рубом AB). Угао коjи тангента t гради с тетивом AB

суплементан jе перифериjском углу на ГМТ l, тj. jеднак jе π− γ. Дакле,
мора бити α < π−γ, односно α+γ < π. У том случаjу постоjи jединствено
решење до на подударност.
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Напомена 7. Као што се може приметити, у дискусиjи под коjим су
условима могуће елементарне конструкциjе троуглова коришћене су три-
гонометриjске функциjе. Надаље ће етапа Дискусиjа у задацима из кон-
струкиjа бити jедино место где сме да се користи тригонометриjа, jер нам
jедино тригонометриjске функциjе даjу везу између дужи и углова коjа
нам jе потребна да бисмо одредили постоjање и броj неподударних реше-
ња. Дакле, у Анализи, Конструкциjи и Доказу, као и у било ком задатку
коjи ниjе из конструкциjа, тригонометриjа не сме да се користи.

1. Конструисати троугао ABC ако су задати следећи елементи:

1) ta, tb, tc; 7) β − γ, la, ρ;

2) β, γ, p; 8)α, b− c, ρa;

3)α, a, b+ c; 9) a, ρb, ρc;

4) β, hc, b± c; 10)α, ρ, ρa;

5) ta, hb, b± c; 11) b− c, ha, ρ.

6) β − γ, b, c;

Решење: 1) ta, tb, tc

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи задовољава услове задатка. Нека
су A1, B1, C1 редом средишта страница BC,CA,AB. Тада су тежишне
дужи AA1, BB1, CC1 редом подударне датим дужима ta, tb, tc.

A B

C

A1B1

C1

T

D

Нека jе T пресек тежишних дужи AA1, BB1, CC1, тj. тежиште тро-
угла △ABC и нека jе тачка D симетрична тачки T у односу на тачку
C1. Тачка C1 jе заjедничко средиште дужи TD и AB, па jе четвороугао
ADBT паралелограм. Следи да jе AD ‖ BT и AD = BT = 2

3
BB1 =

2
3
tb,

као и BD ‖ AT и BD = AT = 2
3
AA1 = 2

3
ta. Такође, имамо да важи

TD = TC1+C1D = 2TC1 = 2 · 1
3
CC1 =

2
3
tc. У троуглу △TDB имамо да jе

TD = 2
3
tc, DB = 2

3
ta и BT = 2

3
tb, па таj троугао умемо да конструишемо.

Тачка C1 jе средиште дужи TD и AB, па jе тачка A симетрична тачки
B у односу на тачку C1. Такође, како jе CT = 2

3
CC1 = 2

3
tc = TD, следи

89



да jе тачка T средиште дужи CD, као и да jе тачка C симетрична тачки
D у односу на тачку T .

Конструкциjа: Конструишимо троугао △TDB такав да jе TD = 2
3
tc,

DB = 2
3
ta, BT = 2

3
tb. Означимо са C1 средиште дужи TD, са A тачку

симетричну тачки B у односу на тачку C1 и са C тачку симетричну тачки
D у односу на тачку T .

T

D

B
C1

A

C

Доказ: Докажимо да овако конструисани троугао △ABC задовољава
услове задатка. По конструкциjи jе C1 средиште дужи AB. Означимо са
A1, B1 редом средишта страница BC,CA. Треба доказати да су тежишне
дужи AA1, BB1, CC1 редом подударне дужима ta, tb, tc. ПК jе C1 среди-
ште дужи TD, па jе B(T,C1, D) и TC1 = C1D, а T jе ПК средиште дужи
CD, па следи B(C, T,D) и CT = TD = TC1 + C1D = 2TC1. Дакле,
важи распоред B(C, T, C1, D) и CT : TC1 = 2TC1 : TC1 = 2 : 1, па
jе T тежиште троугла △ABC. Следи да jе AT = 2

3
AA1, BT = 2

3
BB1 и

CT = 2
3
CC1. ПК jе BT = 2

3
tb и CT = TD = 2

3
tc, па следи да jе 2

3
BB1 =

2
3
tb

и 2
3
CC1 =

2
3
tc. Дакле, важи BB1 = tb и CC1 = tc. Остаjе jош да докажемо

да jе AA1 = ta. Како jе ПК C1 заjедничко средиште дужи AB и TD,
следи да jе четвороугао ADBT паралелограм, па jе AT = BD. ПК jе
BD = 2

3
ta, а како jе AT = 2

3
AA1, следи да jе 2

3
AA1 =

2
3
ta, тj. AA1 = ta.

Дискусиjа: Ако jе 2
3
ta+

2
3
tb ≤ 2

3
tc или 2

3
tb+

2
3
tc ≤ 2

3
ta или 2

3
tc+

2
3
ta ≤ 2

3
tb,

односно ta + tb ≤ tc или tb + tc ≤ ta или tc + ta ≤ tb, онда не постоjи
троугао △TDB, па самим тим не постоjи ни троугао △ABC. Дакле, у
овом случаjу нема решења.

Ако jе ta + tb > tc, tb + tc > ta и tc + ta > tb, онда jе троугао △TDB
одређен jединствено до на подударност (каква год два различита троугла
△TDB конструисали, они ће бити подударни на основу става ССС). Како
троугао △TDB jеднозначно одређуjе троугао △ABC (и обратно), следи
да jе и троугао △ABC одређен jединствено до на подударност. Према
томе, у овом случаjу постоjи jединствено решење до на подударност.

90


