
симетриjе поново централна симетриjа.
Индуктивни корак: Како jе 2(n + 1) − 1 = 2n + 2 − 1 = 2n + 1, тре-

ба доказати да jе композициjа произвољне 2n + 1 централне симетриjе
поново централна симетриjа. Нека су A1, A2, . . . , A2n+1 произвољне тачке
простора S и нека jе I = SA2n+1

◦ SA2n
◦ SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

. Потребно
jе доказати да jе I централна симетриjа. Према индуктивноj хипотези,
пресликавање SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

jе централна симетриjа, тj. SB, за
неку тачку B. Према томе, I = SA2n+1

◦ SA2n
◦ SB = SA2n+1

◦ T
2
−−−→
BA2n

. Нека

jе тачка C таква да jе
−−−−−→
CA2n+1 =

−−−→
BA2n. Тада jе T

2
−−−→
BA2n

= T
2
−−−−−→
CA2n+1

, па jе

I = SA2n+1
◦ T

2
−−−−−→
CA2n+1

= SA2n+1
◦ SA2n+1

◦ SC = SC , тj. пресликавање I jе
централна симетриjа.

На основу принципа математичке индукциjе, за сваки природан броj
n и произвољне тачке A1, A2, . . . , A2n−1 простора S важи да jе преслика-
вање I = SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

централна симетриjа. Другим речима,
композициjа непарног броjа централних симетриjа jе централна симетри-
jа, што jе и требало доказати.

4. Одредити тип изометриjе T−−→
PP ′

◦ Sπ.

Решење: Нека jе α раван коjа садржи тачку P и нормална jе на PP ′ и
нека jе β раван коjа садржи средиште дужи PP ′ и нормална jе на њоj.
Тада jе T−−→

PP ′
= Sβ ◦Sα, па jе I = T−−→

PP ′
◦Sπ = Sβ ◦Sα ◦Sπ. Разликуjемо два

случаjа:
1◦ Равни α, β, π припадаjу jедном прамену. Пошто су равни α, β међу-
собно паралелне (jер су нормалне на PP ′), оваj случаj се остваруjе ако
jе π ⊥ PP ′.

π

P

P ′

α

β

Тада jе I = Sβ ◦ Sα ◦ Sπ = Sγ , за неку раван γ тог прамена, тj. за
неку раван γ нормалну на PP ′. Дакле, у овом случаjу jе I раванска
рефлексиjа.
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2◦ Равни α, β, π не припадаjу jедном прамену, тj. π 6⊥ PP ′.

P

P ′

π

α β

s

Нека jе s = α∩π пресечна права равни α, π (она постоjи jер ове равни
нису паралелне). Тада jе Sα ◦ Sπ = Rs,2∡(π,α). Нека су α′, π′ равни коjе се
секу по правоj s и ориjентисани угао диедра коjи граде равни π′, α′ jе
исти као ориjентисани угао диедра коjи граде равни π, α, при чему jе
α′ ⊥ β. Тада jе Rs,2∡(π,α) = Sα′ ◦ Sπ′ . Одавде следи да jе I = Sβ ◦ Sα′ ◦ Sπ′ .

s

βπ′

α′ p

Равни α′, β су нормалне, па се секу по правоj p = α′∩β. Следи да важи
Sβ ◦ Sα′ = Sp. Нека су α′′, β′ равни коjе се секу по правоj p и међусобно
су нормалне, при чему jе β′ ⊥ π′. Тада jе Sp = Sβ′ ◦ Sα′′ . Према томе,
I = Sβ′◦Sα′′◦Sπ′ . При томе, ниjедна тачка праве s не припада равни β (jер
су α, β паралелне), па следи да ниjедна тачка праве s не припада правоj
p. Како праве s, p припадаjу равни α′, а немаjу заjедничких тачака, следи
да су оне паралелне, па су паралелне и права p и раван π′.
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π′

p

XY

α′′

β′
q

Нека jе q пресечна права равни β′, π′. Како ниjедна тачка праве p

не припада равни π′, онда не припада ни правоj q, а пошто праве p, q
припадаjу равни β′, следи да су оне паралелне. Ако jе X произвољна
тачка са праве p и Y подножjе нормале из X на правоj q, онда jе XY
нормална и на правоj p. Ако jе p′ права нормална на p у тачки X коjа
припада равни α′′, онда jе угао између правих p′, XY нагибни угао диедра
коjи граде равни α′′, β′, што jе прав угао због нормалности ових равни.
Дакле, XY jе нормална на правима p, p′ равни α′′ па jе нормална на
равни α′′. Слично се добиjа и да jе XY нормална на равни π′. Према

томе, α′′ ‖ π′ и Sα′′ ◦ Sπ′ = T
2
−−→
Y X

. Вектор
−−→
Y X jе паралелан равни β′, па jе

I = Sβ′ ◦ T
2
−−→
Y X

= G
β′,2

−−→
Y X

, што значи да jе I клизаjућа рефлексиjа.

5. Доказати да jе композициjа три раванске рефлексиjе коjима су осно-
ве одређене бочним пљоснима тростране призме ABCA′B′C ′ клизаjућа
рефлексиjа тог простора.

Решење:

A B

C

A′ B′

C ′

γ

β α

Нека jе α раван BB′C ′C, β раван AA′C ′C и γ раван AA′B′B. Потребно
jе доказати да jе изометриjа I = Sγ ◦ Sβ ◦ Sα клизаjућа рефлексиjа.

Пошто jе CC ′ = α ∩ β, следи да jе Sβ ◦ Sα = RCC′,2∡(α,β). Нека су
α′, β′ равни такве да jе α′ ∩ β′ = CC ′ и ориjентисани угао диедра коjи
граде равни α′, β′ jеднак ориjентисаном углу диедра коjи граде равни
α, β, при чему jе β′ ⊥ γ. Тада jе Sβ ◦ Sα = RCC′,2∡(α,β) = Sβ′ ◦ Sα′ , па jе
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I = Sγ ◦ Sβ′ ◦ Sα′ .

A B

C

A′ B′

C ′

γ

x

α′

β′

Равни β′, γ су нормалне, па се секу по правоj x = β′ ∩ γ. Следи да jе
Sγ ◦Sβ′ = Sx. Нека су β′′, γ′ равни коjе се секу по правоj x и међусобно су
нормалне, при чему jе γ′ ⊥ α′. Тада jе Sx = Sγ′ ◦ Sβ′′ . Према томе, следи
да jе I = Sγ′ ◦ Sβ′′ ◦ Sα′ . Права CC ′ jе паралелна равни γ (CC ′ ‖ AA′

као бочне ивице призме ABCA′B′C ′, а права AA′ припада равни γ), па
ниjедна тачка са праве CC ′ не припада равни γ, па самим тим ни правоj
x. Како праве CC ′, x припадаjу равни β′, следи да су оне паралелне, па
су паралелне и права x и раван α′.

x

α′

γ′

β′′

y

X

Y

Нека jе y пресечна права равни α′, γ′. Како ниjедна тачка праве x

не припада равни α′, онда не припада ни правоj y, а пошто праве x, y
припадаjу равни γ′, следи да су оне паралелне. Ако jе X произвољна
тачка са праве x и Y подножjе нормале из X на правоj y, онда jе XY
нормална и на правоj x. Ако jе p права нормална на x у тачки X коjа
припада равни β′′, онда jе угао између правих p,XY нагибни угао диедра
коjи граде равни β′′, γ′, што jе прав угао због нормалности ових равни.
Дакле, XY jе нормална на правима x, p равни β′′ па jе нормална на
равни β′′. Слично се добиjа и да jе XY нормална на равни α′. Према

томе, α′ ‖ β′′ и Sβ′′ ◦ Sα′ = T
2
−−→
Y X

. Вектор
−−→
Y X jе паралелан равни γ′, па

закључуjемо да jе I = Sγ′ ◦ T2
−−→
Y X

= G
γ′,2

−−→
Y X

, што значи да jе I клизаjућа
рефлексиjа.
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6. Одредити тип и компоненте изометриjе коjа представља композициjу
двеjу осних рефлексиjа Sp ◦ Sq еуклидског простора, у зависности од
узаjамног положаjа правих p и q.

Решење: Нека jе I = Sp ◦ Sq. Две праве у простору могу припадати
истоj равни и тада се поклапаjу, секу у jедноj тачки или су паралелне, а
ако не постоjи раван коjа их садржи, онда су оне мимоилазне.
1◦ Праве p, q се поклапаjу. Тада jе I = Sp ◦ Sp = E .
2◦ Праве p, q се секу у тачки S. Нека jе π раван коjа садржи праве p, q,
нека jе s права коjа садржи тачку S и нормална jе на равни π, нека jе α
раван коjа садржи правe s, p и нека jе β раван коjа садржи праве s, q. За
сваку од равни α, β важи да садржи праву s коjа jе нормална на равни
π, па важи α, β ⊥ π. Следи да jе Sp = Sα ◦ Sπ и да jе Sq = Sπ ◦ Sβ, па jе
I = Sp ◦ Sq = Sα ◦ Sπ ◦ Sπ ◦ Sβ = Sα ◦ Sβ = Rs,2∡(β,α). Ориjентисани угао
диедра чиjе су пљосни β, α jеднак jе ориjентисаном углу између правих
q, p у равни π коjа jе нормална на s, па jе I = Rs,2∡(q,p).

πS

s

q p

β

α

3◦ Праве p, q су паралелне. Нека jе π раван коjа садржи праве p, q, α
раван коjа садржи p и нормална jе на равни π и β раван коjа садржи
q и нормална jе на равни π. Тада jе Sp = Sα ◦ Sπ и Sq = Sπ ◦ Sβ, па jе
I = Sp ◦Sq = Sα ◦Sπ ◦Sπ ◦Sβ = Sα ◦Sβ. Нека jе A произвољна тачка праве
p и B подножjе нормале из тачке A на правоj q. Пошто су p, q паралелне,
следи да jе AB нормална и на правоj p. Ако jе p′ нормала у тачки A

на правоj p коjа припада равни α, онда jе угао између правих p′, AB

нагибни угао диедра коjи граде α, π, што jе прав угао због нормалности
ових равни. Дакле, AB ⊥ α, а слично jе и AB ⊥ β, што значи да су
равни α, β паралелне и да jе I = T

2
−→
BA

.

α β

A B

p q π
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4◦ Праве p, q су мимоилазне. Тада постоjи њихова jединствена заjедничка
нормала n коjа их сече редом у тачкама A,B. Нека jе α раван коjа садржи
праве p, n, β раван коjа садржи праве q, n, γ раван коjа садржи A и
нормална jе на правоj n, а δ раван коjа садржи B и нормална jе на правоj
n. Равни α, γ се секу по правоj p, а пошто раван α садржи праву n коjа
jе нормална на равни γ, следи да jе α ⊥ γ. Према томе, Sp = Sα ◦ Sγ .
Слично, равни β, δ се секу по правоj q, а пошто раван β садржи праву n
коjа jе нормална на равни δ, следи да jе β ⊥ δ. Према томе, Sq = Sβ ◦ Sδ,
па jе I = Sp ◦ Sq = Sα ◦ Sγ ◦ Sβ ◦ Sδ. Раван β садржи праву n коjа jе
нормална на равни γ, па jе β ⊥ γ. Следи да jе I = Sα ◦ Sβ ◦ Sγ ◦ Sδ. Нека
jе q′ пресечна права равни β, γ. Тада jе q′ ‖ q (обе праве припадаjу равни
β, а пошто jе n ⊥ γ, онда jе n ⊥ q′, а важи и n ⊥ q), па jе угао између
мимоилазних правих q, p исти као угао између правих q′, p. Равни α, β се
секу по правоj n и ориjентисани угао диедра чиjе су пљосни β, α jеднак jе
ориjентисаном углу између правих q′, p у равни γ коjа jе нормална на n,
па jе Sα ◦ Sβ = Rn,2∡(q′,p). Можемо рећи да jе и ориjентисани угао између
мимоилазних правих q, p jеднак ориjентисаном углу између правих q′, p.
Такође, равни γ, δ су нормалне на правоj n, па jе γ ‖ δ. Следи да jе
Sγ ◦ Sδ = T

2
−→
BA

. Према томе, I = Rn,2∡(q,p) ◦ T2
−→
BA

= Z
n,2∡(q,p),2

−→
BA

.

γ

A

n
B

q

p

q′

β

αδ
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7. Нека су OP,OQ,OR три међусобно нормалне дужи простора. Дока-
зати да jе композициjа Z−→

OR
◦ Z−−→

OQ
◦ Z−−→

OP
транслациjа.

Решење:

O

P

Q

R

Нека jе I = Z−→
OR

◦ Z−−→
OQ

◦ Z−−→
OP

. Пошто важи да jе Z−−→
OP

= SOP ◦ T−−→
OP

,
Z−−→
OQ

= T−−→
OQ

◦ SOQ и Z−→
OR

= SOR ◦ T−→
OR

, следи да jе

I = SOR ◦ T−→
OR

◦ T−−→
OQ

◦ SOQ ◦ SOP ◦ T−−→
OP
.

Композициjа транслациjа T−→
OR

◦ T−−→
OQ

jе транслациjа T−−→
OQ+

−→
OR

, а на основу
претходног задатка jе SOQ ◦ SOP ротациjа око праве коjа jе у тачки O

нормална на OP,OQ, што jе права OR, за двоструки угао коjи заклапаjу
праве OP,OQ, што jе опружени угао, jер су праве OP,OQ међусобно
нормалне. Дакле, SOQ ◦ SOP = SOR, па jе I = SOR ◦ T−−→

OQ+
−→
OR

◦ SOR ◦ T−−→
OP

.
На основу теореме о трансмутациjи jе SOR ◦ T−−→

OQ+
−→
OR

◦ SOR транслациjа,
па jе I композициjа те транслациjе и транслациjе T−−→

OP
, што значи да jе I

транслациjа.
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8. Доказати да jе у еуклидском простору композициjа састављена од
три раванске рефлексиjе коjима су основе одређене пљоснима триедра
осноротациона рефлексиjа.

Решење: Нека jе α раван коjа садржи пљосан Sbc, β раван коjа садржи
пљосан Sac и γ раван коjа садржи пљосан Sab триедра Sabc. Потребно
jе доказати да jе изометриjа I = Sγ ◦ Sβ ◦ Sα осноротациона рефлексиjа.

S

a
c

bαβ

γ

Изометриjа I jе индиректна, jер jе композициjа триjу индиректних
изометриjа. Како тачка S припада свим трима равнима α, β, γ, следи

I(S) = Sγ ◦ Sβ ◦ Sα(S) = Sγ ◦ Sβ(S) = Sγ(S) = S,

па jе S фиксна тачка изометриjе I. Према томе, I ниjе клизаjућа рефлек-
сиjа. Претпоставимо да jе I раванска рефлексиjа. На основу теореме 37,
онда равни α, β, γ припадаjу jедном прамену. Како се равни α, β секу по
правоj коjа садржи ивицу Sc триедра Sabc, таj прамен мора бити коакси-
jални прамен равни, те онда раван γ такође садржи ту праву, па и ивицу
Sc. Међутим, како раван γ садржи ивице Sa, Sb, следи да све ивице три-
едра Sabc припадаjу равни γ, што ниjе могуће. Дакле, I не може бити
раванска рефлексиjа, па мора бити осноротациона рефлексиjа.
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8 Хиперболичка геометриjа

До сад смо изучавали еуклидску геометриjу, коjа jе заснована на 5
група аксиома (инциденциjе, распореда, подударности, непрекидности и
паралелности). Без аксиоме паралелности се може доказати да за сва-
ку праву a и тачку B коjа jоj не припада важи да у њима одређеноj
равни постоjи бар jедна права коjа садржи тачку B, а с правом a нема
заjедничких тачака. Аксиома паралелности одређуjе броj таквих правих.

Аксиома (Плеjфер). Посш—оjе и–рава a и ш—ачка B коjа jоj не и–рии–аgа
ш—акве gа у њима оgређеноj равни не и–осш—оjи више оg jеgне и–раве коjа
саgржи ш—ачку B, а с и–равом a нема заjеgничких ш—ачака.

B

a

Може се доказати да ако постоjе права a и тачка B с овом особином,
онда свака права и тачка коjа jоj не припада имаjу ову особину. Према
томе, у еуклидскоj геометриjи за сваку праву a и тачку B коjа jоj не
припада важи да у њима одређеноj равни постоjи jединствена права коjа
садржи B и паралелна jе са a.

Ова аксиома jе еквивалентна петом постулату из Еуклидових Еле-
мената. Он jе скоро две хиљаде година окупирао наjвеће математичке
умове. Еуклидска геометриjа jе сматрана за jедину ,,исправну” геоме-
триjу и многи су покушавали да докажу да jе пети Еуклидов постулат
последица осталих аксиома и постулата из Елемената. У терминима ак-
сиома на коjима се данас заснива еуклидска геометриjа, сматрало се да
jе Плеjферова аксиома последица аксиома из осталих група. Међутим,
испоставило се да то ниjе тачно и да jе Плеjферова аксиома независна од
осталих. Према томе, сасвим jе исправно посматрати геометриjу у коjоj
поред аксиома прве четири групе важи и следећа аксиома.

Аксиома (Лобачевски). Посш—оjе и–рава a и ш—ачка B коjа jоj не и–рии–аgа
ш—акве gа у њима оgређеноj равни и–осш—оjи више оg jеgне и–раве коjа саgр-
жи ш—ачку B, а с и–равом a нема заjеgничких ш—ачака.

B

a
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Може се доказати да ако постоjе права a и тачка B с овом особином,
онда свака права и тачка коjа jоj не припада имаjу ову особину. Дакле,
ако усвоjимо ову аксиому, онда за сваку праву a и тачку B коjа jоj не
припада важи да у њима одређеноj равни постоjе бар две праве коjе
садрже тачку B и немаjу заjедничких тачака с правом a. Геометриjа
заснована на овоj аксиоми назива се хии–ерболичком ı–еомеш—риjом.

B

a
n

Приметимо да овде ниjе употребљен израз ,,паралелне”, као што jе
то био случаj у еуклидскоj геометриjи. Разлог томе jе што нећемо сваке
две дисjунктне праве jедне равни звати паралелним, већ само оне коjе
испуњаваjу одређено своjство. Наиме, нека jе a права и B тачка коjа jоj
не припада. У њима одређеноj равни, посматраjмо све полуправе чиjе jе
теме тачка B. Неке од тих полуправих секу праву a, а неке jе не секу.
Нека jе n нормала из тачке B на правоj a. У свакоj од двеjу полуравни на
коjе права n дели ту раван могуће jе скуп свих полуправих с теменом B

поделити на подскуп оних коjе секу a и подскуп оних коjе jе не секу. При
томе, свака полуправа припада тачно jедном од тих скупова и не постоjи
ниjедна права из jедног подскупа коjа се налази ,,између” неких двеjу из
другог подскупа, односно, не постоjи полуправа коjа не сече a, а припада
конвексном углу коjи граде неке две полуправе коjе секу праву a, као ни
полуправа коjа сече a, а припада конвексном углу коjи граде неке две коjе
не секу праву a. На основу аксиома непрекидности и њених последица
следи да у свакоj од полуравни на коjе права n дели раван постоjи тачно
jедна полуправа коjа jе гранична, тj. коjа се налази на граници између
оних коjе секу и оних коjе не секу праву a. Те две граничне полуправе
не секу праву a и њих називамо и–аралелним правоj a, а тако називамо
и праве коjе садрже те полуправе. Све остале праве коjе не секу праву a
су хии–ери–аралелне правоj a.

Оваква дефинициjа паралелности уводи се и у еуклидскоj геометри-
jи, а главну разлику између еуклидске и хиперболичке геометриjе чини
то што у еуклидскоj геометриjи полуправе коjе су паралелне правоj a
припадаjу jедноj правоj, а у хиперболичкоj геометриjи ове полуправе
припадаjу двема разним правима.

Хиперболичка геометриjа има доста сличности с еуклидском геоме-
триjом, jер деле четири групе аксиома. Све теореме еуклидске геометри-
jе, коjе се могу доказати без коришћења Плеjферове аксиоме и њених
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последица, важе и у хиперболичкоj геометриjи. Примери оваквих теоре-
ма су Ставови о подударности троуглова (наведени у глави 1), постоjање
jединствене праве jедне равни коjа садржи дату тачку и управна jе на
датоj правоj, Кошиjева теорема о нормалности праве и равни, постоjање
jединствене праве у простору коjа садржи дату тачку и управна jе на
датоj равни итд. Исто тако, теореме еуклидске геометриjе, коjе се не мо-
гу доказати без коришћења Плеjферове аксиоме и њених последица, не
важе у хиперболичкоj геометриjи. Примере оваквих теорема видећемо
кроз задатке, а за сада наведимо неке кључне ствари коjе важе у хипер-
боличкоj геометриjи.
1. Збир углова троугла jе мањи од 180◦.
2. Збир углова простог, равног четвороугла jе мањи 360◦.
3. Постоjи права у равни нормална на jедном краку оштрог угла коjа не
сече његов други крак.
4. Централни угао jе већи од двоструког одговараjућег перифериjског
угла.
5. Постоjи троугао око коjег се не може описати круг.

Збир углова у троуглу може бити било коjи угао мањи од 180◦, одно-
сно ниjе исти за све троуглове. Исти закључак важи и за просте, равне
четвороуглове.

Пошто паралелност нема исти смисао као у еуклидскоj геометриjи,
немамо паралелограм, нити тврђења везана за паралелограм. Пошто jе
збир углова сваког простог, равног четвороугла мањи од 360◦, не постоjи
четвороугао с четири права угла, па не постоjи ни правоугаоник. У на-
мери да докажу Плеjферову аксиому на основу аксиома осталих група,
математичари Ђ. Ђ. Сакери и J. Х. Ламберт посматрали су одређене
врсте четвороуглова и покушавали су да докажу да они мораjу бити
правоугаоници. Наведимо дефинициjе ових четвороуглова.

Дефинициjа 56. Нека jе ABCD четвороугао у равни такав да важи
∡DAB = ∡ABC = 90◦ и AD = BC. Овакав четвороугао назива се Са-
кериjевим чеш—вороуı–лом. Страница AB назива се основицом Сакериjе-
вог четвороугла, страница CD назива се и–рош—ивосновицом, а подударне
странице AD,BC називаjу се бочним сш—раницама Сакериjевог четворо-
угла.

A B

CD

206



Дефинициjа 57. Нека jе ABCD четвороугао коjи има три права угла.
Овакав четвороугао назива се Ламберш—овим чеш—вороуı–лом. Ако су угло-
ви ∡DAB,∡ABC,∡BCD прави, онда су странице AB,BC основне сш—ра-
нице Ламбертовог четвороугла ABCD.

A B

C

D

У еуклидскоj геометриjи су Сакериjеви и Ламбертови четвороуглови
правоугаоници. У хиперболичкоj геометриjи не постоjе правоугаоници.

У хиперболичкоj геометриjи важи свих пет ставова о подударности
троуглова. Испоставља се да постоjи jош jедан став о подударности тро-
углова.

Став 6 (УУУ). Нека су gаш—и ш—роуı–лови △ABC и △A′B′C ′. Ако важи
∡BAC = ∡B′A′C ′, ∡ABC = ∡A′B′C ′, ∡ACB = ∡A′C ′B′, онgа слеgи gа
jе △ABC ∼= △A′B′C ′.

Последица. У хии–ерболичкоj ı–еомеш—риjи сличносш— jе исш—о шш—о и и–о-
gуgарносш—.

Према томе, у хиперболичкоj геометриjи не важе ни Талесова теорема
ни њене последице.

B

a

b

A

ϕ

Вратимо се аксиоми Лобачевског и дефинициjи паралелности правих.
Нека jе a права и B тачка коjа jоj не припада. Нека jе A подножjе нормале
из тачке B на правоj a, Bb jедна од двеjу полуправих с теменом B коjе
су паралелне правоj a и ∡ABb = ϕ. Пошто jе полуправа Bb гранична
полуправа, коjа у полуравни с рубом BA коjа садржи полуправу Bb

раздваjа полуправе с теменом B коjе секу праву a од оних коjе jе не секу,
следи да било коjа полуправа с теменом B, коjа припада углу ∡ABb, сече
праву a. Дакле, ако jе полуправа Bp таква да jе ∡ABp < ϕ, онда Bp сече
a, а ако jе ϕ < ∡ABp < π, онда Bp не сече a, али ниjе ни паралелна правоj
a. Угао ϕ се назива уı–лом и–аралелносш—и тачке B у односу на праву a.

Угао паралелности jе, наравно, могуће дефинисати и у еуклидскоj
геометриjи. Међутим, у еуклидскоj геометриjи jе угао паралелности увек
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прав, па ниjе претерано занимљив за разматрање. За разлику од еуклид-
ске геометриjе, у хиперболичкоj геометриjи jе угао паралелности увек
оштар. Ниjе тешко доказати да угао паралелности зависи само од дужи-
не дужи AB. Зато jе могуће дефинисати функциjу Π : (0,+∞) −→

(

0, π
2

)

,
коjа слика дужи у одговараjуће углове паралелности. Дакле, Π(AB) = ϕ.
Ова функциjа назива се функциjом Лобачевскоı–. Она jе непрекидна, стро-
го опадаjућа и важи lim

x→0+
Π(x) = π

2
и lim

x→+∞
Π(x) = 0. Пошто jе строго

опадаjућа, постоjи њен инверз Π−1. У задацима ћемо сматрати да су
функциjе Π,Π−1 познате.

Што се тиче хиперпаралелности, важи следећа теорема.

Теорема 48. Две и–раве у равни су хии–ери–аралелне ако и само ако и–о-
сш—оjи и–рава n коjа jе уи–равна на обема. Ако ш—аква и–рава и–осш—оjи, она jе
jеgинсш—вена.

Ако би постоjале две заjедничке нормале хиперпаралелних правих,
њихове пресечне тачке са тим правима биле би темена правоугаоника
(четвороугла коjи има четири права угла), а правоугаоник не постоjи у
хиперболичкоj геометриjи.

Споменимо jош коjи типови праменова правих постоjе у равни хипер-
боличке геометриjе.

Дефинициjа 58. 1. Скуп свих правих jедне равни коjе садрже неку
тачку S те равни чине елии–ш—ички и–рамен, тj. и–рамен конкуренш—них
и–равих. Тачка S jе среgишш—е тог прамена.
2. Скуп свих правих jедне равни коjе су паралелне некоj полуправоj As
те равни, заjедно са правом коjа садржи ту полуправу, чине и–араболички
и–рамен, тj. и–рамен и–аралелних и–равих (у истом смеру).
3. Скуп свих правих jедне равни коjе су управне на некоj правоj s те рав-
ни чине хии–ерболички и–рамен, тj. и–рамен хии–ери–аралелних и–равих коjе
имаjу исту заjедничку нормалу s. Права s jе основица тог прамена.

S A

s

s

Нека jе X прамен правих у равни и X произвољна тачка те равни
коjа ниjе средиште елиптичког прамена (ако jе X елиптички прамен).
Еи–ицикл jе скуп тачака у равни коjе су осносиметричне тачки X у од-
носу на праве прамена X . Ако jе X елиптички прамен са средиштем S,
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епицикл jе круı– са среgишш—ем (ценш—ром) S и и–олуи–речником SX. Ако
jе X параболички прамен, епицикл jе орицикл. Ако jе X хиперболички
прамен с основицом s, епицикл jе скуп свих тачака Y у полуравни sX

таквих да jе Y Y ′ = XX ′, где су Y ′, X ′ редом подножjа нормала из Y,X
на правоj s. Таj епицикл jе еквиgисш—анш—а с основицом s и висином h.

1. Праве одређене основицом и противосновицом Сакериjевог четворо-
угла су хиперпаралелне. Доказати.

Решење: Нека су M,N редом средишта основице AB и противосновице
CD Сакериjевог четвороугла ABCD. Докажимо да jе MN заjедничка
нормала правих AB,CD, одакле ће следити да су ове праве хиперпара-
лелне.

A B

CD

M

N

Посматраjмо троуглове △AMD,△BMC. Пошто jе AM =MB (jер jе
M средиште AB), ∡DAM = ∡CBM = 90◦ и AD = BC (jер jе ABCD
Сакериjев четвороугао), на основу става СУС следи да су ови троугло-
ви подударни. Дакле, следи да jе MD = MC, ∡DMA = ∡CMB = ϕ и
∡MDA = ∡MCB = ψ. Посматраjмо сада троуглове △DNM,△CNM .
Пошто jе DN = CN (jер jе N средиште CD), DM = CM (добиjено
из претходне подударности) и NM = NM , следи да су ови троугло-
ви подударни. Према томе, одавде следи да jе ∡MDN = ∡MCN = θ,
∡DMN = ∡CMN = η и ∡MND = ∡MNC = α. Даље, следи да jе
∡ADC = ∡ADM +∡MDN = ψ+θ = ∡BCM +∡MCN = ∡BCD и да jе
∡AMN = ∡AMD+∡DMN = ϕ+ η = ∡BMC +∡CMN = ∡BMN = β.
Пошто jе 180◦ = ∡AMB = ∡AMN + ∡BMN = β + β = 2β, онда jе
β = 90◦, па jе MN ⊥ AB. Такође, пошто jе 180◦ = ∡DNM + ∡CNM =
α + α = 2α, онда jе α = 90◦, па jе MN ⊥ CD. Дакле, MN jе заjедничка
нормала правих AB,CD, што значи да су оне хиперпаралелне.

Теорема 49. Права коjа саgржи среgишш—а основице и и–рош—ивосновице
Сакериjевоı– чеш—вороуı–ла jе њихова заjеgничка нормала.
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2. Углови на противосновици Сакериjевог четвороугла су подударни и
оштри. Доказати.

Решење:

A B

CD

У претходном задатку смо доказали да jе ∡ADC = ∡BCD = γ.
Дакле, углови на противосновици су подударни. Претпоставимо супрот-
но, да су ови углови прави или тупи, тj. да jе γ ≥ 90◦. Тада за збир
углова четвороугла ABCD важи ∡DAB + ∡ABC + ∡BCD + ∡ADC =
90◦+90◦+γ+γ ≥ 180◦+2 ·90◦ = 360◦, што jе у контрадикциjи с чињени-
цом да jе збир углова простог, равног четвороугла мањи од 360◦. Дакле,
претпоставка да jе γ ≥ 90◦ ниjе тачна, па jе γ < 90◦, што значи да су
углови на противосновици подударни и оштри.

3. Доказати да су два Ламбертова четвороугла ABCD и A′B′C ′D′ са
оштрим угловима D и D′ подударна ако jе:

а)AB = A′B′, BC = B′C ′; г)AD = A′D′, CD = C ′D′;

б)AB = A′B′, AD = A′D′; д)AD = A′D′, ∡D = ∡D′;

в)AD = A′D′, BC = B′C ′; ђ)AB = A′B′, ∡D = ∡D′.

Решење: Нека суABCD,A′B′C ′D′ Ламбертови четвороуглови с оштрим
угловима код темена D,D′.
а) AB = A′B′, BC = B′C ′

A B

C

D

ϕ

ψ

A′ B′

C ′

D′

ϕ

ψ

Нека jе AB = A′B′, BC = B′C ′. Како jе и ∡ABC = ∡A′B′C ′ (прави
углови), према ставу СУС следи да jе △ABC ∼= △A′B′C ′. Према томе,
AC = A′C ′, ∡BAC = ∡B′A′C ′ = ϕ и ∡BCA = ∡B′C ′A′ = ψ. Углови
∡DAB,∡D′A′B′ су прави, па следи да jе ∡DAC = 90◦ − ϕ = ∡D′A′C ′.
Слично, ∡DCA = 90◦ −ψ = ∡D′C ′A′. Дакле, према ставу УСУ следи да
jе △DAC ∼= △D′A′C ′, па jе AD = A′D′, CD = C ′D′ и ∡ADC = ∡A′D′C ′.
Према томе, четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ имаjу подударне странице
и углове, па су и они међусобно подударни.
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б) AB = A′B′, AD = A′D′

A B

C

D

ϕ

ψ

A′ B′

C ′

D′

ϕ

ψ

Нека jе AB = A′B′, AD = A′D′. Како jе и ∡BAD = ∡B′A′D′ (прави
углови), према ставу СУС следи да jе △ABD ∼= △A′B′D′. Према томе,
BD = B′D′, ∡ABD = ∡A′B′D′ = ϕ и ∡ADB = ∡A′D′B′ = ψ. Углови
∡ABC,∡A′B′C ′ су прави, па следи да jе ∡DBC = 90◦ − ϕ = ∡D′B′C ′.
Такође, ∡BCD = ∡B′C ′D′ (прави углови), па према ставу УУС сле-
ди △BCD ∼= △B′C ′D′. Дакле, следи да jе BC = B′C ′, CD = C ′D′ и
∡BDC = ∡B′D′C ′ = θ. Како jе ∡ADC = ψ + θ = ∡A′D′C ′, следи да су
четвороугловима ABCD,A′B′C ′D′ подударне све странице и углови, па
су и они међусобно подударни.

Напомена 13. Додатно, доказали смо да ако су ABCD,A′B′C ′D′ Лам-
бертови четвороуглови с оштрим угловима код темена D,D′ такви да
jе BC = B′C ′, CD = C ′D′, онда су они међусобно подударни. Заиста,
ако променимо имена тачкама A,B,C,D у P,N,M,Q и A′, B′, C ′, D′ у
P ′, N ′,M ′, Q′, онда су MNPQ,M ′N ′P ′Q′ Ламбертови четвороуглови с
оштрим угловима код темена Q,Q′ такви да jе MN =M ′N ′,MQ =M ′Q′,
па jе, на основу претходног, MNPQ ∼= M ′N ′P ′Q′. С обзиром на то да су
MNPQ,M ′N ′P ′Q′ друга имена за четвороуглове ABCD,A′B′C ′D′, сле-
ди да jе ABCD ∼= A′B′C ′D′.

в) AD = A′D′, BC = B′C ′

A B

C

D

A′ B′

C ′

D′

A′′

D′′

Претпоставимо да jе AB 6= A′B′. Без умањења општости, можемо
претпоставити да jе AB > A′B′. Тада на дужи AB постоjи тачка A′′

таква да jе A′′B = A′B′. Нека jе n нормала на AB у тачки A′′. Права n
сече дуж CD. Заиста, права n сече дуж AB у тачки A′′ и не сече дуж
BC, зато што су n и BC хиперпаралелне (AB им jе заjедничка нормала),
па на основу Пашове аксиоме n сече дуж AC. Пошто n не сече ни дуж
AD, зато што су n и AD хиперпаралелне (AB им jе заjедничка нормала),
на основу Пашове аксиоме n сече дуж CD у некоj тачки D′′.
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A B

C

D

A′ B′

C ′
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Четвороугао A′′BCD′′ jе Ламбертов, с оштрим углом код темена D′′

и важи A′′B = A′B′ и BC = B′C ′. На основу дела а) следи да jе
A′′BCD′′ ∼= A′B′C ′D′, па jе A′′D′′ = A′D′ = AD. Следи да jе четвороугао
AA′′D′′D Сакериjев, па су углови ∡ADD′′,∡DD′′A′′ на противосновици
DD′′ оштри. Међутим, и угао ∡A′′D′′C jе оштар, па jе 180◦ = ∡DD′′C =
∡DD′′A′′ + ∡A′′D′′C < 90◦ + 90◦ = 180◦, што jе немогуће.

Дакле, претпоставка да jе AB 6= A′B′ jе погрешна, па jе AB = A′B′.
Пошто Ламбертови четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ задовољаваjу да jе
AB = A′B′, BC = B′C ′, на основу дела а) следи да су они међусобно
подударни.
г) AD = A′D′, CD = C ′D′

Претпоставимо да jе AB 6= A′B′. Без умањења општости, можемо
претпоставити да jе AB > A′B′. Тада на дужи AB постоjи тачка B′′

таква да jе AB′′ = A′B′. Нека jе n нормала на AB у тачки B′′ и нека jе
C ′′ подножjе нормале изD на правоj n. Како су AB,DC ′′ хиперпаралелне
(n им jе заjедничка нормала), следи да важи D,C ′′ −.. AB.

A B

C
D

A′ B′

C ′

D′

B′′

C ′′

X

Четвороугао AB′′C ′′D jе Ламбертов, с оштрим углом код темена D и
важи AB′′ = A′B′, AD = A′D′, па на основу дела б) следи да су четвороу-
глови AB′′C ′′D,A′B′C ′D′ подударни. Дакле, DC ′′ = D′C ′ = DC. Слично
као малопре, на основу Пашове аксиоме права n сече наjпре дуж AC, а
затим и дуж CD у некоj тачки X. Важи D,X −.. AB, па због D,C ′′ −.. AB,
следи да важи X,C ′′ −.. AB. Тачка X jе различита од тачке C ′′, jер би у
супротном због DC ′′ = DC тачке C,C ′′ биле идентичне, што значи да
би из тачке C постоjале две различите нормале на правоj AB (праве n и
CB). Према томе, важи B(B′′, C ′′, X) или B(B′′, X, C ′′).

Нека jе B(B′′, C ′′, X). Како полуправа C ′′X сече дуж CD, следи да
она припада углу ∡DC ′′C. Угао ∡DC ′′X jе прав, па следи да jе угао
∡DC ′′C туп. Међутим, троугао △DC ′′C jе jеднакокрак, па су углови
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∡DC ′′C,∡DCC ′′ подударни и оштри. Дакле, угао ∡DC ′′C jе истовремено
и оштар и туп, што jе немогуће.

A B
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D

A′ B′

C ′

D′

B′′

C ′′

X

Нека jе B(B′′, X, C ′′). Како полуправа C ′′X сече дуж CD, следи да
она припада углу ∡DC ′′C. Угао ∡DC ′′B′′ jе прав, па следи да jе угао
∡DC ′′C туп. Међутим, троугао △DC ′′C jе jеднакокрак, па су углови
∡DC ′′C,∡DCC ′′ подударни и оштри. Дакле, угао ∡DC ′′C jе истовремено
и оштар и туп, што jе немогуће.

Дакле, претпоставка да jе AB 6= A′B′ jе погрешна, па jе AB = A′B′.
Пошто Ламбертови четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ задовољаваjу да jе
AB = A′B′, AD = A′D′, на основу дела б) следи да су они међусобно
подударни.
д) AD = A′D′, ∡D = ∡D′
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Претпоставимо да jе AB 6= A′B′. Без умањења општости, можемо
претпоставити да jе AB > A′B′. Тада на дужи AB постоjи тачка B′′

таква да jе AB′′ = A′B′. Нека jе n нормала на AB у тачки B′′ и нека jе
C ′′ подножjе нормале из тачке D на правоj n.

Четвороугао AB′′C ′′D jе Ламбертов с оштрим углом код темена D

и важи AB′′ = A′B′, AD = A′D′. На основу дела б) следи да су четво-
роуглови AB′′C ′′D,A′B′C ′D′ подударни, па jе ∡ADC ′′ = ∡A′D′C ′, а по
претпоставци, четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ имаjу подударне углове
код темена D,D′, па jе ∡ADC ′′ = ∡ADC. Према томе, тачка C ′′ припа-
да правоj CD, па четвороугао B′′BCC ′′ има четири права угла, што jе
немогуће.

Дакле, претпоставка да jе AB 6= A′B′ jе погрешна, па jе AB = A′B′.
Пошто Ламбертови четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ задовољаваjу да jе
AB = A′B′, AD = A′D′, на основу дела б) следи да су они међусобно
подударни.
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ђ) AB = A′B′, ∡D = ∡D′
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Претпоставимо да jе AD 6= A′D′. Без умањења општости, можемо
претпоставити да jе AD > A′D′. На дужи AD постоjи тачка D′′ таква да
jе AD′′ = A′D′. Нека jе C ′′ подножjе нормале из D′′ на правоj BC.

Четвороугао ABC ′′D′′ jе Ламбертов, с оштрим углом код темена D′′

и важи AB = A′B′, AD′′ = A′D′. На основу дела б) следи да су четворо-
углови ABC ′′D′′, A′B′C ′D′ подударни, па jе ∡AD′′C ′′ = ∡A′D′C ′ = ϕ, па
jе ∡C ′′D′′D = 180◦−ϕ. По претпоставци, четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′

имаjу подударне углове код темена D,D′, па jе ∡D′′DC = ϕ. Дакле, збир
углова четвороугла D′′C ′′CD jе 180◦ − ϕ + 90◦ + 90◦ + ϕ = 360◦, што jе
немогуће.

Дакле, претпоставка да jе AD 6= A′D′ jе погрешна, па jе AD = A′D′.
Пошто Ламбертови четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ задовољаваjу да jе
AB = A′B′, AD = A′D′, на основу дела б) следи да су они међусобно
подударни.

4. Доказати да су два Сакериjева четвороугла ABCD и A′B′C ′D′ са
основама AB и A′B′ подударна ако jе:

а)AB = A′B′, BC = B′C ′; г)AB = A′B′, ∡C = ∡C ′;

б)AB = A′B′, CD = C ′D′; д)BC = B′C ′, ∡C = ∡C ′;

в)BC = B′C ′, CD = C ′D′; ђ)CD = C ′D′, ∡C = ∡C ′.

Решење: а) AB = A′B′, BC = B′C ′

A B

CD

A′ B′

C ′D′

Нека jе AB = A′B′, BC = B′C ′. Како jе и ∡ABC = ∡A′B′C ′ (прави
углови), према ставу СУС следи да jе △ABC ∼= △A′B′C ′. Према томе,
AC = A′C ′, ∡BAC = ∡B′A′C ′ = ϕ и ∡BCA = ∡B′C ′A′ = ψ. Углови
∡DAB,∡D′A′B′ су прави, па следи да jе ∡DAC = 90◦ − ϕ = ∡D′A′C ′.
Такође, четвороуглови ABCD,A′B′C ′D′ су Сакериjеви, па jе AD = BC
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