7. a) JIse HacupaMHe UBHUIE HEKOT TeTpaejpa cy MeljycobHo mojyiapHue ako u
caMo aKo Cy JIyzKu ojpehene cpeIuiTuMa OCTAINX JIBa]y MapoBa HACIIPAMHUX
uBuIa Melycobno nopmasime.

6) /lBe Hacpamue UBHIE TeTpaepa Cy HOPMaJHe aKo U CaMO akKo Cy JIyKI
o/ipehene cpemTUMa OCTAIUX JIBajy 11apoBa HACIIPAMHUX UBHIA Mel)ycoOHO

ojIyJIapHe.

Heka je ABCD rterpaenap u Heka cy P, ), R, S pejom cpeauiinTa WBUIA
BC,AD,BD, AC.
a) Tpeba nokazaru ja Baxu AB = C'D ako u camo ako Baxu PQ L RS.
Hyx SP je cpeama smauja Tpoyria AABC, na je SP || ABu SP = %AB.
Takobe, ayxx QR je cpemma sunanja tpoyria AABD, na je QR || AB u
QR = %AB. [Ipema Tome, SP || QR u SP = QR, na cy tauke P, R, Q,S
KOMILTaHapHe 1 deTBopoyrao PRQ)S je mapasesorpam. Takohe, PR je cpes-
wa mnnja rpoyrna ABCD, na je PR || CD u PR = 1CD.
: Heka je AB = CD. Ouna je SP = PR, na je PRQ.S pomb. Pom0y cy
nrjaronase mehycobno nopmasue, na je PQ L RS.
: Heka je PQ) L RS. Ilapanenorpamy PRQS cy mujaronane PQ, RS
mehycobno HOpMasHe, nia je PRQS pom6. Cremm na je SP = PR, na je u
AB =CD.
6) Tpeba nokazarn ma Baxku AB 1 C'D ako u camo ako Baxu PQ = RS.
3 nmperxoHOr s1esa 3ajaTka nuMaMo ja je PRQ)S napasenorpam, Kao u ja
je SP || ABu PR | CD.
: Heka je AB L CD. Ounna je SP 1. PR, na je PRQS npaBoyraoHuk.
[IpaBoyraonuky cy amjaronaJje MehycobHO moynapue, na je PQ) = RS.
: Heka je PQ) = RS. Ilapasenorpamy PRQS cy nujaronane PQ, RS
Mehycobno nosynapue, na je PRQS npasoyraonuk. Ciemau jga je SP 1 PR,
najeu AB 1L CD.
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8. Jlokazaru ma je mpasa onpebhena cpemumruma crpanuina AC u BD Te-

tpaesnpa ABCD yjenHo m mUX0Ba 3ajeHHYKA HOPMAaJia aKO U CaMO aKo je
AB=CDu AD = BC.

Penieme:

Heka cy M,N,P,Q,R,S penom cpeaumra usuna AB, CD, BC, AD,
BD, AC rerpaenpa ABCD.
: llpermiocraBumo 1a je RS 3ajeauutdka nopmasia crpanuna AC' u BD.
[Tomro Baxku PN || BD u MP || AC (cpenibe qmunje oarosapajyhux tpo-
yruoa), ciaeau ga je RS 1 PN, MP, na je RS ynpasHa Ha paBHU HapaJie-
norpama M PNQ. IIpema Tome, RS je ynpasua na M N, PQ), na cy mapaJe-
gorpamu M SNR u PRQS pombosu. Cienu ja je MS = MR u PS = PR.
[Tormmro je MS = %BC, MR = %AD, nooujamo BC' = AD, a mormiro je
PS = %AB, PR = %C’D, cnequ ja je AB = CD.
: O6puyTo, npernocrasumo j1a je AB = CD u BC = AD. Tana je
MS = MR u PS = PR. Cneqn na cy napasenorpamu MSNR u PRQS
pomboBu, a je MN L RS u PQ L RS. Jlakne, RS je ynpasua na npaBumMa
MN, PQ) pasau M N P(Q), na je yupasua Ha Toj paBuu. Crenujasno, RS
je yupasua na M P, PN. Ilomro je MP || AC uw PN | BD, ciemun na je
RS 1 AC'u RS 1 BD, oxnocHo 5a je RS 3ajeamdka HOpMaJsa CTPAHUIIA
AC, BD.
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Hedbunumnuja 44. Terpaegap ABCD je optwotonanan ako Baxxu AB L CD,
BC 1 AD,AC 1 BD.

9. Bucune AA" u BB’ rerpaeiapa ABCD ce ceky ako u camo ako je AB |
CD. lokazaru.

Pemmeme:

: Heka ce Bucune AA’, BB’ cexy. Tajma mocroju paBaH 7 Koja UX cajp-
k. Bucuna AA’ je yupasna na pasaun BCD, na je AA” 1 CD, a Bucuna
BB’ je ynpasua Ha pasuu ACD, na je BB | CD. Ilpema Tome, CD L T,
na je C'D yupasHa Ha cBakoj nmpaBoj pauu 7. CrienujajHo, yipaBHa je Ha
npasoj AB, Tj. Baxku C'D 1 AB.

: Obparno, nveka je AB 1 C'D. Heka je m paBaH KOja CaJIpKU TadKe
A, A, B. Bucuna AA’ je yupasna na pasuun BCD, na je ynpasna u na C'D.
Cuequ ja je C'D ynpasHa Ha paBHU Koja cajpxku npase AA'| AB, 1j. Ha
pasuu 7. Bucuna BB’ je ynpasna na pasuu AC D, 11a je ynpasHa Ha [1paBoj
CD. Tlomro je 7 paBaH Koja caJpKu TadKy B u yupasha je za mpasoj C'D,
caenn jia BucuHa BB’ Mopa npunaiaTiu paBHE T, jep CBe IpaBe Koje CaJiprKe
Tauky B m ynpasue cy Ha npasoj C'D npunanajy pasau . IIpema Tome,
sucune AA’', BB' npunayajy pasau 7. OHe He MOTy OUTH TapaJesiHe, jep o6u
tasia papan BC' D, AC'D, koje cy yupaBHe Ha mbuMa, Oujie napaJeine, ma o6u
ce TmokJjianaJje, mro ou 3Haumo ga cy tadke A, B, C, D komianapse, a TO
Huje Taano. [Ipema Tome, Bucune AA’, BB’ npunaajy jesiHoj paBHU W HUCY
napaJiesife, ma CJae/in Ja ce CEKYy.
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10. /ToxkazaTu Jia 110/IHOXKja BUCHUHA U3 TeMeHA TeTpaejipa IIPeJCcTaB/bajy Op-
TOIIEHTPE HACIIPAMHUX IJBOCHU aKO M CaMO aKoO je TeTpaejiap OPTOrOHAJIaH.

Pemmeme:

Hexka je A’ nongnoxkje Bucune u3 temena A Ha mbocaun BCD.

: Heka je A’ opronenrap tpoyrina ABCD. Tana je BA" 1. C'D, a nomro
jeu AA" 1 CD, cnequ na je npasa C'D ynpaBHa Ha paBHU KOja CaJpiKu
rauke A, A', B. Ilpema Tome, ciean ga je C'D yupasHa Ha CBaKOj IIpPaBoj
Te paBHH, Ia crenujagno u Ha upasoj AB. Couano, DA’ 1 BC', a nomro
jem AA" L BC, ciean na je npaBa BC' yupaBHa Ha paBHH Koja CaJp:Ku
rauke A, A', D. Ilpema Tome, ciegu ma je BC' yupaBHa Ha CBaKOj IPaBoj
Te paBHH, Ia crenujaano u #Ha npasoj AD. Takohe, CA" | BD, a nomro
jeum AA" L BD, ciean na je upasa BD yunpasHa Ha paBHU KOja CaprKu
rauke A, A',C. Ilpema tome, cieau jga je BD yupasHa Ha CBakKoOj IIPaBoj
Te paBHH, Ia crenujajano u Ha npasoj AC. lakie, mokazaanm ¢Mo jia BaxKn
AB 1L CD,BC 1 AD,AC 1 BD, na je trerpaenap ABC'D oproronajas.

: O6puyToO, pernocraBuMo ja je Terpaegap ABC D oproronasan. Ta-
naje AB L CD, BC 1. AD, AC 1L BD. Ilpasa AA’ je yupaBHa Ha paBHH
BCD, na cieqn na je AA" L BC,CD,BD. Jlakiie, umamo ja je npasa BC
yrupasHa Ha npasuma AA’, AD 1a je ynpaBHa Ha paBHU KOja UX CaJPKU U HA
CBaKO] IIpaBoj Te paBHH, IIa crernujaano Ha npasoj DA’ [Ipema Tome, nmpasa
DA’ je sucuna tpoyria ABCD. Ciuuno, npasa C'D yupasHa Ha IIpaBuUMa
AA’, AB 1a je yupaBHa Ha paBHH KOja MX CAJPXKU M Ha CBAKO] IPaBO] Te
paBHH, 1a crernyjaano Ha npasoj BA'. Ilpema tome, npaBa BA’ je Bucuna
rpoyriia ABCD. Bucune DA’ BA" tpoyrina ABCD ceky ce y tauku A’ na
cien Ja je tauka A’ opromeHTap TOT TPOyIIa, MITO je 1 Tpebasio JT0Ka3aTu.
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7 W3ometrpujcke TpamcdopMalimje mpocTopa

Hedbununuja 45. Heka je S npocrop. [IpeciukaBame J : S — S, TakBo
Ta 3a cBakn map tadaka (A, B) mpocropa S Baxkn (A, B) = (J(A),J(B)),
HA3UBAMO U30MEWPUJCKoMm Wparchopmavujom (usomemwpujom) pocTopa S.

Cge m3omerpuje npocropa cy Oujeknuje. zomerpuje npocropa ciaukajy
IpaBe y IIpaBe M 9yBajy pPaclope]i Tadaka Ha IIPaBOj, CINKAJy IHOJIYIIPaBe y
HOJIyIIpaBe, JIyKU y JIy2KHU, yraoHe JIMHUje y yraoHe JIMHUje, YIJIOBE Yy YIJIO-
Be, TIOJIyPaBHU Y TIOJIypaBHU, PABHU y PABHU, TIOJIYIIPOCTOPE Y TTOJIyITPOCTOPE,
JivejIapcKe TIOBPIIN Y JIMeIapcKe TOBPIIH, Jirejpe v aueape uti. Mzomerpuje
IIPOCTOPA KOje Memajy OpUjeHTAIln]y TPOCTOPa Ha3UBaAMO UHGUPEKTHUM W30~
MeTpHrjaMa, a OHe KOoje dyBa]y OpUjeHTaIn]y IIPOCTOPa HA3UBAMO GUPEKTIHUM
n3oMeTpHujaMa. 3a CBaKe JiBe u3oMeTpuje J,J, hUX0oBa KOMIo3uIimja J o J je
takohe nzoMeTpuja, n naBep3 J ! m3omerpuje J je Takohe m3omerpuja.

Hedununmuja 46. Heka cy ¢, 9" C S durype y upocropy S. Ako mocroju
msomerpuja J : S — S mpocropa S TakBa na Baxu ¢’ = J(P), onsa KaxkeMo
na je durypa ® uogygapra dburypun & u mumemo ¢ = P’

[aY)

Penammja = nogynapuoctu ¢durypa je penaryja eKBuUBaJeHIje. 3060rT
CUMETPUYIHOCTH pesianuje denihe hemo roBoputu ja cy cdurype mehycobro
uogygapme.

Knacudukanujy nsomerpuja paBHE 3alovesin ¢MO JepPUHUCAIHEM OCHE
peditekcuje. M3omerpuja mpocTopa Koja IpeacTaB/ba IPUPOIHO YOIIITEHHE
ocHe pedieKCcHje PaBHU jecTe paBaHcKa pedieKcuja.

Hedbunannmja 47. Heka je 7 C S paBan npocropa S u HeKa je IMpec/ImKaBa-
e S, garto Ha ciegehu naunn: ako je X € 7, onja je Sp(X) = X, a unaue
je Sx(X) = X/, rme je X’ Tauka TakBa ja je m Meaujaiina paBaH Jayzxu X X'
Omnyia ce npecivkaBambe S, HA3UBA PAGAHCKOM pedaekcujom (pasanckom cu-
MeTpujom) TpocTopa S ¢ papuu pediercuje (Oraeamonm) .

X

o

o

X/
Huje remxko mokazaru ma S, jecre m3omerpuja mpocTopa. PaBaHcKka pe-
dtekcnja je mpecauKaBame Koje CJIMKa Kao ,,JIUK y orjegany’. AKo jaBamyT
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PUMEHUMO paBaHCKY pedJiekcujy, 1o aedUHUINjU ce TadKe PaBHU T CJIU-
Kajy y cebe, a ako ce X ciauka y X' TakBo ja je m MeaujajiHa paBaH JLyyKQ
X X', ouya ce X' mopa ciukatun y X. Jlakne, S; o S, = Id, mro 3Haun ja
je paBamcka pedJiekcuja cama ceOu MHBEP3, OJHOCHO Ja je mHBojyImja. [lo
JeHUIIN ce TadKe OIvieasa T CIuKajy y cebe, a Tadke BaH Orjenasa m
ce He cmKajy y cebe (jia 6u mocrojasia JiyxK duja je T MeujasiHa paBaH), mna
cy jeaune uKCHe Tauke (TavuKe Koje ce CamMKajy y cebe) Tauke oreiaia .

D

A/

D/

Heka je ABC'D nosutnBHO opujeHTHCAaH TeTpaeap, Tj. neka cy A, B, C, D
TavuKe [IpocTopa S Takse a Kaja ce y pasuu Tpoyria AABC nperuma jecie
pyke mue ox remena A ka remeny B ma 3atum kKa temeny C, majall ImoKa-
3yje Ha onaj moJyrpoctop ¢ pybom ABC' y kojem ce Hama3u teme D. Ako
cy A, B',C", D' penom cimke ravaka A, B, C, D npu paBaHCKo] pedJieKcuju
Sr, orjia je rerpaenap A'B'C'D’ HeraTuBHO OpUjEHTHCAH, OJHOCHO aKO Ce Y
pasuu tpoyriaa AA'B'C’ uperuma geche pyke uie oj reMena A’ ka remeny
B’ na zatum ka temeny (', masal mokasyje Ha OHA] IIOJIYIPOCTOP ¢ PyOOM
A'B'C" y kojem ce ne nanasu teme D’. IIpema Tome, pasancka pediekcuja
MeIha OPUjeHTaI]y TPOCTOPa, Ma je OHa UHIUPEKTHA M30METpHja IIPOCTOPA.

Teopema 34. Axo je T ungupextina u3omewpuja UpoCwopa S Koja uMa
bap gee pasne purcue wavke P,Q), onga je I pasancka peprekcuja Sy wugje
otregaro m C S cagporcu durcre Wavwke P, Q).

Teopema 35 (Teopema o rpancmyranuju). Hexka je m1 C S pasan upocmopa
S, S, pasancka pedaekcuja u I upoudsosHa usomewpuja upocwmopa S. Axo
je @ =73(m), onga je Jo Sy 0T =S8,

CBaky mM30MeTPHjy MPOCTOPa S MOKEMO U3PA3UTH MPEKO PABAHCKUX Pe-
daekcnja. [lraBuie, yBek nux MoxKeMo 0jadpaTi Tako Jia UX Oy/ie HajBUIIIe
YETHPHU.
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Teopema 36. Hexa je J tpoussonna usometipuja upoctwopa S. Taga je I =
S, 3a nexy pasan o« C S, uau je I = Sgo S, 3a newe pasnu o, B C S, uau je
J=38,08508, 3a nexe pasnu o, 3,7 C S, uau je I =8508,08508, 3a
nexe paswu o, 3,7v,0 C S.

Kao mrro noctoju mojaM mpameHa mpaBUX Y PaBHU, TAKO MOCTOJU U TI0jaM
IpaMeHa paBHHE y 1poctopy. llocToje nBe BpcTe mpameHoBa paBHU y IIPOCTO-
py. Ako je p C S mpaBa y IpOCTOpY, CKYII CBHX PaBHHU KOj€ CAJIPXKE MPaBY
p UUHU [IpaMEH PaBHU, KOJU Ce HA3UBA KOUKCUJAAHU UPAMEN Pachu. AKO je
m C S paBaH y IIPOCTODPY, CKYII CBHX DaBHH KoOje Cy IapaJiejiHe paBHU T
(yrspyayjyhin w paBaH 7) 4uHEM TpaMeH DaBHU, KOJU Ce HA3UBA UAPAACAHU
upamenr pasru. I1ITo ce Bese n3mely npamMeHoBa paBHU U PaBaHCKUX pedieK-
cuja Tude, Baxku ciejieha reopema.

e ————

Teopema 37. Hexa cy o, 5,7 C S pasru upoctwiopa S. Onga je KomMTo3uuwuja
S, 0 8g 0 S, pasarcka pedaexcuja arxo u camo axo pasru o, 3,7y Uputagajy
jegrom upameny. Ilwmasuwe, Wwaga pasan Wwe pedaekcuje (03nauumo je ca )
UpuLaga WoM UPAMEHY U AKO je Pasar T WAKEG §a CY PABHU (X, Y CUMETTPUHE
Y OgHOCY Ha T, Waga ¢y U pasuy 3,0 CUMETTPUIHe Y 0gHOCY Ha T.

YVTBpIIMO KOje JOIll U30METPHje IIPOCTOPa MOCTOje.

Hedbununmja 48. IIpeciukasame € : S — S Takso 1a je £(X) = X 3a
cBaKky Tauyky X € S Ha3UBaMO KOUHUUGJEHUUJOM.

Kowunmuaenruja je, HapaBHO, WIEHTUIKO TpecmkaBambe. C 003upoM Ha
0 ja je Sy 0 S, = Id = &, umamo penpeseHTalnjy KOUHIUJICHIIA]E TPEKO
IpOM3BOJIa JIBejy paBanckux pediekcuja. Kounnumennuja je qupeKTHa U30-
MeTpHja IIPOCTOPA.

Teopema 38. Axo usometwipuja J upoctwiopa S uma 6ap 4ewupy, HeKOMUN-
Haphe Purcre waure, onga je I = E. Axo gupextina usomewpuja I Upocwmiopa
S uma bap wpu HexosureapHe Purcre waure, onga je J = E.
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Heka je apf muemap m HeKa Cy 71,72 PaBHH KOje Cy yIpaBHE Ha IIPaBOj
p peaom y Taukama Oq, Oo. Heka cy Oqaq, Oxas peoM mpecedre moJiylpaBe
paBHU 1, Y2 U WHOCHU pa u HeKa ¢y O1b1, Osby peioM mpecedne moJrynpane
paBHU 71, Vo 1 hocHE pf3. Ha ocrHOBY Teopeme 26, yryioBu £La;O1by, LasOsby
cy nogynapau. Ako je auenap apf opujeHTucaH, oHa cy n yriaosu £ai01by,
£Las0sby opujenTHCAHN W UMAjy WCTY OpHjeHTaIujy, Koja je ojapehena opu-
jerrarmjom guespa. CxomHo Tome, 3a opujeHTHcaHu yrao ¢ = £La;O1by =
£Las09by TOBOpUhEMO J1a je OpUjeHTUCAHU YTrao Y PABHU HOPMAJIHO] HA .

a2

ai

Hedbunumuja 49. Heka je s C S mpasa mpocropa S u ¢ OpUjeHTHCAHU
yrao y paBHE HOpMaJsHO]j Ha s. IIpecimkabame R, 1 S — S TakBo na je
Rep(X) = X 3a X € s u Ryp(X) = X' me je X' Tauxa pasHu 7, Koja
caapku X W HOpMaJHa je Ha § y Tauku S, Taksa ja Baxu SX = SX' u
£XSX' = ¢ (nomynapuu cy u umajy UCTy OpHjeHTanmjy), 3a tadke X & s,
HA3UBa Ce 0CHOM POWAUUJOM OKO OCe S 38 OPUJEHTHCAHU Yrao .

| e
[ =) L=

Ocwa porarnumja je yorireme potaruje pauu. Heka je asff opujentucanu
Jiiesiap, YUjUu je OpUjeHTUCAHU HArUOHU yrao jeJIHAK IOJIOBUHU OPHUjEHTH-
ca”or yria . Ako cy o/, ' pemoMm paBHE Koje cajprKe IJHOCHH S, 3 Tor
Juenpa, ouja je R, = Sp oSy . PaBuu o, ' mozkemo poruparn oko oce s 3a
IPON3BOJbAH yrao u goburn pasuu o, /" Takse fa je Kommosunuja Sgr 0 Sy
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rakobe jeJlHaKa 1oja3Hoj ocHoj poranuju. laxie, ako cy o, 5" npoussosbre
papnu Takse Ja je o' NB" = su £L(a”, f") = £ (opujenTucanu yriosu), ona
je Ry, = Spr 0 Syr. IomTo je kommnosunuja Jsejy MHIMPEKTHAX U30MeTPHja
IIPOCTOPa, OCHA POTallfja je TUPEKTHA N30MeTpHUja IIPOCTOPA.

Huje remko mokazarn n1a je Ry © Ry = Rty Rsoe = Rsgeoe = E W
R;; = Rs,—y, TJe je —@ yrao nojyjapat yriy ¢, CyIpoTHe OpHjeHTallje.
Axko je R, # £, cBe dukcHe Tauke ocHe poranuje R, IPHIIALAJy OCH S.

Teopema 39. Axo gupextina usometwipuja J upocwopa S, K0ja Huje KOUHUU-
genyuja, uma bap jegny durcny wavry S, onga je I = Ry ,, wuja oca s C S
cagpotcu purcny waury S.

Teopema 40 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je s C S upasa upocmopa
S, ¢ opujentiucanu Yiao Yy pasHu HOPMAAHO] Ha S, R, ocna polmavuja u
J apoussonmna uzometwipuja upocwiopa S. Heka je ' = J(s) u ¢ = T(p)
opujentiucanu yiao y pasru nopmaaroj na s'. Taga je ToRs ,0T 1 =Ry .

Ako je yrao poramuje ompyxxen, omaa 3a Tadky X' = Rgis00(X), rue
X & s, Baxku ja je SX' = SX u £LXSX' = 180°, rie je S rauka mnpeceka
IpaBe s U paBHU Koja cajip:ku X U HOpMaJiHa je Ha s. JIpyrum pedmma,
Baxku SX = SX' u B(X, S, X'), na je S cpequmre nyxxu X X'. Ilpasa s je

Hopmasaa Ha X X' u cajapxku S, na je (jeana on) cumerpasa ayxku X X'
S

Hedbnanmmja 50. Heka je s C S mnpasa y npocropy S. IlpeciukaBarme
Ss S — S rmakBo ma je Ss(X) = X 3a X € su Ss(X) = X', rue je X/
TakBa Jia je s cuMerpaJia nyxku X X', Ha3uBa ce 0CHOM CUMETIPUJOM TIPOCTOPA
S ¢ ocom s.

HMaxne, g = R 1800- Jacuo je ma je S;' = S, 1j. ma je ocna cumerpuja
nnsosynuja. Takobe, ako je S = Sz 0 S,, OHIa je OpHjeHTHCAHU yrao Of
paBHU (v K& PABHU [3 TOyJIapaH YLy % =90°, 1j. Baxku o L 3.

[ToTrpebHO je HA OBOM MECTy HAIJIACHTH Jia OCHA CUMETPHUja MMPOCTOpa 1
OCHA CUMETPHja PABHU HE TIPE/ICTABIHA]Y UCTH THUII IPECTUKABAIbA, NAKO NMa-
jy cmuane gedununmje. OcHa cuMeTprja paBHU je jteduHucaHa caMo 3a TATKe
Te PaBHU, & OCHA CUMETPHU]ja IIPOCTOpa je gebUHICAHA 3a CBE TavKe IIPOCTOPA.
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Takobhe, npupoHO yOIIIITEHEe OCHE CUMETpUje PaBHU jecTe paBaHCKa CHMe-
TpHja IPOCTOPa, a OCHa CUMeTpHja IIPOCTOpa je crernujajan crydaj ocHe po-
Talnje IpocTopa, Koja je IpupoJIHO YOIIITemhe poTaliyje papau. Tpeda nmarTn
Ha YMY U TO Jla je OCHa CUMeTpHja MIPOCTOpa JUPEKTHA U30MeTpuja IIPOCTO-
pa, JIOK je OCHa CUMeTpHja PaBHU WHIMPEKTHA W30MeTpHja paBHU, Kao W Ja
ce opujeHTanuja mpocropa ojpelhyje momohy opujeHTHCAHUX TeTpaeiapa, a
opHjeHTaIja paBHU TOMONY OPUjEeHTUCAHNX TPOYIJIOBA.

Hedunanmmja 51. Heka je 1@ sekTop. [Ipecimkasame T3 : S — S naro
—
ca To3(X) = X', tyie je X' Taksa ja je X X' = Jﬁ, HA3UBa Ce WPAHCAAUUJOM

3a BekTOp AB.

rk

Tpancianuja mpocTopa je IpUpPOHO YOIIITEeHhe TPAHCIAlje pAaBHI 1 NMa,
ncTe 0coOMHE Kao TpaHcamuja papHu. 1o je A@QKTHa M30MEeTPHja ITPOCTOPA
Koja HeMa (dbukcHHX Tadaka (ako je AB # 0). O6pHyTO He BaxKWu, jep y
[IPOCTOPY TOCTOje JIUPEKTHE M30MEeTpHUje KOje HHUCY TpaHC/aIlje U HeMajy
durcHnx Tadaka. Kommosunmja Tpancianuja 3a AB u BC' je TpaHciamuja
3a jﬁ + B? = AC, a unseps Tpancianuje T3 je Tpancianuja T3

X// X/

Heka je o paBan koja cajpxku tauky A un ynpasra je Ha tpaBoj AB n
HeKa je 5 paBaH Koja cajpxku cpeguire C' nyxu AB u ynpaBHa je Ha [IPaBO]
AB. Tana Baxknu 7j4—B> = 83 08,. Jakne, n Tpancianujy BUAUMO K0 KOMIIO-
BUIHJY JIBEejy paBaHCKUX pedJieKchja, CJIMIHO Kao IITO CMO TPaHCIAIH]y Yy
paBHU BUJIEJIN Kao KOMIIO3UIM]Y OocHUX peduiekcuja. HapaBuo, oBo Huje je-
JITHA pernpe3eHTalja TpaHCIaImje 7;‘—B> nomohy paBaHckux pedJiekcuja, jep
YMECTO PaBHU «, J MOXKEMO IocMaTpaTu paBan ', ' Koje cy ynpashe na AB
U Hajase ce Ha PacTojarby ATB, npu 4emy je cmep of pasuu o ka pasuu 3
HCTH Kao cMep BekTopa AB.

Teopema 41 (Teopema o rpancmyrarmju). Hexa cy A, B € S wauke upo-
ciopa S, AB sextiop Upoctiopa S, Tz Wpanciayuja u I Upoussonsa uso-
metpugja. Axo cy A' = TI(A),B' = I(B), onga je Jo Tz 0T ' = Tog-
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Hedbununuja 52. Heka je m paBan npocropa S u ﬁ # (0 HeHyJa BEKTOP
npocropa S napasesan pagan 7. [Ipeciukasame G -2 : S — S naro ca

G+ = SxoT 3 nasusa ce kausajyliom pedaercujom 3a BEKTOP ﬁ y OJIHOCY
Ha paBaH .

X X//
o—0 Y
A B I .
)@

Knuzajyha pediiekcuja mpocropa je IpUPOJIHO yOIIITehe Kansajyhe pe-
dekcuje pasau. Bektop AB Mopa 6utn napaJesan pasuau peduiekcuje. Ona
je MHINpEeKTHA N30MeTpHja MIPOCTOpa, jep je KOMIIO3UINja TNPEeKTHEe U WHIH-
pPEeKTHe M30MeTpHje, Te Mema opHujeHTalujy mpocropa. Takohe, kim3ajyha
pedrekcuja Hema UKCHUX TadaKa.

Teopema 42. Axo ungupextina uzomewpuja J upocwopa S nema HuKcHUT
wavaka, onga je I =G =, 1ge je 1 C S pasan upocwopa S u AB mnexu
HEHYAQ BEKTLOP TPOCTLOPA S UAPANEAAH PAGHU T

Kon knuzajyhe pediiekcuje mpoctopa Tpanc/iaiuja u pedekcrja KoMy-
THPAjy, Tj. HUje OUTHO Jia Jin NeMO IPBO U3BPINUTU TPAHC/IAIM]Y, 11 OHJIA
pedtekcujy, nian obpuyro. [lakie, Bayku gw,m = Sr 0T = Ty 0 S Kako
ce TpaHCalja pa3duja Ha KOMIIOSHUIU]Y ABejy paBaHCKUX pedJiekcuja Jumja
cy oryenaJsia HopMaJtHa Ha AB m paBaH 7 je mapaJenHa ca AB, cuean ja
je xknuzajyha pedJiekcuja KOMIIO3UIUja TPUJY PaBaHCKUX pedJieKcruja dnja
oryieflajia He TIPUIAIAjJy jeTHOM ITpaMeHy.

Teopema 43 (Teopema o Tpancmyrarmju). Hekxa je 1 C S pasan Gpoctwopa
S, AB nenyna eextiop uUapaneaan pasnu 7, G wausajyha pedaexcuja u
J apoussomna uzometwipuja upocmopa S. Axo je A" = J(A), B' = I(B),
' =7J(m), onga je J o Qmﬁ 0J1l = gﬂ,7m.

[IITo ce nnBep3a kauzajyhe pedekcuje Tude, jeIHOCTABHO Ce BUIU Ja je
Q;i@ = (Sro 7;‘—B>)_1 = TA;B} 0S8 =T5508: = G, g4 Haxne, xmszajyha
pedpiekcuja Huje HHBOIYIIH]A.

[Topen kiu3ajyhe peduiekcuje, 1MoCTOju oIl jejlaH THUII U30METPHUja IIPO-
CTOpa KOje ce MOr'y pa3JjIoyKUTU Ha KOMIIO3UIU]Y TPHUjy paBaHCKUX pedJiek-
crja udja orjiefiasa He TPUIa/Iajy jeTHOM IpaMeHy.
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Hedbunnmuja 53. Heka je s C S npasa npocropa S, 7 C S paBaH mpocTopa
S TakBa 1a je s L 7 u ¢ opujenTHCAHU Yyrao paBHU T pazandut of 0° u myHor
yria. Ilpecimkabame Ry, r 1 S — S naro ca Ry = Sy 0 R, HasmBa ce
OCHOPOTLAYUOHOM PEPACKCUJOM.

S

[

He nocToju nzomerpuja paBHU 4dnje je yOIIITehe OCHOPOTAIIMOHA pedieK-
cuja. Kaxko joj camo nme Kazke, oBa ©30MeTPHUja je KOMIIO3UIIAja OCHE POTAIIN]e
u paBancke pediekcuje. UnnupekTHa je, uMa TaqHo jeJHy (DUKCHY TAUKY U
TO MPOJOPHY TadKy S MpaBe S U PABHU T.

Teopema 44. Axo ungupexting usomemwpuja I Gpocwopa S uMa WaHO jeg-
ny puxcny mwavky S, onga je I = Ry x, Wge je ™ C S pasan Upoctiopa S Koja
cagpotcu, pukcny wauky S, s C S Upasa UPocwopa S HOPMAAHAG 1A PABHU T
Y Wavwky S U @ OPUJERTIUCAHY YIa0 PasHy T padauydutl og 0° u TYyHoT Yiia.

Kon ocrnoporaruone pediiekcnje poramuja u pediekcuja KOMyTUpPajy, Tj.
HEOUTHO je Jia Jin heMo TPBO BPIIUTUA POTAIUjy 1a pedIeKCujy Wi OOpHY-
to. daxne, Baxn Ry, = Sy 0 Rs, = Ry © Sy Poramuja ce pazouja na
KOMITIO3UITUjYy JIBEjy paBaHCKuX pedJieKcuja duja ce orjiejasa CeKy 10 OCh
poTtaruje, ma Kako je Ta oca HOpMaJHa Ha paBHU T, CJIEIU Jia je OCHOPOTAIIN-
oHa pedJiekcuja KOMIIO3UIMja TPHUjy paBaHCKUX pedJieKCcHja duja orJieiasa
He TIPUTAJIAjJy jeTHOM ITpaMeHy.

Teopema 45 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je s C S upasa upoctwopa
S, 1 C S pasan HOpMaAHG Ha TPABO] S, © OPUJEHITUCGHU YIA0 Y PAGHU T,
Rspr OCHOPOTIAYUOHA Pedrercuja u T UPou3eosHa UBOMEWPUIQ TPOCTLOPA
S. Hexa cy s' =3(s), 7" =3(m) u ¢’ = T(p) opujentuucanu yiao y pashu 7'.
Taga je 3o Rspr 0Tt =Ry .

[IITo ce nuBep3a ocHopoTanuone pedJieKcuje THIe, jeJHOCTABHO Ce BHIN
-1 _ 1 p-1l.ce-1_ _
Jla Bazku R = (SzoRs) ' = R,08:" =R p0S8x = Ry Ilocebno

5P,
je 3aHUMJbUB CJIytaj Ka/ia je yrao poTaluje jeHaK oupyzkeHoM yriy. Taja je

Rsisoer = Sr0Ss = Ss08x. Ako je S mpeceuHa Tadka IIpaBe s I paBHU 7, X
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[IPOU3BOJbHA Tauka pasjnunta o S 1 X' meHa CJIMKa IPH OBOj N30METPU]H,
HEje TerKo jokazaru ja je raga SX = SX' u B(X, S, X’). Ipyrum peanma,
S je cpemumre jnyxku X X'. OBakBO Ipec/MKaBamhe HA3UBA, Ce UeHUPAAHOM
CUMETAPUJOM.

Hedbunannmja 54. Heka je S € S rtauka y npocropy S. IlpeciukaBammbe
Ss S — S rakBo jga je Sg(S) = S u Sg(X) = X', rye je X’ € S rauka
takBa ja je S cpemumre jgyxRu X X', 3a X # S, HasuBa ce yenWpaaHa
cumetmpuja mpocTopa S.

3aHUM/BUBO je MPUMETUTH J1a Ce KOJI IeHTpaJsiHe cumeTpuje Sg 3a paBy S
U paBaH 7 MOry ojiabparu OMJI0 Koja IpaBa U paBaH Koje cy MehycoOHO HOp-
masHe y Tadkn S. Kako je &g = SgoS,, rne jeaNf =su o L B, cienu ga
je 8¢ = 8§, 08308, IlomTo je s L 7, a cBaka paBaH KOja CaJpKu s je Takohe
HOpMaJIHa Ha paBHH T, cjiefud Ja je o L mu [ L w. Jlakie, meaTpaana cu-
MeTpHja ce MOKe Pa3JIOoKUTU Ha KOMIIO3UIIN]Y TPUjy paBaHCKUX pedieKcuja
Ynja cy orsejaJjia Tpu MehycoOHO HOpMaJiHe PaBHU KOje cajiprKe IEeHTap CHU-
mMetpuje. [lomTo paBancke pediekcuje, auja cy orJie/iajga HOpMaJHe PaBHH,
KOMYTHPAjy, CJIeJIn Jia je 1opeliak pedJiekcrja Koje duHe MeHTPaJIHy CHUMe-
TpUjy HeOUTAH, jep CBake JiBe KoMyTupajy. LlenTpanna cumerpuja mpocropa
je MHANPeKTHA M30MeTpHja IIPOCTOPa W MHBOIYTINja je, Tj. BaxKu Sg =8,
Teopema 46 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je S € S wavka y upoctwo-
py S, Ss uenwpaina cumempuja u'J UpoudeonHa U3OMeTWPUja UPocwopa S.
Axo je 8" =73(S), onga je JoSs 0T = Sgr.

[Ipeocrasio je jorr jia BUIUMO TUIIOBE U30METPHUja IIPOCTOPA KOje ce MOry
Pa3/IOKUTU Ha KOMIIO3UIU]Y deTupu papaHcke peduiekcuje. Vcmocrasiba ce
JTa TIOCTOJU caMoO jeJIaH TaKaB TUIl NU30MeTPHU]a.

Hedbunannmja 55. Heka je s C S nmpaBa mpocropa S, ¢ OPUjEeHTUCAHH YTao
y paBHE HOpMaJHO] Ha §, pasyuant ox 0° u myHor yria u AB Henya Bek-
Top napaJesan 1npasoj s. [IpeciiukaBame ZW 15 - S — S koje je maro ca
Z&W@ = T3 © Rs,, HA3UBA CE 30460JHUM KPEWLATLEM.

S

X/

Xl/
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3aBOjHO KpeTaibe je JTUPEeKTHA U30MEeTPHja, jep je KOMIIO3UIInja JIBejy -
pekTHUX m3oMeTpuja (poraruje u Tpanciamnmje). Ona Hema (DUKCHUX TavaKa.
Poraruja ce Moxke pasjioKUTH Ha KOMIIO3HUIU]Y JIBE]Y PaBAHCKUX pedJieK-
chja Ymja ce orjejiana ceKy Mo TpaBoj S, a TpPaHCaIuja Ha KOMIIO3WUITU]Y
JBejy paBaHCKUX pediiekcuja umja cy orsejaja HopMmasHa Ha AB || s, na
ce 3aBOJHO KpeTarbe MOYKe PA3JIOKUTH Ha KOMIIO3UIIN]Y YeTUPHU paBaHCKe pe-
duekcuje. Kom 3aBojuor kperama TpaHcIaluja U poTaluja KOMyTHPajy, Tj.

BazKu Z&%E = ’7;1—B> °0Rsp=RspoTip

Teopema 47 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je s C S Upasa upoctmiopa
S, ¢ opujentiucany Yyiao Yy pasHu HOPMaAHO] Ha S padsuvutt og 0° u GyHoT
yina, AB Henyaa eextop uapanesar Upasoj s, Zwﬁ 3G60JHO KPETarse u
J upoussomna uzomewipuja upocwiopa S. Hexa jé s = J(s), A = J(A),
B'=73(B) u ¢ = 3(p) opujentmucaru yrao y pashu wopmaaroj na s'. Taga
jeJoZ,  apo =2z

S/,QO/,A/B’ .

[MITo ce mHBEep3a 3aBOJHOI KpeTama THYE, jeJHOCTABHO Ce BUJIU Jla BayKu

-1 -1 _ p-1 -1 _ _

ZS7¢714_B> = (TqpoRsp) =Ri 0 = = Re—poTgz = Z, 5z Hocebno
je 3aHHMJBUB CJIy4a] KaJia je yrao poTalnje jeJHak Ompy:KeHoM yriay. Taza
je ZAB718007A—B> = 7;@ oSup = Sag o 7;@. OBo mpecimKaBame Ha3WBa Ce
3a60jruMm Toayobpliajem m o3HadaBa ce ca Zi» (1a OU ce MojesHOCTABIIO
O3HavYaBame, cMaTpa ce Ja je ojabpaH IpeJICTAaBHUK BEKTOPA A§ TakaB Jia

tadke A, B npunajajy mpasoj s).

1. Ako cy A, B,C Tpu Tauke paBHU T, JOKa3aTH Jia Baxku G 430G 520
gﬂ',zﬁ - Sﬂ"

Pememwe: Kakoje G 3 = Sr0T 3 = T308x G 5o = SroTzz = T5208x,
Qﬂ,@ =8,0 TC—/; = TO‘K oS, crean ja je

J = 6.5i°9.5°9%. 18
= SroTgi0Tg3 08080 Ty

= SroTgzoTag = Sr
2. Hokazaru S, 0Sp =Sp oS, & O € 7.

Pememe: Ilouerna jeanakocr S; o Sop = Sp 0 S; BaxKm ako U CaMO akKo
Basku jenHakocT Sy 0 Sp 0 S = Sp. Ha ocnoBy Teopeme o TpaHCMyTaluju
cnenn a je Sy 0Sp o S = Ss,.(0), TIa je HoJIa3Ha jeIHAKOCT eKBUBAJICHTHA,
jenaxocru Ss_ 0y = So. [IBe nenTpasne cuMerpuje cy jeJHaKe ako U CaMo aKo
Cy UM IEHTPH HCTHU, IIpeMa TOME, IOCJIeIiba jeIHAKOCT jé eKBHUBAJIEHTHA Ca
S:(0) = O. Cse dukcHe Tauke paBaHCKe pedileKcrje HAJIA3e ce Ha HEeHOM
ornenany, na je S;(0O) = O ako u camo ako O € 7, mWTO je u TpeHaIo
JIOKA3aTH.
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3. JlokazaTu j1a je KOMIIO3UINja HellapHOT Opoja IeHTPAJHUX CHMETPHUja IIPOo-
cTOpa IIOHOBO IEHTpaJIHa CUMeTpuja.

Pememe: /la Oucvo yTBpAWIN IITa IMpeJCTaB/ba KOMIIO3UINja HEIAPHOT
Opoja NMEeHTPAJHUX CHMETPHja, OJPEJUMO IIPBO ITa IPEJ/ICTaB/ha KOMIIO3H-
1Mja JBejy MeHTpaJHuX cuMmeTpuja, Tj. mra je J = Sg o S4. IlpernocraBumo
Hajupe qa je A # B.

a : b : 14
| |
« | /B |
| |
| |
] IR S R S
4 l l
9 ?
S\ B
| |
J J
7/ 7/
7/ 7/

Heka je AB mpaBa koja cajpxku Tadke A, B u 7 HeKa paBaH Koja CaJIp:Ku
npaBy AB. Heka je a mpaBa Koja caJpKu Taduky A u HOpMaJiHa je Ha PaBHU
T U HeKa je b mpaBa Koja cajp:Ku Tauky B u HopmaJina je Ha paBuu 7. Taja
jeSa =805, uSg =808, nmajed=8g085)=85085,05,08, =85,08,.
[Ipase a, b cy HOpMaJsHE Ha paBHU T, I1a Cy HapaJeHe U IOCTOjU PABaH I Koja
ux cajipxku. Heka je a paBaH Koja caJIp»Ku IIpaBy @ U HOPMAaJIHA je Ha PaBHU
v U HeKa je [ paBaH KOja cajip»Ku IpaBy b u HopMaJiHa je Ha paBHE V. Taja
jeS, =8,085,u8, =830, majed =508, =853085,085,085, =8308,.
Kako je 1mo koHCTpyKIuju mpaBa a HOpMaJjHA Ha PaBHU T, OHJA je IIpaBa
a HOpMaJiHa U Ha IpasBo] AB e pasam 7. Ako je a/ mpaBa HOpMaJjHa Ha
npaBoj a y Ttaukn A Koja mpumnasa paBHE «, OHJa je yrao m3mely mpaBux
a', AB HarubHU yrao Jmejpa KOju rpajie paBHU «, V, IITO je IpaB yrao 300r
HopMmaJsiHOCTH oBUX paBhu. [laxkme, AB 1 a,d’, na je AB 1 «. Ciugno je
nuAB L B, majea | fud =S50S, = T, Osume je noxazamno ma je
SpoSa= T3

Axko je A = B, onja je 1@ = 6), na je u 2@ = ﬁ Kaxko je nenrpasna
cuMeTpuja MHBOJIyIHja, Tj. Baxku Sp oSy = Sp084 = & = T, crenu na u
y ciayuajy A = B moxenmo mncatu Ja je Sp o Sa = T, 3

Kopuctrnhemo npunnun maremarndke uHjaykimje. /Jlokazyjemo TBpheme:
3a CBaKWM TPHUPOJaH Opoj m u 3a mpomsBosbHe Tadke Ai, Ay, ..., Ay, 1 TIpO-
cropa S npeciukaBame J = Sy, , 0084, 0 Sy, je HeHTpaJIHA CUMETpPH]a.

Baza unnyknuje (n = 1): 3a npoussosbHy Tauky A; nmpocropa S mpeciin-
KaBame J = Sy, je IeHTpaiHa cuMeTpuja, 1a TBpheme Baxku 3a n = 1.

Nunykrusna xunoresa: [IpermnocraBumo j1a TBpherme BaKu 3a HEKU TTPU-
posan 6poj n. To 3Hadm ja je KOMIO3UIKja TPOU3BOJbHE 21 — 1 IeHTpaJIHe
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CUMeTpHUje MMOHOBO IEHTPAJIHA CUMETPH]a.

Uunykrusnn kopak: Kako je 2(n+1) —1=2n+2—1 = 2n+ 1, tpe-
Oa JloKa3aTH Jia je KOMIIO3UIMja IIPOU3BoJbHE 2n + 1 IeHTpaJiHe CUMEeTPHje
[TOHOBO TleHTpaTHa cuMeTpuja. Heka cy Ay, As, ..., As, 1 TPOU3BOJbHE TAUKE
npocropa S  Heka je J = Sa,,,, ©Sa,, ©S4,, , 0084, 0S4, . [lorpedno
je mokasatu ja je J meHTpasina cuMmerpuja. lIpema nmHIyKTHBHO] XUIOTE3N,
npeciaukaBame Sy, , 0 - -+ 0S4, 0S4, je meHTpasHa cuMmerpuja, Tj. Sp, 3a

nexy raduky B. Ilpema tome, J = Sa,,., © Say, © S = Say,4, © Ty Hexa

je Tauka C TakBa na je C'Ag, 1 = BA,,. Taga je EBA% = 7;CA2n+1’ na je

J=384,,,,0 Em = Sazpir ©Say,,, ©Sc = Sc, Tj. mpecimKaBame J je
IEeHTpaJHA CHMETPHUja.

Ha ocnoBy npunnunmna mMareMaTuvake WHIYKIHjE, 38 CBAKU IPUPOIAH OPO]
n u mpous3BosbHE Tauke A, Ay, ..., Ag,_ 1 IpocTOpa S BayKu Ja je mpecanka-
Batbe J = Sy, , 0--- 084, 0S4, NHeHTpaTHa cumeTpuja. pyruMm peunma,
KOMIIO3HUIIja HEITapHOT Opoja MEeHTPAJHIX CUMETPHU]a je TEHTPAJIHA CUMETPH-
ja, mTo je n Tpedasio JoKa3aTH.

4. OJpeuTn TUII U30METPHje 7;—P; 0S;.

Pemteme: Heka je a paBan koja cajpzku taduky P u HopmaJna je na PP’ u
Heka je [ paBaH Koja caJp:Ku cpejuiire jyu PP’ u HopMaJsiHa je Ha hoj.
Tama je 7;—P; =8308,, majed = 7;—P; oSy = 8308, 08;. Paznukyjemo nsa
ciydaja;

1° PaBam «, 0,7 npunasaajy jemnom mpameny. llomrro cy paBam «, 8 meDy-
cobno mapadsiesite (jep cy Hopmasae Ha PP’), oBaj ciiydaj ce ocTBapyje ako

jew L PP
P /

Tama je 3 = Sgo0 S, 08, = §,, 3a HeKy paBaH 7 TOI' IIpaMeHa, Tj. 3a

HeKy paBaH 7y HopMmasjHy Ha PP’. Jlakie, y oBom ciydajy je J paBaHCKa
pediekcrja.
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