
7. а) Две наспрамне ивице неког тетраедра су међусобно подударне ако и
само ако су дужи одређене средиштима осталих дваjу парова наспрамних
ивица међусобно нормалне.
б) Две наспрамне ивице тетраедра су нормалне ако и само ако су дужи
одређене средиштима осталих дваjу парова наспрамних ивица међусобно
подударне.

Решење:

A B

C

D

P

Q R

S

Нека jе ABCD тетраедар и нека су P,Q,R, S редом средишта ивица
BC,AD,BD,AC.
а) Треба доказати да важи AB = CD ако и само ако важи PQ ⊥ RS.
Дуж SP jе средња линиjа троугла △ABC, па jе SP ‖ AB и SP = 1

2
AB.

Такође, дуж QR jе средња линиjа троугла △ABD, па jе QR ‖ AB и
QR = 1

2
AB. Према томе, SP ‖ QR и SP = QR, па су тачке P,R,Q, S

компланарне и четвороугао PRQS jе паралелограм. Такође, PR jе сред-
ња линиjа троугла △BCD, па jе PR ‖ CD и PR = 1

2
CD.

=⇒ : Нека jе AB = CD. Онда jе SP = PR, па jе PRQS ромб. Ромбу су
диjагонале међусобно нормалне, па jе PQ ⊥ RS.
⇐= : Нека jе PQ ⊥ RS. Паралелограму PRQS су диjагонале PQ,RS
међусобно нормалне, па jе PRQS ромб. Следи да jе SP = PR, па jе и
AB = CD.
б) Треба доказати да важи AB ⊥ CD ако и само ако важи PQ = RS.
Из претходног дела задатка имамо да jе PRQS паралелограм, као и да
jе SP ‖ AB и PR ‖ CD.
=⇒ : Нека jе AB ⊥ CD. Онда jе SP ⊥ PR, па jе PRQS правоугаоник.
Правоугаонику су диjагонале међусобно подударне, па jе PQ = RS.
⇐= : Нека jе PQ = RS. Паралелограму PRQS су диjагонале PQ,RS
међусобно подударне, па jе PRQS правоугаоник. Следи да jе SP ⊥ PR,
па jе и AB ⊥ CD.
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8. Доказати да jе права одређена средиштима страница AC и BD те-
траедра ABCD уjедно и њихова заjедничка нормала ако и само ако jе
AB = CD и AD = BC.

Решење:

A B

C

D

M

N

P

Q R

S

T

Нека су M,N,P,Q,R, S редом средишта ивица AB, CD, BC, AD,
BD, AC тетраедра ABCD.
=⇒ : Претпоставимо да jе RS заjедничка нормала страница AC и BD.
Пошто важи PN ‖ BD и MP ‖ AC (средње линиjе одговараjућих тро-
углова), следи да jе RS ⊥ PN,MP , па jе RS управна на равни парале-
лограма MPNQ. Према томе, RS jе управна на MN,PQ, па су парале-
лограми MSNR и PRQS ромбови. Следи да jе MS = MR и PS = PR.
Пошто jе MS = 1

2
BC, MR = 1

2
AD, добиjамо BC = AD, а пошто jе

PS = 1
2
AB, PR = 1

2
CD, следи да jе AB = CD.

⇐= : Обрнуто, претпоставимо да jе AB = CD и BC = AD. Тада jе
MS = MR и PS = PR. Следи да су паралелограми MSNR и PRQS

ромбови, па jе MN ⊥ RS и PQ ⊥ RS. Дакле, RS jе управна на правима
MN,PQ равни MNPQ, па jе управна на тоj равни. Специjално, RS
jе управна на MP,PN . Пошто jе MP ‖ AC и PN ‖ BD, следи да jе
RS ⊥ AC и RS ⊥ BD, односно да jе RS заjедничка нормала страница
AC,BD.
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Дефинициjа 44. Тетраедар ABCD jе орш—оı–оналан ако важи AB ⊥ CD,
BC ⊥ AD,AC ⊥ BD.

9. Висине AA′ и BB′ тетраедра ABCD се секу ако и само ако jе AB ⊥
CD. Доказати.

Решење:
A

B C

D

A′

B′

=⇒ : Нека се висине AA′, BB′ секу. Тада постоjи раван π коjа их садр-
жи. Висина AA′ jе управна на равни BCD, па jе AA′ ⊥ CD, а висина
BB′ jе управна на равни ACD, па jе BB′ ⊥ CD. Према томе, CD ⊥ π,
па jе CD управна на свакоj правоj равни π. Специjално, управна jе на
правоj AB, тj. важи CD ⊥ AB.
⇐= : Обратно, нека jе AB ⊥ CD. Нека jе π раван коjа садржи тачке
A,A′, B. Висина AA′ jе управна на равни BCD, па jе управна и на CD.
Следи да jе CD управна на равни коjа садржи праве AA′, AB, тj. на
равни π. Висина BB′ jе управна на равни ACD, па jе управна на правоj
CD. Пошто jе π раван коjа садржи тачку B и управна jе на правоj CD,
следи да висина BB′ мора припадати равни π, jер све праве коjе садрже
тачку B и управне су на правоj CD припадаjу равни π. Према томе,
висине AA′, BB′ припадаjу равни π. Оне не могу бити паралелне, jер би
тада равни BCD,ACD, коjе су управне на њима, биле паралелне, па би
се поклапале, што би значило да су тачке A,B,C,D компланарне, а то
ниjе тачно. Према томе, висине AA′, BB′ припадаjу jедноj равни и нису
паралелне, па следи да се секу.
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10. Доказати да подножjа висина из темена тетраедра представљаjу ор-
тоцентре наспрамних пљосни ако и само ако jе тетраедар ортогоналан.

Решење:
A

B C

D

A′ B1

D1

C1

Нека jе A′ подножjе висине из темена A на пљосни BCD.
=⇒ : Нека jе A′ ортоцентар троугла △BCD. Тада jе BA′ ⊥ CD, а пошто
jе и AA′ ⊥ CD, следи да jе права CD управна на равни коjа садржи
тачке A,A′, B. Према томе, следи да jе CD управна на свакоj правоj
те равни, па специjално и на правоj AB. Слично, DA′ ⊥ BC, а пошто
jе и AA′ ⊥ BC, следи да jе права BC управна на равни коjа садржи
тачке A,A′, D. Према томе, следи да jе BC управна на свакоj правоj
те равни, па специjално и на правоj AD. Такође, CA′ ⊥ BD, а пошто
jе и AA′ ⊥ BD, следи да jе права BD управна на равни коjа садржи
тачке A,A′, C. Према томе, следи да jе BD управна на свакоj правоj
те равни, па специjално и на правоj AC. Дакле, доказали смо да важи
AB ⊥ CD,BC ⊥ AD,AC ⊥ BD, па jе тетраедар ABCD ортогоналан.
⇐= : Обрнуто, претпоставимо да jе тетраедар ABCD ортогоналан. Та-
да jе AB ⊥ CD, BC ⊥ AD, AC ⊥ BD. Права AA′ jе управна на равни
BCD, па следи да jе AA′ ⊥ BC,CD,BD. Дакле, имамо да jе права BC
управна на правима AA′, AD па jе управна на равни коjа их садржи и на
свакоj правоj те равни, па специjално на правоj DA′. Према томе, права
DA′ jе висина троугла △BCD. Слично, права CD управна на правима
AA′, AB па jе управна на равни коjа их садржи и на свакоj правоj те
равни, па специjално на правоj BA′. Према томе, права BA′ jе висина
троугла △BCD. Висине DA′, BA′ троугла △BCD секу се у тачки A′, па
следи да jе тачка A′ ортоцентар тог троугла, што jе и требало доказати.
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7 Изометриjске трансформациjе простора

Дефинициjа 45. Нека jе S простор. Пресликавање I : S −→ S, такво
да за сваки пар тачака (A,B) простора S важи (A,B) ∼= (I(A), I(B)),
називамо изомеш—риjском ш—рансформациjом (изомеш—риjом) простора S.

Све изометриjе простора су биjекциjе. Изометриjе простора сликаjу
праве у праве и чуваjу распоред тачака на правоj, сликаjу полуправе у
полуправе, дужи у дужи, угаоне линиjе у угаоне линиjе, углове у угло-
ве, полуравни у полуравни, равни у равни, полупросторе у полупросторе,
диедарске површи у диедарске површи, диедре у диедре итд. Изометриjе
простора коjе мењаjу ориjентациjу простора називамо инgирекш—ним изо-
метриjама, а оне коjе чуваjу ориjентациjу простора називамо gирекш—ним
изометриjама. За сваке две изометриjе I, J, њихова композициjа J ◦ I jе
такође изометриjа, и инверз I−1 изометриjе I jе такође изометриjа.

Дефинициjа 46. Нека су Φ,Φ′ ⊆ S фигуре у простору S. Ако постоjи
изометриjа I : S −→ S простора S таква да важи Φ′ = I(Φ), онда кажемо
да jе фигура Φ и–оgуgарна фигури Φ′ и пишемо Φ ∼= Φ′.

Релациjа ∼= подударности фигура jе релациjа еквиваленциjе. Због
симетричности релациjе чешће ћемо говорити да су фигуре међусобно
и–оgуgарне.

Класификациjу изометриjа равни започели смо дефинисањем осне
рефлексиjе. Изометриjа простора коjа представља природно уопштење
осне рефлексиjе равни jесте раванска рефлексиjа.

Дефинициjа 47. Нека jе π ⊂ S раван простора S и нека jе пресликава-
ње Sπ дато на следећи начин: ако jе X ∈ π, онда jе Sπ(X) = X, а иначе
jе Sπ(X) = X ′, где jе X ′ тачка таква да jе π медиjална раван дужи XX ′.
Онда се пресликавање Sπ назива раванском рефлексиjом (раванском си-
меш—риjом) простора S с равни рефлексиjе (огледалом) π.

X

X ′

π

Ниjе тешко доказати да Sπ jесте изометриjа простора. Раванска ре-
флексиjа jе пресликавање коjе слика као ,,лик у огледалу”. Ако двапут
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применимо раванску рефлексиjу, по дефинициjи се тачке равни π сли-
каjу у себе, а ако се X слика у X ′ такво да jе π медиjална раван дужи
XX ′, онда се X ′ мора сликати у X. Дакле, Sπ ◦ Sπ = Id, што значи да
jе раванска рефлексиjа сама себи инверз, односно да jе инволуциjа. По
дефинициjи се тачке огледала π сликаjу у себе, а тачке ван огледала π
се не сликаjу у себе (да би постоjала дуж чиjа jе π медиjална раван), па
су jедине фиксне тачке (тачке коjе се сликаjу у себе) тачке огледала π.

π

A B

C

A′ B′

C ′

D

D′

Нека jеABCD позитивно ориjентисан тетраедар, тj. нека су A,B,C,D
тачке простора S такве да када се у равни троугла △ABC прстима десне
руке иде од темена A ка темену B па затим ка темену C, палац пока-
зуjе на онаj полупростор с рубом ABC у коjем се налази теме D. Ако
су A′, B′, C ′, D′ редом слике тачака A,B,C,D при раванскоj рефлексиjи
Sπ, онда jе тетраедар A′B′C ′D′ негативно ориjентисан, односно ако се у
равни троугла △A′B′C ′ прстима десне руке иде од темена A′ ка темену
B′ па затим ка темену C ′, палац показуjе на онаj полупростор с рубом
A′B′C ′ у коjем се не налази теме D′. Према томе, раванска рефлексиjа
мења ориjентациjу простора, па jе она индиректна изометриjа простора.

Теорема 34. Ако jе I инgирекш—на изомеш—риjа и–росш—ора S коjа има
бар gве разне фиксне ш—ачке P,Q, онgа jе I раванска рефлексиjа Sπ чиjе
оı–леgало π ⊂ S саgржи фиксне ш—ачке P,Q.

Теорема 35 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе π ⊂ S раван и–росш—ора
S, Sπ раванска рефлексиjа и I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S. Ако
jе π′ = I(π), онgа jе I ◦ Sπ ◦ I−1 = Sπ′.

Сваку изометриjу простора S можемо изразити преко раванских ре-
флексиjа. Штавише, увек их можемо одабрати тако да их буде наjвише
четири.

186



Теорема 36. Нека jе I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S. Таgа jе I =
Sα за неку раван α ⊂ S, или jе I = Sβ ◦ Sα за неке равни α, β ⊂ S, или jе
I = Sγ ◦ Sβ ◦ Sα за неке равни α, β, γ ⊂ S, или jе I = Sδ ◦ Sγ ◦ Sβ ◦ Sα за
неке равни α, β, γ, δ ⊂ S.

Као што постоjи поjам прамена правих у равни, тако постоjи и поjам
прамена равни у простору. Постоjе две врсте праменова равни у просто-
ру. Ако jе p ⊂ S права у простору, скуп свих равни коjе садрже праву
p чини прамен равни, коjи се назива коаксиjални и–рамен равни. Ако jе
π ⊂ S раван у простору, скуп свих равни коjе су паралелне равни π

(укључуjући и раван π) чини прамен равни, коjи се назива и–аралелни
и–рамен равни. Што се везе између праменова равни и раванских рефлек-
сиjа тиче, важи следећа теорема.

α γ

β δ
π

α β π γδ

Теорема 37. Нека су α, β, γ ⊂ S равни и–росш—ора S. Онgа jе коми–озициjа
Sγ ◦ Sβ ◦ Sα раванска рефлексиjа ако и само ако равни α, β, γ и–рии–аgаjу
jеgном и–рамену. Шш—авише, ш—аgа раван ш—е рефлексиjе (означимо jе са δ)
и–рии–аgа ш—ом и–рамену и ако jе раван π ш—аква gа су равни α, γ симеш—ричне
у оgносу на π, ш—аgа су и равни β, δ симеш—ричне у оgносу на π.

Утврдимо коjе jош изометриjе простора постоjе.

Дефинициjа 48. Пресликавање E : S −→ S такво да jе E(X) = X за
сваку тачку X ∈ S називамо коинциgенциjом.

Коинциденциjа jе, наравно, идентичко пресликавање. С обзиром на
то да jе Sπ ◦ Sπ = Id = E , имамо репрезентациjу коинциденциjе преко
производа двеjу раванских рефлексиjа. Коинциденциjа jе директна изо-
метриjа простора.

Теорема 38. Ако изомеш—риjа I и–росш—ора S има бар чеш—ири некоми–ла-
нарне фиксне ш—ачке, онgа jе I = E . Ако gирекш—на изомеш—риjа I и–росш—ора
S има бар ш—ри неколинеарне фиксне ш—ачке, онgа jе I = E .
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Нека jе αpβ диедар и нека су γ1, γ2 равни коjе су управне на правоj
p редом у тачкама O1, O2. Нека су O1a1, O2a2 редом пресечне полуправе
равни γ1, γ2 и пљосни pα и нека су O1b1, O2b2 редом пресечне полуправе
равни γ1, γ2 и пљосни pβ. На основу теореме 26, углови ∡a1O1b1,∡a2O2b2
су подударни. Ако jе диедар αpβ ориjентисан, онда су и углови ∡a1O1b1,
∡a2O2b2 ориjентисани и имаjу исту ориjентациjу, коjа jе одређена ори-
jентациjом диедра. Сходно томе, за ориjентисани угао ϕ = ∡a1O1b1 =
∡a2O2b2 говорићемо да jе ориjентисани угао у равни нормалноj на p.

α

β

p

O1

O2 a1

a2

b1

b2

Дефинициjа 49. Нека jе s ⊂ S права простора S и ϕ ориjентисани
угао у равни нормалноj на s. Пресликавање Rs,ϕ : S −→ S такво да jе
Rs,ϕ(X) = X за X ∈ s и Rs,ϕ(X) = X ′ где jе X ′ тачка равни π, коjа
садржи X и нормална je на s у тачки S, таква да важи SX = SX ′ и
∡XSX ′ = ϕ (подударни су и имаjу исту ориjентациjу), за тачке X 6∈ s,
назива се осном рош—ациjом око осе s за ориjентисани угао ϕ.

π

S

s

X

X ′

s
α

β

Осна ротациjа jе уопштење ротациjе равни. Нека jе αsβ ориjентисани
диедар, чиjи jе ориjентисани нагибни угао jеднак половини ориjенти-
саног угла ϕ. Ако су α′, β′ редом равни коjе садрже пљосни sα, sβ тог
диедра, онда jе Rs,ϕ = Sβ′ ◦Sα′ . Равни α′, β′ можемо ротирати око осе s за
произвољан угао и добити равни α′′, β′′ такве да jе композициjа Sβ′′ ◦Sα′′
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такође jеднака полазноj осноj ротациjи. Дакле, ако су α′′, β′′ произвољне
равни такве да jе α′′∩β′′ = s и ∡(α′′, β′′) = ϕ

2
(ориjентисани углови), онда

jе Rs,ϕ = Sβ′′ ◦ Sα′′ . Пошто jе композициjа двеjу индиректних изометриjа
простора, осна ротациjа jе директна изометриjа простора.

Ниjе тешко доказати да jе Rs,ψ ◦ Rs,ϕ = Rs,ϕ+ψ, Rs,0◦ = Rs,360◦ = E и
R−1
s,ϕ = RS,−ϕ, где jе −ϕ угао подударан углу ϕ, супротне ориjентациjе.

Ако jе Rs,ϕ 6= E , све фиксне тачке осне ротациjе Rs,ϕ припадаjу оси s.

Теорема 39. Ако gирекш—на изомеш—риjа I и–росш—ора S, коjа ниjе коинци-
gенциjа, има бар jеgну фиксну ш—ачку S, онgа jе I = Rs,ϕ, чиjа оса s ⊂ S

саgржи фиксну ш—ачку S.

Теорема 40 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе s ⊂ S и–рава и–росш—ора
S, ϕ ориjенш—исани уı–ао у равни нормалноj на s, Rs,ϕ осна рош—ациjа и
I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S. Нека jе s′ = I(s) и ϕ′ = I(ϕ)
ориjенш—исани уı–ао у равни нормалноj на s′. Таgа jе I ◦Rs,ϕ ◦I−1 = Rs′,ϕ′.

Ако jе угао ротациjе опружен, онда за тачку X ′ = Rs,180◦(X), где
X 6∈ s, важи да jе SX ′ = SX и ∡XSX ′ = 180◦, где jе S тачка пресека
праве s и равни коjа садржи X и нормална jе на s. Другим речима,
важи SX = SX ′ и B(X,S,X ′), па jе S средиште дужи XX ′. Права s jе
нормална на XX ′ и садржи S, па jе (jедна од) симетрала дужи XX ′.

s

X X ′S

Дефинициjа 50. Нека jе s ⊂ S права у простору S. Пресликавање
Ss : S −→ S такво да jе Ss(X) = X за X ∈ s и Ss(X) = X ′, где jе X ′

таква да jе s симетрала дужиXX ′, назива се осном симеш—риjом простора
S с осом s.

Дакле, Ss = Rs,180◦ . Jасно jе да jе S−1
s = Ss, тj. да jе осна симетриjа

инволуциjа. Такође, ако jе Ss = Sβ ◦ Sα, онда jе ориjентисани угао од
равни α ка равни β подударан углу 180◦

2
= 90◦, тj. важи α ⊥ β.

Потребно jе на овом месту нагласити да осна симетриjа простора и
осна симетриjа равни не представљаjу исти тип пресликавања, иако има-
jу сличне дефинициjе. Осна симетриjа равни jе дефинисана само за тачке
те равни, а осна симетриjа простора jе дефинисана за све тачке простора.
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Такође, природно уопштење осне симетриjе равни jесте раванска симе-
триjа простора, а осна симетриjа простора jе специjалан случаj осне ро-
тациjе простора, коjа jе природно уопштење ротациjе равни. Треба имати
на уму и то да jе осна симетриjа простора директна изометриjа просто-
ра, док jе осна симетриjа равни индиректна изометриjа равни, као и да
се ориjентациjа простора одређуjе помоћу ориjентисаних тетраедара, а
ориjентациjа равни помоћу ориjентисаних троуглова.

Дефинициjа 51. Нека jе
−→
AB вектор. Пресликавање T−→

AB
: S −→ S дато

са T−→
AB

(X) = X ′, где jе X ′ таква да jе
−−→
XX ′ =

−→
AB, назива се ш—ранслациjом

за вектор
−→
AB.

A

B

X

X ′

Транслациjа простора jе природно уопштење транслациjе равни и има
исте особине као транслациjа равни. То jе директна изометриjа простора

коjа нема фиксних тачака (ако jе
−→
AB 6= −→

0 ). Обрнуто не важи, jер у
простору постоjе директне изометриjе коjе нису транслациjе и немаjу

фиксних тачака. Композициjа транслациjа за
−→
AB и

−−→
BC jе транслациjа

за
−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC, а инверз транслациjе T−→

AB
jе транслациjа T−→

BA
.

A B

α

C

X X ′′

β

X ′

Нека jе α раван коjа садржи тачку A и управна jе на правоj AB и
нека jе β раван коjа садржи средиште C дужи AB и управна jе на правоj
AB. Тада важи T−→

AB
= Sβ ◦ Sα. Дакле, и транслациjу видимо као компо-

зициjу двеjу раванских рефлексиjа, слично као што смо транслациjу у
равни видели као композициjу осних рефлексиjа. Наравно, ово ниjе jе-
дина репрезентациjа транслациjе T−→

AB
помоћу раванских рефлексиjа, jер

уместо равни α, β можемо посматрати равни α′, β′ коjе су управне на AB
и налазе се на растоjању AB

2
, при чему jе смер од равни α′ ка равни β′

исти као смер вектора
−→
AB.

Теорема 41 (Теорема о трансмутациjи). Нека су A,B ∈ S ш—ачкe и–ро-

сш—ора S,
−→
AB векш—ор и–росш—ора S, T−→

AB
ш—ранслациjа и I и–роизвољна изо-

меш—риjа. Ако су A′ = I(A), B′ = I(B), онgа jе I ◦ T−→
AB

◦ I−1 = T−−−→
A′B′

.

190



Дефинициjа 52. Нека jе π раван простора S и
−→
AB 6= −→

0 ненула вектор
простора S паралелан равни π. Пресликавање G

π,
−→
AB

: S −→ S дато са

G
π,
−→
AB

= Sπ◦T−→
AB

назива се клизаjућом рефлексиjом за вектор
−→
AB у односу

на раван π.

π

X X ′′

X ′

A B

Клизаjућа рефлексиjа простора jе природно уопштење клизаjуће ре-

флексиjе равни. Вектор
−→
AB мора бити паралелан равни рефлексиjе. Она

jе индиректна изометриjа простора, jер jе композициjа директне и инди-
ректне изометриjе, те мења ориjентациjу простора. Такође, клизаjућа
рефлексиjа нема фиксних тачака.

Теорема 42. Ако инgирекш—на изомеш—риjа I и–росш—ора S нема фиксних

ш—ачака, онgа jе I = G
π,
−→
AB

, ı–gе jе π ⊂ S раван и–росш—ора S и
−→
AB неки

ненула векш—ор и–росш—ора S и–аралелан равни π.

Код клизаjуће рефлексиjе простора транслациjа и рефлексиjа кому-
тираjу, тj. ниjе битно да ли ћемо прво извршити транслациjу, па онда
рефлексиjу, или обрнуто. Дакле, важи G

π,
−→
AB

= Sπ ◦T−→
AB

= T−→
AB

◦Sπ. Како
се транслациjа разбиjа на композициjу двеjу раванских рефлексиjа чиjа
су огледала нормална на AB и раван π jе паралелна са AB, следи да
jе клизаjућа рефлексиjа композициjа триjу раванских рефлексиjа чиjа
огледала не припадаjу jедном прамену.

Теорема 43 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе π ⊂ S раван и–росш—ора

S,
−→
AB ненула векш—ор и–аралелан равни π, G

π,
−→
AB

клизаjућа рефлексиjа и

I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S. Ако jе A′ = I(A), B′ = I(B),
π′ = I(π), онgа jе I ◦ G

π,
−→
AB

◦ I−1 = G
π′,

−−−→
A′B′

.

Што се инверза клизаjуће рефлексиjе тиче, jедноставно се види да jе
G−1

π,
−→
AB

=
(

Sπ ◦ T−→
AB

)−1
= T −1

−→
AB

◦ S−1
π = T−→

BA
◦ Sπ = G

π,
−→
BA

. Дакле, клизаjућа

рефлексиjа ниjе инволуциjа.
Поред клизаjуће рефлексиjе, постоjи jош jедан тип изометриjа про-

стора коjе се могу разложити на композициjу триjу раванских рефлек-
сиjа чиjа огледала не припадаjу jедном прамену.
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Дефинициjа 53. Нека jе s ⊂ S права простора S, π ⊂ S раван простора
S таква да jе s ⊥ π и ϕ ориjентисани угао равни π различит од 0◦ и пуног
угла. Пресликавање Rs,ϕ,π : S −→ S дато са Rs,ϕ,π = Sπ ◦ Rs,ϕ назива се
оснорош—ационом рефлексиjом.

π

S

s

S′

X

X ′′

X ′

Не постоjи изометриjа равни чиjе jе уопштење осноротациона рефлек-
сиjа. Како jоj само име каже, ова изометриjа jе композициjа осне ротациjе
и раванске рефлексиjе. Индиректна jе, има тачно jедну фиксну тачку и
то продорну тачку S праве s и равни π.

Теорема 44. Ако инgирекш—на изомеш—риjа I и–росш—ора S има ш—ачно jеg-
ну фиксну ш—ачку S, онgа jе I = Rs,ϕ,π, ı–gе jе π ⊂ S раван и–росш—ора S коjа
саgржи фиксну ш—ачку S, s ⊂ S и–рава и–росш—ора S нормална на равни π

у ш—ачки S и ϕ ориjенш—исани уı–ао равни π различиш— оg 0◦ и и–уноı– уı–ла.

Код осноротационе рефлексиjе ротациjа и рефлексиjа комутираjу, тj.
небитно jе да ли ћемо прво вршити ротациjу па рефлексиjу или обрну-
то. Дакле, важи Rs,ϕ,π = Sπ ◦ Rs,ϕ = Rs,ϕ ◦ Sπ. Ротациjа се разбиjа на
композициjу двеjу раванских рефлексиjа чиjа се огледала секу по оси
ротациjе, па како jе та оса нормална на равни π, следи да jе осноротаци-
она рефлексиjа композициjа триjу раванских рефлексиjа чиjа огледала
не припадаjу jедном прамену.

Теорема 45 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе s ⊂ S и–рава и–росш—ора
S, π ⊂ S раван нормална на и–равоj s, ϕ ориjенш—исани уı–ао у равни π,
Rs,ϕ,π оснорош—ациона рефлексиjа и I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора
S. Нека су s′ = I(s), π′ = I(π) и ϕ′ = I(ϕ) ориjенш—исани уı–ао у равни π′.
Таgа jе I ◦ Rs,ϕ,π ◦ I−1 = Rs′,ϕ′,π′.

Што се инверза осноротационе рефлексиjе тиче, jедноставно се види
да важи R−1

s,ϕ,π = (Sπ◦Rs,ϕ)
−1 = R−1

s,ϕ◦S−1
π = Rs,−ϕ◦Sπ = Rs,−ϕ,π. Посебно

jе занимљив случаj када jе угао ротациjе jеднак опруженом углу. Тада jе
Rs,180◦,π = Sπ ◦Ss = Ss ◦Sπ. Ако jе S пресечна тачка праве s и равни π, X
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произвољна тачка различита од S и X ′ њена слика при овоj изометриjи,
ниjе тешко доказати да jе тада SX = SX ′ и B(X,S,X ′). Другим речима,
S jе средиште дужи XX ′. Овакво пресликавање назива се ценш—ралном
симеш—риjом.

Дефинициjа 54. Нека je S ∈ S тачка у простору S. Пресликавање
SS : S −→ S такво да jе SS(S) = S и SS(X) = X ′, где jе X ′ ∈ S тачка
таква да jе S средиште дужи XX ′, за X 6= S, назива се ценш—рална
симеш—риjа простора S.

Занимљиво jе приметити да се код централне симетриjе SS за праву s
и раван π могу одабрати било коjа права и раван коjе су међусобно нор-
малне у тачки S. Како jе Ss = Sβ ◦ Sα, где jе α ∩ β = s и α ⊥ β, следи да
jе SS = Sπ ◦Sβ ◦Sα. Пошто jе s ⊥ π, а свака раван коjа садржи s jе такође
нормална на равни π, следи да jе α ⊥ π и β ⊥ π. Дакле, централна си-
метриjа се може разложити на композициjу триjу раванских рефлексиjа
чиjа су огледала три међусобно нормалне равни коjе садрже центар си-
метриjе. Пошто раванске рефлексиjе, чиjа су огледала нормалне равни,
комутираjу, следи да jе поредак рефлексиjа коjе чине централну симе-
триjу небитан, jер сваке две комутираjу. Централна симетриjа простора
jе индиректна изометриjа простора и инволуциjа jе, тj. важи S−1

S = SS.
Теорема 46 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе S ∈ S ш—ачка у и–росш—о-
ру S, SS ценш—рална симеш—риjа и I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S.
Ако jе S ′ = I(S), онgа jе I ◦ SS ◦ I−1 = SS′.

Преостало jе jош да видимо типове изометриjа простора коjе се могу
разложити на композициjу четири раванске рефлексиjе. Испоставља се
да постоjи само jедан такав тип изометриjа.

Дефинициjа 55. Нека jе s ⊂ S права простора S, ϕ ориjентисани угао

у равни нормалноj на s, различит од 0◦ и пуног угла и
−→
AB ненула век-

тор паралелан правоj s. Пресликавање Z
s,ϕ,

−→
AB

: S −→ S коjе jе дато са
Z
s,ϕ,

−→
AB

= T−→
AB

◦ Rs,ϕ назива се завоjним креш—ањем.

s

X

X ′′

A

B

X ′
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Завоjно кретање jе директна изометриjа, jер jе композициjа двеjу ди-
ректних изометриjа (ротациjе и транслациjе). Она нема фиксних тачака.
Ротациjа се може разложити на композициjу двеjу раванских рефлек-
сиjа чиjа се огледала секу по правоj s, а транслациjа на композициjу
двеjу раванских рефлексиjа чиjа су огледала нормална на AB ‖ s, па
се завоjно кретање може разложити на композициjу четири раванске ре-
флексиjе. Код завоjног кретања транслациjа и ротациjа комутираjу, тj.
важи Z

s,ϕ,
−→
AB

= T−→
AB

◦ Rs,ϕ = Rs,ϕ ◦ T−→
AB

.

Теорема 47 (Теорема о трансмутациjи). Нека jе s ⊂ S и–рава и–росш—ора
S, ϕ ориjенш—исани уı–ао у равни нормалноj на s различиш— оg 0◦ и и–уноı–

уı–ла,
−→
AB ненула векш—ор и–аралелан и–равоj s, Z

s,ϕ,
−→
AB

завоjно креш—ање и

I и–роизвољна изомеш—риjа и–росш—ора S. Нека jе s′ = I(s), A′ = I(A),
B′ = I(B) и ϕ′ = I(ϕ) ориjенш—исани уı–ао у равни нормалноj на s′. Таgа
jе I ◦ Z

s,ϕ,
−→
AB

◦ I−1 = Z
s′,ϕ′,

−−−→
A′B′

.

Што се инверза завоjног кретања тиче, jедноставно се види да важи
Z−1

s,ϕ,
−→
AB

= (T−→
AB

◦ Rs,ϕ)
−1 = R−1

s,ϕ ◦ T −1
−→
AB

= Rs,−ϕ ◦ T−→
BA

= Z
s,−ϕ,−→BA. Посебно

jе занимљив случаj када jе угао ротациjе jеднак опруженом углу. Тада
jе Z

AB,180◦,
−→
AB

= T−→
AB

◦ SAB = SAB ◦ T−→
AB

. Ово пресликавање назива се

завоjним и–олуобрш—аjем и означава се са Z−→
AB

(да би се поjедноставило

означавање, сматра се да jе одабран представник вектора
−→
AB такав да

тачке A,B припадаjу правоj s).

1. Ако су A,B,C три тачке равни π, доказати да важи G
π,
−→
CA

◦ G
π,
−−→
BC

◦
G
π,
−→
AB

= Sπ.
Решење: Како jе G

π,
−→
AB

= Sπ◦T−→
AB

= T−→
AB

◦Sπ, Gπ,−−→BC = Sπ◦T−−→
BC

= T−−→
BC

◦Sπ,
G
π,
−→
CA

= Sπ ◦ T−→
CA

= T−→
CA

◦ Sπ, следи да jе

I = G
π,
−→
CA

◦ G
π,
−−→
BC

◦ G
π,
−→
AB

= Sπ ◦ T−→
CA

◦ T−−→
BC

◦ Sπ ◦ Sπ ◦ T−→
AB

= Sπ ◦ T−→
BA

◦ T−→
AB

= Sπ.
2. Доказати Sπ ◦ SO = SO ◦ Sπ ⇔ O ∈ π.

Решење: Почетна jеднакост Sπ ◦ SO = SO ◦ Sπ важи ако и само ако
важи jеднакост Sπ ◦ SO ◦ S−1

π = SO. На основу теореме о трансмутациjи
следи да jе Sπ ◦ SO ◦ S−1

π = SSπ(O), па jе полазна jеднакост еквивалентна
jедакости SSπ(O) = SO. Две централне симетриjе су jеднаке ако и само ако
су им центри исти, према томе, последња jеднакост jе еквивалентна са
Sπ(O) = O. Све фиксне тачке раванске рефлексиjе налазе се на њеном
огледалу, па jе Sπ(O) = O ако и само ако O ∈ π, што jе и требало
доказати.
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3. Доказати да jе композициjа непарног броjа централних симетриjа про-
стора поново централна симетриjа.

Решење: Да бисмо утврдили шта представља композициjа непарног
броjа централних симетриjа, одредимо прво шта представља компози-
циjа двеjу централних симетриjа, тj. шта jе I = SB ◦ SA. Претпоставимо
наjпре да jе A 6= B.

π

α β

A B

a b ν

Нека jе AB права коjа садржи тачке A,B и π нека раван коjа садржи
праву AB. Нека jе a права коjа садржи тачку A и нормална jе на равни
π и нека jе b права коjа садржи тачку B и нормална jе на равни π. Тада
jе SA = Sπ ◦Sa и SB = Sb ◦Sπ, па jе I = SB ◦SA = Sb ◦Sπ ◦Sπ ◦Sa = Sb ◦Sa.
Праве a, b су нормалне на равни π, па су паралелне и постоjи раван ν коjа
их садржи. Нека jе α раван коjа садржи праву a и нормална jе на равни
ν и нека jе β раван коjа садржи праву b и нормална jе на равни ν. Тада
jе Sa = Sν ◦Sα и Sb = Sβ ◦Sν , па jе I = Sb ◦Sa = Sβ ◦Sν ◦Sν ◦Sα = Sβ ◦Sα.
Како jе по конструкциjи права a нормална на равни π, онда jе права
a нормална и на правоj AB те равни π. Ако jе a′ права нормална на
правоj a у тачки A коjа припада равни α, онда jе угао између правих
a′, AB нагибни угао диедра коjи граде равни α, ν, што jе прав угао због
нормалности ових равни. Дакле, AB ⊥ a, a′, па jе AB ⊥ α. Слично jе
и AB ⊥ β, па jе α ‖ β и I = Sβ ◦ Sα = T

2
−→
AB

. Овиме jе доказано да jе
SB ◦ SA = T

2
−→
AB

.

Ако jе A = B, онда jе
−→
AB =

−→
0 , па jе и 2

−→
AB =

−→
0 . Како jе централна

симетриjа инволуциjа, тj. важи SB ◦ SA = SA ◦ SA = E = T−→
0
, следи да и

у случаjу A = B можемо писати да jе SB ◦ SA = T
2
−→
AB

.
Користићемо принцип математичке индукциjе. Доказуjемо тврђење:

за сваки природан броj n и за произвољне тачке A1, A2, . . . , A2n−1 про-
стора S пресликавање I = SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

jе централна симетриjа.
База индукциjе (n = 1): За произвољну тачку A1 простора S пресли-

кавање I = SA1
jе централна симетриjа, па тврђење важи за n = 1.

Индуктивна хипотеза: Претпоставимо да тврђење важи за неки при-
родан броj n. То значи да jе композициjа произвољне 2n − 1 централне
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симетриjе поново централна симетриjа.
Индуктивни корак: Како jе 2(n + 1) − 1 = 2n + 2 − 1 = 2n + 1, тре-

ба доказати да jе композициjа произвољне 2n + 1 централне симетриjе
поново централна симетриjа. Нека су A1, A2, . . . , A2n+1 произвољне тачке
простора S и нека jе I = SA2n+1

◦ SA2n
◦ SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

. Потребно
jе доказати да jе I централна симетриjа. Према индуктивноj хипотези,
пресликавање SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

jе централна симетриjа, тj. SB, за
неку тачку B. Према томе, I = SA2n+1

◦ SA2n
◦ SB = SA2n+1

◦ T
2
−−−→
BA2n

. Нека

jе тачка C таква да jе
−−−−−→
CA2n+1 =

−−−→
BA2n. Тада jе T

2
−−−→
BA2n

= T
2
−−−−−→
CA2n+1

, па jе

I = SA2n+1
◦ T

2
−−−−−→
CA2n+1

= SA2n+1
◦ SA2n+1

◦ SC = SC , тj. пресликавање I jе
централна симетриjа.

На основу принципа математичке индукциjе, за сваки природан броj
n и произвољне тачке A1, A2, . . . , A2n−1 простора S важи да jе преслика-
вање I = SA2n−1

◦ · · · ◦ SA2
◦ SA1

централна симетриjа. Другим речима,
композициjа непарног броjа централних симетриjа jе централна симетри-
jа, што jе и требало доказати.

4. Одредити тип изометриjе T−−→
PP ′

◦ Sπ.

Решење: Нека jе α раван коjа садржи тачку P и нормална jе на PP ′ и
нека jе β раван коjа садржи средиште дужи PP ′ и нормална jе на њоj.
Тада jе T−−→

PP ′
= Sβ ◦Sα, па jе I = T−−→

PP ′
◦Sπ = Sβ ◦Sα ◦Sπ. Разликуjемо два

случаjа:
1◦ Равни α, β, π припадаjу jедном прамену. Пошто су равни α, β међу-
собно паралелне (jер су нормалне на PP ′), оваj случаj се остваруjе ако
jе π ⊥ PP ′.

π

P

P ′

α

β

Тада jе I = Sβ ◦ Sα ◦ Sπ = Sγ , за неку раван γ тог прамена, тj. за
неку раван γ нормалну на PP ′. Дакле, у овом случаjу jе I раванска
рефлексиjа.
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