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1 Подударност

Подсетимо се ставова о подударности троуглова. Jасно нам jе да два
подударна троугла имаjу међусобно подударне одговараjуће странице и
углове. Обратно, за два троугла △ABC и △A′B′C ′ довољно jе доказати
само за нека три пара страница или углова да су подударни. Ставови
коjи се доказуjу у теориjи и коjи даjу ове довољне услове за подударност
два троугла зову се Ставови о подударности троуглова. Има их пет и
сада ћемо их навести.

Став 1. Нека су gаш—и ш—роуı–лови △ABC и △A′B′C ′. Ако важи нешш—о
оg слеgећеı–:
1◦ (СУС) AB = A′B′, ∡BAC = ∡B′A′C ′, AC = A′C ′;
2◦ (ССС) AB = A′B′, AC = A′C ′, BC = B′C ′;
3◦ (УСУ) ∡BAC = ∡B′A′C ′, AB = A′B′, ∡ABC = ∡A′B′C ′;
4◦ (ССУ) AB = A′B′, AC = A′C ′, ∡ACB = ∡A′C ′B′, а уı–лови ∡ABC и
∡A′B′C ′ су оба ошш—ра, оба и–рава или оба ш—уи–а;
5◦ (УУС) AB = A′B′, ∡ACB = ∡A′C ′B′, ∡BAC = ∡B′A′C ′;
онgа jе △ABC ∼= △A′B′C ′.

A B

C

A′ B′

C ′

Дакле, сваки од ставова 1◦–5◦ еквивалентан jе са подударношћу тро-
углова △ABC и △A′B′C ′.

Приметимо да код троуглова не можемо тек тако писати знак ,,=” уме-
сто знака ,,∼=”. Код дужи и углова се то може толерисати, jер се ту уместо
jеднакости скупова тачака мисли на jеднакост дужина дужи, односно ме-
ра углова. Међутим, одговараjућа мера за троуглове jе површина, а два
троугла коjа имаjу исту површину не мораjу бити подударна.

Вратимо се сада на Ставове о подударности троуглова. На први по-
глед нам се може учинити да су ставови УСУ и УУС исти, jер уколико су
нама позната нека два угла троугла, познат нам jе и трећи због тога што
jе збир углова у троуглу jеднак 180◦, односно π. Но, на овом предмету
се изучаваjу две геометриjе, еуклидска и хиперболичка. Еуклидска гео-
метриjа jе стандардна, уобичаjена геометриjа с коjом се сусрећемо jош
у основноj школи, а о хиперболичкоj геометриjи ћемо учити касниjе. За
сада ћемо рећи да се испоставља да ће у хиперболичкоj геометриjи збир
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углова у троуглу увек бити мањи од π и да таj збир може бити било коjи
броj између 0 и π.

Осим ставова о подударности троуглова, користићемо jедно веома ва-
жно тврђење везано за паралелограм. Наjпре даjмо дефинициjу парале-
лограма.

Дефинициjа 1. Четвороугао ABCD jе и–аралелоı–рам ако jе AB ‖ CD и
AD ‖ BC.

A B

D C

S

Теорема 1. Нека jе у равни gаш— конвексан чеш—вороуı–ао ABCD. Слеgећа
ш—врђења су еквиваленш—на.
1◦ Чеш—вороуı–ао ABCD jе и–аралелоı–рам.
2◦ Свака gва сусеgна уı–ла чеш—вороуı–ла ABCD су суи–леменш—на.
3◦ Парови наси–рамних уı–лова чеш—вороуı–ла ABCD су и–арови и–оgуgарних
уı–лова.
4◦ AB ‖ CD и AB = CD

5◦ AB = CD и AD = BC

6◦ Диjаı–онале AC и BD имаjу заjеgничко среgишш—е.

Теорема 2 (Углови са паралелним крацима). Нека су ∡pOq и ∡p′O′q′

ш—акви gа jе Op ‖ O′p′ и Oq ‖ O′q′. Таgа jе ∡pOq = ∡p′O′q′ или ∡pOq +
∡p′O′q′ = π.

O p

q

O′

p′

q′

q′
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1. (Средња линиjа троугла) Ако су B1 и C1 средишта дужи CA и BA
троугла ABC, онда су праве BC и B1C1 паралелне и важи B1C1 =

1
2
BC.

Решење: A

B C

C1 B1 D

Нека jе D тачка на полуправоj C1B1 таква да jе C1B1 = B1D. Тада jе
тачка B1 средиште диjагонала AC и C1D четвороугла AC1CD, те jе он
паралелограм. Следи да jе AC1 ‖ CD и да jе AC1 = CD као наспрамне
странице паралелограма. Како jе AC1 = C1B jер jе C1 средиште AB,
имамо да jе C1B = CD, а како су праве AC1 и C1B исте, следи да jе и
C1B ‖ CD. Одавде закључуjемо да jе четвороугао BCDC1 паралелограм,
па имамо да jе BC ‖ C1D и BC = C1D. Како имамо да су праве C1B1 и
C1D исте, следи да jе C1B1 ‖ BC, а како jе B1 средиште C1D, следи да
jе C1B1 =

1
2
C1D = 1

2
BC, што jе и требало доказати.

Дефинициjа 2. Дуж коjа повезуjе средишта две странице троугла ABC
зове се среgња линиjа троугла △ABC.
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2. Ако су A,B,C,D четири различите тачке и M,N,K,L, P,Q средишта
дужи AB,BC,CD,DA,AC,DB редом, доказати:

а) MN и KL, MP и QK, NP и QL су међусобно подударне дужи;

б) дужи LN,MK,PQ имаjу заjедничко средиште;

в) сваки од углова ∡PMQ, ∡PNQ, ∡LMN подударан jе jедном од
углова коjег одређуjу праве BC и AD, AB и CD, AC и BD.

Решење:

A B

C

D

M

N

K

L

P

Q

а) Како су тачке M и N средишта дужи AB и BC, редом, дуж MN

jе средња линиjа троугла △ABC, па закључуjемо да jе MN ‖ AC и
MN = 1

2
AC. Такође, KL jе средња линиjа троугла △ACD, па следи да

jе KL ‖ AC и KL = 1
2
AC. Закључуjемо да jе MN ‖ KL и MN = KL.

Слично jе и QK средња линиjа троугла △BCD, па jе QK ‖ BC и
QK = 1

2
BC. Такође jе MP средња линиjа троугла △ABC, па jе MP ‖

BC и MP = 1
2
BC, па закључуjемо да jе QK ‖MP и QK =MP .

б) Из дела а) имамо да jе MN ‖ KL и MN = KL, па jе четвороугао
MNKL паралелограм. Следи да његове диjагонале MK и LN имаjу за-
jедничко средиште. Такође, из дела а) закључуjемо да jе QK ‖ MP и
QK = MP , па jе четвороугао KPMQ паралелограм. Одавде закључу-
jемо да његове диjагонале KM и PQ имаjу заjедничко средиште. Како
смо доказали да и MK и LN имаjу заjедничко средиште, а свака дуж
има jединствено средиште, следи да све три дужи (MK, LN и PQ) имаjу
заjедничко средиште.
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в)

A B

C

D

M

N

K

L

P

Q

Дуж PM jе средња линиjа троугла △ABC, па jе PM ‖ BC, а дуж MQ

jе средња линиjа троугла △ABD, па jе MQ ‖ AD. Ако са ∡(AD,BC)
означимо угао коjи граде праве AD и BC, онда таj угао и угао ∡PMQ

имаjу паралелне краке, па су подударни. Дакле, ∡PMQ = ∡(AD,BC).
Дуж PN jе средња линиjа троугла △ABC, па jе PN ‖ AB, а дуж

NQ jе средња линиjа троугла △BCD, па jе NQ ‖ CD. Угао коjи граде
праве AB и CD и угао ∡PNQ имаjу паралелне краке, па мораjу бити
jеднаки, односно важи ∡PNQ = ∡(AB,CD).

Коначно, LM jе средња линиjа троугла △ABD, па jе LM ‖ BD, а
MN jе средња линиjа троугла △ABC, па jе MN ‖ AC. Сада видимо
да углови ∡LMN и ∡(AC,BD) имаjу паралелне краке, па следи да jе
∡LMN = ∡(AC,BD).

Теорема 3 (Углови са нормалним крацима). Нека су ∡pOq и ∡p′O′q′

ш—акви gа jе Op ⊥ O′p′ и Oq ⊥ O′q′. Таgа jе ∡pOq = ∡p′O′q′ или ∡pOq +
∡p′O′q′ = π.

O p

q

O′

p′

q′

q′

Подсетимо се сада централних и перифериjских углова.
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Дефинициjа 3. Нека jе k круг, нека jе O његов центар и нека су A,B,C
тачке са тог круга. Угао ∡ACB зове се и–ерифериjски уı–ао, а угао ∡AOB

зове се ценш—рални уı–ао.

A B

C

O

ϕ

D

C ′

Ако су тачке C и O са исте стране праве AB, онда знамо да jе
∡AOB = 2∡ACB. Зато се у том случаjу каже да централни угао ∡AOB

оgı–овара перифериjском углу ∡ACB. С тим у вези, ако jе C ′ нека друга
тачка на кругу k таква да су C,C ′, O с исте стране праве AB, онда из
∡AOB = 2∡ACB и ∡AOB = 2∡AC ′B следи да jе ∡ACB = ∡AC ′B. За
перифериjске углове ∡ACB и ∡AC ′B каже се да су наg исш—им луком

или наg исш—ом ш—еш—ивом (у овом случаjу, луком ÃB, односно тетивом
AB). Међутим, ако jе D тачка на кругу k коjа jе са супротне стране
праве AB од тачака C,C ′, O, онда неће бити ∡ADB = ∡ACB. Разлог
jе таj што његов одговараjући централни угао ниjе угао ∡AOB. У ства-
ри, његов централни угао jе на слици означен са ϕ и представља допуну
угла ∡AOB до пуног угла. И у овом случаjу важи да jе одговараjући
централни угао два пута већи од перифериjског, дакле ϕ = 2∡ADB.
Израчунаjмо колики jе угао ∡ADB. Како jе пун угао jеднак 2π, следи
да jе ∡AOB + ϕ = 2π, па jе ϕ = 2π − ∡AOB = 2π − 2∡ACB. Одавде
закључуjемо да jе ∡ADB = π − ∡ACB.

Приметимо да перифериjски углови ∡ACB и ∡ADB нису над истим

луком, jер jе угао ∡ACB над луком ĂDB, док jе угао ∡ADB над луком

ĂCB. Формулишимо теорему.

Теорема 4. Перифериjски уı–лови наg исш—им луком су међусобно и–оgу-
gарни. Перифериjски уı–лови наg исш—ом ш—еш—ивом су или и–оgуgарни или
суи–леменш—ни уı–лови.

Важи и обратно. Наиме, нека су у равни дате тачке A,B,C на кругу
k и тачка C ′ за коjу не знамо да ли jе на кругу. Уколико су C,C ′ са исте
стране праве AB и ∡ACB = ∡AC ′B или уколико су C,C ′ са супротних
страна праве AB и ∡ACB + ∡AC ′B = π, следи да C ′ ∈ k.
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Ако су тачке A,B са круга k такве да jе AB пречник и ако jе O центар
круга k, онда jе централни угао ∡AOB опружени угао, тj. ∡AOB = π.

Теорема 5. Перифериjски уı–ао наg и–речником jе и–рав.

3. Доказати да тачке симетричне ортоцентру у односу на:
а) странице троугла; б) средишта страница троугла;
припадаjу кругу описаном око тог троугла.

Решење:
а)

A B

C

C ′

H

H ′

Означимо са C ′ подножjе висине из темена C на правоj AB, а са H ′

тачку коjа jе симетрична ортоцентру H у односу на страницу AB (у
питању jе осна симетриjа). Тада jе HH ′ ⊥ AB и тачка C ′ jе средиште
дужи HH ′, тj. HC ′ = C ′H ′. Како jе и ∡HC ′A = ∡H ′C ′A, jер су оба
угла права (jеднака 90◦, односно π

2
) и AC ′ = AC ′, на основу става СУС

закључуjемо да jе △HC ′A ∼= △H ′C ′A. Добиjамо да jе ∡AH ′C ′ = ∡AHC ′.
Нама jе циљ да докажемо да су углови ∡AH ′C и ∡ABC подударни,

jер ћемо онда имати да jе угао ∡AH ′C перифериjски над луком ÃC,
па ће H ′ припадати описаном кругу троугла △ABC. Углови ∡AH ′C ′ и
∡AH ′C су исти, па jе довољно доказати да jе ∡AHC ′ = ∡ABC. Међутим,
како jе HC ′ ⊥ AB jер jе HC ′ висина, и AH ⊥ BC jер jе AH висина,
следи да углови ∡AHC ′ и ∡ABC имаjу нормалне краке, те су међусобно
подударни.
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б)

A B

C

C1

O

H

H1

Означимо са C1 средиште странице AB троугла △ABC и са H1 тач-
ку симетричну ортоцентру H у односу на тачку C1 (сада jе у питању
централна симетриjа). Тада jе тачка C1 средиште дужи HH1. У четво-
роуглу AH1BH диjагонале AB и HH1 имаjу заjедничко средиште, тачку
C1, па jе у питању паралелограм. Закључуjемо да jе BH ‖ H1A и да jе
AH ‖ H1B. Како jе BH висина, следи да jе BH ⊥ AC, па следи и да jе
H1A ⊥ AC, тj. ∡H1AC = π

2
. Према томе, троугао △ACH1 jе правоугли,

па jе центар његовог описаног круга (дакле круга коjи садржи његова
темена A,C,H1) средиште хипотенузе CH1. Слично, AH jе висина, па
jе AH ⊥ BC, а пошто jе H1B ‖ AH, следи да jе H1B ⊥ BC, тj. да jе
∡H1BC = π

2
. Према томе, троугао △BCH1 jе правоугли, па jе центар ње-

говог описаног круга (дакле круга коjи садржи његова темена B,C,H1)
средиште хипотенузе CH1.

Описани кругови троуглова △ACH1 и △BCH1 имаjу исти центар
(средиште дужи CH1) и исти полупречник (половина дужи CH1), те
ти троуглови имаjу исти описани круг. Дакле, jедан исти круг садржи
тачке A,B,C,H1. Како се око сваког троугла може описати само jедан
круг, тj. за сваке три неколинеарне тачке постоjи jединствени круг коjи
их садржи, следи да описани круг троугла △ABC (тj. онаj круг коjи
садржи његова темена A,B,C) мора бити исти као и круг коjи садржи
тачке A,B,C,H1 (дакле, заjеднички описани круг троуглова △ACH1 и
△BCH1). Овим jе доказано да се тачка H1 налази на описаном кругу
троугла △ABC.

Напомена 1. Ниjе потребно посебно доказивати да и тачке симетричне
ортоцентру H у односу на странице AC и BC, као и тачке симетричне
средиштима тих страница, припадаjу описаном кругу троугла △ABC jер
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су све три странице троугла △ABC међусобно равноправне.

4. (Оjлерова права) Средиште описаног круга O, ортоцентар H и те-

жиште T произвољног троугла су колинеарне тачке и важи
−−→
HT = 2

−→
TO.

Доказати.

Решење:

A B

C

C1

T
O

H

H1

Нека jе H1 тачка из 3. задатка, тj. тачка симетрична ортоцентру H

у односу на средиште C1 странице AB. Посматраjмо троугао △CH1H.
Како jе C1 средиште његове страницеH1H, следи да jе дуж CC1 тежишна
дуж тог троугла. Такође, дуж CC1 jе и тежишна дуж троугла △ABC,
jер jе C1 средиште његове странице AB. Из 3. задатка следи да jе CH1

пречник описаног круга троугла △ABC, па jе његов центар O средиште
дужи CH1. Дакле, дуж HO jе тежишна дуж троугла △CH1H, па jе њен
пресек са тежишном дужи CC1 тежиште троугла △CH1H. Означимо га
са T1 и докажимо да jе то заправо тачка T (тежиште троугла △ABC),
тj. да jе T1 = T .

Како jе тежиште сваког троугла тачка коjа дели његове тежишне
дужи у односу 2:1, следи да тежиште T троугла △ABC дели његову
тежишну дуж CC1 у односу 2:1, тj. важи CT : TC1 = 2 : 1. Такође,
тежиште T1 троугла △CH1H дели његову тежишну дуж CC1 у односу
2:1, тj. важи CT1 : T1C1 = 2 : 1. Како jе тачка коjа дели неку дуж у неком
односу jединствена, следи да jе T1 = T . Дакле, T jе тежиште и троугла
△CH1H. Према томе, тачка T припада његовоj тежишноj дужи HO (па
су H, T,O колинеарне) и дели jе у односу 2:1, тj. важи HT : TO = 2 : 1.

Како T припада баш дужи HO, следи да вектори
−−→
HT и

−→
TO имаjу исти

смер, а изHT : TO = 2 : 1 следи да jеHT = 2TO, па jе заиста
−−→
HT = 2

−→
TO.
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Дефинициjа 4. Права коjа садржи колинеарне тачке H, T,O зове се
Оjлерова и–рава.

5. (Оjлеров круг) Средишта страница, подножjа висина и средишта ду-
жи одређених теменима и ортоцентром троугла припадаjу jедном кругу.
Доказати.

Решење:

A B

C

A′

B′

C ′

A1B1

C1

H

D E

F
k

Нека су A′, B′, C ′ редом подножjа висина из темена A,B,C на стра-
ницама BC,CA,AB троугла △ABC и нека су A1, B1, C1 редом средишта
страница BC,CA,AB. Дужи коjе спаjаjу темена и ортоцентар H троугла
△ABC су дужи AH,BH,CH, па означимо редом са D,E, F њихова сре-
дишта. Треба доказати да постоjи круг коjи садржи ових девет тачака
(A′, B′, C ′, A1, B1, C1, D,E, F ).

Посматраjмо четвороугао DEA1B1. Дуж B1A1 jе средња линиjа тро-
угла △ABC, па jе B1A1 ‖ AB и B1A1 = 1

2
AB, а дуж DE jе средња

линиjа троугла △ABH, па jе DE ‖ AB и DE = 1
2
AB. Закључуjемо да

jе DEA1B1 паралелограм. Поред тога, DB1 jе средња линиjа троугла
△ACH, па jе DB1 ‖ CH. Како jе CH ⊥ AB jер jе CH висина, следи
да jе DB1 ⊥ AB. Међутим, имамо да jе B1A1 ‖ AB, па jе DB1 ⊥ B1A1.
Према томе, угао ∡DB1A1 jе прав, па како jе паралелограм коjи има
jедан прав угао заправо правоугаоник, следи да jе четвороугао DEA1B1

правоугаоник. Како се око правоугаоника може описати круг, следи да
постоjи круг коjи садржи тачке A1, B1, D,E.

Слично, четвороугао B1C1EF jе правоугаоник. Заиста, он jе парале-
лограм, jер jе B1C1 средња линиjа троугла △ABC, па jе B1C1 ‖ BC и
B1C1 = 1

2
BC и EF jе средња линиjа троугла △BCH, па jе EF ‖ BC

и EF = 1
2
BC, одакле закључуjемо да jе B1C1 ‖ EF и B1C1 = EF .

11



Поред тога, C1E jе средња линиjа троугла △ABH, па jе C1E ‖ AH, а
пошто jе AH ⊥ BC jер jе AH висина, важи и C1E ⊥ BC. А како jе
B1C1 ‖ BC, следи да jе C1E ⊥ B1C1, тj. да jе угао ∡B1C1E прав, па jе
четвороугао B1C1EF паралелограм са jедним правим углом, односно он
jе правоугаоник.

Како jе диjагонала правоугаоника пречник његовог описаног круга,
следи да jе његов центар средиште диjагонале, а полупречник половина
диjагонале. Дуж B1E jе заjедничка диjагонала правоугаоника DEA1B1

и B1C1EF , па следи да описани кругови тих правоугаоника имаjу исти
центар и исти полупречник, односно та два правоугаоника имаjу исти
описани круг. Дакле, круг коjи садржи тачке A1, B1, D,E садржи и тач-
ке B1, C1, E, F . Дакле, постоjи круг, назовимо га k, коjи садржи тачке
A1, B1, C1, D,E, F .

A B

C

A′

B′

C ′

A1B1

C1

H

D E

F
k

Остаjе нам jош да докажемо да тачке A′, B′, C ′ припадаjу том кругу.
Дуж B1E jе пречник круга k, а угао ∡B1B

′E jе прав, jер jе B′E висина,
а права B1B

′ jе иста као и права AC. Како jе ∡B1B
′E прав као и пери-

фериjски угао над пречником B1E круга k, то тачка B′ припада кругу
k. Слично доказуjемо и да тачке A′, C ′ припадаjу кругу k. Уочимо ди-
jагоналу DA1 правоугаоника DEA1B1 и приметимо да jе угао ∡DA′A1

прав, jер jе DA′ висина, а права A′A1 jе иста као и права BC. Како jе
∡DA′A1 прав, онда тачка A′ припада кругу k са пречником DA1. За тач-
ку C ′ уочимо диjагоналу FC1 правоугаоника B1C1EF и приметимо да jе
∡FC ′C1 =

π
2

jер jе FC ′ висина, а права C ′C1 иста као и права AB. Како
jе угао ∡FC ′C1 прав, онда тачка C ′ припада кругу k са пречником FC1.

Дефинициjа 5. Круг коjи садржи тачке A′, B′, C ′, A1, B1, C1, D,E, F зо-
ве се Оjлеров круı–.
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Дефинициjа 6. Четвороугао ABCD jе ш—еш—иван ако се око њега може
описати круг, тj. ако постоjи круг коjи садржи његова темена A,B,C,D.

A B

D
C

Посматраjмо конвексан четвороугао ABCD. Нека jе он тетиван. На-
спрамни углови ∡BAD и ∡BCD су перифериjски углови над тетивом
BD и при томе су тачке A,C са супротних страна праве BD. Следи да
jе ∡BAD + ∡BCD = π. Обратно, нека не знамо да ли jе четвороугао
ABCD тетиван, а имамо да jе ∡BAD + ∡BCD = π. Посматраjмо круг
k описан око троугла △ABD. Како се тачке A,C налазе са супротних
страна праве BD, следи да jе угао ∡BCD перифериjски над тетивом
BD, па његово теме C припада кругу k. Дакле, круг k садржи темена
четвороугла ABCD, па jе четвороугао ABCD тетиван.

Дакле, услов да су наспрамни углови конвексног четвороугла су-
плементни потребан jе и довољан (дакле еквивалентан) да четвороугао
ABCD буде тетиван. Специjално, уколико су напрамни углови четворо-
угла ABCD прави, онда су они суплементни, па jе четвороугао ABCD
тетиван.

Од еквивалентних услова за тетивност конвексног четвороугла даће-
мо jош jедан. Ако jе четвороугао ABCD конвексан и ∡ADB = ∡ACB,
онда jе таj четвороугао тетиван. Оваj услов jе у ствари услов подудар-

ности перифериjских углова ∡ADB = ∡ACB над луком ÃB (тачке C,D
су са исте стране праве AB).

6. (Симсонова права) Подножjа нормала из произвољне тачке круга
описаног око неког троугла, на правама коjе садрже странице тог троу-
гла, припадаjу jедноj правоj.
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Решење:

A B

C

P

M

Q

R

Нека jе M произвољна тачка на кругу описаном око троугла △ABC
и нека су P,Q,R редом подножjа нормала из M на праве AB,BC,CA.
Уколико докажемо да jе ∡PQB = ∡CQR, онда ће због колинеарности
тачака B,Q,C (Q jе подножjе нормале из M на праву BC, па припада
тоj правоj) углови ∡PQB и ∡CQR бити унакрсни, па ће онда и тачке
P,Q,R припадати jедноj правоj, тj. биће колинеарне.

Уочимо четвороугао APMR. Он jе тетиван, jер су му наспрамни угло-
ви ∡APM и ∡ARM прави, па су суплементни. Следи да су и друга
два наспрамна угла суплементна, тj. ∡PAR + ∡PMR = π. Даље, уо-
чимо четвороугао CQMR. И он jе тетиван, jер су му супротни углови
∡CQM и ∡CRM прави, па су суплементни. Одавде закључуjемо да су

перифериjски углови ∡CQR и ∡CMR над луком C̃R подударни. Дакле,
∡CQR = ∡CMR.

Посматраjмо сада четвороугао PBMQ. Њему су углови ∡BQM и
∡BPM над BM подударни, jер су то прави углови. Следи да jе четво-
роугао PBMQ тетиван, па jе ∡PQB = ∡PMB, jер су то перифериjски

углови над луком P̃B. Коначно, четвороугао ABMC je тетиван (по де-
финициjи, његова темена A,B,M,C припадаjу jедном кругу и то баш
описаном кругу троугла △ABC), па су супротни углови ∡BAC и ∡BMC

суплементни, тj. ∡BAC + ∡BMC = π.
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A B

C

P

M

Q

R

Сада, како jе ∡BAC = ∡PAR jер jе у питању исти угао и како важи
да jе ∡BAC + ∡BMC = π и ∡PAR + ∡PMR = π, закључуjемо да
jе ∡BMC = ∡PMR. А како имамо да jе ∡BMC = ∡PMB + ∡PMC и
∡PMR = ∡PMC+∡CMR, следи да jе ∡PMB = ∡CMR. Одавде следи,
због ∡PQB = ∡PMB и ∡CQR = ∡CMR, да jе ∡PQB = ∡CQR, што
смо и желели да докажемо.

Дефинициjа 7. Права коjа садржи тачке P,Q,R зове се Симсонова
и–рава.

Дефинициjа 8. Четвороугао ABCD jе ш—анı–енш—ан уколико се у њега
може уписати круг, тj. уколико постоjи круг такав да су странице тог
четвороугла тангенте на том кругу.

Ако се код четвороугла бисектрисе унутрашњих углова секу у jедноj
тачки, онда jе таj четвороугао тангентан.

7. Дат jе тетиван четвороугао ABCD чиjе су диjагонале међусобно нор-
малне и секу се у тачки S.

а) Права коjа садржи тачку S и нормална jе на правоj AB садржи
средиште дужи CD. Доказати.

б) Ако суA′, B′, C ′, D′ проjекциjе тачке S на правамаAB,BC,CD,DA,
редом, тада jе четвороугао A′B′C ′D′ тетиван и тангентан. Доказа-
ти.
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Решење:
а)

A B

C

S

D

P

Q

Нека jе P подножjе нормале из S на страници AB и нека jе Q пре-
сечна тачка праве PS и странице CD. Означимо угао ∡BAC = α и угао
∡ABD = β. Како jе ∡BAS = ∡BAC = α и ∡ABS = ∡ABD = β,
из ∡BAS + ∡ABS + ∡ASB = π и ∡ASB = π

2
(диjагонале четвороугла

ABCD су нормалне) следи да jе α + β + π
2
= π, тj. да jе α + β = π

2
.

Даље, ∡BDC = ∡BAC = α и ∡ACD = ∡ABD = β (перифериjски
углови над истим луком). Како jе ∡APS = π

2
и ∡PAS = ∡BAS = α,

следи да jе ∡PSA = π−∡APS −∡PAS = π− π
2
−α = π

2
−α = β. Поред

тога, како jе ∡ASB = π
2
, следи да jе ∡PSB = ∡ASB−∡PSA = π

2
−β = α.

Сада приметимо да су углови ∡DSQ и ∡PSB унакрсни, па следи да
jе ∡DSQ = ∡PSB = α. Такође, углови ∡CSQ и ∡PSA унакрсни, па jе
и ∡CSQ = ∡PSA = β. У троуглу △DSQ су углови ∡DSQ = α и ∡SDQ

подударни (jер jе ∡SDQ = ∡BDC = α), па jе он jеднакокраки. Следи
да jе DQ = QS. А у троуглу △CSQ су углови ∡CSQ = β и ∡SCQ по-
дударни (jер jе ∡SCQ = ∡ACD = β), па jе и таj троугао jеднакокраки.
Следи да jе CQ = QS, па заjедно са DQ = QS следи да jе CQ = DQ,
односно да jе Q средиште CD.
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б)

A B

C

S

D

A′

B′

C ′

D′

Докажимо да су A′S,B′S,C ′S,D′S симетрале унутрашњих углова код
темена A′, B′, C ′, D′ четвороугла A′B′C ′D′. Тада ћемо имати да се си-
метрале унутрашњих углова четвороугла A′B′C ′D′ секу у jедноj тачки
(тачки S), па ће то бити центар његовог уписаног круга, а сам четворо-
угао ће бити тангентни.

Четвороугао A′BB′S jе тетиван. Заиста, наспрамни углови ∡BA′S и
∡BB′S су оба права, па су и суплементни. Слично, четвороугао B′CC ′S

jе тетиван jер су наспрамни углови ∡CB′S и ∡CC ′S прави углови, па су
суплементни, затим jе четвороугао C ′DD′S тетиван jер су му наспрамни
углови ∡DC ′S и ∡DD′S оба права, па су суплементни, и, коначно, четво-
роугао D′AA′S jе тетиван jер су му наспрамни углови ∡AD′S и ∡AA′S

оба права, па су суплементни. Иначе, сви малопре поменути углови су
прави jер су, по дефинициjи, тачке A′, B′, C ′, D′ подножjа нормала из S
редом на страницама AB,BC,CD,DA.

Пре него што искористимо тетивност горепоменутих четвороуглова,
означимо углове: ∡SA′B′ = α, ∡SB′C ′ = β, ∡SC ′D′ = γ, ∡SD′A′ = δ.
Из тетивности четвороугла A′BB′S следи да jе ∡SBB′ = ∡SA′B′ = α

(перифериjски над луком S̄B′). Међутим, ∡DBC = ∡SBB′ = α, па из
тетивности четвороугла ABCD следи да jе ∡DAC = ∡DBC = α (пе-
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рифериjски над луком D̃C), а сада из ∡SAD′ = ∡CAD = α и тетив-
ности четвороугла D′AA′S следи да jе ∡SA′D′ = ∡SAD′ = α. Дакле,
∡SA′B′ = α = ∡SA′D′, па jе заиста A′S симетрала угла B′A′D′, тj. уну-
трашњег угла код темена A′ четвороугла A′B′C ′D′.

A B

C

S

D

A′

B′

C ′

D′

Сасвим слично се доказуjе да jе β = ∡SB′C ′ = ∡SCC ′ = ∡ACD =
∡ABD = ∡A′BS = ∡A′B′S, тj. да jе ∡SB′C ′ = ∡SB′A′ = β, а затим
и да jе ∡SC ′D′ = ∡SC ′B′ = γ и ∡SD′A′ = ∡SD′C ′ = δ. Дакле, заиста
се тачка S налази у пресеку симетрала унутрашњих углова четвороугла
A′B′C ′D′, па jе таj четвороугао тангентан.

Приметимо да су унутрашњи углови код темена A′, B′, C ′, D′ четво-
роугла A′B′C ′D′ подударни редом угловима 2α, 2β, 2γ, 2δ. Да бисмо до-
казали да jе A′B′C ′D′ тетиван, довољно jе доказати да jе збир нека два
супротна угла, нпр. углова код темена A′ и C ′, jеднак опруженом углу.
Другим речима, довољно jе доказати да jе 2α + 2γ = π, односно да jе
α + γ = π

2
. Из претходног имамо да jе ∡SBC = α и да jе ∡SCB = γ, па

како из услова нормалности диjагонала AC и BD четвороугла ABCD

имамо да jе ∡BSC = π
2
, следи да jе

α + γ = ∡SBC + ∡SCB = π − ∡BSC = π − π

2
=
π

2
.
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8. (Микелова теорема) Четири праве у општем положаjу у равни одре-
ђуjу четири троугла. Доказати да се описани кругови тих троуглова секу
у jедноj тачки.

Решење:

A
B

E

D

C

F

X

k1

k2

k3

k4

Означимо пресечне тачке ових правих са A,B,C,D,E, F , као на сли-
ци, односно тако да важи B(A,B,C), B(C,D,E), B(A,E, F ) и B(B,D, F ).
Троуглови коjе одређуjу ове четири праве су троуглови △DEF , △BCD,
△ABF , △ACE. Нека jе k1 описани круг троугла △DEF , нека jе k2 опи-
сани круг троугла △BCD, нека jе k3 описани круг троугла △ABF и
нека jе k4 описани круг троугла △ACE. Желимо да докажемо да се ова
четири круга секу у jедноj тачки.

Уочимо наjпре кругове k1 и k2, описане око троуглова △DEF и △BCD.
Тачка D припада и кругу k1 и кругу k2, те та два круга имаjу заjедничку
тачку D. Докажимо наjпре да та два круга имаjу jош jедну заjедничку
тачку, тj. да се они секу у двема тачкама.
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A
B

E F

C

D

O1

O2

k1

k2

A B C

E F

D
O1

O2

k1

k2

Нека кругови k1, k2 имаjу само jедну пресечну тачку D, тj. тачку
додира, и означимо са O1, O2 редом центре кругова k1, k2. Како се круго-
ви k1, k2 додируjу у тачки D, важи распоред тачака B(O1, D,O2). Тачка
O1 или припада дужи ED или важи jедна од релациjа O1, F −.. ED или
O1, F ÷ ED. Ако O1 не припада ED, означимо ∡O1DE = x. Троугао
△O1DE jе jеднакокраки, jер jе O1D = O1E као полупречници круга k1,
па jе ∡O1ED = ∡O1DE = x и ∡EO1D = 180◦ − ∡O1ED − ∡O1DE =
180◦ − x − x = 180◦ − 2x. Ако важи O1, F −.. ED, онда jе ∡EFD =
90◦ − x, jер jе он перифериjски над тетивом ED коjи одговара централ-
ном углу 180◦ − 2x, а ако важи O1, F ÷ ED, онда jе ∡EFD = 90◦ + x,
jер jе он перифериjски над тетивом ED коjи одговара централном углу
360◦−(180◦−2x) = 180◦+2x. Такође, углови ∡O1DE и ∡O2DC су унакр-
сни, па jе ∡O2DC = ∡O1DE = x. Троугао △O2DC jе jеднакокраки, jер
jе O2D = O2C као полупречници круга k2, па jе ∡O2CD = ∡O2DC = x и
∡CO2D = 180◦−∡O2CD−∡O2DC = 180◦−x−x = 180◦−2x. Како важи
B(O1, D,O2) и B(F,D,B), онда важи и O1, O2÷FB и F,B÷EC. Према то-
ме, ако важиO1, F −.. ED, онда важи иO2, B−.. DC, па jе ∡CBD = 90◦−x,
jер jе он перифериjски над тетивом DC коjи одговара централном углу
180◦−2x. С друге стране, ако важи O1, F ÷ED, онда важи и O2, B÷DC,
па jе ∡CBD = 90◦ + x, jер jе он перифериjски над тетивом DC коjи од-
говара централном углу 360◦ − (180◦ − 2x) = 180◦ + 2x. Према томе, у
оба случаjа jе ∡EFD = ∡CBD. Како та два угла имаjу заjеднички крак
BF , следи да jе EF ‖ BC.
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A
B

E F

C

D

O1

O2

k1

k2

Ако O1 припада ED, онда jе ∡EFD = 90◦, jер jе он перифериjски
угао над пречником ED. Такође, како важи B(O1, D,O2), B(E,D,C) и
O1 припада ED, следи да O2 припада DC. Стога jе ∡DBC = 90◦, jер jе
он перифериjски над пречником DC. Како важи B(F,D,B), следи да jе
FB заjедничка нормала правих EF,BC, па jе EF ‖ BC.
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Према томе, ако би се кругови k1 и k2 додиривали у тачки D, онда би
било EF ‖ BC, што jе немогуће, jер се EF и BC секу у тачки A. То значи
да се кругови k1 и k2 мораjу сећи у двема различитим тачкама и нека
су X,D пресечне тачке кругова k1 и k2. Означимо углове ∡EDF = α,
∡EXD = β и ∡DXB = γ. Углови ∡BDC и ∡EDF су унакрсни, па су
подударни. Дакле, ∡BDC = α. Угао ∡EXF jе перифериjски над луком

ẼF , па jе подударан углу ∡EDF . Следи да jе ∡EXF = α. Такође, угао
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∡BXC jе перифериjски над луком B̃C, па jе подударан углу ∡BDC.
Следи да jе и ∡BXC = α.
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Имамо и да jе ∡EFD = ∡EXD = β jер су то перифериjски углови

над луком ẼD, као и ∡DCB = ∡DXB = γ jер су то перифериjски

углови над луком D̃B. Одредимо угао ∡BAF = ∡CAE, пошто jе то
заjеднички унутрашњи угао четвороуглова ABXF и ACXE. У томе ће
нам помоћи угао ∡CEA коjи jе спољашњи угао код темена E троугла
DEF , па jе jеднак збиру његова два несуседна унутрашња угла, а то су
∡EFD = β и ∡EDF = α. Дакле, ∡CEA = α + β. Следи да jе ∡CAE =
π − ∡CEA− ∡ACE = π − α− β − γ.

Сада доказуjемо да су четвороуглови ABXF и ACXE тетивни, jер
ћемо тада добити да њихово заjедничко теме X припада круговима ко-
jи садрже тачке A,B, F , односно A,C,E, а то су баш описани кругови
троуглова △ABF , односно △ACE. Како jе ∡BXF = ∡BXD+∡DXE+
∡EXF = α+β+γ, као и ∡CXE = ∡CXB+∡BXD+∡DXE = α+β+γ,
следи да су супротни углови ∡BAF и ∡BXF четвороугла ABXF , од-
носно ∡CAE и ∡CXE четвороугла ACXE, суплементни. Дакле, то су
тетивни четвороуглови, па имамо да X припада круговима k3, k4 (описа-
ним око троуглова △ABF , односно △ACE).

Према томе, тачкаX припада круговима k1, k2, k3, k4. Како се кругови
k1, k2 секу у тачкама D,X, а пресек сва четири круга садржи тачку X
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и мора бити подскуп скупа коjи jе пресек k1 и k2, следи да jе пресек
сва четири круга или скуп {D,X} или скуп {X} (тj. само тачка X).
Међутим, тачка D не припада ни кругу k3 ни кругу k4, па следи да не
припада пресеку сва четири круга. Дакле, пресек кругова k1, k2, k3, k4 jе
само тачка X, тj. та четири круга секу се у jедноj тачки (тачки X).

Дефинициjа 9. Нека jе α раван и нека се у њоj налазе дуж AB и угао
∡pOq. Меgиjаш—риса дужи AB jе њена симетрала, тj. то jе права у равни
α коjа садржи њено средиште и нормална jе на њоj. Бисекш—риса угла
∡pOq jе полуправа чиjе jе теме тачка O, коjа припада углу ∡pOq и коjа
дели угао ∡pOq на два подударна угла.

Дакле, медиjатриса дужи jе исто што и симетрала дужи, док jе би-
сектриса угла и–олуи–рава коjа га дели на два подударна угла за разлику
од симетрале угла коjа jе и–рава коjа садржи бисектрису.

A B

O p

q
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Теорема 6. Нека jе α раван и нека се у њоj налазе gуж AB и уı–ао
∡pOq. Меgиjаш—риса gужи AB jе скуи– свих ш—ачака X равни α ш—аквих
gа jе XA = XB. Бисекш—риса уı–ла ∡pOq jе скуи– свих ш—ачака Y равни α

коjе и–рии–аgаjу уı–лу ∡pOq ш—аквих gа jе Y Y1 = Y Y2, ı–gе jе Y1 и–оgножjе
нормале из Y на крак Op, а Y2 и–оgножjе нормале из Y на крак Oq.

Доказ: Нека jе X произвољна тачка медиjатрисе дужи AB. Ако jе X
средиште дужи AB, онда одмах следи да jе XA = XB (по дефинициjи
средишта дужи). Нека X ниjе средиште дужи AB, а њега (средиште)
означимо са O. Посматраjмо троуглове △XOA и △XOB. Ти троуглови
имаjу заjедничку страницу XO, затим су им углови ∡XOA и ∡XOB

подударни jер су то прави углови (X jе на медиjатриси дужи AB, па
jе XO ⊥ AB) и странице OA и OB су им подударне jер jе O средиште
дужи AB. На основу става СУС закључуjемо да jе △XOA ∼= △XOB, па
следи да jе XA = XB, што смо и хтели да докажемо.

A BO

X

Обратно, нека jе X тачка равни α таква да jе XA = XB. Ако jе
X средиште дужи AB, онда по дефинициjи медиjатрисе следи да jоj X
припада. Нека X ниjе средиште дужи AB и означимо средиште са O.
Да бисмо доказали да X припада медиjатриси дужи AB, довољно jе
да докажемо да jе XO ⊥ AB. Посматраjмо поново троуглове △XOA и
△XOB. Њима jе страница XO заjедничка, затим jе OA = OB jер jе O
средиште дужи AB и по претпоставци важи XA = XB. Закључуjемо
на основу става ССС да jе △XOA ∼= △XOB, па jе ∡XOA = ∡XOB.
Како jе ∡AOB = π и ∡AOB = ∡XOA + ∡XOB = 2∡XOB, следи да jе
∡XOB = π

2
, тj. да jе XO ⊥ AB.
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Нека jе Y произвољна тачка бисектрисе угла ∡pOq. Тада Y припада
углу ∡pOq, jер бисектриса угла припада том углу. Ако jе Y = O, онда су
одговараjућа подножjа нормала Y1 и Y2 на крацима Op и Oq угла ∡pOq

из тачке Y (= O) исто jеднака тачки O, тj. Y1 = Y2 = O, а онда jасно
важи Y Y1 = Y Y2. Нека jе тачка Y различита од темена O угла ∡pOq

и нека су Y1, Y2 подножjа нормала из Y редом на крацима Op,Oq угла
∡pOq. Посматраjмо троуглове △Y OY1 и △Y OY2. Њима jе Y O заjедничка
страница, затим jе ∡Y OY1 = ∡Y OY2 jер jе полуправа OY бисектриса
угла ∡Y1OY2, па га дели на два подударна угла ∡Y OY1 и ∡Y OY2, и углови
∡Y Y1O и ∡Y Y2O су подударни jер су то прави углови. Закључуjемо на
основу става СУУ да jе △Y OY1 ∼= △Y OY2, па добиjамо да jе Y Y1 = Y Y2,
што смо и хтели да докажемо.

Обратно, нека jе Y тачка из равни α коjа припада углу ∡pOq и нека
jе Y Y1 = Y Y2, где су Y1, Y2 подножjа нормала из тачке Y на крацима Op
и Oq угла ∡pOq. Ако jе Y = O (то jе могуће, jер jе тачка O подножjе
нормале из тачке O и на краку Op и на краку Oq, па би тада било
Y1 = Y2 = Y = O и Y Y1 = Y Y2), онда Y припада бисектриси угла
∡pOq (по дефинициjи, теме угла припада његовоj бисектриси). Нека jе
тачка Y различита од темена O. Посматраjмо поново троуглове △OY Y1
и △OY Y2. Њима jе OY заjедничка страница, затим jе по претпоставци
Y Y1 = Y Y2, углови ∡OY1Y и ∡OY2Y наспрам OY су подударни (то су
прави углови), а углови ∡Y OY1 и ∡Y OY2 наспрам Y Y1, односно Y Y2, jесу
оба оштра, jер у неком троуглу може бити наjвише jедан прав или туп
угао, а у троугловима △OY Y1 и △OY Y2 већ имамо по jедан прав угао, па
остали мораjу бити оштри. Према ставу ССУ следи △OY Y1 ∼= △OY Y2, па
закључуjемо да jе ∡Y OY1 = ∡Y OY2, тj. полуправа OY дели угао ∡Y1OY2
на два подударна угла. Следи да jе полуправа OY у ствари бисектриса
угла ∡pOq, па Y припада тоj бисектриси.
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