
21. Dokazati da dve homotetije θ i δ u afinoj grupi prostora A komutiraju ako i samo ako imaju
zajedniqko sredixte homotetije.

Napomena 1: Da bi ovaj zadatak va�io u svim sluqajevima pretpostav	amo da je homotetija defi-
nisana i u sluqaju da je koeficijent upravo 1. Naime, to ima smisla jer kao xto �e se videti iz samog
zadatka, skup svih homotetija koje imaju zajedniqki centar sa operacijom kompozicije predstav	aju
Abelovu grupu.

Napomena 2: Ispostavi�e se da je homotetija sa koeficijentom 1 koincidencija, i kako je oqigled-
no da koincidencija ima sve fiksne taqke, to je svaka taqka centar homotetije. Ako je π homotetija sa

koeficijentom 1, a S i C neke dve proizvo	ne taqke va�i�e π(X) = X = S+1 ·
−−→
SX = C+1 ·

−−→
CX, tako

da ima smisla re�i da je svaka taqka centar. Zato mo�emo re�i za svaku homotetiju i koincidenciju
da imaju zajedniqki centar.

⇐:

Ako je koeficijent homotetije π 1, a A centar va�i: π(X) = A+ 1 ·
−−→
AX = X, tako da je ovo koin-

cidencija.

Neka je θ = χS,β i δ = χS,α, a x ∈ A proizvo	an element afinog prostora A. Va�i:

θ ◦ δ(x) = χS,β ◦ χS,α(x) = χS,β ◦ (S + α ·
−→
Sx) = χS,β(S) +

−→χ S,β(α ·
−→
Sx) = S + β · α ·

−→
Sx

xto je jedna homotetija sa centrom u S i koeficijentom α · β. Kako β i α po definiciji nisu nula,
onda to ne�e biti ni �ihov proizvod, i stoga je kompozicija zatvorena na skupu homotetija sa istim
centrom.
Iz α · β = β · α i istog postupka prime�enog na obrnut redosled kompozicije, jasno je da komutiraju,
a kako je kompozicija preslikava�a asocijativna i ima neutral (koincidencija), to je dokazano da je
ovo Abelova grupa.

⇒:
Pretpostavimo da θ = χS,β i δ = χC,α komutiraju.
Tada �e komutirati i za proizvo	nu taqku, recimo S:

θ ◦ δ(S) = δ ◦ θ(S) ⇔ θ ◦ δ(S) = δ(S),

jer je S centar homotetije θ. Ako uvedemo smenu y = δ(S), dobijamo θ(y) = y, pa je y fiksna taqka od
θ.
No, kako je θ(y) = S + β ·

−→
Sy = y, tada je y − S = β ·

−→
Sy, odnosno

−→
Sy = β ·

−→
Sy, pa je prebacivxi ove

izraze sa iste strane ili β = 1 ili je
−→
Sy =

−→
0 .

Razlikujemo dva sluqaja, β ̸= 1 odakle se vidi da mora biti
−→
Sy =

−→
0 , tj S ≡ y. Odnosno da je centar

neidentiqke homotetije jedina fiksna taqka te homotetije.
Koriste�i da je centar homotetije jedinstven, sledi da je:

S = y = δ(S).

A kako je δ isto homotetija, sledi konaqno i S ≡ C, xto je i trebalo dokazati.
U sluqaju da je α ili β jednako 1, tada po napomeni 2, oni imaju po definiciji zajedniqki centar. □
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