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Apstrakt

Neka su g, ∇̄ i J standardna metrika, odgovaraju�a Levi-Qivita povezanost
i standardna skoro kompleksna struktura xestodimenzione sfere S6. Tada je
(J, g) skoro ermitska struktura na S6, koja je pri tom i blizu Kelerova, tj.
tenzorsko poǉe ∇̄J je koso-simetriqno.

Ako je M povezana, orijentabilna hiperpovrx mnogostrukosti sa skoro
ermitskom strukturom i ξ jediniqno normalno vektorsko poǉe hiperpovrxi,
tangentno vektorsko poǉe U = −Jξ naziva se Hopfovo vektorsko poǉe. Uko-
liko su integralne krive poǉa U ujedno i geodezijske na M , onda je hiper-
povrx M Hopfova.

Podmnogostrukost M mnogostrukosti sa skoro kompleksnom strukturom J
je skoro kompleksna ako je tangentno raslojeǌe od M invarijantno pri J, tj.
∀p ∈M , J(TpM) = TpM , i tada je M parne dimenzije. Poznato je da ne postoje
4-dimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere S6, a 2-dimenzione
su klasifikovane u qetiri razna tipa krivih ([5]).

U [4] su autori dokazali da je povezana Hopfova hiperpovrx sfere S6

otvoreni deo totalno geodezijske hipersfere u S6 ili tuba oko skoro komple-
ksne krive u S6.

Rad je organizovan na slede�i naqin: u prvom poglavǉu date su neke osno-
vne qiǌenice o Rimanovim mnogostrukostima i podmnogostrukostima, komple-
ksnim i skoro kompleksnim mnogostrukostima. Drugo poglavǉe je posve�eno
algebri oktoniona i sferi S6 kao homogenom potprostoru qisto imaginarnih
oktoniona. U tre�em poglavǉu se bavimo osobinama sfere S6. U qetvrtom
poglavǉu navodimo osnovne qiǌenice o Jakobijevim poǉima i tubama oko
mnogostrukosti. Glavni rezultati ovog rada se nalaze u petom poglavǉu:
karakterizacija Hopfovih hiperpovrxi pomo�u skoro kompleksnih dvodi-
menzionih mnogostrukosti i analiza u zavisnosti od broja raznih glavnih
krivina.

Kǉuqne reqi i izrazi: povezanost, metrika, krivina, glavne krivine,
vektori glavnih krivina, skoro kompleksna struktura, blizu Kelerova mno-
gostrukost, operator oblika, geodezijske hipersfere, tube, Jakobijevo vekto-
rsko poǉe.



Abstract

Let g, ∇̄ and J be the induced metric, the appropriate Levi-Civita connection and stan-
dard almost complex structure on the six dimensional sphere S6. Then (J, g) is an
almost Hermitian structure on S6 which is also nearly Kaehler, i.e. tensor field ∇̄J is
skew-symetric.

IfM is connected orientable hypersurface of manifold with almost Hermitian structure
and ξ a unit normal field on M , tangent vector field U = −Jξ is called a Hopf vector
field. If integral curves of U are geodesics of M then M is called a Hopf hypersurface.

A submanifold M of a manifold with an almost complex structure J is an almost com-
plex submanifold if the tangent bundle of M is invariant for J , i.e. ∀p ∈ M, J(TpM) =
TpM , and then M is even dimensional. It is known that there are no 4-dimensional al-
most complex submanifolds of sphere S6 and 2-dimensional are classified in four different
types of curves ([5]).

In [4], the authors proved that a connected Hopf hypersurface of sphere S6 is an open
part of either a totally geodesic hypersphere of S6 or a tube around an almost complex
curve in S6.

The paper is organized as folows: in Chapter 1 are given basic facts about Rieman-
nian manifolds and submanifolds, complex and almost complex manifolds. The Chapter
2 is about the algebra of octonions and the sphere S6 as a homogeneous subspace of pure
imaginary octonions. The properties of the sphere S6 are given in Chapter 3. In Chapter
4 are given basic facts about Jacobi fields and tubes around manifolds. The main purpose
of this paper are in Chapter 5: characterization of the Hopf hypersurphaces considering
almost complex 2-dimensional manifolds and by analysing the number of different prin-
cipal curvatures.

Key words and phrases: connection, metric, curvature, principal curvatures, principal
curvature vectors, almost complex structure, nearly Kaehler manifolds, shape operator,
geodesic hyperspheres, tubes, Jacobi vector field.
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Hopfove hiperpovrxi blizu Kelerove sfere S6 �or�e Koci�

Uvod

Poznato je da na xestodimenzionoj jediniqnoj sferi S6 postoji blizu Kele-
rova1 struktura (J, g), gde je J skoro kompleksna struktura na S6 (tj. endo-
morfizam tangentnog raslojeǌa sfere koji zadovoǉava J2 = −Id, gde je Id
identiqko preslikavaǌe) definisana preko vektorskog krst proizvoda qisto
imaginarnih oktoniona Im O a g indukovana metrika na S6 nasle�ena iz R7.
Pitaǌe da li na sferi postoji kompleksna struktura je i daǉe otvoreno.
Tako�e, S6 = G2/SU(3) je homogena skoro ermitska2 mnogostrukost, gde je G2

kompaktna Lijeva3 grupa svih automorfizama Kejlijevih4 brojeva O. Po-
smatraju�i podmnogostrukosti blizu Kelerove sfere S6, Grej5 je pokazao da
ne postoje kompleksne podmnogostrukosti od S6. U zavisnosti od ǌihovog
odnosa prema J, podmnogostrukosti mogu biti skoro kompleksne, kod kojih
je tangentno raslojeǌe invarijantno pri J i totalno realne, kod kojih se
tangentno raslojeǌe pri J slika u normalno. Uopxteǌe ova dva tipa su
CR−podmnogostrukosti qije je tangentno raslojeǌe direktna suma dva raslo-
jeǌa od kojih je jedno J invarijantno, dok se drugo pri J slika u normalno.

Totalno realne podmnogostrukosti sfere mogu biti dimenzije maǌe ili
jednake od 3. Svaka jednodimenziona podmnogostrukost sfere je trivijalno
i totalno realna. Totalno realne, minimalne podmnogostrukosti sfere di-
menzije 2 su u potpunosti klasifikovane. Tako�e, dosta su prouqavane i
trodimenzione totalno realne podmnogostrukosti.

Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere S6 moraju biti parne dime-
nzije, dakle dimenzije 2 ili 4. Grej je dokazao da ne postoje 4-dimenzione
skoro kompleksne podmnogostrukosti u S6, pa su skoro kompleksne podmno-
gostrukosti sfere S6 dimenzije 2, i nazivaju se skoro kompleksne krive. On
je tako�e pokazao da je svaka skoro kompleksna kriva minimalna. Bernd6,
Bolton7 i Vudvard8 su u [4] pokazali da je geometrija skoro kompleksnih
krivih u S6 povezana sa Hopfovim9 hiperpovrxima sfere S6. Ova veza izme�u
skoro kompleksnih krivih i Hopfovih hiperpovrxi u S6 qini istra�ivaǌe
Hopfovih hiperpovrxi jox zanimǉivijim.

U ovom radu se bavimo Hopfovim hiperpovrxima sfere S6 i predstavǉamo
rezultate iz [4], gde su autori pokazali da je povezana Hopfova hiperpovrx
blizu Kelerove sfere S6 ili otvoreni deo totalno geodezijske hipersfere
u S6 ili deo tube oko skoro kompleksne krive u S6. Zanimǉivo pitaǌe je
kako klasifikovati Hopfove hiperpovrxi koje su otvoreni delovi totalno
geodezijskih hipersfera u S6, a kako one koje su delovi tuba oko skoro komple-
ksnih krivih. Mi �emo navesti klasifikacije Hopfovih hiperpovrxi koje
su delovi tuba oko skoro kompleksnih krivih koje su prikazane u [4] i [15].
Klasifikaciju Hopfovih hiperpovrxi koje su delovi totalno geodezijskih
hipersfera u S6 mo�ete videti npr. u [9].

1Erich Kähler (1906-2000.) - nemaqki matematiqar
2Charles Hermite (1822-1901) - francuski matematiqar
3Sophus Lie (1842-1899) - norvexki matematiqar
4Arthur Cayley(1821-1895) - britanski matematiqar
5Alfred Gray (1939-1998) - ameriqki matematiqar
6Jürgen Berndt - King’s College London, England
7John Bolton - University of Durham, England
8Lyndon M. Woodward - University of Durham, England
9Heinz Hopf (1894-1971) - nemaqki matematiqar
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1 Rimanova i kompleksna geometrija

1.1 Rimanove mnogostrukosti

Neka je M topoloxki prostor. Ka�emo da je M topoloxka mnogostrukost
dimenzije n ili topoloxka n-mnogostrukost ako zadovoǉava:

1) M je Hauzdorfov10 prostor: za svaki par razliqitih taqaka p, q ∈ M
postoje disjunktni otvoreni podskupovi U, V ⊂M takvi da p ∈ U i q ∈ V .

2) M zadovoǉava drugu aksiomu prebrojivosti: postoji prebrojiva baza
topologije na M .

3) M je lokalno euklidski11 dimenzije n: svaka taqka p ∈M ima okolinu
U ⊂M koja je homeomorfna12 otvorenom podskupu od Rn.

Ako ovaj homeomorfizam iz 3) oznaqimo sa φ, onda ure�en par (U, φ) nazivamo
lokalnom kartom ili lokalnim koordinatnim sistemom mnogostrukosti M .
Skup lokalnih karata (Uα, φα), α ∈ A takvih da va�i

⋃
α∈A Uα = M zovemo

atlasom. Ako za svake dve karte (Uα, φα) i (Uβ, φβ) atlasa A va�i da je presli-
kavaǌe

φβ ◦ φ−1
α |φα(Uα∩Uβ) : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

difeomorfizam klase C∞, tada ka�emo da je A diferencijabilan atlas.
Unija dva atlasa je tako�e atlas, ali se diferencijabilnost ne mora oquvati.
Ako je unija dva diferencijabilna atlasa tako�e diferencijabilan atlas,
onda ka�emo da su ta dva atlasa ekvivalentna. Topoloxka mnogostrukost
zajedno sa klasom ekvivalencije diferencijabilnih atlasa je diferencija-
bilna mnogostrukost.

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti. Preslikavaǌe f : M →
N je neprekidno ako za svaki otvoren skup V ⊂ N va�i da je f−1(V ) otvoren
u M . Neka je p taqka mnogostrukosti M koja je pokrivena kartom (Uα, φα),
f : M → N neprekidno i (Vβ, ψβ) karta mnogostrukosti N koja pokriva f(p).
Ako je

ψβ ◦ f ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ f−1(Vβ))→ ψβ(Vβ) (1)

diferencijabilno preslikavaǌe, onda ka�emo da je f diferencijabilno u
taqki p. Ako postoje diferencijabilni atlasi {(Uα, φα)|α ∈ A} i {(Vβ, ψβ)|β ∈
B} mnogostrukosti M i N takvi da je preslikavaǌe (1) diferencijabilno za
sve α ∈ A, β ∈ B za koje je Uα ∩ f−1(Vβ) 6= 0, onda je f diferencijabilno
preslikavaǌe mnogostrukosti. Sa Dp oznaqavamo skup svih funkcija koje su
definisane na M i diferencijabilne u p, a sa F(M) skup svih diferencija-
bilnih funkcija na M . Diferencijabilna funkcija α : (−ε, ε) → M je kriva
na mnogostrukosti M . Ako je α(0) = p, preslikavaǌe α′(0) : Dp → R defin-
isano sa α′(0)f := d(f◦α)

dt |t=0, f ∈ Dp je tangentni vektor na α u taqki p. Skup
svih tangentnih vektora u taqki p nazivamo tangentni prostor i oznaqavamo
ga sa TpM . Disjunktna unija tangentnih prostora, TM =

⊔
p∈M TpM , ima

strukturu diferencijabilne mnogostrukosti i naziva se tangentno raslo-
jeǌe mnogostrukosti M .

10Felix Hausdorff (1868-1942) - nemaqki matematiqar
11Euklid iz Aleksandrije (4.vek p.n.e) - antiqki matematiqar
12Neprekidno bijektivno preslikavaǌe f : U → V takvo da je f−1 neprekidno naziva se

homeomorfizam. Ako postoji homeomorfizam iz U u V , ka�emo da su U i V homeomorfni.
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Vektorsko poǉe X je glatko preslikavaǌe X : M → TM takvo da je
X(p) := Xp ∈ TpM . Skup svih vektorskih poǉa na M oznaqavamo sa χ(M).
Neka je X vektorsko poǉe na mnogostrukosti M . Kriva γ : I → M je inte-
gralna kriva poǉa X ako je za svako t ∈ I, vektor Xγ(t) tangentni vektor na
krivu γ u taqki γ(t). Mo�e se pokazati da va�i slede�e slede�e tvr�eǌe:

Teorema 1.1 Neka je X vektorsko poǉe diferencijabilne mnogostrukosti M i
neka je p ∈ M . Tada postoji (konaqan ili beskonaqan) interval (a, b) takav da
0 ∈ (a, b) i diferencijabilna kriva γ : (a, b)→M takva da je γ integralna kriva
poǉa X i γ(0) = p. Pri tom, ako je γ1 : (c, d)→M tako�e integralna kriva poǉa
X takva da je γ1(0) = p, onda je (c, d) ⊂ (a, b) i va�i γ|(c,d) = γ1.

Krivu γ iz prethodne teoreme nazivamo maksimalnom integralnom krivom
vektorskog poǉa X kroz p.
Neka je X vektorsko poǉe na M i neka je za svako p ∈ M kriva γp : Ip → M
maksimalna integralna kriva poǉa X kroz p. Tada je

⋃
p∈M Ip × {p} otvorena

okolina 0×M u R×M . Diferencijabilno preslikavaǌe FlX :
⋃
p∈M Ip×{p} →

M dato sa FlX(t, p) = ΦX
t (p) = γp(t) je tok vektorskog poǉa X.

Kotangentni prostor mnogostrukosti M u taqki p je dualni prostor tan-
gentnog prostora TpM i oznaqavamo ga sa T ∗pM . Elementi kotangentnog prosto-
ra T ∗pM su kovektori u p, odnosno linearne funkcije ωp : TpM → R. Analogno
definixemo kotangentno raslojeǌe sa T ∗M =

⊔
p∈M T ∗pM . Kovektorsko poǉe

ν je glatko preslikavaǌe ν : M → T ∗M takvo da je ν(p) ∈ T ∗pM , a skup svih
kovektorskih poǉa obele�avamo sa χ∗(M).

Neka je V konaqno dimenzioni vektorski prostor i V ∗ dualni prostor od
V . Tada prirodno uparivaǌe V ∗ × V → R oznaqavamo sa

(w,X)→ w(X), w ∈ V ∗, X ∈ V.

Kovarijantni k-tenzor nad V je multilinearno preslikavaǌe

F : V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k

→ R.

Sliqno, kontravarijantni l-tenzor nad V je multilinearno preslikavaǌe

F : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
l

→ R.

Qesto nam je potrebno da posmatramo tenzore mexovitog tipa. Tenzor tipa
(k, l) nad V , koji se jox naziva i k-kovarijantni, l-kontravarijantni tenzor,
je multilinearno preslikavaǌe

F : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k

→ R.

Tenzorsko poǉe A na mnogostrukosti M je tenzor nad χ(M). Dakle, ten-
zorsko poǉe tipa (k, l) je F(M)-multilinearna funkcija

A : χ∗(M)× ...× χ∗(M)︸ ︷︷ ︸
l

×χ(M)× ...× χ(M)︸ ︷︷ ︸
k

→ R.
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Linearna koneksija ili linearna povezanost je preslikavaǌe
∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M) za koje va�i:

(1) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(2) ∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z, ∇fXY = f∇XY ,

(3) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY,

gde X,Y, Z ∈ χ(M), f ∈ F(M).
Kovarijantni izvod funkcije f u odnosu na X se definixe sa

∇Xf = Xf.

Za tenzorsko poǉe S tipa (0, k) ili (1, k), kovarijantni izvod ∇XS poǉa
S u odnosu na X definixe se sa

(∇XS)(X1, ..., Xk) = ∇X(S(X1, ..., Xk))−
k∑
i=1

S(X1, ...,∇XXi, ..., Xk),

za proizvoǉna vektorska poǉa Xi, i = 1, ..., k. Sliqno se definixe kovari-
jantni izvod poǉa tipa (l, k).

Tenzorsko poǉe S je paralelno u odnosu na linearnu koneksiju ∇ ako za
svako vektorsko poǉe X va�i

∇XS = 0.

Tenzor torzije linearne koneksije ∇ je tenzorsko poǉe T tipa (1, 2) defi-
nisano sa

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ],

za proizvoǉna X,Y ∈ χ(M), pri qemu je

[X,Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf)

za proizvoǉno f ∈ F(M). Za linearnu koneksiju ka�emo da je bez torzije
ukoliko je T (X,Y ) = 0, za sve X,Y .

Tenzor krivine R linearne koneksije ∇ je tenzorsko poǉe tipa (1, 3) dato
sa

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2)

Tenzorsko poǉe g tipa (0, 2) naziva se Rimanova13 metrika na M ako zado-
voǉava:

(1) simetriqno je, tj. g(X,Y ) = g(Y,X), za X,Y ∈ χ(M), i

(2) pozitivno definitno je, tj. g(X,X) ≥ 0, za X ∈ χ(M) i
g(X,X) = 0 akko X = 0.

Mnogostrukost M snabdevena Rimanovom metrikom se naziva Rimanova mno-
gostrukost.

Za f ∈ F(M), gradijent funkcije f je vektorsko poǉe grad f ∈ χ(M) takvo
da je

g(grad f,X) = Xf, za sve X ∈ χ(M). (3)

Ako je grad f = 0, onda je f konstantna funkcija.
13Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) - nemaqki matematiqar
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Linearna koneksija ∇ na M je Rimanova koneksija ukoliko je Rimanova
metrika g paralelna u odnosu na ∇, tj. ako za proizvoǉna X,Y, Z ∈ χ(M) va�i

X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ).

Teorema 1.2 Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji taqno jedna Rimanova ko-
neksija bez torzije.

Rimanova koneksija iz prethodne teoreme se nazivaLevi-Qivita14 koneksija.
Rimanova krivina mnogostrukosti M je preslikavaǌe R : χ(M)× χ(M)×

χ(M)× χ(M)→ R dato sa

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ). (4)

Mo�e se pokazati da za Rimanovu krivinu va�e slede�e relacije

R(X,Y, Z,W ) +R(Y,X,Z,W ) = 0,

R(X,Y, Z,W ) +R(X,Y,W,Z) = 0,

R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ),

R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

Neka je {E1, ..., En} lokalno poǉe ortonormiranih baza na M . Riqijevo15

tenzorsko poǉe S je tenzorsko poǉe tipa (0, 2) dato sa

S(X,Y ) =

n∑
i=1

R(Ei, X, Y,Ei).

Koriste�i S definixemo skalarnu krivinu τ od M sa

τ =

n∑
i=1

S(Ei, Ei). (5)

Definicije Riqijevog tenzora i skalarne krivine ne zavise od izbora orto-
normiranih baza.

Ako je Π dvodimenzioni potprostor tangentnog prostora TpM i X,Y jedna
ortonormirana baza ravni Π, definixemo sekcionu krivinu ravni Π sa

Kp(Π) = R(X,Y, Y,X). (6)

Definicija sekcione krivine ne zavisi od ortonormirane baze ravni Π. Uko-
liko je Kp(Π) konstantno za sve ravni Π u TpM i sve taqke p iz M , tada se M
naziva prostor konstantne sekcione krivine ili realna prostorna forma.
Va�i slede�a teorema:

Teorema 1.3 (Xur16) Neka je M prosto povezana, Rimanova mnogostrukost di-
menzije m ≥ 3. Ako u svakoj taqki p ∈ M sekciona krivina dvodimenzionog
potprostora Π od TpM ne zavisi od izbora tog potprostora, onda je sekciona
krivina konstantna na celoj mnogostrukosti.

Realnu prostornu formu konstantne sekcione krivine c �emo oznaqavati
sa K(c). Tada je tenzor krivine mnogostrukosti K(c) dat sa

R(X,Y )Z = c(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ). (7)

Ukoliko je tenzor krivine R = 0, tj. M je prostor krivine 0, ka�emo da
je M lokalno euklidski prostor.

14Tullio Levi-Civita (1873-1941) - italijanski matematiqar
15Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) - italijanski matematiqar
16Ernst Viktor Axel Schur(1891-1930) - nemaqki matematiqar
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1.2 Rimanove podmnogostrukosti

Neka je f : M → N diferencijabilno preslikavaǌe. Diferencijal pres-
likavaǌa f u taqki p ∈ M je linearno preslikavaǌa (f∗)p : TpM → Tf(p)N
definisano na slede�i naqin: za svako Xp ∈ TpM izaberemo krivu γ u M
tako da je Xp tangentni vektor na γ u p = γ(t0). Tada je (f∗)p(Xp) tangentni
vektor na krivu f(γ) u f(p) = f(γ(t0)). Mo�e se pokazati da (f∗)p ne zavisi od
izabrane krive. Ako je g glatka funkcija u okolini f(p), tj. g ∈ F(f(p)), tada
direktno sledi da va�i

(f∗)p(Xp)(g) = Xp(g ◦ f).

Na ovaj naqin preslikavaǌe f : M → N indukuje preslikavaǌe (f∗)p :
TpM → Tf(p)N . Preslikavaǌe f ima rang r u taqki p ∈ M ako je dimenzija
vektorskog prostora (f∗)p(TpM) jednaka r. Ako je rang preslikavaǌa f u svakoj
taqki jednak dimenziji mnogostrukosti N onda ka�emo da je f submerzija.
Preslikavaǌe f je imerzija ili potapaǌe ako je (f∗)p injektivno za svaku
taqku p, tj. ako je dim((f∗)p(TpM)) = dimM . Tada ka�emo da je M potopǉena
podmnogostrukost mnogostrukosti N , a N se naziva i ambijentni prostor
mnogostrukosti M . Ukoliko je imerzija f injektivna, a topologije f(M)
nasle�ene iz N i dobijena preslikavaǌem iz M se poklapaju, onda ka�emo
da je f ulagaǌe ili smextaǌe M u N i ka�emo da je podmnogostrukost M
(tj. f(M)) smextena podmnogostrukost mnogostrukosti N .

Neka su M i N Rimanove mnogostrukosti sa Rimanovim metrikama g i ḡ.
Preslikavaǌe f : M → N je izometrija u taqki p ∈M ako je

g(Xp, Yp) = ḡ((f∗)p(Xp), (f∗)p(Yp)). (8)

U ovom sluqaju, (f∗)p je injektivno (jer (f∗)p(Xp) = 0 povlaqi Xp = 0). Dakle,
ako je f izometrija u svakoj taqki iz M , onda je f imerzija koju zovemo
izometrijska imerzija. Ka�emo da metrika ḡ indukuje metriku g ukoliko
za imerziju f va�i relacija (8). Skup svih izometrija f : M → M qini
grupu. Ukoliko ta grupa deluje tranzitivno na mnogostrukosti M , onda je M
homogena.

Neka je f : (M, g) → (N, ḡ) izometrijska imerzija. Zbog jednostavnijeg
zapisa �emo identifikovati X sa ǌegovom slikom f∗(X), tj. izostavǉa�emo
f∗ i obe metrike �emo oznaqavati sa g. Oznaqimo sa TM i TN tangentna
raslojeǌa mnogostrukosti M i N , respektivno. Ako za tangentni vektor ξp ∈
TN mnogostrukosti N u taqki p ∈M va�i

g(Xp, ξp) = 0

za proizvoǉan Xp ∈ TpM , onda ka�emo da je ξp normalni vektor podmno-
gostrukosti M u N , a sa T⊥M oznaqavamo vektorsko raslojeǌe svih normal-
nih vektora od M u N . Tada je

TN |M = TM ⊕ T⊥M.

Ako su X i Y vektorska poǉa tangentna na M i ∇̄ Levi-Qivita povezanost
na N , tada je

∇̄XY = ∇XY + h(X,Y ), (9)

pri qemu su ∇XY i h(X,Y ) redom tangentna i normalna komponenta od ∇̄XY .
Formula (9) naziva se Gausova17 formula, i za ǌu va�i slede�e:

17Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) - nemaqki matematiqar
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Teorema 1.4 Neka je ∇̄ Levi-Qivita povezanost mnogostrukosti (N, ḡ), f :
(M, g)→ (N, ḡ) izometrijska imerzija i ∇ i h dati formulom (9). Tada je tenzor-
sko poǉe ∇ Levi-Qivita povezanost u odnosu na indukovanu metriku g na M , a
h(X,Y ) je simetriqna kvadratna forma sa vrednostima u normalnom raslojeǌu,
koje se naziva druga fundamentalna forma mnogostrukosti M .

Neka je ξ normalno, a X tangentno vektorsko poǉe na M . Tada je

∇̄Xξ = −AξX +∇⊥Xξ, (10)

gde je −AξX tangentna, a ∇⊥Xξ normalna komponenta od ∇̄Xξ. Mo�e se pokazati
da je Aξ simetriqna linearna transformacija tangentnog prostora u svakoj
taqki podmnogostrukosti M koja se naziva operator oblika, a ∇⊥ metriqka
koneksija normalnog raslojeǌa T⊥M u odnosu na indukovanu metriku na T⊥M ,
koja se naziva normalna koneksija. Formula (10) naziva se Vajngartenova18

formula.
Ako posmatramo operator oblika Aξ u taqki p, tj. Aξ : TpM → TpM ,

glavne krivine u taqki p su sopstvene vrednosti operatora Aξ, dok su glavni
pravci, ili vektori glavne krivine, sopstveni vektori operatora Aξ.
Druga fundamentalna forma h i operator oblika Aξ su povezani na slede�i
naqin:

Lema 1.1 Neka su X i Y tangentna, a ξ normalno vektorsko poǉe na M . Tada

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ). (11)

Dokaz: Diferenciraǌem g(Y, ξ) = 0 i koriste�i (9) i (10) dobijamo

0 = g(∇̄XY, ξ) + g(Y, ∇̄Xξ)
= g(∇XY, ξ) + g(h(X,Y ), ξ)− g(Y,AξX) + g(Y,∇⊥Xξ)
= g(h(X,Y ), ξ)− g(AξX,Y )

odakle sledi tvr�eǌe.

Podmnogostrukost M Rimanove mnogostrukosti N je totalno geodezijska
ukoliko su geodezijske linije mnogostrukosti M ujedno i geodezijske linije
ambijentne mnogostrukosti N . Tada va�i:

Teorema 1.5 Neka je f : M → N izometrijsko potapaǌe Rimanove mnogostru-
kosti M u Rimanovu mnogostrukost N . Tada je M totalno geodezijska u N ako
i samo ako je h = 0, tj. Aξ = 0 za svako ξ ∈ T⊥M.

Ako je za normalno vektorsko poǉe ξ na M , Aξ proporcionalno identiqkom
preslikavaǌu, tj.

Aξ = ρ Id

za neku funkciju ρ, onda je ξ umbiliqko seqeǌe, a M umbiliqka podmno-
gostrukost u odnosu na ξ. Ako je M umbiliqka u odnosu na svako normalno
vektorsko poǉe, onda je M totalno umbiliqka.

18Julius Weingarten (1836-1910) - nemaqki matematiqar
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Neka je ξ1, ξ2, ..., ξn−m ortonormirana baza normalnog prostora T⊥p M u
taqki p ∈ M , pri qemu su m i n redom dimenzije mnogostrukosti M i N , i
neka je

H =
1

m

n−m∑
k=1

trAξkξk. (12)

Vektor H je normalan vektor u taqki p koji ne zavisi od ortonormirane baze
normalnog prostora i naziva se vektorom sredǌe krivine.

Podmnogostrukost M je minimalna ukoliko je vektor sredǌe krivine jed-
nak nuli u svakoj taqki, odnosno ako je trag transformacije Aξ jednak nuli
za proizvoǉan normalni vektor ξ.

Ako je podmnogostrukost M totalno umbiliqka i minimalna, onda je Aξ =
ρ Id i trAξ = 0, tj. dobijamo da je Aξ = 0 za proizvoǉno normalno vektorsko
poǉe ξ, pa na osnovu Teoreme 1.5 va�i da je M ujedno i totalno geodezijska.

1.3 Kompleksne i skoro kompleksne
mnogostrukosti

Neka je M povezan, Hauzdorfov topoloxki prostor sa prebrojivom bazom. M
je kompleksna mnogostrukost dimenzije n ako

(1) postoji otvoreno pokrivaǌe {Uα|α ∈ A} takvo da za svako α ∈ A postoji
homeomorfizam ϕα : Uα → ϕ(Uα) ⊂ Cn, i

(2) za svaka dva α, β ∈ A takva da je Uα ∩ Uβ 6= 0, preslikavaǌe
ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) je biholomorfno.19

Kako je Cn ∼= R2n, M je ujedno i 2n-dimenziona diferencijabilna mno-
gostrukost koju �emo oznaqavati sa MR. Kompleksnu mnogostrukost M tada
zovemo kompleksnom strukturom na MR. Neka su (z1, ..., zn) lokalne holomorfne
koordinate u okolini taqke p, gde je zk = xk + iyk. Tada je { ∂

∂x1
, ∂
∂y1

, ..., ∂
∂xn

, ∂
∂yn
}

lokalna pokretna baza tangentnog raslojeǌa realne mnogostrukosti MR. Tan-
gentno raslojeǌe kompleksne mnogostrukosti M je razapeto sa { ∂

∂z1
, ..., ∂

∂zn
},

gde je
∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
− i ∂

∂yk

)
.

Definixemo preslikavaǌe J : TMR → TMR sa

J
∂

∂xk
=

∂

∂yk
, J

∂

∂yk
= − ∂

∂xk
.

Oqigledno, J zadovoǉava jednakost J2 = −Id, gde je Id idenntiqko preslika-
vaǌe tangentnog raslojeǌa realne mnogostrukosti MR.

Endomorfizam J tangentnog raslojeǌa realne diferencijabilne mnogo-
strukosti N koji zadovoǉava jednakost J2 = −Id zove se skoro kompleksna
struktura na mnogostrukosti N . Tada za N ka�emo da je skoro kompleksna
mnogostrukost. Ako na N postoji skoro kompleksna struktura, dimenzija
mnogostrukosti N je paran broj i N je orijentabilna.

19Preslikavaǌe f : U → V je biholomorfno ako je homeomorfizam i ako su preslikavaǌa f
i f−1 holomorfna.
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Iz prethodnog direktno sledi da za n-dimenzionu kompleksnu mnogostru-
kost M postoji prirodno indukovana skoro kompleksna struktura J mno-
gostrukosti MR, tj. MR je 2n-dimenziona skoro kompleksna mnogostrukost.

Rimanova mnogostrukost (N, g) sa skoro kompleksnom strukturom J je er-
mitska ako za proizvoǉna tangentna vektorska poǉa X i Y va�i

g(JX, JY ) = g(X,Y ),

tj. J je izometrija.
Neka je N ermitska mnogostrukost, ∇̄ Levi-Qivita koneksija na N i Φ

2-forma definisana sa
Φ(X,Y ) = g(X, JY )

koju zovemo fundamentalnom formom. Diferenciraǌem dobijamo

(∇̄ZΦ)(X,Y ) + Φ(∇̄ZX,Y ) + Φ(X, ∇̄ZY )

= g(∇̄ZX, JY ) + g(X, (∇̄ZJ)Y ) + g(X, J(∇̄ZY )),

tj.

(∇̄ZΦ)(X,Y ) = g(X, (∇̄ZJ)Y ),

odakle sledi da je Φ paralelna u odnosu na ∇̄ ako i samo ako je

(∇̄XJ)Y = 0.

Ako je fundamentalna forma Φ paralelna u odnosu na Levi-Qivita koneksiju
∇̄ ermitske mnogostrukosti N , tada ka�emo da je N Kelerova mnogostrukost.
Ako va�i slabiji uslov

(∇̄XJ)X = 0, X ∈ TN,

ka�emo da je N blizu Kelerova mnogostrukost.
Neka je N blizu Kelerova, ali ne i Kelerova mnogostrukost. Ako za svako

X ∈ TN postoji Y ∈ TN takvo da je

(∇̄XJ)Y 6= 0,

ka�emo da je N strogo blizu Kelerova.
U [19] je dokazano da je kompletna strogo blizu Kelerova mnogostrukost

lokalno proizvod homogenih blizu Kelerovih prostora uvijaǌa20 nad Kelerovim
mnogostrukostima i 6-dimenzionim Kelerovim mnogostrukostima.

Postoje taqno qetiri 6-dimenzione homogene blizu Kelerove mnogostrukosti
(videti [6]) i to su:

(1) produkt mnogostrukost S3 × S3 = SU(2)× SU(2)/1;

(2) sfera S6 = G2/SU(3);

(3) kompleksni projektivni prostor CP 3 = Sp(2)/SU(2)× U(1);

(4) mnogostrukost F3 = SU(3)/U(1)× U(1).

U narednom poglavǉu �emo dokazati da je S6 homogena mnogostrukost.
20prostor uvijaǌa (eng. twistor space) ermitske mnogostrukosti je raslojeǌe svih skoro kom-

pleksnih ermitskih struktura te mnogostrukosti.
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2 Oktonioni

2.1 Kejli-Diksonova konstrukcija

U ovom poglavǉu �emo prikazati Kejli-Diksonovu21 konstrukciju normiranih
divizionih algebri R, C, H i O. Pri ovoj konstrukciji dobijamo beskonaqan
niz algebri, takav da se dimenzija stalno duplira, pri qemu su samo prve qe-
tiri normirane divizione algebre. Svakim pove�aǌem dimenzije gubi se neka
osobina, pa tako kvaternioni H nisu komutativni, dok oktonioni O nisu ni
komutativni ni asocijativni. Pre same konstrukcije, navedimo par defini-
cija koje �emo koristiti.

Definixemo *-algebru A kao algebru sa operacijom konjugacije * : A → A
za koju va�i

a∗∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗

za sve a, b ∈ A. Ka�emo da je *-algebra realna ako va�i a∗ = a za sve elemente
a ∈ A, *-algebra A je fino normirana ako a + a∗ ∈ R i aa∗ = a∗a > 0 za sve
nenula a ∈ A. Ako je A fino normirana, tada definixemo

Re(a) =
a+ a∗

2
∈ R, Im(a) =

a− a∗

2
,

i definixemo normu na A sa

‖a‖2 = aa∗.

Algebra A je diviziona algebra ako za proizvoǉne a, b ∈ A va�i da ako je
ab = 0, onda je a = 0 ili b = 0, tj. ako A nema deliteǉe nule. Ekvivalentno,
A je diviziona ako jednaqine ax = b i xa = b imaju rexeǌa u A, gde su a, b ∈ A
i a 6= 0. Normirana diviziona algebra A je normirani vektorski prostor
u kome je ‖ab‖ = ‖a‖‖b‖. Ka�emo da algebra A ima multiplikativne inverze
ako za proizvoǉno a ∈ A postoji a−1 ∈ A takav da je a · a−1 = a−1 · a = 1. Alge-
bra A je komutativna ako za proizvoǉne a, b ∈ A va�i ab = ba. Postoje tri
nivoa asocijativnosti: algebra A je stepeno-asocijativna ako je podalge-
bra generisana sa jednim proizvoǉnim elementom iz A asocijativna, algebra
A je alternativna ako je podalgebra generisana sa bilo koja dva elementa
iz A asocijativna i, na kraju, algebra A je asocijativna ako je podalgebra
generisana sa bilo koja tri elementa iz A asocijativna.
Sada mo�emo da se vratimo na Kejli-Diksonovu konstrukciju.

Kre�emo od algebre R za koju znamo da je realna komutativna asocijativna
fino normirana *-algebra.

U prvom koraku od algebre R dobijamo algebru C na slede�i naqin. Svaki
kompleksan broj z ∈ C dat je kao ure�en par (a, b) realnih brojeva. Sabiraǌe
kompleksnih brojeva definixemo po komponentama

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

a mno�eǌe definixemo sa

(a, b)(c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

21Leonard Eugene Dickson (1874-1954) - ameriqki matematiqar
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Tako�e, konjugat kompleksnog broja definixemo sa

(a, b)∗ = (a,−b).

Kako je (0, 1)∗ = (0,−1) 6= (0, 1), algebra C nije realna. Mo�e se proveriti da
su se ostala svojstva saquvala iz R, pa je C komutativna asocijativna fino
normirana *-algebra.

Sada kada imamo kompleksne brojeve, na sliqan naqin definixemo kvater-
nione H. Proizvoǉan kvaternion q ∈ H je ure�en par kompleksnih brojeva
(z, w). Sabiraǌe se vrxi po komponentama, dok je mno�eǌe definisano sa

(z1, w1)(z2, w2) = (z1z2 − w2
∗w1, w2z1 + w1z2

∗). (13)

Napomena 2.1 Primetimo da ovako mo�emo definisati i mno�eǌe u C, s
obzirom na to da je realan broj jednak svom konjugatu. �

Konjugovaǌe kvaterniona definixemo sa

(z, w)∗ = (z∗,−w). (14)

Kako C nije realna, onda ni H nije realna.

Primer 2.1 Posmatrajmo kvaternione q1 = ((0, 1), (0, 0)) i q2 = ((0, 0), (1, 0)).
Tada koriste�i (13) dobijamo

q1q2 = ((0, 0), (0, 1)) 6= ((0, 0), (0,−1)) = q2q1.

Dakle, H nije komutativna algebra. �

Mo�e se pokazati da je H asocijativna fino normirana *-algebra, tj. na
prelasku sa C na H se gubi jedino komutativnost.

Nastavǉamo ovu konstrukciju. Oktonione O definixemo kao ure�en par
kvaterniona. Sabiraǌe se vrxi po komponentama, dok se mno�eǌe definixe
sa

(p1, q1)(p2, q2) = (p1p2 − q2
∗q1, q2p1 + q1p2

∗), p1, p2, q1, q2 ∈ H. (15)

Konjugovaǌe je dato sa (p, q)∗ = (p∗,−q).
Na prelasku sa H na O se gubi asocijativnost. U slede�em delu �emo pokazati
da je O alternativna fino normirana *-algebra.

Dakle, va�i

R je realna komutativna asocijativna fino normirana *-algebra ⇒
C je komutativna asocijativna fino normirana *-algebra ⇒

H je asocijativna fino normirana *-algebra ⇒
O je alternativna fino normirana *-algebra.

Ako je A fino normirana, multiplikativni inverz je dat sa

a−1 =
a∗

‖a‖2
,

pa su R, C, H i O normirane divizione algebre.
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Teorema 2.1 (Hurvic22) Algebre R, C, H i O su jedine normirane divizione alge-
bre nad R.

Ako nastavimo Kejli-Diksonov proces na oktonione, dobijamo niz *-alge-
bri dimenzije 16,32,64 itd. Prvi naredni se zovu sedenioni. Videli smo da
su sve *-algebre u ovom nizu fino normirane, ali nijedna vixe nije realna,
komutativna ni asocijativna. Imaju multiplikativne inverze s obzirom na
to da su fino normirane. Me�utim, nisu divizione algebre s obzirom na to
da neka eksplicitna raqunaǌa pokazuju da sedenioni, pa time i svi ostali,
imaju deliteǉe nule.

Napomena 2.2 Qesto se za kompleksan broj z = (a, b) ∈ C koristi zapis z =
a+ bi, gde je i2 = −1, tj.

C = {a+ bi | a, b ∈ R, i2 = −1}.

Tako�e, kvaternione mo�emo posmatrati na slede�i naqin:

H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R, i2 = j2 = k2 = ijk = −1}.

Kako iz ovih relacija va�i ij = k, onda proizvoǉan kvaternion mo�emo za-
pisati u obliku

q = a+ bi+ cj + dk = (a+ bi) + (c+ di)j = z + wj,

tj. prirodno mo�emo q posmatrati kao ure�en par kompleksnih brojeva (z, w),
gde je z = a+ bi, w = c+ di.

Analogno, proizvoǉan oktonion α = (p, q) = (a1 + b1i + c1j + d1k, a2 + b2i +
c2j + d2k) mo�emo zapisati kao α = p+ qe, gde je e2 = −1. Tada je

α = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)e,

pa oktonione mo�emo posmatrati kao 8-dimenzioni prostor nad R. �

2.2 Oktonioni i sfera S6

Na osnovu prethodnog, za bazu O mo�emo uzeti {1, e1, e2, ..., e7}, pri qemu je
e2
i = −1, a mno�eǌe je dato slede�im dijagramom:

22Adolf Hurwitz (1859-1919) - nemaqki matematiqar
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Na svakoj liniji (ili krugu) se nalazi taqno tri elementa, i kroz svaki
element idu taqno tri linije. Proizvod dva elementa sa iste linije jednak
je tre�em, dok znak zavisi od smera linije. Tako je npr. e5e2 = e3, dok je
e1e7 = −e3.

Kao xto smo ve� pomenuli, algebra oktoniona O nije asocijativna, ve�
va�i slede�a lema:

Lema 2.1 Algebra oktoniona O je alternativna, tj. za svaka dva elementa
α, β ∈ O va�i

(αβ)β = α(ββ), α(αβ) = (αα)β. (16)

Dokaz: Neka je α = a+ be i β = c+ de. Tada je

αβ = (ac− d∗b) + (da+ bc∗)e,

(αβ)β = [(ac− d∗b)c− d∗(da+ bc∗)] + [d(ac− d∗b) + (da+ bc∗)c∗]e,

ββ = (c2 − d∗d) + (dc+ dc∗)e,

α(ββ) = [a(c2 − d∗d)− (dc+ dc∗)∗b] + [(dc+ dc∗)a+ b(c2 − d∗d)∗]e,

pa kako su dd∗ = d∗d i c+ c∗ realni, a samim tim i komutiraju sa kvaternio-
nima, dobijamo

a(c2 − d∗d)− (dc+ dc∗)∗b = ac2 − ad∗d− (c∗ + c)d∗b

= ac2 − d∗da− d∗b(c∗ + c)

= (ac− d∗b)c− d∗(da+ bc∗),

(dc+ dc∗)a+ b(c2 − d∗d)∗ = d(c+ c∗)a+ bc∗c∗ − bd∗d
= da(c+ c∗) + bc∗c∗ − dd∗b
= d(ac− d∗b) + (da+ bc∗)c∗,

tj. va�i (αβ)β = α(ββ). Analogno se dokazuje da va�i i α(αβ) = (αα)β.

Direktnim raqunom se mo�e pokazati i slede�a lema:

Lema 2.2 Algebra oktoniona O je normirana algebra, tj. za svaka dva elementa
α, β ∈ O va�i

‖αβ‖ = ‖α‖‖β‖.

Iz ovih lema zapravo dobijamo da je algebra oktoniona diviziona algebra:
direktno se proverava da su jednaqine αx = β i xα = β zadovoǉene (za α 6= 0)
respektivno oktonionima x = α−1β i x = βα−1, gde je α−1 = α∗

‖α‖2 .
Ako u prvom identitetu alternativnosti iz (16) zamenimo β sa x+y, posle

skra�ivaǌa i grupisaǌa dobijamo da va�i (umesto zagrada razdvoji�emo
parove taqkama)

αx · y + αy · x = α · xy + α · yx. (17)

Ovaj metod dobijaǌa novog identiteta od drugog naziva se polarizacija.
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Sliqno, polarizacijom drugog identiteta alternativnosti iz (16) na isti
naqin, i preimenovaǌem slova, dobijamo

αx · y + xα · y = α · xy + x · αy. (18)

Definicija 2.1 Tri-linearna forma

[x, y, z] = (xy)z − x(yz), x, y, z ∈ O

naziva se asocijatorom.

Identitet (17) nam zapravo ka�e da je [α, x, y] = −[α, y, x], tj. [α, x, y] je
koso-simetriqan po x i y, dok iz (18) dobijamo da je koso-simetriqan i po α
i x. Iz ovoga sledi da je [α, x, y] koso-simetriqan i po α i y, pa va�i i tre�i
identitet alternativnosti,

αx · y + yx · α = α · xy + y · xα, (19)

koji, za y = α i x = β, ima oblik (αβ)α = α(βα).

Neka je
Im O = {x ∈ O : x+ x∗ = 0},

potprostor imaginarnih oktoniona. Tada va�i ortogonalna dekompozicija
O = R⊕ Im O = R⊕ R7, u odnosu na skalarni proizvod (20).

Za proizvoǉne α ∈ O i β = λ + β′, gde λ ∈ R i β′⊥1, imamo da va�i
αβ · (λ+ β′) = α · β(λ+ β′), tj. αβ · β′ = α · ββ′, a to je ekvivalentno sa αβ · β∗ =
α · ββ∗ = α(β, β), gde je sa

(x, y) = Re(xy∗) =
xy∗ + yx∗

2
(20)

zadat skalarni proizvod na O. Polarizacijom ovog identiteta dobijamo

αx · y∗ + αy · x∗ = 2(x, y)α. (21)

Ako je A normirana algebra, tj. ako imamo da va�i (αβ, αβ) = (α, α)(β, β),
onda polarizacijom ovoga najpre sa β = x+ y, a zatim i sa α = u+ v, dobijamo
identitet

(ux, vy) + (vx, uy) = 2(u, v)(x, y), (22)

koji va�i i za bilo koje elemente x, y, u i v normirane algebre A (pa time i
za algebru O).

Mi �emo posmatrati podskup skupa Im O koji sadr�i elemente α takve
da je ‖α‖ = 1. Taj podskup predstavǉa xestodimenzionu sferu, koju �emo
oznaqavati sa S6. Dakle,

S6 = {α ∈ Im O : ‖α‖ = 1}.

Lema 2.3 α ∈ S6 akko α2 = −1.
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Dokaz: ⇒ : Kako α ∈ Im O, onda va�i α∗ = −α pa je α2 = −‖α‖2. Poxto je
‖α‖ = 1, dobijamo α2 = −1.
⇐ : Ako je α2 = −1, onda je 1 = ‖α2‖ = ‖α‖‖α‖, pa je ‖α‖ = 1, tj. αα∗ = 1, pa je
α(−α∗) = −1 = αα. Kako je α∗ = −α dobijamo da α ∈ Im O, a kako je ‖α‖ = 1,
sledi da α ∈ S6.

Iz linearnosti se vidi da α ∈ Im O akko α2 = −‖α‖2.

Napomena 2.3 Primetimo da nam Lema 2.3 zapravo ka�e da, u skupu okto-
niona, jednaqina x2 = −1 ima beskonaqno mnogo rexeǌa i sva rexeǌa se nalaze
na sferi S6. Podsetimo se da ova jednaqina u R nema rexeǌa, u C ima dva
rexeǌa, dok se analogno mo�e pokazati da u H tako�e ima beskonaqno mnogo
rexeǌa i sva rexeǌa su na sferi S2. �

Neka je H podalgebra sa jedinicom od O, razliqita od O, i neka je α
oktonion iz S6 ortogonalan na H. Tada za proizvoǉan element b ∈ H, oktonion
bα je ortogonalan na H. Naime, ako u (22) zamenimo u = 1, v = b, x = α i y = a,
gde a ∈ H, kako je (ab, α) = 0 (jer ab ∈ H) i (α, 1) = 0, dobijamo da va�i
(bα, a) = 0.
Specijalno, bα⊥1, pa je (bα)∗ = −bα.

Lema 2.4 Za svaka dva elementa a, b ∈ H i α ∈ S6 koji je ortogonalan na H
va�i:

a · bα = ba · α, aα · b = ab∗ · α, aα · bα = −b∗a. (23)

Dokaz: Ako u (21) zamenimo α sa a, x sa α i y sa b∗, i kako je α⊥b, pa time
i α⊥b∗, dobijamo jednaqinu

aα · b+ ab∗ · α∗ = 0,

xto je ekvivalentno drugom identitetu iz (23). Na sliqan naqin, ako u (21)
zamenimo α sa 1, x sa a i y sa (bα)∗ = −bα, dobijamo

−a · bα+ bα · a∗ = −2(a, bα) = 0,

tj.
a · bα = ba · α,

xto je prvi identitet iz (23). Na kraju, ako b ∈ R, onda tre�i identitet iz
(23) postaje aα · bα = −ba, pa se svodi na drugi identitet. Dakle, dovoǉno
je dokazati za sluqaj kada je b⊥1. Ako u (21) zamenimo α sa a, x sa α i y sa
(bα)∗ = −bα, dobijamo

aα · bα+ (a · bα)α = −2(α, bα)a = 0.

Da je nula sledi iz (22), jer za u = 1, v = b i x = y = α dobijamo (α, bα) =
(1, b)(α, α) = 0. Sada, koriste�i ve� dokazani identitet, imamo aα · bα =
−(ba)α · α = ba = −b∗a.

Lema 2.5 Algebra H je asocijativna.
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Dokaz: Neka su a, b i c proizvoǉni elementi iz H. Ako u (21) zamenimo α
sa bα, x sa c∗ i y sa a∗α, dobijamo

(bα · c∗) · (a∗α)∗ + (bα · a∗α) · c = 2(c∗, a∗α) · bα = 0.

Koriste�i prethodno dokazane identitete imamo da va�i

0 = (bα · c∗) · (a∗α)∗ + (bα · a∗α) · c
= (bα · c∗) · (−a∗α) + (−ab)c
= −(bc)α · (a∗α) + (−ab)c
= a(bc)− (ab)c.

Dakle, za proizvoǉne a, b, c ∈ H va�i a(bc) = (ab)c, xto znaqi da je H asocija-
tivna.

Kako za α ∈ Im O va�i α∗ = −α, onda je skalarni proizvod (20) na Im O
zadat sa

(α, β) = −Re(αβ) = −αβ + βα

2
.

Na Im O definixemo vektorski × proizvod sa

α× β := Im(αβ) =
αβ − βα

2
.

Vektorski proizvod em × en na Im O je dat slede�om tabelom:

Relacije iz ove tabele kra�e mo�emo zapisati kao

e3 = e1 × e2, e5 = e1 × e4, e6 = e2 × e4, e7 = e3 × e4,

i svaka ure�ena ortonormirana baza prostora R7 koja zadovoǉava ove relacije
naziva se kanonska baza ili G2-baza. Na primer, standardna baza prostora
R7 je kanonska.

Specijalno, mno�eǌe na O preko skalarnog i vektorskog proizvoda je dato
sa

(r + α)(s+ β) = rs− (α, β) + rβ + sα+ (α× β),

r, s ∈ Re O, α, β ∈ Im O.

Lema 2.6 Neka su α, β, γ ∈ Im O. Tada:

(a) αβ = α× β − (α, β).
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(b) α× β = −β × α.

(v) Ako su α i β ortogonalni, pri qemu je α jediniqni, tada

α× (α× β) = −β. (24)

(g) α× β je ortogonalan i na α i na β.

(d)

α× (β × γ) + (α× β)× γ = 2(α, γ)β − (α, β)γ − (γ, β)α. (25)

(�) (α× β, γ) je koso-simetriqan po α, β i γ.

Dokaz:

(a) α× β − (α, β) = αβ−βα
2 − (−αβ+βα

2 ) = αβ.

(b) α× β = αβ−βα
2 = −βα−αβ

2 = −β × α.

(v) Kako je α⊥β, onda je αβ = −βα, a kako je ‖α‖ = 1, onda va�i α2 = −1.
Koriste�i to i alternativnost dobijamo

α× (α× β) = α× (
αβ − βα

2
) =

α(αβ − βα)− (αβ − βα)α

4

=
α2β − 2αβα+ βα2

4
=
−β + 2βα2 − β

4
=
−β − 2β − β

4
= −β.

(g)

(α, α× β) = (α,
αβ − βα

2
) = −α(αβ − βα) + (αβ − βα)α

4
= −α

2β − βα2

4
= 0,

jer α2 = −‖α‖2 ∈ R, pa komutira sa β. Analogno i (β, α× β) = 0.

Sliqno se dokazuju i ostala dva tvr�eǌa.

Dakle, grupa G2 automorfizama prostora O je zapravo grupa izometrija
prostora R7 koje quvaju vektorski × proizvod.

Neka su e1, e2 i e4 me�usobno ortogonalni jediniqni vektori takvi da je e4

ortogonalan i na e1 × e2. Tada e1, e2 i e4 odre�uju jedinstvenu kanonsku bazu
e1, ..., e7 i (R7,×) je generisano sa e1, e2 i e4, gde va�i relacija

ei × (ej × ek) + (ei × ej)× ek = 2δikej − δijek − δjkei.

Ako su e1, ..., e7 i f1, ..., f7 dve proizvoǉne kanonske baze, tada postoji jedin-
stven Φ ∈ G2 takav da je Φei = fi i ovo Φ je jedinstveno odre�eno sa Φe1,Φe2 i
Φe4, tj. va�i slede�a teorema:

Teorema 2.2 Neka su α, β, δ ∈ S6 takvi da:

(1) β je ortogonalan na α i

(2) δ je ortogonalan na α, β i αβ.
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Tada postoji jedinstven automorfizam Φ algebre O takav da je

α = Φe1, β = Φe2, δ = Φe4.

Dokaz: Kako α, β ∈ S6, onda va�i α2 = β2 = −1, pa kako je α⊥β, onda je
αβ = −βα. Tako�e, (αβ)∗ = β∗α∗ = βα = −αβ, pa kako je |αβ| = |α||β| = 1,
dobijamo da αβ ∈ S6, i specijalno (αβ)2 = −1. Iz alternativnosti dobijamo
α(αβ) = −β i (αβ)β = −α. Ako u (22) ubacimo u = v = α, x = β i y = 1,
dobijamo (αβ, α) = (α, α)(β, 1) = 0, iz qega sledi (αβ)α = −α(αβ) = β. Na
sliqan naqin mo�emo dobiti da va�i i β(αβ) = α, pa vidimo da mno�eǌem
proizvoǉan broj puta elemenate α i β, u bilo kom redosledu, mo�emo dobiti
jedino elemente ±1, ±α, ±β i ±αβ. Ovo znaqi da elementi oblika

a+ bα+ cβ + dαβ, a, b, c, d ∈ R,

formiraju podalgebru H od O koja je dimenzije 4, pa prema prethodnom razma-
traǌu, ona je asocijativna. Sada se lako mo�e pokazati da se sa 1→ 1, i→ α,
j → β, k → αβ, definixe izomorfizam izme�u algebre kvaterniona H i H.

Kako je δ prema pretpostavci teoreme ortogonalan na 1, α, β i αβ, onda
va�i da je δ ortogonalan na celo H. Zbog toga za ǌih va�e svi identiteti
iz (23). Ako uporedimo identitete iz (23) sa (21), mo�emo zakǉuqiti da
se izomorfizam H → H, koji smo konstruisali, mo�e proxiriti do homo-
morfizma(pri kome e4 → δ) algebre O na podalgebru generisanu podalgebrom
H i elementom δ. Kako je bilo koji nenula homomorfizam divizione alge-
bre sa jedinicom zapravo i monomorfizam, i kako je bilo koji monomorfizam
konaqno-dimenzione algebre na sebe ujedno i automorfizam, zapravo imamo
da smo konstruisali tra�eni automorfizam O → O koji slika e1, e2 i e4 u
elemente α, β i δ. Time je zavrxen dokaz ove teoreme.

Iz ove teoreme sledi da grupa G2 = Aut O deluje tranzitivno na S6, tj.
preslikavaǌe G2 → S6 definisano formulom Φ → Φe1 je surjektivno. Ovo
znaqi da je sfera S6 difeomorfna koliqniqkom prostoru G2/K, gde je K pod-
grupa automorfizama pri kojima je e1 fiksno, i K je izomorfno sa SU(3) pa
je:

G2/SU(3) ≈ S6,

tj. sfera S6 je homogeni prostor.
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3 Sfera S6

3.1 Sfera kao podmnogostrukost prostora R7

Sfera S6(1) je jediniqna sfera u euklidskom prostoru R7 ∼= ImO, koju �emo
kra�e oznaqavati sa S6. Standardnu metriku na R7 �emo oznaqiti sa g, i u
prethodnom poglavǉu smo videli da je tada

S6 = {X ∈ R7 | g(X,X) = 1}.

Ona je xestodimenziona podmnogostrukost prostora R7. Oznaqimo sa D i ∇̄
koneksije na R7 i S6, sa R̄ i h̄ tenzor krivine i drugu fundamentalnu formu
na S6 i sa g metriku na S6 indukovanu metrikom prostora R7 koju �emo isto
oznaqavati. Ako sa N oznaqimo jediniqno normalno vektorsko poǉe na S6 u
R7, i taqku na sferi identifikujemo sa odgovaraju�im pozicionim vektorom,
tada va�i

N(X) = −X, X ∈ S6.

Za proizvoǉnu hiperpovrxMn ⊂ Rn+1 definixemo Gausovo preslikavaǌe
G : Mn → Sn na slede�i naqin: za p ∈ Mn, G(p) je krajǌa taqka jediniqnog
vektora N(p) normalnog na Mn u taqki p, kome je poqetak u koordinatnom
poqetku. Primetimo da su vrednosti preslikavaǌa G na jediniqnoj sferi
Sn. Kako su prostori TpM

n i TG(p)S
n paralelni, mo�emo smatrati da va�i

(G∗)p : TpM
n → TpM

n. Specijalno za M2 ⊂ R3, p ∈ M2, (G∗)p : TpM
2 → TpM

2

je simetriqan linearan operator odre�en 2 × 2 matricom [G∗] i definixemo
Gausovu krivinu K povrxi M2 u taqki p kao determinantu te matrice, tj.

K = det [G∗]. (26)

Uoqimo da za M = S6 i odgovaraju�e Gausovo preslikavaǌe G : S6 → S6

va�i G = −Id, gde je Id identiqko preslikavaǌe sfere.
Formule Gausa (9) i Vajngartena (10) glase

DXY = ∇̄XY + h̄(X,Y ), (27)

DXN = −ĀNX + ∇̄⊥XN, (28)

gde X,Y ∈ TS6, N ∈ T⊥S6, ∇̄⊥ je normalna koneksija i ĀN operator oblika u
odnosu na N .

Tada na osnovu (11) za operator oblika ĀN i drugu fundamentalnu formu
h̄ va�i

g(ĀNX,Y ) = g(h̄(X,Y ), N). (29)

Koriste�i (29) i (27) dobijamo

g(ĀNX,Y ) = g(h̄(X,Y ), N) = g(DXY,N)− g(∇̄XY,N)︸ ︷︷ ︸
=0

= DX (g(Y,N))︸ ︷︷ ︸
=0

−g(Y,DXN) = −g(DXN,Y ),

tj. va�i ĀNX = −DXN , pa je ∇̄⊥XN = 0, odnosno formula (28) postaje

DXN = −ĀNX. (30)
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Neka je c : (−ε, ε) → S6 kriva qiji je tangentni vektor u taqki c(0) jednak
c′(0) = X. Tada

G∗(X) =
d

dt
(N ◦ c(t))|t=0 = DXN = −ĀNX,

pa je ĀNX = X, xto znaqi da je sfera totalno umbiliqka i da va�i

DXN = −X,

tj.

DXp = X, (31)

gde je p poziciono vektorsko poǉe, tj. p = −N . Iz (29) dobijamo i

h̄(X,Y ) = g(ĀNX,Y )N = g(X,Y )N = −g(X,Y )p. (32)

Lema 3.1 Neka je D Levi-Qivita povezanost u R7. Tada

DX(Y × Z) = DXY × Z + Y ×DXZ.

Dokaz: Neka su e1, ..., e7 vektorska poǉa takva da je za svako x, {e1(x), ..., e7(x)}
G2 baza prostora R7. Uoqimo da je tada Deiej = 0, pa je, trivijalno

Dei(ej × ek) = Deiej × ek + ej ×Deiek,

a samim tim i
DX(ej × ek) = DXej × ek + ej ×DXek.

Daǉe, mo�emo napisati Y (x) =
∑7

i=1 Yi(x)ei(x), Z(x) =
∑7

j=1 Zj(x)ej(x). Tada je

DX(Y × Z) =

7∑
i,j=1

DX(Yi(x)Zj(x))ei × ej +

7∑
i,j=1

Yi(x)Zj(x)DX(ei × ej)

=
7∑

i,j=1

DX(Yi(x))Zj(x)ei × ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)DX(Zj(x))ei × ej

+
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)(DXei)× ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)ei × (DXej)

= DXY × Z + Y ×DXZ.

Za proizvoǉnu taqku p ∈ S6, TpS6 ∼= {X ∈ R7|g(p,X) = 0}. Definixemo
(1, 1)-tenzorsko poǉe J : TpS

6 → TpS
6 na S6 sa

Jp(X) = p×X, (33)

za svako p ∈ S6. Videli smo da je tada Jp(X) ortogonalno na p, pa pripada
odgovaraju�em tangentnom prostoru. Iz (24) dobijamo

J2
pX = p× (p×X) = −X,
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a tako�e va�i i g(JX, JY ) = g(X,Y ) pa je J dobro definisano i predstavǉa
skoro kompleksnu strukturu na S6.

Neka je G (2, 1) tenzorsko poǉe na S6 definisano sa

G(X,Y ) = (∇̄XJ)Y.

Neka je p poziciono vektorsko poǉe taqaka na sferi. Tada

G(X,Y ) = ∇̄X(JY )− J∇̄XY = ∇̄X(p× Y )− J∇̄XY
= DX(p× Y )− h̄g(X, p× Y )− J∇̄XY
= DX(p)× Y + p×DXY + g(X, p× Y )p− p× ∇̄XY
= X × Y + g(X, p× Y )p+ p× (DXY − J∇̄XY )

= X × Y + g(X, p× Y )p

jer je vektor u zagradi normalan na sferu, tj. kolinearan sa p.

Teorema 3.1 Poǉe G ima slede�e osobine:

(a)
G(X,X) = 0, (34)

(b)
G(X,Y ) +G(Y,X) = 0, (35)

(v)
G(X, JY ) + JG(X,Y ) = 0, (36)

gde su X i Y vektorska poǉa na S6.

Dokaz:

(a)
G(X,X) = X ×X + g(X, p×X)p = 0

Prvi sabirak je 0 zbog osobine vektorskog proizvoda, a drugi jer su p i
p×X ortogonalna vektorska poǉa.

(b) Koriste�i izraz za G(X,Y ) i to da je g(X, p×Y ) koso-simetriqno dobijamo

G(X,Y ) +G(Y,X) = X × Y + g(X, p× Y )p+ Y ×X + g(Y, p×X)p = 0.

(v) Koriste�i (25) dobijamo

X × (p× Y ) = (X × Y )× p− 2g(X, p)Y + g(X,Y )p+ g(p, Y )X

= −p× (X × Y ) + g(X,Y )p,

pa je

G(X, JY ) + JG(X,Y )

= X × (JY ) + g(X, p× (JY ))p+ p× (X × Y ) + p× (g(X, p× Y )p)

= −p× (X × Y ) + g(X,Y )p− g(X,Y )p+ p× (X × Y ) = 0.

Iz (34) dobijamo da je J blizu Kelerova struktura.
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3.2 Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere S6

Neka je M podmnogostrukost sfere S6. Oznaqimo sa ∇, ∇̄ i D redom koneksije
na M , S6 i R7.

Ako je M hiperpovrx i ξ jediniqno normalno vektorsko poǉe na M , onda
je g(ξ, ξ) = 1. Neka je X proizvoǉno tangentno poǉe na M . Diferenciraǌem
dobijamo 0 = ∇̄X(g(ξ, ξ)) = 2g(∇̄Xξ, ξ), pa je g(∇⊥Xξ, ξ) = 0, tj.

∇̄Xξ = −AξX. (37)

Tenzor krivine R Rimanove koneksije D je jednak nuli, tj. va�i

0 ≡ R(X,Y )Z = DXDY Z −DYDXZ −D[X,Y ]Z.

Primenom formula Gausa i Vajngartena (27) i (28) na S6 i R7, kao i (32) i
(31), dobijamo

0 = DX(∇̄Y Z − g(Y, Z)p)−DY (∇̄XZ − g(X,Z)p)− ∇̄[X,Y ]Z + g([X,Y ], Z)p

= ∇̄X∇̄Y Z − g(X, ∇̄Y Z)p− (DXg)︸ ︷︷ ︸
=0

(Y,Z)p− g(Y,Z)DXp︸ ︷︷ ︸
=X

− ∇̄Y ∇̄XZ + g(Y, ∇̄XZ)p+ (DY g)︸ ︷︷ ︸
=0

(X,Z)p+ g(X,Z)DY p︸︷︷︸
=Y

− ∇̄[X,Y ]Z + g([X,Y ], Z)p.

Kako je
g(X, ∇̄Y Z) = (∇̄Y g)(X,Z)− g(∇̄YX,Z) = −g(∇̄YX,Z),

onda je

∇̄X∇̄Y Z − ∇̄Y ∇̄XZ − ∇̄[X,Y ]Z + g(∇̄YX − ∇̄XY + [X,Y ]︸ ︷︷ ︸
=0

, Z)p

− g(Y,Z)X + g(X,Z)Y = 0,

pa dobijamo

∇̄X∇̄Y Z − ∇̄Y ∇̄XZ − ∇̄[X,Y ]Z − g(Y,Z)X + g(X,Z)Y = 0. (38)

Sada, primenom formula Gausa i Vajngartena (9) i (10) na M i S6 dobijamo

0 = ∇̄X(∇Y Z + h(Y, Z))− ∇̄Y (∇XZ + h(X,Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)− g(Y, Z)X + g(X,Z)Y

= ∇X∇Y Z + h(X,∇Y Z)−Ah(Y,Z)X +∇⊥X(h(Y,Z))

−∇Y∇XZ − h(Y,∇XZ) +Ah(X,Z)Y −∇⊥Y (h(X,Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)− g(Y, Z)X + g(X,Z)Y.

Izjednaqavaǌem tangentnog i normalnog dela sa nulom dobijamo:

R(X,Y )Z −Ah(Y,Z)X +Ah(X,Z)Y − g(Y,Z)X + g(X,Z)Y = 0, (39)

h(X,∇Y Z) +∇⊥X(h(Y,Z))− h(Y,∇XZ)−∇⊥Y (h(X,Z))− h([X,Y ], Z) = 0. (40)
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Koriste�i (38) i (2), jednaqinu (39) mo�emo drugaqije zapisati kao

R̄(X,Y )Z −R(X,Y )Z = Ah(X,Z)Y −Ah(Y,Z)X.

Sada koriste�i (4) i (11), za proizvoǉno vektorsko poǉe W tangentno na M ,
dobijamo

R̄(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) + g(h(X,Z), h(Y,W ))− g(h(Y, Z), h(X,W )). (41)

Jednaqina (41) naziva se Gausova jednaqina.
Kako je [X,Y ] = ∇XY −∇YX, jednaqina (40) postaje

∇⊥X(h(Y,Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = ∇⊥Y (h(X,Z))− h(∇YX,Z)− h(X,∇Y Z),

pa ako oznaqimo (∇h)(X,Y, Z) = ∇⊥X(h(Y,Z))− h(∇XY,Z)− h(Y,∇XZ), dobijamo

(∇h)(X,Y, Z) = (∇h)(Y,X,Z). (42)

Jednaqina (42) naziva se Kodacijeva23 jednaqina.

Videli smo da na sferi S6 postoji skoro kompleksna struktura J. U zav-
isnosti od odnosa prema J, podmnogostrukost M je:

• totalno realna, ako J preslikava tangentno raslojeǌe u normalno, tj.
(∀p ∈M) J(TpM) ⊆ T⊥p M ,

• skoro kompleksna, ako je tangentno raslojeǌe invarijantno za J, tj.
(∀p ∈M) J(TpM) ⊆ J(TpM),

• CR-podmnogostrukost, ako je TM direktna suma dva ortogonalna raslo-
jeǌa od kojih je jedno invarijantno za J dok se drugo sa J slika u nor-
malno.

Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere moraju biti parne dimenzije,
dakle dimenzije 2 ili 4. Grej je dokazao slede�u teoremu:

Teorema 3.2 Ne postoje qetvorodimenzione skoro kompleksne podmnogostruko-
sti sfere S6.

Dakle, skoro kompleksne podmnogostrukosti u S6 su dimenzije 2 i zovemo
ih skoro kompleksne krive. U [5] je pokazano da se skoro kompleksne krive
na S6 mogu svrstati u slede�a qetiri tipa:

(i) superminimalne i linearno potpune u S6,

(ii) linearno potpune u S6 ali ne superminimalne,

(iii) linearno potpune u nekoj totalno geodezijskoj S5 u S6,

(iv) totalno geodezijske.
23Delfino Codazzi (1824-1873) - italijanski matematiqar
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Napomena 3.1 Povrx N u jediniqnoj sferi Sn u Rn+1 je linearno potpuna
ako N nije sadr�ana u totalno geodezijskoj hipersferi Sn−1 u Sn. Tako�e,
ka�emo da je povrx N u S2m superminimalna ako je N slika horizontalne
holomorfne krive u ermitskom homogenom prostoru SO(2m+ 1)/U(m) pri Ri-
manovoj submerziji π : SO(2m + 1)/U(m) → S2m indukovanoj inkluzijom na
U(m) u SO(2m+ 1). �

Neka je S skoro kompleksna podmnogostrukost u S6, i neka je p ∈ S taqka
koja nije geodezijska. Tada mo�emo izabrati lokalnu ortonormiranu bazu
{E1, JE1} prostora TpS. Koriste�i Gausovu formulu

∇̄E1(JE1) = (∇̄E1J)E1︸ ︷︷ ︸
=0

+J∇̄E1E1 = J∇E1E1 + Jh(E1, E1),

a s druge strane
∇̄E1(JE1) = ∇E1(JE1) + h(E1, JE1),

pa kada izjednaqimo tangentne i normalne delove dobijamo

∇E1(JE1) = J∇E1E1 = ∇JE1E1,

h(E1, JE1) = Jh(E1, E1) = h(JE1, E1), (43)

gde smo za drugi deo u jednakostima, analogno, koristili Gausovu formulu
za ∇̄JE1E1. Analogno va�i

h(E2, JE2) = Jh(E2, E2) = h(JE2, E2), (44)

gde je E2 = JE1.
Neka su ξ1 = h(E1,E1)

‖h(E1,E1)‖ i ξ2 = E1 × ξ1, tada je

{p,E1, JE1, ξ1, Jξ1, ξ2,−Jξ2} (45)

G2-baza du� skoro kompleksne krive S, a ξ1, Jξ1, ξ2 i Jξ2 qine ortonormiranu
bazu prostora T⊥p S.

Stav 3.1 U ortonormiranoj bazi {E1, JE1}, operatori oblika Aξ1 , AJξ1 , Aξ2 i
AJξ2 imaju slede�u formu:

Aξ1 =

(
λ 0
0 −λ

)
, AJξ1 =

(
0 λ
λ 0

)
, Aξ2 = 0, AJξ2 = 0, (46)

gde je λ = ‖h(E1, E1)‖.

Dokaz: Iz definicije ξ1, (11) i (43) imamo

g(Aξ1E1, E1) = g(h(E1, E1), ξ1) = g(h(E1, E1),
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = λ,

g(Aξ1E1, JE1) = g(h(E1, JE1), ξ1) = g(Jh(E1, E1),
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = 0,

g(Aξ1(JE1), JE1) = g(h(JE1, JE1), ξ1) = g(J2h(E1, E1),
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = −λ,
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pa je Aξ1 =

(
λ 0
0 −λ

)
. Za AJξ1, koriste�i dodatno to da je (J, g) ermitska

struktura na S6, dobijamo:

g(AJξ1E1, E1) = g(h(E1, E1), Jξ1) = g(h(E1, E1), J
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = 0,

g(AJξ1E1, JE1) = g(h(E1, JE1), Jξ1) = g(Jh(E1, E1), J
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
)

= g(h(E1, E1),
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = λ,

g(AJξ1(JE1), JE1) = g(h(JE1, JE1), Jξ1) = g(−h(E1, E1), J
h(E1, E1)

‖h(E1, E1)‖
) = 0,

pa je AJξ1 =

(
0 λ
λ 0

)
. Analogno, koriste�i qiǌenicu da je

ν1 = LinR{ξ1, Jξ1} ⊥ ν2 = LinR{ξ2, Jξ2}

(videti [14]) dobijamo

g(Aξ2E1, E1) = g(h(E1, E1), ξ2) = 0,

g(Aξ2E1, JE1) = g(h(E1, JE1), ξ2) = 0,

g(Aξ2(JE1), JE1) = g(h(JE1, JE1), ξ2) = g(−h(E1, E1), ξ2) = 0

i

g(AJξ2E1, E1) = g(h(E1, E1), Jξ2) = 0,

g(AJξ2E1, JE1) = g(h(E1, JE1), Jξ2) = 0,

g(AJξ2(JE1), JE1) = g(h(JE1, JE1), Jξ2) = g(−h(E1, E1), Jξ2) = 0,

tj. Aξ2 = AJξ2 = 0.

Posledica 3.1 Skoro kompleksna kriva S sfere S6 je minimalna.

Dokaz: Kako ξ1, Jξ1, ξ2 i Jξ2 qine ortonormiranu bazu prostora T⊥p S i
trAξ1 = trAJξ1 = trAξ2 = trAJξ2 = 0, iz (12) dobijamo da je vektor sredǌe
krivine H skoro kompleksne krive S jednak nuli u svakoj taqki p ∈ S, tj. ona
je minimalna.

Primer 3.1 (Kodacijeva jednaqina izra�ena preko operatora oblika)
Na osnovu (11) znamo da za operator oblika Aξ = A i drugu fundamentalnu
formu h va�i

g(h(Y, Z), ξ) = g(AY,Z) = g(Y,AZ).

Diferenciraǌem i primenom (37) dobijamo

∇̄X(g(AY,Z)) = ∇̄X(g(h(Y,Z), ξ)) = g(∇̄Xh(Y,Z), ξ) + g(h(Y,Z), ∇̄Xξ)
= g(∇⊥Xh(Y, Z), ξ) + g(h(Y,Z),−AξX)︸ ︷︷ ︸

=0

= g(∇⊥Xh(Y,Z), ξ),
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pa je

(∇h)(X,Y, Z) = ∇⊥X(h(Y,Z))− h(∇XY,Z)− h(Y,∇XZ)

= g(∇⊥X(h(Y,Z)), ξ)ξ − g(h(∇XY, Z), ξ)ξ − g(h(Y,∇XZ), ξ)ξ

= [∇̄X(g(AY,Z))− g(h(∇XY,Z), ξ)− g(h(Y,∇XZ), ξ)]ξ

= [∇X(g(AY,Z))− g(A∇XY,Z)− g(AY,∇XZ)]ξ

= [g(∇X(AY ), Z) + g(AY,∇XZ)− g(A∇XY,Z)− g(AY,∇XZ)]ξ

= [g(∇X(AY ), Z)− g(A∇XY,Z)]ξ.

Sada, Kodacijeva jednaqina (42) ima oblik

(∇h)(X,Y, Z) = (∇h)(Y,X,Z), ∀Z
g(∇X(AY ), Z)− g(A∇XY,Z) = g(∇Y (AX), Z)− g(A∇YX,Z), ∀Z

g(∇X(AY )−A∇XY,Z) = g(∇Y (AX)−A∇YX,Z), ∀Z
∇X(AY )−A∇XY = ∇Y (AX)−A∇YX

(∇XA)Y +A∇XY −A∇XY = (∇YA)X +A∇YX −A∇YX
(∇XA)Y = (∇YA)X. � (47)

Ako taqka p ∈ S nije geodezijska, onda lokalno mo�emo izabrati ortonormi-
ranu bazu {E1, JE1} prostora TpS. Tada je Gausova krivina, odnosno sekciona
krivina skoro kompleksne krive S u taqki p data sa

K = R(E1, E2, E2, E1), gde je E2 = JE1. (48)

S obzirom da je S6 konstantne sekcione krivine 1 i koriste�i (46), dobijamo
da je Gausova krivina K skoro kompleksne krive S u taqki p jednaka

K = R̄(E1, E2, E2, E1)− g(h(E1, E2), h(E2, E1)) + g(h(E2, E2), h(E1, E1))

= 1− g(h(E1, E2), h(E1, E2)) + g(J2h(E1, E1), h(E1, E1))

= 1− ‖h(E1, E1)‖2 − ‖h(E1, JE1)‖2 = 1− 2λ2, (49)

gde je λ = ‖h(E1, E1)‖.

Sekigava24 je u [21] pokazao da ako je Gausova krivina K skoro kompleksne
krive S konstantna na S, onda je K = 0, K = 1

6 ili K = 1, i dao je primere za
sva tri sluqaja.

24Kouei Sekigawa - University Niigata, Japan

— 30 —



Hopfove hiperpovrxi blizu Kelerove sfere S6 �or�e Koci�

4 Jakobijeva poǉa i tube oko podmnogostrukosti

4.1 Jakobijeva poǉa

Jakobijeva25 vektorska poǉa su rexeǌa diferencijalne jednaqine koja se po-
javǉuje prirodno pri izuqavaǌu eksponencijalnog preslikavaǌa.

Definicija 4.1 Neka je γ geodezijska kriva takva da je γ(0) = p i γ′(0) = Xp.
Preslikavaǌe exp : O → M , dato sa expp(Xp) = γ(1), gde je O neka okolina ko-
ordinatnog poqetka u TpM i gde je γ(1) definisano, naziva se eksponencijalno
preslikavaǌe.

Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost i neka je γ : [a, b]→M kriva na M .
Varijacija krive γ je dvoparametarsko preslikavaǌe

Γ : [a, b]× (−ε, ε)→M, (t, s) 7−→ Γ(t, s)

takvo da je Γ(t, 0) = γ(t) za sve t ∈ [a, b]. Za fiksirano t0, kriva αt0(s) = Γ(t0, s)
je transverzala, a za fiksirano s0, kriva βs0(t) = Γ(t, s0) je longitudinala.
Vektorsko poǉe V du� γ definisano sa

V (t) =
∂Γ

∂s
(t, 0),

(tj. V (s) je poqetni vektor brzine transverzale αt) je varijaciono vektorsko
poǉe varijacije Γ i ono pokazuje, infinitezimalno, kakvo je ponaxaǌe vari-
jacije Γ u okolini krive γ.

Neka je p ∈ M , Xp ∈ TpM , γ geodezijska kriva takva da je γ(0) = p i
γ′(0) = Xp i neka je expp definisano u Xp.

Lema 4.1 Geodezijska kriva γ takva da je γ(0) = p i γ′(0) = Xp je u okolini taqke
p data sa γ(t) = expp(tXp).

Neka je dvoparametarsko preslikavaǌe f : [0, 1]× [−ε, ε]→M dato sa

f(t, s) = expp(tXp(s)),

gde je Xp(s) kriva u TpM takva da je Xp(0) = Xp. Kako va�i f(t, 0) = γ(t) za
sve t ∈ [0, 1], i kako su sve longitudinale βs za f geodezijske krive, preslika-
vaǌe f nazivamo geodezijska varijacija ili jednoparametarska familija
geodezijskih linija. Vektorsko poǉe J(t) = ∂f

∂s (t, 0) du� γ je varijaciono
vektorsko poǉe varijacije f . Mo�e se pokazati ([7]) da je tada

∂f

∂s
(t, 0) = (d expp)tXp(0)(tX

′
p(0)).

�elimo da ispitamo vektorsko poǉe J(t) du� geodezijske krive γ(t) = expp(tXp),
0 ≤ t ≤ 1. Za to �e nam biti potrebne slede�e leme:

Lema 4.2 ([17]) Neka je f : [0, 1] × [−ε, ε] → M dvoparametarsko preslikavaǌe i
neka je V = V (t, s) vektorsko poǉe du� f . Tada je za svako (t, s):

D

∂s

D

∂t
V − D

∂t

D

∂s
V = R(

∂f

∂s
,
∂f

∂t
)V. (50)

25Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) - nemaqki matematiqar
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Lema 4.3 (Lema simetrije,[17]) Neka je f : [0, 1] × [−ε, ε] → M glatko dvopara-
metarsko preslikavaǌe. Tada je

D

∂t

∂f

∂s
=
D

∂s

∂f

∂t
. (51)

Naredna teorema nam daje malo vixe informacija o poǉu J:

Teorema 4.1 Neka je γ geodezijska kriva i J varijaciono vektorsko poǉe du�
geodezijske varijacije krive γ. Tada J zadovoǉava slede�u jednaqinu

D2

∂t2
J(t) +R(J(t), γ′(t))γ′(t) = 0.

Dokaz: Kako je γ geodezijska, znamo da va�i D
∂t
∂f
∂t = 0, pa koriste�i (50) i

(51) dobijamo

0 =
D

∂s
(
D

∂t

∂f

∂t
) =

D

∂t

D

∂s

∂f

∂t
+R(

∂f

∂s
,
∂f

∂t
)
∂f

∂t

=
D

∂t

D

∂t

∂f

∂s
+R(

∂f

∂s
,
∂f

∂t
)
∂f

∂t
,

tj. J(t) zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu D2

∂t2
J(t) + R(J(t), γ′(t))γ′(t) = 0.

Definicija 4.2 Neka je γ : [0, a] → M geodezijska kriva na M . Za vektorsko
poǉe J du� γ ka�emo da je Jakobijevo poǉe ako zadovoǉava Jakobijevu jedna-
qinu:

J ′′ +R(J, γ′)γ′ = 0,

za sve t ∈ [0, a].

Videli smo da varijaciono poǉe J du� geodezijske krive γ zadovoǉava
Jakobijevu jednaqinu. Me�utim, mo�e se pokazati da va�i i obrnuto:

Stav 4.1 Svako Jakobijevo poǉe J du� geodezijske krive γ je varijaciono poǉe
neke geodezijske varijacije krive γ.

Naredni stav nam daje egzistenciju i jedinstvenost Jakobijevog poǉa za
date poqetne uslove:

Stav 4.2 Neka je γ : [0, a] → M geodezijska kriva na M i γ(0) = p. Za svaki par
vektora X,Y ∈ TpM postoji jedinstveno Jakobijevo poǉe J du� γ takvo da je
J(0) = X i J ′(0) = Y.

Dokaz: Neka su e1(t), ..., en(t) paralelna, ortonormirana poǉa du� γ. Sada
Jakobijevo poǉe J mo�emo zapisati u obliku

J(t) =
n∑
i=1

fi(t)ei(t)

za glatke funkcije fi ∈ C∞, i = 1, ..., n, pa je

J ′′(t) =
n∑
i=1

f ′′i (t)ei(t)
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i

R(J, γ′)γ′ =

n∑
i=1

g(R(J, γ′)γ′, ei)ei =

n∑
i=1

 n∑
j=1

fj · g(R(ej , γ
′)γ′, ei)

 ei.

Dakle, Jakobijeva jednaqina je ekvivalentna sistemu diferencijalnih jedna-
qina

f ′′i +

n∑
j=1

fj · g(R(ej , γ
′)γ′, ei) = 0, ∀i = 1, ..., n.

Kako je ovo linearni sistem drugog reda, za poqetne uslove J(0) = X i J ′(0) =
Y postoji jedinstveno C∞ rexeǌe definisano na [0, a].

Primer 4.1 Uvek postoje dva trivijalna Jakobijeva poǉa du� svake geode-
zijske krive γ, koja se mogu odmah zapisati. Naime, kako je

D2

∂t2
γ′(t) +R(γ′(t), γ′(t))γ′(t) = 0 + 0 = 0,

vektorsko poǉe J0(t) = γ′(t) zadovoǉava Jakobijevu jednaqinu sa poqetnim
uslovima

J0(0) = γ′(0), J
′
0(0) = 0.

Analogno, J1(t) = tγ′(t) je Jakobijevo poǉe du� γ sa poqetnim uslovima

J1(0) = 0, J
′
1(0) = γ′(0).

Tako�e, mo�emo uoqiti da je J0 varijaciono poǉe varijacije Γ(t, s) = γ(t+ s),
dok je J1 varijaciono poǉe za Γ(t, s) = γ(tes). Ova dva Jakobijeva poǉa nam
zapravo samo daju mogu�e reparametrizacije krive γ, i ne daju nam nikakve
informacije o geodezijskim krivama razliqitim od γ. �

Kako bismo razlikovali ova trivijalna Jakobijeva poǉa od onih koja nam
daju vixe informacija, definiximo slede�e pojmove: tangentno vektorsko
poǉe du� krive γ je vektorsko poǉe V takvo da je V (t) umno�ak od γ′(t), za
sve t, a normalno vektorsko poǉe W du� γ je ono za koje je W (t)⊥γ′(t) za
sve t. Svako Jakobijevo poǉe se mo�e na jedinstven naqin zapisati kao suma
tangentnog i normalnog Jakobijevog poǉa:

Stav 4.3 Svako Jakobijevo poǉe J du� geodezijske krive γ Rimanove mnogostru-
kosti M mo�emo na jedinstven naqin zapisati u obliku

J(t) = a γ′(t) + b tγ′(t) + Y (t),

gde su a i b realni brojevi a Y normalno Jakobijevo poǉe du� γ.
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Dokaz: Neka je g Rimanova metrika na M i neka su

a = g(γ′(0), J(0)), b = g(γ′(0), J ′(0)), Y (t) = J(t)− a γ′(t)− b tγ′(t).

Kako J(t), γ′(t) i tγ′(t) zadovoǉavaju Jakobijevu jednaqinu, onda je i Y (t) zado-
voǉava pa je

Y ′′ +R(Y, γ′)γ′ = 0.

Ako pomno�imo ovu jednaqinu sa γ′ dobijamo

g(Y ′′, γ′) + g(R(Y, γ′)γ′, γ′) = 0.

Kako je Rimanova krivina koso-simetriqna linearna transformacija u svakoj
taqki tangentnog prostora, dobijamo da je drugi sabirak jednak nuli pa je
g(Y ′′, γ′) = 0. Iz ∇γ′γ′ = 0 i ∇g = 0 dobijamo

D2

dt2
g(Y, γ′) = ∇2

γ′g(Y, γ′) = g(Y ′′, γ′) = 0.

Dakle, g(Y, γ′) = At + B gde su A i B konstante. Kako je tγ′(t) = 0 za t = 0
dobijamo

B = g(Y (0), γ′(0)) = g(J(0)− aγ′(0), γ′(0))

= g(J(0), γ′(0))− g(aγ′(0), γ′(0)) = a− a = 0.

Kako je γ geodezijska, onda je Y ′ = J ′ − bγ′, pa je

A =
d

dt
g(Y, γ′)t=0 = g(J ′(0), γ′(0))− g(bγ′(0), γ′(0)) = b− b = 0.

Dakle, g(Y, γ′) = 0 pa je Y normalno Jakobijevo poǉe du� γ.
Za dokaz jedinstvenosti, pretpostavimo da je

J = cγ′ + dtγ′ + Z

druga dekompozicija poǉa J gde je Z normalno na γ. Za svako t imamo

J(t) = (a+ bt)γ′(t) + Y (t) = (c+ dt)γ′(t) + Z(t).

Kako su Y (t) i Z(t) normalna na γ′(t) dobijamo da je

a+ bt = c+ dt, Y (t) = Z(t),

pa je
a = c, b = d, Y = Z.

Stav 4.4 Neka je γ : I →M geodezijska kriva i a ∈ I. Tada:

(a) Jakobijevo poǉe J du� γ je normalno ako i samo ako je

J(a) ⊥ γ′(a) i J ′(a) ⊥ γ′(a).

(b) Svako Jakobijevo poǉe koje je ortogonalno na γ′ u dve taqke je nor-
malno.
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Dokaz: Iz dokaza prethodnog stava imamo da je f(t) := g(J(t), γ′(t)) = At +
B, pa je f(a) = g(J(a), γ′(a)) = Aa + B i f ′(a) = g(J ′(a), γ′(a)) = B. Dakle,
J(a) i J ′(a) su ortogonalni na γ′(a) akko f(a) = f ′(a) = 0 akko f ≡ 0 akko J
normalno. Analogno, ako je J ortogonalno na γ′ u dve taqke, onda je f ≡ 0 pa
je J normalno.

Primer 4.2 (Jakobijevo poǉe mnogostrukosti konstantne krivine)
Neka je M Rimanova mnogostrukost konstantne sekcione krivine K i neka
je γ : [0, l] → M normalizovana geodezijska kriva na M . Tako�e, neka je J
Jakobijevo poǉe du� γ, normalno na γ′.

Koriste�i (7) i qiǌenice da je |γ′| = 1 i J normalno na γ′ dobijamo

R(J, γ′)γ′ = K

g(γ′, γ′)︸ ︷︷ ︸
=1

J − g(J, γ′)︸ ︷︷ ︸
=0

γ′

 = KJ

pa Jakobijeva jednaqina glasi

J ′′ +KJ = 0.

Neka su v i w paralelna poǉa du� γ takva da je g(γ′(t), v(t)) = 0, g(γ′(t), w(t)) = 0
i |v(t)| = |w(t)| = 1 za sve t ∈ [0, l]. Tada je

J(t) =


cos(t

√
K)√

K
v(t) +

sin(t
√
K)√

K
w(t), K > 0;

v(t) + tw(t), K = 0;
cosh(t

√
−K)√

−K
v(t) +

sinh(t
√
−K)√

−K
w(t), K < 0,

(52)

Jakobijevo poǉe du� γ sa poqetnim uslovima J(0) = v(0) i J ′(0) = w(0). Ovo se
lako mo�e proveriti: na primer za sluqaj K > 0 imamo

D2

dt2
J +KJ =

D

dt

− sin(t
√
K)v(t) +

cos(t
√
K)√

K

D

dt
v(t)︸ ︷︷ ︸

=0



+
D

dt

cos(t
√
K)w(t) +

sin(t
√
K)√

K

D

dt
w(t)︸ ︷︷ ︸
=0


+K

(
cos(t

√
K)√

K
v(t) +

sin(t
√
K)√

K
w(t)

)
= −
√
K cos(t

√
K)v(t)−

√
K sin(t

√
K)w(t)

+
√
K cos(t

√
K)v(t) +

√
K sin(t

√
K)w(t)

= 0,

za sve t ∈ [0, l] xto je i trebalo dokazati. Analogno i za ostala dva sluqaja. �
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4.2 Tube oko podmnogostrukosti

Definicija 4.3 Neka jeM topoloxki potopǉena podmnogostrukost Rimanove
mnogostrukosti L. Tuba T (M, r) polupreqnika r ≥ 0 oko M je skup

T (M, r) = {n ∈ L | postoji geodezijska kriva γ du�ine L(γ) ≤ r

sa poqetkom u n koja seqe M pod pravim uglom }. (53)

Napomena 4.1 (1) Ako M ima granicu, tada je

T (M, r) 6= {n ∈ L | d(n,M) ≤ r},

zato xto iz skupa sa desne strane moramo izbaciti krajeve da bismo
dobili skup sa leve strane.

(2) Preslikavaǌe expp : O ⊂ TpM →M mo�emo definisati na T⊥p M sa

expT⊥p (v) = expp v, v ∈ T⊥p M.

Neka je Op najve�a okolina nule u T⊥p M za koju je
expT⊥p : Op → expT⊥p M (Op) difeomorfizam.

(3) Mo�emo pretpostaviti da je

expT⊥p : {v ∈ T⊥p M | ‖v‖ ≤ r} → T (M, r) ⊂ expT⊥p (Op) difeomorfizam.

Tada (53) mo�emo napisati kao

T (M, r) =
⋃
p∈M
{expp v | v ∈ T⊥p M i ‖v‖ ≤ r}. � (54)

Definicija 4.4 Hiperpovrx oblika

Mt = {m ∈ T (M, r) | d(m,M) = t}

nazivamo tubularna hiperpovrx na rastojaǌu t od M .

Primer 4.3 Tubularna hiperpovrx na rastojaǌu r od taqke q ∈ S6 je sfera
polupreqnika r sa centrom u q, tj.

Mr = {p ∈ S6 | d(p, q) = r},

dok je tuba polupreqnika r oko q jednaka

T (q, r) = {p ∈ S6 | d(p, q) ≤ r}. �
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Primer 4.4 (Tuba i tubularna hiperpovrx oko heliksa u R3)

Primer 4.5 (Operator oblika tubularne hiperpovrxi oko skoro kompleksne kri-
ve u S6)
Neka je S skoro kompleksna kriva i neka je T⊥p S normalno raslojeǌe, a sa
UT⊥p S oznaqimo jediniqno normalno raslojeǌe u taqki p ∈ S. Definixemo
preslikavaǌe

exprUT⊥p
: UT⊥p S → S6,

exprUT⊥p
(η) := expp(rη) = cos r p+ sin r η,

Za male r ∈ R+, expr
UT⊥p

je imerzija. Tada je Mr = expr
UT⊥p

(UT⊥p S) tubularna
hiperpovrx oko skoro kompleksne krive S na rastojaǌu r.

Za svaki η ∈ UT⊥p S

γη : R→ S6, γη(t) = cos t p+ sin t η

je maksimalna geodezijska kriva u S6 takva da je γη(0) = p i γ̇η(0) = η. Ako
je q := γη(r) ∈ Mr ⊂ S6, tada je jediniqni normalni vektor ξ na Mr u q dat
sa ξ = γ̇η(r). Na osnovu (37), operator oblika Aξ : TqMr → TqMr na Mr u q u
odnosu na ξ je definisan sa

AξX = −∇̄Xξ,

za svaki vektor X tangentan na Mr u taqki q.
Specijalno, ako je Y Jakobijevo vektorsko poǉe du� γη normalno na γη, na

osnovu Stava 4.1 znamo da je Y varijaciono poǉe neke geodezijske varijacije
f(t, s) krive γη. Kako je Y normalno, a ξ = γ̇η(r) tangentno poǉe du� γη, onda
va�i Y⊥ξ, pa su Y i ξ nezavisna, tj. f(t, s) je imerzija a t i s su lokalne
koordinate. Tada je [ ∂∂t ,

∂
∂s ] = 0, tj. [ξ, YX ] = 0, pa je ∇̄ξY = ∇̄Y ξ. Sada imamo

AξY (r) = −∇̄Y ξ(r) = −∇̄ξY (r) = −∇̄γ̇ηY (r) = Y ′(r). � (55)
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5 Hopfove hiperpovrxi

Neka je M orijentabilna hiperpovrx skoro kompleksne Rimanove mnogostru-
kosti (W, ḡ, J, ∇̄), i neka je ξ jediniqno normalno poǉe naM . Koristi�emo g da
oznaqimo indukovanu Rimanovu metriku na M , ∇ za Levi-Qivita povezanost
na M i A za operator oblika za M u odnosu na ξ. Hopfovo vektorsko poǉe je
vektorsko poǉe U na M dato sa

U = −Jξ. (56)

Ka�emo da je M Hopfova hiperpovrx ako su integralne krive za U
geodezijske na M , tj. ako je ∇UU = 0.

U ovom delu �emo dati karakterizaciju Hopfovih hiperpovrxi blizu
Kelerove mnogostrukosti. Ka�emo da je W blizu Kelerova mnogostrukost
ako va�i

(∇̄XJ)X = 0, X ∈ TpW, p ∈W, (57)

ili ekvivalentno

(∇̄XJ)Y + (∇̄Y J)X = 0, X, Y ∈ TpW, p ∈W.

Kako (34) i (36) va�e i u ovom sluqaju, dobijamo

(∇̄XJ)(JX) = 0, X ∈ TpW, p ∈W. (58)

Stav 5.1 Orijentabilna hiperpovrx M blizu Kelerove mnogostrukosti W je
Hopfova hiperpovrx ako i samo ako je U vektorsko poǉe glavne krivine na M .

Dokaz: Formule Gausa i Vajngartena glase

∇̄XY = ∇XY + g(AX,Y )ξ, (59)

∇̄Xξ = −AX. (60)

Koriste�i (56) imamo

∇̄UU = −∇̄U (Jξ) = −(∇̄UJ)ξ − J(∇̄Uξ) = − (∇̄UJ)JU︸ ︷︷ ︸
=0

−J(∇̄Uξ).

Prvi sabirak je nula zbog (58), pa koriste�i (60) dobijamo

∇̄UU = JAU.

Iz (59) sledi da je ∇UU komponenta od JAU tangentna na M . Za proizvoǉan
tangentni vektor X na M , JX je ortogonalan na M ako i samo ako je X = αU
za neku realnu funkciju α, pa va�i ∇UU = 0 akko je AU = αU za neku realnu
funkciju α, xto je i trebalo dokazati.
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5.1 Na blizu Kelerovoj sferi S6

Ako je γ geodezijska kriva na S6 parametrizovana du�inom luka, odnosno
veliki krug sfere, onda je ∇γ̇ γ̇ = 0 pa koriste�i (57) dobijamo ∇̄γ̇(Jγ̇) =
(∇̄γ̇J)γ̇ + J∇̄γ̇ γ̇ = 0, tj. Jγ̇ je paralelno vektorsko poǉe du� γ. �elimo da
opixemo vezu izme�u J i paralelnog pomeraǌa du� γ. Koristi�emo taqku da
oznaqimo izvod u odnosu na t neke R7-vrednosne funkcije.

Lema 5.1 Neka je X paralelno vektorsko poǉe du� geodezijske krive γ na S6

koje je ortogonalno na γ̇ i Jγ̇, i neka je

Y (t) = cos t JX − sin t γ̇ ×X.

Ako je γ parametrizovana du�inom luka, onda je Y (t) paralelno vektorsko poǉe
du� γ sa poqetnom vrednox�u JX(0).

Dokaz: Iz pretpostavki za vektorsko poǉe X imamo da je Ẋ = 0. Tako�e,
vidimo da je Y (0) = JX(0) ortogonalno na γ̇(0), i va�i

Ẏ = − sin t γ ×X + cos t γ̇ ×X − cos t γ̇ ×X − sin t γ̈ ×X.

Me�utim, γ je veliki krug na S6 pa je γ̈ = −γ, i dobijamo da je Ẏ = 0, xto up-
ravo znaqi da je Y paralelno vektorsko poǉe du� γ, xto je i trebalo dokazati.

Sada smo spremni da doka�emo bitan stav o Hopfovim hiperpovrxima iz rada
[4]. Kasnije �emo pokazati da va�i i obrat.

Stav 5.2 Totalno geodezijske hipersfere u S6 i delovi tuba oko skoro komplek-
snih krivih u S6 su orijentabilne Hopfove hiperpovrxi.

Dokaz:
Totalno geodezijske hipersfere S5 u S6 su totalno umbiliqke pa je Hop-

fovo vektorsko poǉe U samim tim vektorsko poǉe glavne krivine. Na osnovu
Stava 5.1 geodezijske hipersfere su Hopfove hiperpovrxi u S6.

Neka je sada S povezana skoro kompleksna kriva u S6, tj. skoro kompleksna
podmnogostrukost od S6 realne dimenzije 2. Lokalno i za male polupreqnike
r ∈ R+ mo�emo definisati tubu T (S, r) polupreqnika r oko S. Neka je η
jediniqni normalni vektor na S u nekoj taqki p ∈ S. Tada je

γη : R→ S6, t 7→ cos t p+ sin t η

maksimalna geodezijska kriva u S6 takva da je γη(0) = p i γ̇η(0) = η. Ako je
q = γη(r) ∈ T (S, r), onda je jediniqni normalni vektor ξ na T (S, r) u q dat sa
ξ = γ̇η(r). Specijalno, T (S, r) je orijentabilna.

Neka je X ∈ TpS6 ortogonalan na η i neka je YX Jakobijevo poǉe du� γη sa
poqetnim vrednostima YX(0) = XT i ∇̄γ̇Y (0) = X⊥ −AηXT , gde je Aη operator
oblika na S u p u odnosu na η, a T i ⊥ su ortogonalne projekcije na tangentne
i normalne prostore na S i p. Tada, na osnovu (55), operator oblika Aξ na
T (S, r) u q u odnosu na ξ zadovoǉava

AξYX(r) = −∇̄γ̇YX(r). (61)
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S obzirom da je YX normalno na γη i da S6 ima konstantnu sekcionu krivinu
1, iz (52) dobijamo da je

YX(t) = cos tBXT (t) + sin tBX⊥−AηXT (t),

gde, za V ∈ TpS6, BV je paralelno vektorsko poǉe du� γη takvo da je BV (0) = V .
Ako je X glavni pravac na S u p u odnosu na η, tj. AηX = λX, tada

YX(t) = (cos t− λ sin t)BX(t), tj. BX(t) =
YX(t)

cos t− λ sin t
, (62)

pa koriste�i (61) dobijamo

AξBX(r) =
AξYX(r)

cos r − λ sin r
=
−∇̄γ̇((cos r − λ sin r)BX(r))

cos r − λ sin r

=
−(∇̄γ̇(cos r − λ sin r))BX(r)− (cos r − λ sin r)

=0︷ ︸︸ ︷
∇̄γ̇BX(r)

cos r − λ sin r

=
sin r + λ cos r

cos r − λ sin r
BX(r).

Inaqe, ako je X ortogonalan na S u p, imamo

YX(t) = sin t BX(t), tj. BX(t) =
YX(t)

sin t
,

odakle sledi

AξBX(r) =
AξYX(r)

sin r
=
−∇̄γ̇(sin r BX(r))

sin r

=
−∇̄γ̇(sin r) BX(r)− (sin r)

=0︷ ︸︸ ︷
∇̄γ̇BX(r))

sin r

= −cos r

sin r
BX(r) = −ctg r BX(r).

Zakǉuqujemo da su vektori glavne krivine na T (S, r) u q dobijeni paralelnim
pomeraǌem du� γη od p do q:

(1) vektora glavne krivina na S u odnosu na η, i

(2) T⊥p S ∩ (Rη)⊥, gde T⊥p S predstavǉa normalan prostor na S u p.

Kako je S skoro kompleksna, T⊥p S je invarijantan pri J, pa Jη ∈ T⊥p S ∩ (Rη)⊥.
Tako�e, kako je Jγ̇η paralelno du� γη, onda se Jγ̇η dobija paralelnim pome-
raǌem Jη du� γη, pa je U = −Jξ = −Jγ̇η(r) vektor glavne krivine na T (S, r) u
q. Na osnovu Stava 5.1, T (S, r) je Hopfova hiperpovrx sfere S6.

Napomena 5.1 Primetimo da, s obzirom da su sve skoro kompleksne krive u S6

minimalne, ako su glavne krivine na S u odnosu na η oblika ±tg θ (θ ∈ [0, π/2))
onda su glavne krivine na T (S, r) u q date sa tg(r ± θ) i −ctg r, u zavisnosti
od sluqaja (1) ili (2) iz prethodnog stava. �
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5.2 Karakterizacija

U ovom delu �emo pokazati da je svaka Hopfova hiperpovrx sfere S6 upravo
jedan od primera iz Stava 5.1.

Sa M �emo oznaqavati povezanu Hopfovu hiperpovrx na S6 sa jediniqnim
normalnim poǉem ξ. U Stavu 5.1 smo videli da je Hopfovo vektorsko poǉe U
glavni pravac, pa je

AU = αU (63)

za neku realno vrednosnu funkciju α na M .

Lema 5.2 Funkcija glavne krivine α je konstantna.

Dokaz: Kodacijeva jednaqina za M u S6 je, na osnovu (47), data sa

(∇XA)Y = (∇YA)X. (64)

Kako je AU = αU , onda je g(∇X(AU), Y ) = g(∇X(αU), Y ), tj.

g((∇XA)U, Y ) + g(A(∇XU), Y ) = (Xα)g(U, Y ) + αg((∇XU), Y )

pa je

g((∇XA)U, Y ) = (Xα)g(U, Y ) + αg((∇XU), Y )− g(A(∇XU), Y ). (65)

Koriste�i (64), (65) i simetriju operatora A dobijamo

0 = g((∇XA)Y − (∇YA)X,U)

= g((∇XA)U, Y )− g((∇YA)U,X)

= (Xα)g(U, Y ) + αg(∇XU, Y )− g(A∇XU, Y )

− (Y α)g(U,X) + αg(∇Y U,X)− g(A∇Y U,X). (66)

Ako u prethodnu jednakost zamenimo X = U i koriste�i (63) dobijamo

(Y α) = (Uα)g(U, Y ),

tj.

grad α = (Uα)U. (67)

Neka je D ortogonalna komplementarna distribucija u odnosu na U na M .
Tada je za vektorska poǉa X,Y na M sa vrednostima u D,

0 = X(Y α)− Y (Xα) = [X,Y ]α = (Uα)g([X,Y ], U). (68)

Ako je Uα 6= 0, onda je za sve X, Y ∈ D, [X,Y ] normalno na U pa [X,Y ] ∈ D, tj.
D je integrabilna distribucija. Me�utim, tada postoji podmnogostrukost
qije je to tangentno raslojeǌe, tj. qetvorodimenziona mnogostrukost koja je
pri tom i skoro kompleksna. Teorema 3.2 ka�e da takve podmnogostrukosti
ne postoje pa mora biti Uα = 0. Sada, iz (67) dobijamo da je grad α = 0 pa je
α konstantna.

Neka je c integralna kriva vektorskog poǉa U . Tada je c geodezijska na M
parametrizovana du�inom luka pa iz (59) dobijamo

∇̄ċċ = g(AU,U)ξ ◦ c = αξ ◦ c,

gde smo koristili (63) za drugu jednakost. Kako je α konstantna, sledi da je
c sferna kriva na S6 i ima slede�a svojstva:
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Posledica 5.1 Neka je c : I → M integralna kriva poǉa U . Tada

(1) geodezijska krivina za c u S6 je jednaka |α|;

(2) c(I) je povezana komponenta od M ∩ N (specijalno, c je kriva u N), gde je
N ≈ S2 totalno geodezijska podmnogostrukost od S6 sa c(t) ∈ N i Tc(t)N =
Rċ(t)⊕ RJċ(t);

(3) c(I) je deo ravanskog kruga polupreqnika sin r, gde je r = arc ctg|α|.

Za karakterizaciju Hopfovih hiperpovrxi bi�e nam potrebna slede�a lema:

Lema 5.3 Neka je Tα = {X ∈ TM : AX = αX}, neka je α = −ctg r i

LX = cos r JX − sin r ξ ×X.

Tada je ortogonalni komplement T⊥α u TM invarijantan pri L.

Dokaz: Primetimo da ako su X i Y vektorska poǉa tangentna na M u p,
onda koriste�i (56) i (60) dobijamo

g(∇XU, Y ) = −g(∇̄X(p× ξ), Y ) = −g((∇̄Xp)× ξ, Y )− g(p× ∇̄Xξ), Y )

= −g((DXp)× ξ, Y )− g(p× (−AX), Y )

= −g(X × ξ, Y ) + g(JAX, Y ). (69)

Neka je X ∈ Tα(p) i, uz pretpostavku da M nije umbiliqka u p, neka je Y ∈ TpM
takav da je AY = λY , gde je λ 6= α, tj. Y ∈ T⊥α (p). Tada su JY i ξ × Y
ortogonalni na p i ξ, pa je LY tako�e ortogonalan na p i ξ. Koriste�i (66)
i Lemu 5.2, dobijamo da je g(∇XU, Y ) = 0, pa iz (69) va�i

g(JAX + ξ ×X,Y ) = 0. (70)

Sada je

g(LY,X) = g(cos r JY − sin r ξ × Y,X)

= sin r g(ctg r JY − ξ × Y,X)

= sin r g(Y,−ctg r JX + ξ ×X)

= sin r g(Y, JAX + ξ ×X)

Iz (70) dobijamo da je g(LY,X) = 0, pa LY ∈ T⊥α (p), xto je i trebalo dokazati.

Sada smo spremni da doka�emo obratni smer iz Stava 5.1:

Teorema 5.1 Neka je M Hopfova hiperpovrx u S6. Tada je M otvoreni deo to-
talno geodezijske hipersfere u S6 ili tuba oko skoro kompleksne krive u S6.

Dokaz: Ako je ξ1 jediniqno normalno poǉe na M , tada ∇̄Uξ1 = −Aξ1U =
−α1U , pa je α1 = −g(∇̄Uξ1, U) = g(∇̄UU, ξ1). Me�utim, ako posmatramo normalno
poǉe ξ2 = −ξ1, onda je α2 = −α1. Dakle, mo�emo izabrati lokalno jediniqno
normalno poǉe ξ na otvorenom podskupu W od M , takvo da je glavna krivina
α negativna, i neka je α = −ctg r za neko r ∈ (0, π/2]. Neka je

F : W → S6, p→ exp(−rξp) = γξp(−r).
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Na osnovu (54), F (p) = exp(−rξp) predstavǉa tubularnu hiperpovrx oko W
na rastojaǌu −r.

S druge strane, F (p) je zapravo tok vektorskog poǉa ξ za vreme −r, tj.
F (p) = Φξ

−r(p). Neka je YX Jakobijevo poǉe du� γξp kao u Stavu 5.1. Videli
smo da je [ξ, YX ] = 0, pa dΦξ

−r slika poǉe YX u sebe, tj. dΦξ
−r(YX) = YX (videti

[2]).
Ako je X ∈ TpW glavni pravac koji odgovara glavnoj krivini k i ako je F∗

diferencijal preslikavaǌa F , tada, koriste�i (62), dobijamo

F∗(X) = dΦξ
−r(YX(0)) = YX(−r) = (cos r + k sin r)Br(X), (71)

gde Br predstavǉa paralelno pomeraǌe du� γξp od p do F (p). Iz (71) vidimo
da ako je glavna krivina k = α, onda je F∗(X) = 0, tj. F je singularno u svim
taqkama iz W . Tako�e, ako X ∈ kerF∗ onda je cos r+k sin r = 0, tj. X je glavni
pravac koji odgovara glavnoj krivini k = −ctg r = α pa je

ker(F∗) = Tα,

dok netrivijalnu sliku imaju oni iz T⊥α (p), pa je

im(F∗) = Br(T
⊥
α (p)).

Posmatrajmo krivu ϕ(t) = γξp(t − r). Kako je γξp geodezijska, i ϕ je geode-
zijska i va�i ϕ̇(t) = γ̇ξp(t− r). Iz definicije, Br je paralelno pomeraǌe du�
γξp od p do q = F (p). Na osnovu Leme 5.1 za krivu ϕ, poqetnom vektoru JXq, u
taqki ϕ(0) = q, odgovara, u taqki ϕ(r) = p, vektor

cos r JX(r)− sin r ϕ̇(r)×X(r) = cos r JX(r)− sin r γ̇ξp(0)×X(r)

= cos r JXp − sin r ξp ×Xp,

pa je
Br(cos r JXp − sin r ξp ×Xp) = JXq.

Kako je Xq = Br(Xp) i L(Xp) = cos r JXp − sin r ξp ×Xp, imamo da va�i

BrL(Xp) = JBr(Xp), ∀Xp.

Sada, primenom Leme 5.3 dobijamo

J(im(F∗)) = JBr(T
⊥
α (p)) = BrL(T⊥α (p)) = Br(T

⊥
α (p)) = im(F∗),

pa je im(F∗) J-invarijantno. Zbog toga je im(F∗)(p) parne dimenzije, tj. di-
menzije 0,2 ili 4 u svakoj taqki p ∈W .

Prvo, pretpostavimo da je im(F∗)(p0) dimenzije 4 u nekoj taqki p0 ∈W , pa je
α(p0) vixestrukosti 1. Zbog neprekidnosti funkcije glavne krivine, postoji
otvorena okolina V ⊂ W taqke p0 takva da je dimTα = 1 na V , pa F ima
konstantan rang 4 na V . Zbog toga postoji 4-dimenziona podmnogostrukost L
od S6 i otvorena okolina Ṽ taqke p0 u V takva da je F |Ṽ : Ṽ → L submerzija
na L. Me�utim, tada je L 4-dimenziona skoro kompleksna podmnogostrukost
od S6, xto je u kontradikciji sa Teoremom 3.2.

Daǉe, pretpostavimo da je im(F∗)(p0) dimenzije 2 u nekoj taqki p0 ∈ W .
Na isti naqin, postoji 2-dimenziona podmnogostrukost S od S6 i otvorena
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okolina Ṽ taqke p0 u W takva da je F |Ṽ : Ṽ → S submerzija na S. Dakle, S je
skoro kompleksna kriva u S6. Videli smo da je, po konstrukciji preslikavaǌa
F , F (Ṽ ) tubularna hiperpovrx na rastojaǌu r, tj. otvoreni deo tube oko
skoro kompleksne krive S.

Na kraju, neka je im(F∗)(p0) dimenzije 0 u nekoj taqki p0 ∈ W . Pretpo-
stavimo da u svakoj otvorenoj okolini taqke p0 u W postoji taqka p takva da
je im(F∗)(p) dimenzije 2. Mo�emo izabrati niz taqaka pn koje konvergiraju ka
p0 i za koje va�i da je im(F∗)(pn) dimenzije 2. Tada su glavne krivine M u pn
jednake −ctg r, tg(r+θn) i tg(r−θn) za neko θn ∈ [0, π/2). Kako su funkcije glavne
krivine neprekidne, dobijamo da nizovi (tg(r+ θn))n∈N i (tg(r− θn))n∈N moraju
konvergirati ka −ctg r xto je nemogu�e. Dakle, postoji otvorena okolina V
taqke p0 u W takva da je dimTα = 5 na V . Dobijamo da F : V → q, gde je q ∈ S6

taqka. Dakle, F (V ) je tubularna hiperpovrx na rastojaǌu r oko taqke q, tj.
otvoreni deo totalno geodezijske hipersfere polupreqnika r sa centrom u q.

Kao xto smo videli, dimenzija od im(F∗) je lokalno konstantna sa vredno-
stima 0 ili 2. Kako je M povezana, im(F∗) ima konstantnu dimenziju 0 ili
2 na celoj hiperpovrxi pa je F ili taqka ili skoro kompleksna kriva u S6.
Po konstrukciji, M (tj. F (M)) je tubularna hiperpovrx oko F , pa je M
otvoreni deo totalno geodezijske hipersfere u S6 ili otvoreni deo tube oko
skoro kompleksne krive u S6.

Kako su totalno geodezijske hipersfere ili tube oko skoro kompleksnih
krivih u S6 orijentabilne, dobijamo

Posledica 5.2 Hopfove hiperpovrxi u S6 su orijentabilne.

Kombinacijom Stava 5.1 i Teoreme 5.1 vidimo da se familija Hopfovih
hiperpovrxi sfere S6 poklapa sa familijom totalno geodezijskih hipersfera
i tuba oko skoro kompleksnih kriva. Specijalno, svaka Hopfova hiperpovrx
u S6 ima taqno jednu, dve ili tri razliqite glavne krivine u svakoj taqki.
Umbiliqke su otvoreni delovi totalno geodezijskih hipersfera, dok su ne-
umbiliqke otvoreni delovi tuba oko skoro kompleksnih krivih.

5.3 Tube oko skoro kompleksnih krivih u S6

Podsetimo se da se skoro kompleksne krive na S6 mogu svrstati u slede�a
qetiri tipa:

(i) superminimalne i linearno potpune u S6,

(ii) linearno potpune u S6 ali ne superminimalne,

(iii) linearno potpune u nekoj totalno geodezijskoj S5 u S6,

(iv) totalno geodezijske.

�elimo da vidimo koje podklase Hopfovih hiperpovrxi u S6 odgovaraju
ovim klasama skoro kompleksnih krivih. Najpre �emo posmatrati totalno
geodezijske skoro kompleksne krive.

Teorema 5.2 Za Hopfovu hiperpovrx M u S6 sa jediniqnim normalnim poǉem ξ
slede�e qiǌenice su ekvivalentne:

(1) M ima taqno dve razliqite glavne krivine u svakoj taqki.
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(2) M je otvoreni deo tube oko totalno geodezijske skoro kompleksne krive
S u S6.

(3) M je ne-umbiliqka i operator oblika A na M i operator L komutiraju,
gde je r ∈ (0, π/2], α = −ctg r i

LX = cos r JX − sin r ξ ×X, X ∈ TM.

Dokaz:
(1) ⇒ (2) : Pretpostavǉamo da M ima taqno dve razliqite glavne krivine u
svakoj taqki. Tada M ne mo�e biti otvoreni deo geodezijske hipersfere jer
je ona umbiliqka. Iz Teoreme 5.1 sledi da je M otvoreni deo tube oko skoro
kompleksne krive S u S6. Ako S nije totalno geodezijska, iz Napomene 5.1
sledi da M ima tri razliqite glavne krivine tg(r+θ), tg(r−θ) i tg(r+π/2) =
−ctg r u nekoj taqki, xto je kontradikcija. Dakle, S je totalno geodezijska,
tj. va�i (2).
(2) ⇒ (1) : Ako je S totalno geodezijska skoro kompleksna kriva u S6, onda je
Aξ = 0 za svako normalno poǉe ξ na S pa su glavne krivine na S u svakoj taqki
jednake 0 = tg 0. Na osnovu Napomene 5.1, glavne krivine u svakoj taqki na M
su tg r i −ctg r, gde je r polupreqik tube. Dakle, M ima taqno dve razliqite
glavne krivine u svakoj taqki.
(3) ⇒ (1) : Pretpostavimo da M ima tri razliqite glavne krivine u nekoj
taqki p, i oznaqimo ih sa α = −ctg r, λ i µ. Tada je dimTα = 3 i dimTλ =
1 = dimTµ. Na osnovu Leme 5.3, prostor T⊥α = Tλ ⊕ Tµ je invarijantan pri L
i va�i LTλ ⊂ Tµ i LTµ ⊂ Tλ. Ako v ∈ Tλ, kako A i L komutiraju i Lv ∈ Tµ,
dobijamo

λLv = Lλv = LAv = ALv = µLv,

pa je λ = µ, xto je kontradikcija. Dakle, M ima taqno dve razliqite glavne
krivine u svakoj taqki.
(1)⇒ (3) : Fiksirajmo proizvoǉnu taqku p ∈M i oznaqimo glavne krivine za
M u p sa α = −ctg r i λ. Iz Leme 5.3 znamo da je LTλ ⊂ Tλ jer je Tλ = T⊥α , pa
L slika svaki od sopstvenih prostora Tλ i Tα u sebe. Sada imamo

v ∈ Tα ⇒ Lv ∈ Tα ⇒ ALv = αLv, LAv = Lαv = αLv ⇒ AL = LA na Tα,

v ∈ Tλ ⇒ Lv ∈ Tλ ⇒ ALv = λLv, LAv = Lλv = λLv ⇒ AL = LA na Tλ,

pa A i L komutiraju na TM = Tα ⊕ Tλ.

Napomena 5.2 Ako je p taqka sfere S6 i ξp tangentni vektor u p, geodezijska
kriva kroz p u pravcu ξp je

γξp(t) = cos t p+ sin t ξp.

Posmatrajmo skoro kompleksnu totalno geodezijsku krivu S2 u S6. Kako je
S2 ↪→ S6 ↪→ R7, mo�emo S2 posmatrati u trodimenzionom prostoru R3 ×
{(0, 0, 0, 0)}, tj.

(∀p) Lin(p)⊕ TpS2 = R3 × {(0, 0, 0, 0)}.
Tada je T⊥p S

2 = {(0, 0, 0)} × R4, a jediniqni normalni vektori su u S3 ⊂ R4.
Tubularna hiperpovrx Mr oko S2 je skup taqaka oblika cos r p + sin r ξp, gde
p ∈ S2 a ξp ∈ S3. Posmatrajmo preslikavaǌe

S2(cos r)× S3(sin r)→Mr, (cos r p, sin r ξp) 7→ cos r p+ sin r ξp.
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Ovo preslikavaǌe je oqigledno izometriqka imerzija i bijekcija, a tako�e i
smextaǌe, pa je Mr izometriqno S2(cos r)× S3(sin r). �

Sada �emo prikazati neke rezultate iz [15], gde su se autori bavili
problemom klasifikacije tuba oko skoro kompleksnih krivih tipa (i)-(iii).

Nadaǉe pretpostavǉamo da S nije totalno geodezijska skoro kompleksna
kriva, tj. neka je S skoro kompleksna kriva tipa (i)-(iii). Tada za η ∈ UT⊥p S
postoje, lokalno, realne glatke funkcije x1, x2, x3 i x4 takve da je η = x1ξ1 +
x2Jξ1 + x3ξ2 + x4Jξ2 i x1

2 + x2
2 + x3

2 + x4
2 = 1. Iz (46), operator oblika je

Aη ē1 =
√
x1

2 + x2
2λē1, Aη ē2 = −

√
x1

2 + x2
2λē2,

gde je {ē1, ē2} lokalno ortonormirana baza za TS. Izabrali smo novu bazu
kako bismo dijagonizovali operator Aη.

Kao i u Stavu 5.1, dobijamo da su glavne krivine i vektori glavnih kri-
vina tubularne hiperpovrxi Mr u q = γη(r), gde je ξ = γ̇η(r),

AξBē1(r) =
sin r +

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r −
√
x1

2 + x2
2λ sin r

Bē1(r), (72)

AξBē2(r) =
sin r −

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r +
√
x1

2 + x2
2λ sin r

Bē2(r), (73)

gde je BV (t) paralelno vektorsko poǉe du� γη(t) takvo da je BV (0) = V .
Tako�e, videli smo da ako X ∈ T⊥p S ∩ (Rη)⊥, tada je

AξBX(r) = −ctg r BX(r). (74)

Izaberimo ortonormiranu bazu {E1, ..., E5} tubularne hiperpovrxi Mr sa-
qiǌenu od glavnih pravaca, tj. AξEi = λiEi za jediniqno normalno vektorsko
poǉe ξ. Na osnovu prethodnog imamo da je

λ1 =
sin r +

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r −
√
x1

2 + x2
2λ sin r

, λ2 =
sin r −

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r +
√
x1

2 + x2
2λ sin r

, λ3 = λ4 = λ5 = −ctg r.

Vektor sredǌe krivine H tubularne hiperpovrxi Mr ⊂ S6 je, na osnovu
(12), dat sa

H =
1

5
trAξξ =

1

5
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5)ξ

=
1

5

(
sin r +

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r −
√
x1

2 + x2
2λ sin r

+
sin r −

√
x1

2 + x2
2λ cos r

cos r +
√
x1

2 + x2
2λ sin r

− 3ctg r

)
ξ

=
1

5

(
2

sin r cos r(1 + (x1
2 + x2

2)λ2)

cos2 r − (x1
2 + x2

2)λ2 sin2 r
− 3ctg r

)
ξ

=
1

5

(
2

ctg r(1 + (x1
2 + x2

2)λ2)

ctg2r − (x1
2 + x2

2)λ2
− 3ctg r

)
ξ

=
1

5

(
2ctg r(1 + (x1

2 + x2
2)λ2)− 3ctg r (ctg2r − (x1

2 + x2
2)λ2)

ctg2r − (x1
2 + x2

2)λ2

)
ξ

=
1

5

(2 + 5(x2
1 + x2

2)λ2)ctg r − 3ctg3 r

ctg2 r − (x2
1 + x2

2)λ2
ξ.

— 46 —



Hopfove hiperpovrxi blizu Kelerove sfere S6 �or�e Koci�

Skalarna krivina τ tubularne hiperpovrxi Mr ⊂ S6 je, na osnovu (5),
data sa

τ =
5∑
i=1

S(Ei, Ei) =
5∑
i=1

5∑
j=1

R(Ej , Ei, Ei, Ej) =
5∑

i,j=1

R(Ej , Ei, Ei, Ej). (75)

Ako u (39) zamenimo Y = Z⊥X i ‖X‖ = 1 = ‖Y ‖, dobijamo

R(X,Y )Y = Ah(Y,Y )X −Ah(X,Y )Y + g(Y, Y )X − g(X,Y )Y

= Ah(Y,Y )X −Ah(X,Y )Y +X,

pa je

R(X,Y, Y,X) = g(Ah(Y,Y )X,X)− g(Ah(X,Y )Y,X) + g(X,X)

= g(h(X,X), h(Y, Y ))− g(h(X,Y ), h(X,Y )) + 1.

U bazi {E1, ..., E5} va�i

h(Ei, Ei) = λiξ, h(Ei, Ej) = 0, i 6= j,

pa je

R(Ei, Ej , Ej , Ei) = g(h(Ei, Ei), h(Ej , Ej))− g(h(Ei, Ej), h(Ei, Ej)) + g(Ei, Ei)

= g(λiξ, λjξ) + 1 = λiλjg(ξ, ξ) + 1 = λiλj + 1, i 6= j, (76)

R(Ei, Ei, Ei, Ei) = 0, i = j.

Iz (75) i (76) dobijamo

τ =

5∑
i,j=1

R(Ej , Ei, Ei, Ej) =

5∑
i 6=j

R(Ej , Ei, Ei, Ej) =

5∑
i 6=j

(λiλj + 1) = 20 +

5∑
i 6=j

λiλj .

Najpre izraqunajmo proizvode glavnih krivina (zbog jednostavnijeg zapisa
oznaqimo a =

√
x1

2 + x2
2λ):

λ1λ2 =
1− a2ctg2r

ctg2r − a2
,

λ1λ3 = λ1λ4 = λ1λ5 =
−a ctg3r − (1 + a2)ctg2r − a ctgr

ctg2r − a2
,

λ2λ3 = λ2λ4 = λ2λ5 =
a ctg3r − (1 + a2)ctg2r + a ctgr

ctg2r − a2
,

λ3λ4 = λ3λ5 = λ4λ5 =
ctg4r − a2ctg2r

ctg2r − a2
.

Sada je

τ = 20 +

5∑
i 6=j

λiλj = 20 + 2λ1λ2 + 6(λ1λ3 + λ2λ3) + 6λ3λ4

= 20 +
2(1− a2ctg2r)− 12(1 + a2)ctg2r + 6(ctg4r − a2ctg2r)

ctg2r − a2

= 20 +
2− (12 + 20a2)ctg2r + 6ctg4r

ctg2r − a2

= 20 +
2− (12 + 20(x2

1 + x2
2)λ2)ctg2 r + 6ctg4 r

ctg2 r − (x2
1 + x2

2)λ2
.
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Dakle, vektor sredǌe krivine H i skalarna krivina τ tubularne hiper-
povrxi Mr ⊂ S6 su dati sa:

H =
(2 + 5(x2

1 + x2
2)λ2)ctg r − 3ctg3 r

5(ctg2 r − (x2
1 + x2

2)λ2)
ξ, (77)

τ = 20 +
2− (12 + 20(x2

1 + x2
2)λ2)ctg2 r + 6ctg4 r

ctg2 r − (x2
1 + x2

2)λ2
. (78)

Neka jeMn Rimanova podmnogostrukost realne prostorne forme Kn(c) kon-
stantne sekcione krivine c. Oznaqimo sa K sekcionu krivinu (6), a sa τ
skalarnu krivinu (5) mnogostrukostiM . Qen26 je u [8] uveo Rimanovu invari-
jantu

δM =
1

2
τ − inf K,

gde je inf K funkcija na M definisana sa

inf K(p) = inf{Kp(π) | π ⊂ TpM ravan}

i dokazao da va�i

δM ≤
n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 +

1

2
(n+ 1)(n− 2)c, (79)

gde je ‖H‖2 kvadrat norme vektora sredǌe krivine (12).
Za minimalne podmnogostrukosti sfere S6 nejednakost (79) se svodi na

δM ≤
1

2
(n+ 1)(n− 2),

zbog H = 0 i c = 1. Specijalno, za skoro kompleksnu krivu S u S6 va�i δS ≤ 0.

Teorema 5.3 (Qenova nejednakost, [8])
Neka je Mn n-dimenziona (n ≥ 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti
Km(c) konstantne sekcione krivine c. Tada va�i

inf K ≥ 1

2

(
τ − n2(n− 2)

n− 1
‖H‖2 − (n+ 1)(n− 2)c

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako postoji ortonormirana pokretna baza e1, ..., en,
en+1, ..., em gde su e1, ..., en tangentna vektorska poǉa, a en+1, ..., em normalna vek-
torska poǉa podmnogostrukosti M takva da u ǌoj operatori oblika Aer , r =
n+ 1, ...,m imaju slede�i oblik

Aen+1 =


a 0 0 . . . 0
0 b 0 . . . 0
0 0 µ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . µ

 , a+ b = µ, (80)

Aenr =


hr11 hr12 0 . . . 0
hr21 hr22 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0

 , r = n+ 2, ...,m. (81)

26Bang Yen Chen - Michigan State University, United States
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Ukoliko u svakoj taqki podmnogostrukosti M va�i jednakost u nejednakosti
(79) ka�emo daM zadovoǉava Qenovu jednakost. Za takve podmnogostrukosti
postoji pokretna baza u kojoj su operatori oblika dati sa (80) i (81).

Napomena 5.3 Na osnovu Napomene 5.2, vidimo da, ako je S totalno geodezi-
jska skoro kompleksna kriva u S6, Mπ

2
je deo S2(0)× S3(1) xto oqigledno nije

hiperpovrx.
Ako je S skoro kompleksna kriva tipa (i)-(iii), na osnovu prethodnog glavne

krivine za Mπ
2
su λ1 = − 1√

x21+x22λ
, λ2 = 1√

x21+x22λ
, λ3 = λ4 = λ5 = 0, pa je Mπ

2

minimalna. Mo�e se pokazati (videti [12]) da je Mπ
2
lokalno hiperpovrx na

skupu {x2
1 + x2

2 6= 0}, ali nije hiperpovrx na skupu {x1 = x2 = 0}.
Dakle, globalno posmatraju�i, Mπ

2
nije hiperpovrx. �

Sada smo spremni da doka�emo jox jednu teoremu o klasifikaciji:

Teorema 5.4 Neka je M kompaktna povezana Hopfova hiperpovrx u S6. Tada

(1) Ako je M minimalna, tada je M totalno geodezijska hipersfera ili
hiperpovrx27 S2(cos arctg(

√
6

2 ))× S3(sin arctg(
√

6
2 )) u S6;

(2) Ako M ima konstantnu skalarnu krivinu, onda je M totalno geodezijska
hipersfera ili hiperpovrx S2(cos r)× S3(sin r) u S6, r ∈ (0, π/2);

(3) AkoM zadovoǉava Qenovu jednakost, onda jeM totalno geodezijska hiper-
sfera u S6.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 5.1 znamo da je kompaktna povezana Hopfova
hiperpovrx M ili totalno geodezijska hipersfera u S6 ili tuba oko kompak-
tne skoro kompleksne krive u S6. Totalno geodezijska hipersfera zadovoǉava
sve stavke iz teoreme. Dakle, preostaje nam jox da doka�emo teoremu za tubu-
larnu hiperpovrx Mr pri odgovaraju�im uslovima.

(1): Posmatrajmo prvo totalno geodezijsku skoro kompleksnu krivu S (koja
je tipa (iv)) u S6. Na osnovu Napomene 5.2 znamo da je tubularna hiperpovrx
Mr polupreqnika r ∈ (0, π/2) oko S izometriqna S2(cos r) × S3(sin r). Tako�e,
videli smo da je Mr Hopfova hiperpovrx sa dve razliqite glavne krivine
−ctg r i tg r. Ako je Mr minimalna, onda va�i

2tg r − 3ctg r = 0,

pa je r = arctg(
√

6
2 ), tj. Mr je hiperpovrx S2(cos arctg(

√
6

2 )) × S3(sin arctg(
√

6
2 )) u

S6.
Za ostale skoro kompleksne krive tipa (i)-(iii), iz (77) dobijamo da je Mr

minimalna ako i samo ako je

5(x2
1 + x2

2)λ2ctg r = 3ctg3 r − 2ctg r.

Za fiksirano r, ako je ctg r 6= 0, desna strana ove jednakosti je konstantna, dok
se leva strana meǌa u jediniqnom normalnom raslojeǌu UT⊥p S, xto dovodi
do kontradikcije. Dakle, ctg r = 0, tj. r = π

2 . Me�utim, Mπ
2
nije hiperpovrx.

Dakle mora biti r 6= π
2 .

27Hiperpovrxi Sk(
√

k
n−1

) × Sl(
√

l
n−1

) ⊂ Sn ⊂ Rn+1, k + l = n − 1, n-dimenzione sfere su
minimalne i nazivaju se Klifordovim hiperpovrxima.
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(2): Za sluqaj totalno geodezijske skoro kompleksne krive, Mr ima dve
razliqite glavne krivine −ctg r i tg r koje su konstantne za fiksirano r,
pa je oqigledno i skalarna krivina konstantna. Dakle, hiperpovrx Mr =
S2(cos r)× S3(sin r) ima konstantnu skalarnu krivinu.

Za ostale skoro kompleksne krive tipa (i)-(iii), na osnovu (78), Mr ima kon-
stantnu skalarnu krivinu τ ako i samo ako je

τ = 20(1 + ctg2r), 6ctg4r + (8− τ)ctg2r + 2 = 0,

pa dobijamo da je

ctg2r =
1

7
.

Kako bismo obezbedili da Mr bude tubularna hiperpovrx, potrebne su
nam dodatne pretpostavke o skoro kompleksnoj krivoj S.

Kao u (45) i (46), biramo vektorska poǉa {E1, JE1, ξ1, Jξ1, ξ2, Jξ2} du� skoro
kompleksne krive S koja je tipa (i)-(iii), i oznaqimo dualna vektorska poǉa sa
{w1, w2, w3, w4, w5, w6}. Sada imamo (videti [12]) da je Mr tubularna hiper-
povrx oko S ako i samo ako je(

w1 −
√

7
4∑
ī

xiw1̄i

)
∧

(
w2 −

√
7

4∑
ī

xiw2̄i

)
6= 0, (82)

gde su w1̄i = hī11w1+hī12w2, w2̄i = hī21w1+hī22w2 druge fundamentalne forme krive
S u S6, ī = i+ 2.

Iz (46), direktnim raqunom dobijamo da je (82) ekvivalentno sa

(w1 −
√

7(x1λw1 + x2λw2)) ∧ (w2 −
√

7(−x1λw2 + x2λw1))

= ((1−
√

7λx1)w1 −
√

7λx2w2) ∧ (−
√

7λx2w1 + (1 +
√

7λx1)w2)

= (1− 7λ2x2
1)w1 ∧ w2 + 7λ2x2

2w2 ∧ w1

= (1− 7λ2(x2
1 + x2

2))w1 ∧ w2 6= 0.

Kako za fiksiranu taqku p ∈ S va�i

1− 7λ2 ≤ 1− 7λ2(x2
1 + x2

2) ≤ 1,

onda je Mr tubularna hiperpovrx ako i samo ako je

1− 7λ2 > 0.

Koriste�i (49), dobijamo da Gausova krivina K skoro kompleksne krive S
zadovoǉava

K >
5

7
. (83)

U [10] je pokazano da za kompaktnu skoro kompleksnu krivu u S6 qija Gausova
krivina pripada intervalu [1

6 , 1] va�i da je ta Gausova krivina ili 1
6 ili

1. S obzirom da je K > 5
7 , sledi da je K = 1 i da je S = S2. Na osnovu

klasifikacija u [5], za S ∼= S2 dobijamo skoro kompleksnu krivu tipa (i).
Me�utim, u [15] je pokazano da, za kompaktnu skoro kompleksnu krivu tipa (i),
ako Gausova krivina K nije identiqki jednaka 1

6 , onda postoje taqke u kojima
je K < 1

6 i taqke u kojima je K > 1
6 . Ovo je u kontradikciji sa (83).
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(3): Na osnovu (81), tubularna hiperpovrx Mr zadovoǉava Qenovu jedna-
kost ako i samo ako je λ1 + λ2 = λ3 = λ4 = λ5.

Dakle, tubularnu hiperpovrx Mr oko totalno geodezijske skoro komple-
ksne krive zadovoǉava Qenovu jednakost ako i samo ako je

2tg r = −ctg r,

xto je kontradikcija.
Za ostale skoro kompleksne krive tipa (i)-(iii),Mr zadovoǉava Qenovu jedna-

kost ako i samo ako je

(2 + 2(x2
1 + x2

2)λ2)ctg r

ctg2 r − (x2
1 + x2

2)λ2
= −ctg r,

odakle dobijamo r = π
2 , ali Mπ

2
nije hiperpovrx.
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