PEHIEIHLA IPYTOI' KOJIOKBNJYMA N3 MATEMATHUEE 12.01.2019.

I'pyna 1

1. (5 moena) M3pauyHaTtu noBpmuHy QUIrype OrpaHUYEHY KpUBaMa
y=2% y=422 = <5.
2. (5 moenma) Hahwu maprukynapuo pememe mudepennujanne jemnaunne y' + 2ytgr = cos’x
ca nodetHuM yciaoBoM y(0) = 1.
3. (5 moena) Hahu ommre pememe madepenunjanue jennaunue y’ +y' — 2y = xe®.
4. (5 moena) Damajy ce mBe KOIKe 3a UIrpy MCTOBpeMeHO. AKO ce 3Ha na je 36up maamx
6pojeBa Behu on 10 oxmpenuTu BepoBaTHONY mMa Cy maje ABe IMIECTUIE.
5. (5 moena) Herka je nara cayuajua BenuumHa X KOja 3aBUCH O HapaMeTpa

0 1 2 3
lalo oy
(a) Ompemuty mapamerap a;
(6) Ompenutu EX;
(8) Onpemuru DX.
PEIIIEHA

1. IIpeceuna Tauka rpa¢usa dymsrmuja z? u 422 je pememe jemmaumme 22 = 42, Pememe
oBe jemauuue je r = 0 mro he Odutw moma rpaHuila MHTErpajga AOK he ropma rpaHula ourtu
5. Tpaskena moBpunHa je
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2. Habumo majupe ommre pemewme nate jemnauwnue. /lara jennadmba je nmHeapHa audepeH-



nyjaliHa jeJHAUYWHA IPBOT pella Yyuhje je peleme AaTO pOopMYJTIoM

y = e J2terde <c + /ef Zerde g2 xdx)

— ten\cos,ﬂ <c+/e—21ncosz|COSQ .Z'dl‘)
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=cos“x|c+ 5— COs xdx
cos? x
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= cos® z(c+ ).

Kopuctunu cmo na je

sin x t =coszx dt
/tg:cdx—/cosxd:z:f {dtz—sinxdx] f7/7f71n|t|+01ffln\cosx|+61.

Jom ocraje ma mabemo maprukynapuo pememe koje 3anosomasa yciaoB y(0) = 1. To pe-
maBaMmo ybamuBamem z =0 u y = 1 y ommre pememne.

1 = cos®0(c + 0),
onakie je ¢ = 1, ma je TpaskeHO MAPTUKYJIAPHO pelleHne

y = cos? z(1 + z).

3. Hajope pemaBaMo XOMOTreHYy jeIHAUYUHY
y' +y —2y=0.

Hena raparkrepucTuuHa jeqHaUMHA je

M 4A-2=0,
na je
—1+v1+48
A1jg = 9
Tj. A1 =1, Ao = —2 ma 3armpyUyjemMo na je peleme XOMOIeHe jenHauunHe

yp = c1€% 4 coe 2, ¢1,c0 € R,

Canma TpauMo IapTHUKYJIapHO pelleme mojasHe jemnaumbe. Owno he butm obimka y, =
re®(Ax + B) = e*(Ax? + Bx). Habumo npBu u ApyTru m3Boa U y6anmuMo MO6UjeHe BPEmIHOCTH
Yy HOJa3Hy jeqHAUNHY.

Y, = e”(Az* + (2A + B)z + B), Y, = e”(Az? + (4A + B)x +2A + 2B).

Haron ybamuBama, qo6mjamo
e”(Ax? + (4A + B)x +2A + 2B) + e"(Ax® + (2A + B)x + B) — 2¢“(Ax? + Bx) = xe”,

onakyie HakOH ckpahuBama ca e® 1 nsjenHadvaBameM Koedunujesara y3 1 u x ca obe crpane
jemHAKOCTU HOOMjaMO CUCTEM

6A=1, 24+3B=0,



2

. 1 1 3 . .
na je A= g u B = —3, omocHo y, = €” (% - %) Komauno, ommre pememe gare jegHavmHe
je
T —2x T CE2 -
Y =yYn+Yp = cre’ + cge + e 5 9 c1,c9 €R.

4. Osmaummo ca A morabaj ma cy mane mgse mectune a ca B norabaj ma je 36up mamaux Gpo-
jesa Behu o 10. ITorpe6uo je onpenutu P(A|B). Ha ocroBy dhopmyie yciosHe BepoBaTHOhe
e P(AB)  P(A)P(B|A

piam) - PAB) _ PLAP(BLA

P(B) P(B)

Onpenumo jomr Beposarnolie P(A), P(B|A), P(B).
IMosomwuux ucxoma 3a morabaj A je camo 1, a ykymam 6poj moryhux wmcxoma je 36, ma je
P(A) = %.
Beposatnoha morabaja P(B|A) je Beposatmohia ma je 30up mamux 6pojesa sehu ox 10
YKOJUKO 3HAMO Za Cy TaJie JBe mecTure. Kako 3maMo ma Cy maJe IBe MeCTUre, 30up maamx
6pojesa je 12 mro je ysek Behe on 10 ma je oo 3ampaso curypan morabaj tj. P(BJA) = 1.
IMosomuu ucxomu 3a norabaj B cy {56,66,65} Tj. mMaMo TpuU MOBOBHA UCXOAA O YKYIIHO
36, na je P(B) = %. Konauno,

1-L£ 1
P(A|B) = —*¢ =3
36

Hpyru mauma: Kako 3HamMo ma je 30op mamaux OpojeBa Behum ox 10, 3amMo ma cy moryhwm
ncxomu {56,66,65}, Tj. MMaAMO YKyNHO TpM MCXOZa, a MOBOJLAH je CAMO jemaH, ma Cy maje
IBE IIecTUuIle, Ia je TpaskeHa BepoBaTHOoNa %
5. a) Ila 6u QyHrimja pacunomese buna mobpo mepuHMCaHA, cyma BepoBaTHoNa Mopa ma
oyne 1 Tj.

9 3 a 1 3 1
. o1
a” —a’ + 3 + 1 +a” + 1
Pemasajyhu oBy jemmauuny, mobujamo na je a = % wiu a = —1, ajgu Kaxko BepoBarHOhe
Mopajy butu 6pojesu y maTepsaay [0, 1], To moryhuoct na je a = —1 ornana. lakmne, a = %,
nma Hama (yHKIWja pacHoiese M3TJIea OBaKO:
01 2 3
X (1 11 3)
8 4 41 8
6)
1 1 1 3 15
EX=0--41--42.-4+3.2 =2
s ITTITYE TR
B) [Ipumernmo majupe na X2 mma pacmomery
0 1 4 9
X’ (1 11 3) )
8 4 1 3
na je
1 1 1 3 37
EX?=0--+1-—+4-—+9.->=".
8 * 4 + 4 + 8 8

Konauno, Tpaskena mucnepsuja omhe
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8 8 64



I'pyma 2

1. (5 moena) M3pauyHnaTu NOBpIUHY QUIype OrPDAHUYEHY KPUBAMA
y=1+2% y=222 2>0.
2. (5 moena) Hahw naprurynapro pememe mudepenunjanne jennaumue y + 2yctgr =
Ca MOYETHUM YCJIOBOM Y (g) =0.
3. (5 moena) Hahu ommre pememe mupepernujaine jenmauune y” — 4y’ + 4y = e2*.
4. (5 moena) BDamajy ce mBe KOIKe 3a Urpy MCTOBpeMeHO. AKO ce 3Ha na je 36mMp mamamx
6pojeBa mamu on 4 ogpenuTu BepoBaTHONY na Cy maJie ABE jeIuHUIE.
5. (5 moena) Herka je nara cayuajua BenuumHa X KOja 3aBUCH O HapaMeTpa

1
sin? x

-3 —2 0 1
X ( 1 a? 1 a a2>
3 1t3 6 71
(a) Ompenuru mapaMerap a;
(6) Ompenutu EX;
(8) Ompemuru DX.
PEIIEKLA

1. Ilpeceuna Tauka rpaduxa ¢yermaja 1 + 22 u 222 je pememe jemmaumme 1+ 2 = 222
Pemema oBe jennaumnue cy 1 = —1, x5 = 1 ma 360r ycioBa x > 0 3akpydyjeMo Oa je Ooma
rparunia uarerpaia 0, a ropma je 1. Tpaskena moBpuusa je
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2. Habumo majupe ommre pemewme nate jemnauwnue. /lara jennadmba je nmHeapHa audepeH-



nyjaliHa jeJHAUYWHA IPBOT pella Yyuhje je peleme AaTO pOopMYJTIoM

1
__— [ 2ctgzdx 2ctgxdx
y=-e f g <C+/€f g 2dx>

sin” x

. : 1
26721n|smz| (C+/621nsmm — dl‘)
s~ T
1 1
= — <c+/sin2x —5 da:)
s~ T s~ T
1
= — 3 (C+/dx)
s~ T

1
= . 9 (C+x)'
S~ xr

Kopuctuau cmo na je

cos T t =sinx dt .
/ctgxdx—/sinxdx— [dtzcosxdx} —/7 =Inlt| + ¢ =In|sinz|+¢.

. . a\
Jom ocraje ma mabeMo mapTUKyJIapHO pememe KOoje 3aI0BOJbaBa yCJIOB Y (5) = 0. To pe-
maBamMo ybanuBamem z = 5 u y = ( y onmTe pemteme.

1 7r
0= (e+2).
sin® Z 2

ONlaKJIe je ¢ = —7, Ta je TPaskeHO MapTUKYJapHO DelleHe

= (-5+9)
=——(—=+1z2).
Y sin® x 2

3. Hajope pemaBamMo XOMOreHY jenIHAYUHY
y' — 4y +4y = 0.
Hena raparkrepucTuyHa jegHavmHAa je
AN —4N+4=0,
na je
A=A =2,
ma 3aKbYyYyjEMO Ia je pellelhe XOMOT€HE jeTHAUNHE

yp = c1€2% + cowe®®, ¢1,c0 € R,

Canma TpamuMO NapTUKYJIApHO pelmeme mojasHe jemaaumse. Ono he 6butm obmmka y, =
Az%e?®. Habumo npsu u apyru usBon u y6amuMo nobujere BpeIHOCTH V HOIA3HY jeIHAYUNHY.

y, = €>"(242% + 2Ax), yl = e**(4A2” + 8Ax + 2A4).
Hakxon ybamnusama, modujamo

e* (4Ax? + 8Ax + 2A) — 4e*"(2A2” + 2Ax) + 4Ax?e*™ = e,

. 2 . .
omakje mobujamo A = %, OIHOCHO Y = %62’”. Konauno, ommre pememe maTe jeHAYWHE je

2
X
Y=Ynt+Yp = c1e” + coxe” + ?€2x c1,c0 € R.



4. Ozmaunmo ca A morabaj ma cy mase nse jemuuuie a ca B morabaj ma je 30up namamx 6po-
jesa mamu on 4. ITorpe6uo je onpenuru P(A|B). Ha ocuoBy popmyiie ycaosue sepoBaTHohe
e P(AB)  P(A)P(B|A

piam) - PAB) _ PLAP(BIA)

P(B) P(B)

Onpennmo jomr Beposarnohie P(A), P(B|A), P(B).
IToBomuux mcxoma 3a morabaj A je camo 1, a ykymam 6poj moryhux mcxonma je 36, ma je
P(A) = %.
Beposaruoha norabaja P(B|A) je BepoBaraoha na je 36up manux OpojeBa Mamu ox 4 yKo-
JIMKO 3HAMO na Cy TaJie [Be jeIuHuIe. Kako 3HAMO ma Cy maJje ABe jeauHulle, 36up maamx
6pojesa je 2 mro je yBer Mame ox 4 ma je oo 3ampaso curypas morabaj tj. P(B|A) = 1.
IMosomuu ucxomu 3a gorabaj B cy {11,12,21} Tj. mmMaMo Tpu MOBOBHA UCXOAA O YKYIIHO

36, ma je P(B) = 3. Komnauno,

1.1
P(A|B) = —36 = -

Hpyru mauwa: Kako 3mamo ma je 36op mamumx OpojeBa mamuy on 4, 3HAMO nOa Cy MOryhm

ncxomu {11,12,21}, 1j. mMamMo yKymHO Tpu MCXOZa, a MOBOJLAH j€ CAMO jeNaH, ma Cy maje
IBEe jeqUHUIlE, IIa je TpakeHa BepoBaTHOha %

5. a) Ila 6u QyHKImja pacnomese Ouna mobpo medpuHMCaHA, cyma BepoBaTHoha Mopa ma
oyme 1 Tj.
1+a2+1+a+a2_1
3 4 3 6 4
2

Pemapajyhu oBy jemmaumny, nobujamo na je a = 5 mam a = —1, anm Kako BepoBaTHOle
Mopajy 6utu Gpojesu y unrepsady [0,1], To moryhuoct na je a = —1 ornana. Ilakme, a = 2,
ma Hama (yHKIja paclomese U3riefa OBAKO:
-3 -2 0 1
X ( 104 1 1)
3 9 9 9
6)
1 1 1 16
EX=(-3)--+(-2)-=4+0-—4+1-— = ——
(=3) 3 +(=2) 9 + 9 + 9 9
B) IIpumernvo majope ma X2 mMma pacmomery
9 4 0 1
X7 (1 a1 1) )
3 9 9 9
na je
1 4 1 1 44
EX?=9 - +4-—40-—+1-—=—.
3 + 9 + 9 + 9 9
Konauno, Tpaskena nucnepsuja Ouhe
44 16\ 140
DX =EX? - (EX)’= — - (-——) =—.
9 9 81



