
REXEǋA JUNSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 19.06.2019.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑

n=1

5n

(n+1)!−n! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremume funkcije y = ln
(
1 + 1

x

)
.

3. (8 p) Izraqunati
∫

cos x
cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 8y′ + 16y = x2, sa
poqetnim uslovima y(0) = 0, y(1) = 19.
5. (8 p) Milena ima dve police sa kǌigama od kojih je neke proqitala. Na prvoj
polici od ukupno 30 proqitala je 10 kǌiga, a na drugoj od ukupno 40 proqitala je 30
kǌiga. Milena nasumice bira policu i jednu kǌigu sa ǌe.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da je odabrala kǌigu koju nije qitala.
(4 p) b) Ako je odabrala kǌigu koju nije qitala, odrediti verovatno�u da je sa prve

police.
6. (5 p) a) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova?

(5 p) b) Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati za koje x > 0 red
∞∑

n=1

xn

n2+n+1 konver-

gira.
7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Opxte rexeǌe i rexeǌe
Koxijevog problema.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = 5n

(n+1)!−n! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

5n+1

(n+2)!−(n+1)!

5n

(n+1)!−n!
= lim

n→∞

5n+1

(n+1)·(n+1)!

5n

n·n!
= lim

n→∞

5n

(n+ 1)2
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen funkcije je D = (−∞,−1) ∪ (0,+∞). Izraqunajmo prvi izvod date funkcije

f ′(x) =
1

1 + 1
x

·
(
− 1

x2

)
=
−1

x2 + x
= − 1

x(x+ 1)
.

Kako je f ′(x) < 0 za x ∈ D, zakǉuqujemo da funkcija f svuda opada i nema ekstremuma.



3. ∫
cosx

cos 2x
dx =

∫
cosx

cos2 x− sin2 x
dx

=

∫
cosx

1− 2 sin2 x
dx

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

1− 2t2

=

∫
dt

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

=
1

2

∫
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫
1− t

√
2 + 1 + t

√
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫ (
1

1 + t
√
2
+

1

1− t
√
2

)
dt

=
1

2
√
2

(
ln(1 + t

√
2)− ln(1− t

√
2)
)
+ c

=
1

2
√
2
ln

(
1 + t

√
2

1− t
√
2

)
+ c

=
1

2
√
2
ln

(
1 + sinx ·

√
2

1− sinx ·
√
2

)
+ c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 8y′ + 16y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 8λ+ 16 = 0 su λ1 = λ2 = 4, pa je yh = c1e

4x + c2xe
4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Ax2 + Bx + C. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2Ax+B, y′′p = 2A

pa je
2A− 8(2Ax+B) + 16(Ax2 +Bx+ C) = 128x2

odnosno nakon sre�ivaǌa

16Ax2 + (−16A+ 16B)x+ 2A− 8B + 16C = 128x2

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz 1, x i x2 dobijamo sistem tri jednaqine sa
tri nepoznate.

2A− 8B + 16C = 0

−16A+ 16B = 0

16A = 128

Rexeǌe ovog sistema je A = 8, B = 8, C = 3, pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = 8x2 + 8x+ 3.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
4x + c2xe

4x + 8x2 + 8x+ 3, c1, c2 ∈ R.



Ostaje jox da na�emo partikularno rexeǌe. Ubacivaǌem uslova y(0) = 0 i y(1) = 19 u
opxte rexeǌe dobijamo jednaqine

0 = c1 + 3,

19 = c1e
4 + c2e

4 + 19,

odakle konaqno dobijamo da je c1 = −3 i c2 = 3, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = −3e4x + 3xe4x + 8x2 + 8x+ 3.

5. Oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da je Milena odabrala kǌigu sa prve odnosno druge
police i neka je doga�aj A doga�aj da je izvukla kǌigu koju nije qitala.
(a) �elimo da odredimo P (A). Na osnovu formule potpune verovatno�e imamo da je

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2),

pa odredimo ove qetiri verovatno�e.

P (H1) = P (H2) =
1

2
,

P (A|H1) =
20

30
=

2

3
, P (A|H2) =

10

40
=

1

4
,

pa dobijamo

P (A) =
1

2
· 2
3
+

1

2
· 1
4
=

11

24
.

(b) �elimo da odredimo verovatno�u P (H1|A) koju raqunamo po formuli

P (H1|A) =
P (AH1)

P (A)
=
P (H1) · P (A|H1)

P (A)
=

1
2 ·

2
3

11
24

=
8

11
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Oznaqimo sa an = xn

n2+n+1 . Tada je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
xn

n2 + n+ 1
= lim

n→∞

x
n
√
n2 + n+ 1

= x.

Znamo da na osnovu Koxijevog kriterijuma dati red konvergira za r < 1, a divergira
za r > 1, pa �e dati red konvergirati za x < 1, divergirati za x > 1 i jox sluqaj x = 1
treba posebno ispitati. Kada je x = 1 dati red postaje

∞∑
n=1

1

n2 + n+ 1
,

a ovaj red konvergira na osnovu poredbenog kriterijuma jer je on ekvikonvergentan sa

redom
∞∑

n=1

1
n2 za koji znamo da konvergira.

Konaqno, dobijamo da dati red konvergira za x ∈ [0, 1].
7. Videti u u
beniku.


