
Va�ni limesi nizova
Svako ko �eli da polo�i analizu 1 mora da zna ove limese u bilo koje doba dana i u bilo

kojem staǌu!

(1) lim
n→∞

c = c - limes konstantnog niza je ta konstanta;

(2) lim
n→∞

np = +∞, za bilo koje p > 0;

(3) lim
n→∞

np = 0, za bilo koje p < 0, tj. lim
n→∞

1

np
= 0, za bilo koje p > 0;

(4)

lim
n→∞

qn =


0, ako |q| < 1

1, ako q = 1

+∞, ako q > 1

ne postoji, ako q ≤ −1

(1)

(5)

lim
n→∞

akn
k + ak−1n

k−1 + ...+ a1n+ a0
bmnm + bm−1nm−1 + ...+ b1n+ b0

=


ak
bm

=
ak
bk

=
am
bm

, ako k = m

0, ako k < m

sgn

(
ak
bm

)
∞, ako k > m

(2)

(6) lim
n→∞

a
1
n = lim

n→∞
n
√
a = 1, za bilo koje a > 0;

(7) lim
n→∞

n
1
n = lim

n→∞
n
√
n = 1;

(8) lim
n→∞

an

nk
= +∞, za a > 1, k ∈ N;

(9) lim
n→∞

annk = 0, za |a| < 1, k ∈ N;

(10) lim
n→∞

logla n

nk
= 0, za a > 0, a 6= 1, k > 0, l ∈ R - ovde najvixe treba obratiti pa�ǌu kada je l

veliko, a k malo;

(11) lim
n→∞

an

n!
= 0, za bilo koje a ∈ R;

(12) lim
n→∞

n!
1
n = lim

n→∞
n
√
n! = +∞;

(13) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e - ovako se definixe broj e (ili mo�e ovo da se izvede, ako se e definixe

na drugi naqin).



Va�ne osobine limesa nizova

Dogovor - definicija: Konvergentan niz je niz koji ima konaqnu graniqnu vrednost (limes). Nizove
koji nemaju graniqnu vrednost, ili je to neka od beskonaqnosti zovemo divergentnim.

(1) lim
n→∞

an = lim
n→∞

an−k = lim
n→∞

an+k, za bilo koji konvergentni niz an i k ∈ N. Drugim reqima,

pomeraǌe indeksa niza za konaqan broj, ne meǌa ǌegov limes.

(2) Neka su an i bn konvergentni nizovi. Tada va�i:

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn;

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn;

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

Ako je i bn 6= 0, za sve n ∈ N i lim
n→∞

bn 6= 0, tada je i

lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
.

Dakle, zbir, razlika, proizvod i koliqnik (kad je definisan) konvergentnih nizova je opet konver-
gentan niz, oqekivanog limesa.

(3) Ako je lim
n→∞

an = +∞, a za niz bn va�i da jedna od slede�ih stvari:

1) Niz bn je konvergentan;
2) Niz bn je ograniqen (podse�aǌe, konvergentan niz je ograniqen, tako da ako va�i 1) va�i i 2),
obrnuto ne mora!);
3) lim

n→∞
bn = +∞.

Tada je lim
n→∞

(an + bn) = +∞.

Analogno: Ako je lim
n→∞

an = −∞, a za niz bn va�i da jedna od slede�ih stvari:

1) Niz bn je konvergentan;
2) Niz bn je ograniqen (podse�aǌe, konvergentan niz je ograniqen, tako da ako va�i 1) va�i i 2),
obrnuto ne mora!);
3) lim

n→∞
bn = −∞.

Tada je lim
n→∞

(an + bn) = −∞.

BITNO! Ako je lim
n→∞

an = +∞ i lim
n→∞

bn = −∞, ne mo�emo nixta re�i o lim
n→∞

(an + bn)!!!

(4) Ako je lim
n→∞

an = +∞ i lim
n→∞

bn = B, pri qemu B mo�e biti i beskonaqno. Tada je lim
n→∞

(an · bn) =

sgn(B)∞.

(5) Ako je lim
n→∞

an = +∞ i lim
n→∞

bn = B, pri qemu B ∈ R (dakle, konaqno!). Tada je lim
n→∞

an
bn

= sgn(B)∞.

BITNO! Ako je B neka od beskonaqnosti, ne mo�emo nixta da ka�emo o lim
n→∞

an
bn

!!!

(6) Nula nizovi su nizovi koji konvergiraju ka 0. Tada va�e svojstva: 1) Ako su an i bn nula nizovi,
tada je i an ± bn nula niz;
2) Ako je an nula niz, a bn ograniqen niz, tada je an · bn nula niz.

3) Ako je lim
n→∞

an = ±∞, an 6= 0, za sve n ∈ N, tada je
1

an
nula niz.

4) Uslov lim
n→∞

an = a je ekvivalentan sa tim da je an − a nula niz.

5) Va�i da je an nula niz ako i samo ako je |an| nula niz, tj.

lim
n→∞

an = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

|an| = 0.



(7) Ako postoji n0 ∈ N, takvo da va�i an ≥ bn, za sve n > n0, tada je lim
n→∞

an ≥ lim
n→∞

bn.

BITNO! Qak i ako va�i stroga nejednakost an > bn i daǉe mo�emo samo da zakǉuqimo da va�i
lim
n→∞

an ≥ lim
n→∞

bn, a ne lim
n→∞

an > lim
n→∞

bn!!!

Analogno: Ako postoji n0 ∈ N, takvo da va�i an ≤ bn, za sve n > n0, tada je lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

BITNO! Qak i ako va�i stroga nejednakost an < bn i daǉe mo�emo samo da zakǉuqimo da va�i
lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn, a ne lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn!!!

(8) Elementarne funkcije, tj. funkcije koje smo uqili u sredǌoj xkoli: polinomi, stepene funkcije,
eksponencijalne funkcije, logaritamske funkcije, trigonometrijske funkcije i inverzne trigonometri-
jske funkcije su neprekidne tamo gde su definisane, tj. mo�emo prolaziti limesom kroz ǌih.
Drugim reqima, ako va�i lim

n→∞
an = a, tada je

1) lim
n→∞

P (an) = P (a), gde je P (x) bilo koji realan polinom;

2) lim
n→∞

(an)
p = ap, za an > 0, za sve n ∈ N, a > 0, p ∈ R;

3) lim
n→∞

qan = qa, za q > 0;

4) lim
n→∞

logc(an) = logc(a), za a, c > 0, c 6= 1, an > 0, za sve n ∈ N;

5) lim
n→∞

sin(an) = sin(a), lim
n→∞

cos(an) = cos(a);

6) Analogno tvr�eǌe va�i (kada je definisano) za arcsin, arccos, arctg, arcctg.



Teoreme koje postoje za limese nizova

(1) Niz an se zove Koxijev niz ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj n0 = n0(ε), tako da je
|xn − xm| < ε, za sve n,m ≥ n0.
Ovo va�i u R, ne va�i na primer u Q: Niz je konvergentan ako i samo ako je Koxijev.

(2) (Teorema o dva policajca i lopovu) Neka su an, bn, cn tri niza realnih brojeva, za koje va�e:
1) an ≤ bn ≤ cn, poqev od nekog n;
2) lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = L (ovaj limes mo�e biti i konaqan i beskonaqan).

Tada i za niz bn va�i lim
n→∞

bn = L.

(3) Ako je an monoton i ograniqen niz, tada je an konvergentan.
Napomena: Ova teorema je qesta ideja kod rekurentno zadatih nizova, ali, naravno, nije garancija
da se svaki takav zadatak radi pomo�u ǌe.

(4) (Xtolcova teorema) Neka za niz bn va�i da je strogo rastu�i i lim
n→∞

bn = +∞, a an proizvoǉan

niz. Ako postoji

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= L,

tada je i
lim
n→∞

an
bn

= L,

pri qemu L mo�e biti i konaqno i beskonaqno.
Napomena: Ne zaboravite da proverite uslove za niz bn ako primeǌujete Xtolcovu teoremu!!!

(5) (Koxijeva teorema - mo�e da se vidi kao direktna posledica Xtolcove teoreme) Ako je niz

an konvergentan ili ima beskoaqan limes, tada je i niz bn =
a1 + a2 + ...an

n
konvergentan ili ima

beskonaqan limes i va�i
lim

n→∞
bn = lim

n→∞
an.


