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1. ReSenje ovog zadatka se moze nac¢i u knjizi.
2. Pomnozimo izraz A™! + B™' = (A + B)™! sa leve strane sa A + B.

Dobijamo:

E+BA '+ AB '+ E=E,

AB™' 4+ BA™' = —F,

gde je E jedini¢na matrica. Ako sa X obeleZzimo matricu AB~!, onda
imamo da je X + X! = —F, odnosno X ! = —X — E. PomnoZzimo
iztaz X + X! = —F sa X. Dobijamo X? + E = — X, odnosno X? =
—X — E = X!, Dakle, kada pomnoZimo ovo sa X, imamo da je

X3=E,

pa je det X* = (det X)? = 1, odakle sledi da je det X = 994 = 1, zbog
Cega je det A = det B.

3. Neka je p(X) = a + bX + ¢X? proizvoljan element R*[X] (p(0) = a,
P’ (0) = b). Tada je:

Lp) = (X +4)-a+ (X*+X) b

Neka je ¢(X) = d + eX + fX? neki drugi element R?*(X], i neka je
A € R. Tada je:

Lip+q)=L((a+d)+(b+e)X + (c+ f)X?) =

= (X+4)-(a+d)+(X? + X)-(b+e) = (X+4)-a+(X* + X)-b+(X+4)-d+

+ (X2 —|—X) e = L(p)+ L(q);



LOAp) = (X+4)Aa+ (X2 + X) A =X (X +4) - a+ (X2 +X)-b) = AL(p).
Dakle, L je linearno.

Dalje, trazimo matricu operatora L u odnosu na kanonsku bazu: L(1) =
L(1-140X++4X?) =4+ X, L(X) = X + X% L(X?) = 0. Dakle,
matrica operatora L je:

4 0 0
L.=|110
010

Sada trazimo baze za ImL i KerL. Za KerL, posmatrajmo jednac¢inu

L(p) = 0:

a(d+X)+b(X +X?) = (4a) + (a + b)X +bX* =0,
odakle se vidi da mora biti a = b = 0, a ¢ moze biti bilo sta. Dakle,
KerL = {cX? € R*[X]: c € R} = Lin(X?). Dakle, baza za KerL je
{x?}.

Za ImL, uo¢imo da je

ImL = {L(p) e R*[X]:p e R*[X]} =

={a(4+X)+b(X +X?) €eR’[X]:a,beR} =Lin (44 X, X + X?).
Dakle, baza za ImL je {4+ X, X + X?}.

Sada proveravamo da li je skup vektora f = {f1, f2, f3} baza za R?*[X]:
Posto ih ima tri (koliko je dimenzija vektorskog prostora), dovoljno je
proveriti njihovu linearnu nezavisnost:



2 0 1 2 0 1
0 1 -1|(~1]01 -1
0 -2 1 0 0 -1

Dakle, ovi vektori jesu linearno nezavisni, pa ¢ine bazu. Nadimo ma-
tricu operatora L u odnosu na bazu f:

L(fi) =L (2+ X?) =8+2X,
L(fZ) :X+X27

L(fs) = —2X —2X°2.

Sada treba izraziti 842X ubazi f: 842X = a1 (2 + X?)+b (X — X?)+
c1 (=2X + X?) = 2a; + (b — 2¢1) X + (ay — by + ¢;) X2 Dakle, imamo
sistem:

2CL1 =8
b1 —201 =2 s
aq —bl +c1 =0

odakle imamo da je ay =4, by =61ic; =2 (tj. L(f;) =42+ X?) +
6(X —X?%)+2(—2X + X?)).

Dalje, X + X? = 2ay + (by — 2¢2) X + (ay — by +¢2) X2, pa imamo sistem:

2(12 =0
b2 —202 =1 s
as —bg +cy = 1

odakle je ay = 0, by = =31 ¢y = =2 (tj. L(fo) = 0(2+ X?) —
3(X — X?)—2(-2X + X?)).

Na keaju, L(fs) = ~2L(f2), pa je L(fs) = 0(2+ X?) + 6 (X — X?) +
4 (—2X + X?). Dakle, matrica je:






