1 Algebarske operacije i algebraske strukture

Defnicija 1.1 Neka su I i A # () skupovi. [-familija elemenata
skupa A, ili familija elemenata iz A indeksirana skupom I, je funkcija
a: I — A koju radije zapisujemo a = (a;);c; € AL, gde je a; := a(i).
Ako je I = (), onda je svaka I-familija prazna; A? = {()}.

Pojam familije uopstava pojam uredene n-torke (n je prirodan broj) i pojam niza.

Defnicija 1.2 Neka je A neprazan skup i n nenegativan ceo broj.
a) Definisemo n-ti stepen skupa A, u oznaci A™:
A= {0} i
A" :={(ar,...,a,) | a1,...,a, € A}, ako je n > 0.
A™ se formalizuje i kao skup svih funkcija iz skupa {1,2,...,n} u skup A.

b) Algebarska operacija skupa A, duzine n, ili n-arna operacija skupa
A, je ma koja funkcija f: A" — A.

Za n kazemo da je arnost ili duzina operacije f, u oznaci ar(f).

Ako je f n-arna operacija i ako su aq, . ..,a, € A, onda je f(a1,...,an)

rezultat operacije f, primenjene na (ai,...,ay).

Operacija f duzine 0 je odredena slikom f()) jedinog elementa ) iz A°.
Zato nularnu operaciju f poistoveéujemo sa konstantom a := f(()) € A.
Konstante iz A su naSom definicijom uvedene kao nularne operacije.

Ako je f operacija duzine 1, ili unarna operacija, i a € A, rezultat
pisemo f(a); ali ne uvek. Neki znaci, na primer —, ~1,/, = ¢ T se
Cesto koriste za oznacavanje unarnih operacija. Tada rezultat primene

tih operacija na a pisemo (—a), (a=1), ((—a)’), (@), (—(a)), (a®)~ 1.

Ako je f operacija duzine 2, ili binarna operacija, i (a,b) € A2, rezultat
u takozvanom prefiksnom zapisu pisemo f(a,b), ali se takav zapis retko

koristi. Neki znaci, na primer +, -, U, N, V, A, 2\, o, %, se Cesto koriste



za oznacCavanje binarnih operacija i rezultat primene tih operacija na

(a,b) € A? se pise u takozvanom infiksnom zapisu. Na primer (a * b).

Defnicija 1.3 Algebarska struktura, ili krac¢e algebra, je uredeni par
A= (A,Q), gde je A neprazan skup, domen algebre A, i 2 neka fami-
lija algebarskih operacija skupa A.

Tip, ili signatura, algebre A = (A, Q) je Q-familija (ar(f))req-
Algebre A i B su istotipne ako imaju jednake tipove.

Kada je Q = (f1, ..., fj), onda pisemo i A := (A, f1, ..., f;). Tada je

(ar(f1), ...,ar(fj)), gdeje ar(fi) > --- > ar(f;), tip algebre A.

Kada je 2 = (f;)ier, za neki skup I, onda pisemo i A := (A, f;)ier. Tada je

tip, ili signatura, algebre A I-familija (ar(f;))icr-

2 Algebarski: jezik, izraz, zakon, teorija

Defnicija 2.1 Algebarski jezik L je skup nekih simbola koje nazivamo
simboli algebarskih operacija, na kome je definisana funkcija arnosti
ar: L — Ny : f— ar(f) > 0, koja svakom simbolu jezika L pridruzuje

njegovu duzinu (arnost).
Signatura, ili tip, jezika L je L-familija ar(L) := (ar(f))ser € No*.

NAPOMENA. L = [][ Ly, gde je L, :={f € L|ar(f) =m}.

m>0
Element f jezika L zovemo simbolom (znakom):
1) konstante, ako je ar(f) =0, 3) binarne operacije, ako je ar(f) = 2,

2) unarne operacije, ako je ar(f) =1, 4) ternarne operacije, ako je ar(f) = 3.

Defnicija 2.2 Neka je Var:={x,y, z, xo, Yo, 20, 1, Y1, 21, - - - }, 1 neka je

Var neki podskup skupa Var. Elementi skupa Var su promenljive. lako



podrazumevamo da je Var prebrojiv, to nije uvek neophodno.

Defnicija 2.3 Neka je L algebarski jezik. Skup algebarskih izraza (ili
terma) jezika L, nad skupom promenljivih Var, L N Var = (), u oznaci

Termy (Var), ili samo Termy, definiSemo induktivno:
(i) Promenljive i znaci konstanti su termi.
(ii) Ako jem >0, f € L, i ako su ty,ts,...,t, termi, onda je i
f(t1,ta, ..., ty) term.

(iii) I nista viSe. (Termi se dobijaju jedino primenom (i) i (ii).)

Defnicija 2.4 Neka je L algebarski jezik. Skup algebarskih izraza (ili
terma) jezika L, nad skupom promenljivih Var, L N Var = (), u oznaci

Tr.(Var), ili samo T}, definisemo induktivno:
(i) Tp := Var ULy,
(11) Thi1 :TnU{f(tl, e ;tm) | m>0,f € Ly, t1,...,t, € Tn}, n>0,

(iii) Ty :== U Tn.

n>0
Stav 2.5 Termy i T, su najmanji skupovi koji sadrze promenljive i
koji su zatvoreni za sve operacijske znake.

Definicija 2.3 i Definicija 2.4 definiSu iste pojmove, Term; = T7.

Defnicija 2.6 SloZenost je funkcija sl : T, — N.
Slozenost terma uwe Ty, je sl(u):=min{n > 0| v e T,}.
Ako je u € Tpy, onda je sl(u) = 0.

Ako u & Ty onda je sl(u) =n<ue T, \ T, 1.



Defnicija 2.7 Algebarski zakon jezika L je formula (jednakost) oblika

u =wv, gde su u,v € T7.

Defnicija 2.8 Algebarska teorija T, jezika L, je skup nekih algebarskih

zakona jezika L, za koje kazemo da su akstome teorije T.

3 Modeli: jezika , izraza, zakona, teorije

Defnicija 3.1 Algebarska struktura jezika L, ili algebra jezika L, je
uredeni par A := (A, (f*)c), gde je A neprazan skup i (f*)ser, neka
L-familija algebarskih operacija skupa A koja ¢uva arnost, to jest takva
da je ar(f*) = ar(f) za svaki operacijski znak f jezika L.

Domen algebre A je skup A.

Tip algebre A je familija ar(L) = (ar(f)) rer-

Algebra A je trivijalna akko |A| = 1.

Algebarski jezik L indeksira i operacije i njihove duzine (arnosti).

Algebra A (tacnije, familija (f*)fe) je jedan ,model” algebarskog jezika L.
Algebarska operacija f* je ,model” operacijskog znaka f € L, u algebri A.

Defnicija 3.2 Neka je Ty, skup terma jezika L, A := (A, f*) s je
algebra jezika L, i data je funkcija vrednost promenljivih a : Var — A.
Vrednost terma w algebri A za datu vrednost promenljivih a : Var — A

je funkcija ¥4 : Ty — A, definisana potpunom indukcijom po sl:
(i) Ako je x € Var, onda ¥2(z) := a(x).
Ako je ¢ € Ly, onda 92(c) := .

(ii) Ako jem >0, f € L,, i ako su ty,ts,...,t, termi, onda je
ﬂg(f(tl, t27 e ,tm)) = fA(’&ﬁ(]ﬁ), 19?(152), e 719aA(tm>)



(ii)" (Detaljniji opis prethodnog koraka.) Akojeu = f(t1,ta,...,tm) €
Toi1 \ Ty, to jest postoji m > 0, f € L, ty,ta, ...ty € T, termi
¢ija vrednost je, po (IH), veé¢ definisana, onda je

Ua () = 05 (f(t1 ta, . ) = fR05 (1), Vg (ta), - - 05 (m))-

Napomena. Mozemo pretpostaviti da je, do na preznacavanje, skup
promenljivih koje se pojavljuju u termu u € T (Var) sadrzan u skupu
{z1,29,..., 21}, za neko k > 0. Tada pisemo u = wu(zy,xs,...,Tk).
Vrednost terma u zavisi samo od vrednosti a; := a(z;), 1<i< k. Zato
uvodimo u?[ay, as, . .., a] = 92 (u(z1, 29, .., 71)) = V2(u), a u ovom

zapisu se ,,vide” i algebra A i vrednosti promenljivih.

Defnicija 3.3 Neka je u = u(zy, 23, ..., 2x) € Tr(Var). Tada:
ub c AF — A (aq,ag, ..., a;) — utag, ag, . . ., al

definise jednu term operaciju skupa A, duzine k.

Term operacija u* je ,model” terma u = u(xy,..., ), u algebri A.

Defnicija 3.4 Algebarski zakon u = v vazi u algebri A, jezika L, akko
V2 (u) = 92(v), za svaku vrednost promenljivih a : Var — A. Pigemo
A Fu=wv,1icitamo: A je model algebarskog zakona u = v.

Ako je u = u(xy,x9,...,2) i v = v(x1,29,...,71), onda A F u = v
akko (V a1, as,...,ap € A) ut|ay, as, ..., a;] = v¥[ay, as, . .., ag).
Defnicija 3.5 Algebra A, jezika L, je model teorije T akko svi zakoni

iz T vaze u A, to jest akko A je model svakog zakona iz T. PiSemo A F 7.



4 Algebarske teorije i varijeteti

Defnicija 4.1 Algebarski varijetet algebarske teorije T, u oznaci M (7T),
je klasa svih modela te teorije, to jest MM(T) := {A | AEF T}.

Defnicija 4.2 Klasa algebri 9, jezika L, je algebarski varijetet akko
postoji algebarska teorija T, jezika L, tako da je 9t = 9(T); akko I

moze da se aksiomatizuje algebarskim zakonima.

5 Homomorfizmi
Defnicija 5.1 Neka su A i B algebre jezika L. Preslikavanje h : A — B
je homomorfizam h : A — B iz algebre A u algebru B akko (Vm > 0)
(Vf€Lyn)(Vay,...,am€A) h(fA(a1,...,an)) = fB(h(ar), ..., h(an)).
Homomorfizam je preslikavanje ,saglasno” sa svim parovima operacija (f2, f&) e .
Specijalno, ako je ar(+) = 2, ar(") = 1, ar(c) = 0, i ako su a, a1, as € A, onda je
h(ar #* az) = hiar) & h(az), h(@) = h(a) , h(ch) = .
Defnicija 5.2 Neka je h : A — B homomorfizam algebri jezika L.

a) h je monomorfizam akko je h injekcija, to jest ,1 — 17,

b) h je epimorfizam akko je h surjekcija, to jest ,na”,
¢) h je izomorfizam akko je h bijekcija, to jest ,1 — 17 i ;na”,

d) h je endomorfizam akko je A = B,

e) h je automorfizam akko je h izomorfizam i endomorfizam.



Lema 5.3 Neka su A, B, C algebre istog jezika L. Tada:

a) Identiteta na A, I, : A — A : a+— a, je automorfizam algebre A.

b) Ako su hy : A — B i hy :

B — C homomorfizmi, onda je i njihova

kompozicija hy o by : A — C homomorfizam.

c) Ako je h : A — B izomorfizam, onda je h~! : B — A homomorfizam.

A. a) Dokazujemo da je T4 homomorfizam, dakle i automorfizam.

Neka je m > 0, f € Ly, a1, ..

IA(fA(al, ceyQm))

b) Neka je m >0, f€ L, a,..

(h2 0 ) (f*(ars .-, am))

., am € A. Tada je
= fA(al, v

= fAUa(ar),. .., Ta(am)).

s Gm)

., am €A. Tada je

= ha(l(f*(as, .., am)))

= ho(fP(hi(ar), ..., hi(am)))

= folha(hr (@), ha(ha(am)))

= fS((haohi)(ar),...,(haohi)(am)).

c) Akojem >0, f € Ly, by,...,by € B, onda postoje jedinstveni

a] = hfl(bl), L

BB (b, ..., bm))

Posledica. Kompozicija dva

, am = h~1(by) € A tako da je

= Y (fB(h(ay),..
= hY(n(fA(a,...
= fAay,...
= A0, h (b)), O

-5 h(am)))
,am)))

, )

monomorfizma (odnosno epimorfizma,

izomorfizma, endomorfizma, automorfizma) je monomorfizam (odnosno

epimorfizam, izomorfizam, endomorfizam, automorfizam).



Defnicija 5.4 Neka je A neka algebra.
End(A) :={h: A— A|h je endomorfizam},

Aut(A) :={h: A — A|h je automorfizam}.

Stav 5.5 Neka je A algebra. Tada, na osnovu Leme 5.3:
End(A) := (End(A), 0, I4) je monoid.

Aut(A) := (Aut(A), o, 71 I1,4) je grupa.

Defnicija 5.6 Algebre A i B jezika L su izomorfne, pisemo A = B,

akko postoji izomorfizam h : A — B.

Lema 5.7 Izomorfnost je relacija ekvivalencije (na osnovu Leme 5.3).

Stav 5.8 Neka je h : A — B homomorfizam algebri jezika L. Onda za

svaki term u = u(zy, ..., zy) jezika L vazi:
(Vay,...,a € A) h (uMfas, ..., ar]) = uBlh(ar),. .., hlag)].

A. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po sl(u).
(i) sl(u) = 0«
Ako je u = ¢ € Ly, onda je h(u®) = h(c*) = B = u®.
Ako je u =z € Var, onda je (Va€ A) h (u*[a]) = h(a) = u®[h(a)).

(ii) sl(u) =n+1 > 0: Neka je u = u(xy,...,x) € Tht1 \ T. Tada postoji
m >0, f € Ly, ti, ta, ..., t,, € T,, tako da je u = f(t1,t2,...,tm).
Po (IH), Stav ve¢ vazi za ty,ta, ..., tym € T),.
u=u(z1,...,2x) = f(t1(z1,...,2K), to(x1, ..., TL), -« oyt (X1, .., TE)).

Neka su aq,...,a; € A proizvoljni. Tada:



h(uA[al, ce ak]> = h(fA (tﬁal,...,ak], cee tﬁ[al,...,ak]»
= fB (h (t‘%[al,...,ak]), cel h(tﬁ[al,...,ak]))
= fB <t118[ha1,...,hak], ol t]?;[hal,...,hakD

= uB[h(al), ey h(ak)] Il

Stav 5.9 Neka je h : A — B epimomorfizam algebri jezika L i u = v
algebarski zakon jezika L. Ako AFwu=wv, onda BFE u=w.

A. Neka je u = u(x1,2,...,2%) 1 v = v(x1,22,...,2k). Kako A F u = v,
imamo da je (V ay,as,...,a; € A) uP[ay,a0,...,a;] = v*[a1,as,. .., az].

Ako su by, be, ..., by € B = h[4], onda postoje a1, ag, ..., ap € A
tako da je by = h(ay1), ba = h(az), ..., by = h(ax). Tada imamo

WPlby,bo, .. 0] = uB[h(ar), h(ag), ..., h(ag)]
= h(uPa1,aq, ..., az])
= h(v*a1,az,...,az])
= Blh(a1), h(as), ..., h(ay)]

= UB[bl,bQ, . .,bk]. (]

Posledica. Neka je 91 algebarski varijetet i h : A — B epimorfizam.
Ako je A € MM, onda B € M.

A. Postoji algebraska teorija T, jezika L, tako da je 9 = (7). Kako
AeM toje AFET. Ondaje BET, tojest Be M. O



6 Podalgebre

Defnicija 6.1 Neka su A i B algebre jezika L.

Algebra B je podalgebra algebre A, pisemo B < A, akko:

1° B C A,

2° (Vm > 0) (Vf€Ly)(Vby,...,b;m€B) fB(br,...,bwm) = fA(b1,. .., bn).

Defnicija 6.2 Neka je A algebra jezika L.

B C A je podalgebra algebre A akko:

1° B # 0,

2° Ako je m >0, f€L,,, onda (Vby,...,bp,€B) fA(by,...,bn) € B.

Tada (do)definisemo algebru B ¢iji je domen skup B, tako da je
(vm > 0) (vfeLm)(Vbla cee 7bm€B) fB(blv oo 7bm) = fA(bb oo 7bm)

NAPOMENA. Prethodne dve definicije su ekvivalentne.

Stav 6.3 Ako je h : A — B homomorfizam algebri jezika L, onda je
h[A] podalgebra algebre B, u smislu Definicije 6.2, i h[A] < B je algebra.

A.1° A#0D = h[A] # 0,
2° Akoje m >0, f€Ly, bi,...,bm€h[A] onda postoje ay,...,am €A
tako da je fB(by,...,bm) = fB(h(a1),..., h(am))
= h(f*(a1,...,an)) € h[A]. O

Posledica. Neka je 91 algebarski varijetet i h : A — B homomorfizam

algebri jezika L. Ako A € M, onda h[A] € M.

A. Homomorfizam h indukuje epimorfizam h™ : A — h[A] : a — h(a).

Tvrdenje sledi na osnovu Posledice Stava 5.9. [J
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Stav 6.4 A i B su algebre jezika L. B je podalgebra algebre A akko:
1° BC A,
2° : B — A: b+ b je monomorfizam (prirodno utapanje).
A = (B, b)) = fB(by, ..., by)
= fA(by,...,by) = fAuby, ..., uby).
< By, b)) = u(fB(b1, .. b))
= fAub1,. .., pby) = fA(b1,...,by). O

Stav 6.5 Neka je B podalgebra algebre A, jezika L, i u = v ma koji
algebarski zakon jezika L. Ako AFu=wv, onda BF u=v.

A. Neka je u = u(xy,z2,...,7) i v = v(x1,22,...,7%). Kako A F u = v,
imamo da je (Y ay,as,...,a; € A) ublay,as,...,a;] = v*ay, as, ..., ax).
Neka su by, bo,...,b € B C A proizvoljni. Tada je

uB[by,ba, .., i) = p(uPlby, ba, . .., b)) = uluby, pba, . .., by

= v®8[puby, pba, . . ., pby] = p(VB[by, ba, ..., b)) = vB[b1, be, ..., bg]. O

Posledica. Neka je 9 algebarski varijetet i B podalgebra algebre A.
Ako A € 9, onda B € .

Stav 6.6 Neka je (A;);c; familija podalgebri algebre A, jezika L. Ako
je () A; # 0, onda je [ A; podalgebra algebre A; pisemo [ A; < A.

el el iel

A. Primenom definicije preseka i Definicije 6.2. [

Posledica. Neka je 9 algebarski varijetet, (A;);cs je familija podal-
gebri algebre A takva da je (| A; # 0. Ako A € 9, onda [ A; € M.

el i€l
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7 Direktni proizvod

Defnicija 7.1 Neka su A i Aq,..., A, algebre jezika L. Algebra A je
direktni proizvod familije (Ay, ..., A,), u oznaci! A = [] A,;, akko:

=1

1°A=114 ={(a1,...,a,) |a1 € Ay,...,a, € A} <
i=1

{a:{l,...,n}—>£}1Ai (Wi € {1,...,n}) ali) eAi}.

2° Akojem >0, f€Lp, a,...,an€A, i €{1,...,n}, onda je
(F(ar, -y an))(i) o= FP(ar(i), -, amli)) € As

Specijalno, ako je ¢ € Lg, onda je c¢® = (c*1,... c*) € A
Ako "€ Ly, x € Lo, i ako su a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,) € A, onda

@t = (@™ E), at b= (a1 K by, an R by).

Defnicija 7.2 Neka su A i A;, ¢ € I, algebre jezika L. Algebra A je

direktni proizvod familije algebri (A;);er, , u oznaci A = [] A;, akko:
i€l

1° A= HAZ = {CL:I—> UAl | (VZGI) G(Z) EAl}Q

iel i€l

2° Akojem >0, f€eL,,, iay,...,a,€A proizvoljni, onda je
(Viel) (fAar, ..y an))(@) = fH(ar(d), ..., an(i)) € Ai.

Specijalno, ako je ¢ € Lg, onda je c*(i) = c* € A;, ¢* = (c*);er € A.

Ako "€ Ly, x € Lo, iakosua, b€ A, onda (uz a;:= a(i),b;:= b(3))
A e

a* = (a(i) Dier = (@")ier € A,

ax b= (a(?) selbi b(1))icr = (a; sl bi)icr € A.

NAPOMENA. Stepeni algebre A su A" := [T A, Al:=][A.
=1

= iel

MA=A; X xA,, A=A XX A,.

2(AI) Aksioma izbora: Ako je (A;)ies familija nepraznih skupova, onda je [] Ai # 0.
i€l
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Defnicija 7.3 Neka je (A;);e; familija nepraznih skupova i A = [] A;.
il
Tada se funkcija m; : A — A; : a — a(i) naziva i—ta projekcija.

Stav 7.4 Neka je (A;);c; familija algebri jezika L i neka je A = [T A;.

Za svako i € I, m; : A — A; je epimorfizam 7; : A — A,;. <
A. Prvo proveravamo da je m; homomorfizam, a onda da je ,epi”.

Akojem >0, f€Ly,iai,...,an€EA proizvoljni, onda je

i (fAa, ... am)) = (F2(a, ..., am)) (@) = fA(a1(i),. .., am(4))

= fAi(mi(ar),. .., mi(am)).
Neka je o € A; fiksiran,ia € A = HIAL ma koji.
L€
OdaeAiaeAipravimobEAtakodajeb(b):{a’ L=
a(t), t#1.

Tada je m(b) =b(i) = . O

Stav 7.5 Neka je (A;);e; familija algebri jezika L, A = [[A;,iu =
icl

je zakon jezika L. Tada: AFu=wv akko (Vi€ ) A;Fu=w.

A. = AFu=v = Zasvei€l, A, =m[A] Fu=v, prema Stavu 5.9.
= [ (Va,be A) (a=b & (Viel) ma) =m(b). | (®)
Neka je u = u(x1,...,z), v =v(x1,...,2x), ineka a,...,a; € A.

Kako, zasvei € I, A;Fu=wv,toje (Viel) (VY ay,...,ap € A)

ubi[mi(ay), ..., milag)] = v&[mi(ay), ..., mlag)]. (X)
Sada je (V a1,...,ar € A) (Vi € 1)
mi(utas, ..., ax]) = uti[mi(ar), ..., mi(ag)])
= vh[mi(a1), ..., mi(ar)]) (zbog (X))
= mi(v™ay, ..., ag]).

Odavde, primenom (®), dobijamo:

(VY ay,...,ar € A) ubay,...,ax] = v*ay, ..., ax)), to jest AFu=0v. O
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Posledica Neka je (A;);c; familija algebri jezika L, A = []A;, i M
i€l

algebarski varijetet jezika L. Tada, A € 9 akko (Vi e I) A; € M.

A. Postoji algebraska teorija T, jezika L, tako da je 9 = 9(7). Onda:
AeM akko AFT akko (Vie ) A;ET akko (Vie ) A; € M. O

PrIMER. Klasa svih polja nije algebarski varijetet (jednakosna klasa),

zato Sto direktni proizvod dva polja ima prave delitelje nule.

A. FiK su polja. (Op,1k) - (1r,0x) = (Op, Ox) = Opxg. O

8 Kongruencije i koli¢cnicke algebre

Defnicija 8.1 Neka je A algebra jezika L i ~ C A? binarna relacija

skupa A. Tada je ~ kongruencija algebre A akko:
1° ~ je relacija ekvivalencije (R, S, T),

2° Ako jem >0, f€L,,, onda za svako ay,...,an,, b1,...,b, € A:

ay ~byAN---Na,, ~b,, = fA(al,...,am)NfA(bl,...,bm).

Defnicija 8.2 Neka je h : A — B homomorfizam algebri jezika L.
Definisemo jezgro homomorfizma h, kao binarnu realciju
~n C A% (Yaj,as € A) (ay ~pas & hia)) = h(ay)),

ili skupovno  Ker(h) := {(a1,a2) € A? | h(a;) = h(as)}.

Stav 8.3 Jezgro homomorfizma h : A — B je kongruencija algebre A.

A. Tz definicije sledi da je jezgro, kao jednakost slika, relacija ekvivalencije.
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Ako je m >0, f€L,,, onda za svako ai,...,am, b1,...,b, € A:
ap ~pb b1 A ANap ~p by, = h(al) = h(bl), RN h(am) = h(bm)

= h(f*a1,...,am)) = fB(h(ay),...,hlam))
= [E(h(b1), ... h(bm)) = h(f4(b1, ... bm))
= fA(al,...,am) ~p fA(bl,...,bm). ]

Lema 8.4 Neka je A algebra jezika L, ~ C A? kongruencija algebre A.
Ako je m > 0, f € L,,, onda za svako ay,...,am, b1,...,b, €A vazi
a1/ = b1y Ao Ny = by

= (far,. . am) e = (201, ... b)) e
Al aye = b N Ny = by = ar ~ LA A ag ~ by =

Alay, ... am) ~ 201, b)) = (fA(al,...,am))/N:(fA(bl,...,bm))/N. |

Defnicija 8.5 Neka je A algebra jezika L i ~ kongruencija algebre A.
Defini§emo kolicnicku (faktor) algebru A, := (A, */~)ser:

1° Ay i={a). |a€ A}, gdeje aju :=={b€ A|a~ b}.

2° Akojem >0, f€L,,, iay,...,a,€A proizvoljni, onda je
fA/N(al/N, ) = (fA(ay,. .. Q) -

Operacije su dobro definisane, na osnovu Leme 8.4.

Specijalno, ako je ¢ € Lg, onda je c*/~ := (CA)/N. Ako "€ Ly, x € Lo, i ako
Ao
sua,b€ A, onda a/- ! :(ﬁA)/N, aj Kb = (axt b))

Stav 8.6 Ako je A algebra jezika L, ~ kongruencija algebre A, i
m:A— A :aw as., onda je 7 epimorfizam, takozvana kanonska

(prirodna) projekcija m: A — A, algebre A, na faktor algebru A /..

A. Sledi iz prethodne definicije, kad je ,¢itamo zdesna’: w(f*(ay,...,an))

= (fA(a1, oy am)) jm = [Y (@1 syt yn) = [~ (w(ar), -y w(am)). O
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Teorema o razlaganju homomorfizma. Neka je h : A — B homo-
morfizam, ~ je ~y, to jest jezgro Ker(h). Neka je p: h[A] = B :b— b
prirodno utapanje (monomorfizam) i 7 : A — A, : a — a,. prirodna
projekcija (epimorfizam). Tada postoji tacno jedan izomorfizam

¢ : A/, — h[A], tako da je h = poponm.

A. Definisemo A X, B

¢ A — hlA] | ,
a/~ +— plas) = hla). :
! / A 2 h(A
0° ¢ je dobro definisano:

aj.=bs. = a~b = h(a)=h(b).
1° pje ,1—17":

pla/n) = (b)) = hla)=h(b) = a~b = a;.=b/.
2° ¢je,ma”: h[A] 3 h(a) = p(a,.).
3° ¢ je homomorfizam:

Neka jem >0, f€ Ly, 1 aq,...,an € A proizvoljni. Onda je

(p(fA/~(a1/N,...,am/~)) = SO((fA(alv'”aam))/N)
= h(fA(al,...,am)) = [B(h(ar),..., h(am))
= fM(h(ar),...,ham) = B (0(ar1/0), - plams).

4° h = po o sledi iz definicije:
(Va€ A) p(a;) =h(a) = (Va€A) p(n(a)) = h(a)
= (Va e A) ple(n(a))) = h(a)

= popom=nh
5° ¢ je jedinstveno:

popon=h = (VacA) ulp(r(a)) = h(a)
= (Mae€A) p(n(a)) = h(a)
= (VaeA) v(as.)

I
>
—~
S
\'_/
O
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Posledica (Stava 8.6) Neka je 9t algebarski varijetet, A algebra jezika
L, ~ kongruencija algebre A. Ako A € 9 onda A, € 9.

9 Generatori

Defnicija 9.1 Neka je A algebra jezika L, X C A takav da X ULg # 0.
Podalgebra algebre A generisana skupom X, u oznaci (X) ili (X)y, je

najmanja podalgebra algebre A koja sadrzi skup X.

Stav 9.2 Neka je A algebra jezika L, X C A, X U Ly # 0. Tada je
(X)= () B < A. (Neprazan presek podalgebri je podalgebra, Stav 6.6).

XCB<A
Defnicija 9.3 Neka je A algebra jezika L, X C A, X U Ly # 0;
HXU = {utlay,...,ax] | w(zy, ... 28) € Troaq,...,a, € X,k € No},

gde je Var beskonacan.

Stav 9.4 Ako je A algebra jezika L, X C A, X U Ly # (), i Var je
beskonacan, onda je [[X]] = (X).

A. Dokazujemo:
1° X C[|X]|: Neka o € X. Tada
(Ju=wu(z) =z € Var C T1,) a = ul[a] € [| X]].
20 [[X £0: X#£0 = [[X]] £0,
Lo#0 = (3c€ Ly) * e [|X]] = [IX]] #0.
3° [1X7) < A
Neka je m >0, f€Lp, ai1,...,am€ [|X]| proizvoljni. Tada,

po definiciji HX”, postoje termi tq,...,t, € Ty, tako da:
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— A
za neke aiq,...,a16 € X a1 =tai1, ..., a1 5],

.., zaneke am1,...,0mk, €X Gy = tﬁl[am,l, R
Sada, postoje 1,1, ..., T1 ks Tm,1s- - > Tk, € Var, uzajamno razliciti,
ipostojiu € Tr, u=u(T1i1, - sTlkys---sTmds - Lmkm)
tako da je, uz preznacavanje promenljivih u termima tq,...,t,, € 11,
U= f(tl(l'l,h - ?xl,lﬁ)? R 7tm(wm,1a c al‘m,km))-
Tadaje f2(a1,...,am) =ut[a11, ., @1k, Gmds s Qg ] € HXU

4 XCB<A = [[X]| <B:
Neka je p: B — A : b+ b utapanje, u = u(z1,...,z5) € 1,
ai,...,ap € X C B, iutay,...,a;] € HX” Tada:
uMay, ..., ap] = uP[pas, . .., pag)

#l

:,u(u al,...,ak}) =uPay,...,a] € B.

Iz 1° — 3° sledi (X) < [|X7], a iz 4° sledi [|[X]| < (X). O

Defnicija 9.5 Neka je A algebra jezika L, X C A, X U Ly # (). Skup
X generise algebru A akko A = (X),, to jest akko A = (X).

Tada, za beskonacan Var, imamo:

A= {utay,...;ax] |u=u(zy,...,2%) €TL, a1,...,ar € X, k € Ny}

Stav 9.6 Neka su A i B algebre jezika L, X C A, X U Ly # 0,
A = (X)x. Ako su f, g : A — B homomorfizmi, onda

flx=9lx = f=gy
A. Neka je a € A proizvoljan.
(Fk > 0) Fu = u(xy,...,21) € Tp) Gay,...,ax € X) a = ubay,...,a.
Tada je f(a) = f(u™[a1,...,ax]) = uB[fay,..., faz]

=uPlgar,. .., gax] = g(utlar, ..., ax)) = g(a). O
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