0.1

Faktorizacija: ID, ED, PID, ND, FD, UFD

Definicija. Najava pojmova: [ID], [ED], [PID], [ND], [FD] i [UFD].

ID:

ED:

PID:

ND:

FD:

UFD:

Komutativan prsten P, sa jedinicom 1 # 0, je integralni domen [ID] (oblast celih), ili samo
domen, akko P nema prave delitelje nule (akko (Vx,y € P) (zy=0=2=0Vy=0)).

Domen P je euklidski [ED] akko postoji funkcija ¢ : P\ {0} — No = {0,1,2,...} tako da
(Va,be P)(b#0 = (Fe,de P)(a=bc+d N (d#0 = o(d) <¢(D)))).

Domen P je glavnoidealski [PID] akko svaki ideal u P je glavni (generisan jednim elemen-
tom; oblika aP := {ab | b € P}, za neko a € P).

Domen P je Neterin [ND] akko svaki rastuci niz ideala u P je stacionaran (to jest, akko u
P ne postoji strogo rastuci beskonac¢an niz ideala). Preciznije, P je ND akko za svaki rastuci
niz ideala Iy C Iy C I3 C -+ postojin € N tako da je (Vk > n) I, = Ij.

Domen P je faktorizacijski [FD] akko svaki nenula nejediniéni element a € P ima atomicnu
faktorizaciju, faktorise se na (konacan) proizvod nekih atoma. Preciznije, P je FD akko
(Va € P\ P}) (3k € N) (3a1,a2,...,a; € Atom(P) ) a =araz---ax, gde je Py = {0} U P*.

Domen P ima jedinstvenu faktorizaciju [je UFD] akko P je FD i svake dve atomicne
faktorizacije elementa a € P su jednake do na redosled i asociranost faktora. P je UFD akko
FD: (Va € P\ F}) (3k € N) (Ja1,a2,...,a; € Atom(P)) a=araz---a, i

UF: ako su a = ajas---ar 1 a = biby--- by dve atomicne faktorizacije, onda je k =1 i postoji
permutacija o skupa {1,2,...,k} tako da je a; ~ by, 1 <i < k. Ekvivalentno,

P je UFD akko je FD i vazi UF: (Vk,l € N) (Vaq,as,...,ak,b1,be, ..., b € Atom(P))

( aiag - --ag ~ blbg"-bl = k= l, (30’ S Sk) (a1 ~ bo(l),ag ~ bU(Q),.. A bg(k)) )
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0.2 FEuklidski domeni [ED]
Definicija. Neka je P (integralni) domen.

EF: Euklidska funkcija domena P je funkcija ¢ : P\ {0} — Ny =1{0,1,2,...} takva da
(EF1:) (NVa,be P)(b#0 = (Je,de P)(a=bc+d N (d#£0 = o(d) <p(Dd)))).

ED: P je euklidski domen [ED] akko postoji (bar jedna) euklidska funkcija domena P.

Stav (ED je PID). Ako je P euklidski domen, onda je svaki njegov ideal glavni.

A. Neka je I proizvoljan ideal prstena. Ako je I = {0}, onda je I= (0) glavni.
Ako je I # {0}, neka je ¢ euklidska funkcija domena P.
Tada neprazan skup I, := {p(i) | i € I \ {0}} € Ny ima minimum.
Neka je b € I'\ {0} takav da je ¢(b) = minI,. Onda je (b) C I.
Obrat? Neka je a € I. Tada postoje c¢,d € P tako daje a=bc+d i d#0 = ¢(d) < ¢(b).
Takode, d=a—bc eI jer a€l, bece (b) CI. Zato je d =0 ili p(d) > p(b).
I ovo drugo povlaci d = 0, zbog gornje implikacije, kontrapozicijom.
Konaéno a =bc € (b), pajelI C (b). U

NAPOMENA. Ako je data euklidska funkcija ¢ : P\ {0} — Ny, onda se moze definisati ¢, : P — Ny
tako da je @o(a) := p(a) + 1, za a # 0, 1 po(0) := 0, koja je takode euklidska (vazi EF1,), gde je
EFls: (Va,be P)(b#0 = (e, de€ P)(a=bc+d N ¢o(d) < ps(b))).

Definicija. Domen P je euklidski [ED] akko postoji funkcija ¢ : P — No ={0,1,2,...} tako da
EFl,: (Va,be P)(b#0 = (e,de P)(a=bc+d N p(d) < @(b))).

NAPOMENA. Ponekad za kodomen euklidske funkcije domena P (funkcije za koju vazi EF1 ili EF1,)
uzimamo dobro ureden skup, umesto Ny. Na primer, prsten polinoma F[X] nad poljem F' je ED,
stepen polinoma deg : F[x] — NoU {—o00} je euklidska funkcija (vazi EF1,).

NAPOMENA. Ako je ¢ : P\ {0} — Ny euklidska funkcija, onda je i g : P\ {0} — Ny, data sa
2(b) = ﬁenlgi\?o} ©(0b), euklidska funkcija koja ima i osobinu (EF2:) (Va,b € P\{0}) @(a) < p(ad).
A. (DDT) Funkcija  je dobro definisana, jer P nema prave delitelje nule i jer je Ng dobro ureden.
Proveravamo da vazi EF1. Neka su a,b€ P, b#0. Ako a € bP, onda EF1 vazi za d=0. Neka sada a & bP.
Kako je b # 0, postoji 8 # 0 tako da je B(b) = ¢(5b). Primenom EF1 na a € P, §b # 0 i funkciju ¢,
dobijamo (Je,d € P) (a = pbc+d A @(d) < o(Bb) ); jer je d # 0 zbog a & bP. Neka je ¢ € P takav da
@(a — Bbe) = Iunei}g@(a — Bbu) i d:= a — Bbe. Tada je a = b3¢ + d. Dokazujemo da je B(d) < B(b).

Zaista B(d) < (a — Bbc) = p(d) < o(d) < () = B(b).

Osobina EF2 sledi iz definicije funkcije g, jer je $(b) := %)iﬁo}cp(u), iiz (ab) C (a). U
ue



0.3 Glavnoidealski domeni [PID]

Definicija. Domen P je glavnoidealski [PID] akko svaki ideal u P je glavni (generisan jednim
elementom; oblika aP = {ab| b € P}, za neko a € P).

Stav (ED je PID). Ako je P ED, onda je P PID.

Definicija. Neka je P domen. Element d € P je najveéi zajednicki delilac (n.z.d.) elemenata
a,b€ P akkod|a, d|b, i Vd € P)(d |a, d|b = d|d). Tada, ipak?®, pisemo d = (a,b).

®: d,d € P suoban.zd. elemenata a,b € P akko d i d’ su asocirani (d ~ d') akko (d) = (d).

Lema (NZD). Ako je P glavnoidealski, onda za svako a,b € P postoji njihov najveéi zajednicki
delilac d € P i pri tom vazi (a) + (b) = (d).

A. Zbir ideala (a) + (b) je glavni ideal u P. Zato postoji d € P tako da je (a) + (b) = (d).
Dokazujemo da je d = (a, b).

@C@+®) =) = @C@ = dla
B C@+b) =) = BS@ = dlb
dla, d|b = (@CS) OSW@) = @+GCW@) = @S@) = dld O

Stav (atom=prost). Neka je P PID, i a € P. Tada: ako je a atom, onda je a prost.

A. Neka je a € P atom. Tada je a prost akko (Vb,c € P) (a |bc = a|b V a]c).
Pretpostavimo: a je atom; b, ¢ € P, a | be, a {b. Dokazujemo: a | c.
a je atom, afb = a je atom, b= a
(a,0) =1 = (a)+(b)=(1)=P , zbog Leme,
(3s,t€P)as+bt=1 = (Is,t € P)asc+btc=c
(3s,t € P)alasc+bct=c , jera|be,
ale O

L

PRIMER. Z[iv/5] := {a + bi\/5 | a,b € Z} nije PID, jer je 2 atom, ali nije prost.

A. Ako je N : Z[iv/5] — Ny : a + biv/5 +— a? + 5b%, onda je N multiplikativna, N(2) = 4 i N(1 4+ iv/5) = 6.
Zato je 2 atom, a iz 2-3 =6 = (1 —i\/5) - (1 +4v/5) i 416 sledi da 2 nije prost. [

Stav (PID je ND). Neka je P glavnoidealski. Ako je I; C Iy C I3 C --- rastuéi niz ideala u P,
onda postoji n € N tako da je (Vk > n) I, = Ij.

A. Neka je I; C I, C I3 C - -- rastudi niz ideala, i neka je I := |J I,. Tada je I ideal (Zasto?).
s>1
P je glavnoidealski, pa postoji a € P tako da je I = (a). Tadaa € I = | I, pa a € I,,, za neko n > 1.
s>1

Akojek>n,ondaacl, CI; CI=(a). Otudal =(a) CI,C I Cl,pajel,=1Ix,zak>n [



0.4 Neterini domeni [ND]

Definicija. Domen P je Neterin [ND] akko svaki rastuci niz ideala u P je stacionaran (to jest,
akko u P ne postoji strogo rastuéi beskonacan niz ideala). Preciznije, P je ND akko za svaki rastuci
niz ideala Iy C Iy C I3 C - -+ postojin € N tako da je (Vk > n) I, = Ij.

Stav (PID je ND). Ako je P PID, onda je P ND.

Lema. Ako je P Neterin domen, onda za svako a € P\ P postoji bar jedan atom koji ga deli.

A. Trebalo bi da dokazemo: Ako je P Neterin domen, onda (Va € P\ P5) (3b€ P) (b|a A b je atom).
Dokazujemo: Ako (Ja € P) (a ¢ Pf N (Vb€ P) (b|a = b nije atom)), onda P nije ND.
Neka je U(a) :=(a € Py A (Vb€ P) (b|a = b nije atom)), i pretpostavimo da (3a € P) ¥(a).
U(a) = a¢ P}, anije atom, ¥(a)
= (day € P) (a1 | a, a1 &€ P}, a1 = a), ¥(a)
)(an € Py, WbeP)(blar = bla), a1 |a, a1 »a), ¥(a)
= (Jay € P) (a1 € P}, (Vb€ P) (b|a; = bnije atom), a1 | a, a1 » a)
= (Gm € P) ((ar), (@) € (ar)).
Zato 3 a,a1,az,... € P tako da ¥(a), ¥(a1), (a) C (a1), ¥(az), (a1) C (az), ... . Sledi da
Ja,a1,az,... € P tako daje (a) C (a1) C (az) € -+ strogo rastudi niz ideala. Znaci da P nije ND. [

= (Ja1 € P

0.5 Faktorizacijski domeni [FD]

Definicija. Domen P je faktorizacijski [FD] akko svaki nenula nejediniéni element a € P ima
atomicnu faktorizaciju, faktorise se na (konacan) proizvod nekih atoma. Preciznije, P je FD akko

(Va € P\ F§) (3k € N) (Jar,az,...,a; € Atom(P) ) a =ajaz---ak, gde je Py = {0} U P*.

Stav (ND je FD). Ako je P ND, onda je P FD.

A. Pretpostavimo suprotno: P je Neterin, a nije faktorizaciski domen.

Neka je ®(a) := (a ¢ Pf A a nema atomi¢nu faktorizaciju). P nije FD, pa (Ja € P) ®(a).
P je ND, pa, prema prethodnoj Lemi, a ¢ Pf = (Jai,b1 € P) (a =a1b1 A ay je atom).
P(a) = a & P§, P(a)

= (Ja1,b1 € P) (a = a1b1, a1 je atom, by & Py ), ®(a)

= (3by € P) (b1 | a1 b, (b))

= (3 € P) (@(b1), (a)  (b)).
Zato 3 a,by,be,... € P tako da ®(a), ®(b1), (a) C (b1), ®(b2), (b1) C (b2), ... . Sledi da
Ja,by,be,... € Ptako daje (a) C (b1) C (b2) C --- strogo rastudi niz ideala.
Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da je P ND. [



0.6 Domeni sa jedinstvenom faktorizacijom [UFD]

Definicija. Domen P ima jedinstvenu faktorizaciju [je UFD] akko P je FD i svake dve
atomicne faktorizacije elementa a € P su jednake do na redosled i asociranost faktora. Detaljnije,
P je UFD akko (Va € P\ Py) (3k € N) (3a1,aq2,...,a; € Atom(P) ) a =ajaz---ay, i

ako sua = ajas---ag i a = brby--- by dve atomicne faktorizacije, onda je k =l i postoji permutacija
o skupa {1,2,...,k} tako da je a; ~ by;y, 1 <i < k. Ekvivalentno,

P je UFD akko P je FD i vazi UF: (Vk,l € N) (Vai,aq,...,ak,b1,be,...,b € Atom(P))

( aiag - --ag ~ b1b2 o -bl = k= l, (30’ € Sk) (a1 ~ bo(l),ag ~ ba(g), ) ba(k)) )

Stav (o UFD). Neka je P FD. Tada: P je UFD akko svi atomi su prosti.

A. =: Neka je P UFD, a € P atom.
Neka su b, c € P ineka a | be.
Ako b e Py,ondaa | c; ako c € P§,onda a | b; ako jeb=01ilic=0,ondaa |bilia|c, jer a|O0.
Zmnaci, ako b € Py ilice€ Py,ondaa|bilia|ec.
Ako b ¢ Py, c ¢ P}, onda (3d € P) (ad = be, d & P}), ovo drugo zbog UF.
Pje FD, b,c,d & Py, pa (3k,1,j € N) (Fby,...,bg,c1,...,¢,d1,...,d; € Atom(P))
(d=dy---dj, b="Dby- b, c=c1---¢;, ady---dj = by ---bper---¢p ).
Iz poslednje jednakosti sledi, na osnovu UF, a ~ bs ili a ~ ¢, za neke s,t,1 < s <k, 1 <t <.
Znaci, ako b ¢ Py, c ¢ Py,ondaa | bilia | c.
<: Neka su svi atomi u PP prosti.
Indukcijom po k, dokazujemo UF: (Vk,l € N) (Vay,as,...,ak,b1,ba,..., b € Atom(P))
( aias---ap ~biby---bp = k=1, (30‘ € Sk) (a1 ~ bg(l),ag ~ bg(2)7. oA bg(k)) )
BI: k = 1. Uvodimo oznake: &1 za ay,by,ba,...,b € Atom(P), ¥y za aj ~ biby---b;. Tada:
Oy, U3 = aj je prost, ay | biba - by, ¥y, Py
= a1 |by V ... Va|b, VU1, &1
= (30 € Sl) bg(l) ~ay ~ bybs - --bl, P,
= (30 S Sl) (a1 ~ ba(l), ba(2) : "ba(l) | 1), D,
= 1=1, ap ~ by.
KI: Neka je k > 1, i pretpostavimo da (IH:) tvrdenje vazi za k — 1. Uvodimo oznake:
Dy za ay,az,...,a5,b1,b2,...,b € Atom(P), Wy za ajas---ag ~ biby---b;. Tada:
®r, Uy = aj je prost, ay | bibg---by, Uy, P
= a1|b1 V ...V a1|bl, Ue, P
= (Ep S Sl) aq | bp(1)7 Uy, O
= (3p € Sl) (a1 ~ bp(1)7 ag - Qg ~ bp(g) .- 'bp(l))7 [OJ%
= k—1=1-1, (o€ Sk) (a1 ~ bg(l), as ~ bg(g), ey Qf ™~ ba(k)), po IH,
= k=1, (30’ S Sk) (a1 ~ bg(l), ag ~ bo-(g), vy Qg bo(k))~ Il

Stav (PID je UFD). Ako je P PID, onda je P UFD.
A. PID je ND, ND je FD, u PID su svi atomi prosti. Sledi: PID je UFD. O



