
MATEMATIQKA STATISTIKA - Rexeǌe kolokvijuma

1. Neka je X uzorak iz familije raspodela N (σ, σ), σ > 0

a) Pokazati da je
∑n

i=1X
2
i minimalna dovoǉna statistika za parametar σ.

b) Na�i funkciju g(σ) takvu da je
∑n

i=1X
2
i jedinstvena najboǉa ocena za parametar g(σ).

v) Odrediti doǌu granicu disperzija Rao-Kramera za g(σ). Da li je ova ocena dosti�e?

Napomena: Ako je X iz familije normalnih raspodela N (m,σ2), EX4 = m4 + 6m2σ2 + 3σ4.
Rexeǌe:
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Navedena raspodela zadovoǉava uslove regularnosti, pa pripada regularnoj eksponencijalnoj familiji
raspodela. Prema tome je

∑n
i=1X

2
i kompletna dovoǉna statistika za σ. Ona je i minimalna jer je

jednodimenziona.

b) Na�imo oqekivaǌe date statistike.
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Drugi naqin (bez eksplicitnog korix�eǌa momenata normalne raspodele): Kako je T (X) statis-
tika koja figurixe u zapisu jednoparametarske eksponencijalne familije raspodela ǌeno matematiqko
oqekivaǌe je
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Poxto je
∑n

i=1X
2
i kompletna dovoǉna statistika za σ, to je i T = 1

n

∑n
i=1X

2
i kao ǌena 1-1 funkcija.

T je nepristrasna ocena za g(σ) = σ+σ2, pa je prema teoremi Leman-Xefea jedinstvena najboǉa ocena
za g(σ).

Tra�ena funkcija je g(σ) = σ + σ2

v) Poxto familija pripada regularnoj eksponencijalnoj familiji raspodela, ona je regularna i u smislu
Rao-Kramera.
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Doǌa granica disperzija Rao-Kramera za g(σ) je: G = (g′(σ))2
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Poxto je D( 1
n
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i ) = G ocena dosti�e doǌu granicu Rao-Kramera.

Drugi naqin (bez raqunaǌa granice i disperzije ocene): Granica Rao-Kramera se dosti�e samo ako je
uzoraqka raspodela iz jednoparametarske eksponencijalne familije raspodela, a ocena qija disperzija
dosti�e granicu je upravo dovoǉna statistika koja figurixe u zapisu te raspodele. Kako su svi ovi
uslovi ispuǌeni, disperzija ocene 1

n
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2
i dosti�e granicu Rao-Kramera.



2. Neka je X uzorak iz familije logistiqkih raspodela s gustinom
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, x ∈ R, θ > 0

.

a) Pokazati da je EXi = 0.

b) Ako je DXi =
θ2π2

3
, odrediti ocenu Tn parametra θ metodom momenata.

v) Dokazati da je Tn postojana ocena.

Rexeǌe:
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Drugi naqin je da se poka�e da je funkcija simetriqna oko 0 i da integral (apsolutno) konvergija.
Simetrija va�i jer je
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v) Ako se koristi prva od dve navedene ocene, iz zakona velikih brojeva sledi
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Iz teoreme o neprekidnom preslikavaǌu (primeǌene na funkciju g(x) = π√
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Dakle Tn je postojana ocena za θ.

Ako se koristi druga ocena, onda iz zakona velikih brojeva imamo 1
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(Korix�eno je da konvergencija u raspodeli povlaqi konvergenciju u verovatno�i, kao i da ako niz
konvergira u raspodeli ka konstanti onda konvergira i u verovatno�i ka toj konstanti). Daǉe, osnovu
teoreme o neprekidnom preslikavaǌu, primeǌene kao u sluqaju prve ocene, imamo tra�enu postojanost.


