
MATEMATIQKA STATISTIKA - Rexeǌe kolokvijuma

1. Neka je X uzorak iz familije raspodela

(
−1 2 3

1− 3θ θ 2θ

)
, 0 < θ < 1

3
.

a) Napisati uzoraqku raspodelu u obliku proizvoda koriste�i indikatore odgovaraju�ih doga�aja i
zatim pokazati da data familija raspodela pripada eksponencijalnim familijama raspodela.

b) Na�i minimalnu dovoǉnu statistiku T (X) parametra θ. Da li je ona kompletna?

v) Na�i nepristrasnu ocenu parametra θ koja je funkcija T (X). Da li ǌena disperzija dosti�e doǌu
granicu Rao-Kramera?

Rexeǌe.

a) Poxto je
p(x; θ) = 0, x /∈ {−1, 2, 3},

i

p(x; θ) = (1− 3θ)I{x=−1}θI{x=2}(2θ)I{x=3}

= eI{x=−1} ln(1−3θ)+I{x=2} ln(θ)+I{x=3}(2θ)

= eI{x=−1} ln(1−3θ)+(1−I{x=−1}) ln θ+I{x=3} ln 2

= eI{x=−1} ln( 1−3θ
θ

)+ln θ+I{x=3} ln 2, x ∈ {−1, 2, 3},

imamo da je A(θ) = ln(1−3θ
θ

), K(x) = I{x = −1}, S(x) = I{x = 3} ln 2, q(θ) = ln θ. Poxto skup vred-
nosti za X, S = {−1, 2, 3} ne zavisi od θ, na osnovu ovog, sluqajna veliqina X je iz eksponencijalne
familije raspodela.

b) Dovoǉna statistika za θ, za uzorak obima n, je
∑n

i=1 K(Xi) =
∑n

i=1 I{Xi = −1}. Kako je dimen-
zija ove statistike 1, ona mora biti i minimalna. Da bismo dokazali kompletnost ove statistike
dovoǉno je pokazati regularnost eksponencijane familije. Mo�emo koristiti jednostavnije uslove
regularnosti. Nosaq raspodele ne zavisi od parametra i parametarski prostor Θ = (0, 1/3) sadr�i
otvoreni interval (i sam jeste otvoren interval). Dakle, T (X) =

∑n
i=1 I{Xi = −1} je kompletna

dovoǉna statistika za θ.

v) E(T (X)) = n(1 − 3θ), pa je nepristrasna ocena za θ statistika U(X) = 1
3
(1 − T (X)

n
). Kako je ova

nepristrasna ocena linearna funkcija dovoǉne statistike koja figurixe u izrazu eksponencijalne
familije raspodela, ona dosti�e doǌu granicu Rao-Kramera.

Efikasnost ove ocene mogla je da se utvrdi i raqunaǌem i upore�ivaǌem disperzije ove ocene i doǌe
granice disperzija Rao-Kramera. U tom sluqaju dobija se da je DU(X) = G = θ(1−3θ)

3n
. Uslovi

regularnosti va�e, i nisu se morali proveravati jer su oni slabiji od uslova regularnosti za ekspo-
nencijalnu familiju.

2. Neka je X uzorak iz familije Paretovih raspodela s gustinom f(x; θ) = θ(1 + x)−(1+θ), x ≥ 0, θ > 2.

a) Izraqunati matematiqko oqekivaǌe m(θ) i disperziju σ2(θ) elementa uzorka Xi.

b) Neka je X̄n = 1
n

∑n
k=1 Xk. Ispitati konvergenciju u raspodeli niza

√
n(X̄n − m(θ)), korix�eǌem

centralne graniqne teoreme ili uticajne krive.

v) Na�i θ̂n, ocenu parametra θ metodom momenata.

g) Na�i asimptotsku raspodelu
√
n(θ̂n − θ) kad n → ∞ koriste�i rezultat pod b) i delta metod.



Rexeǌe.

a) m(θ) = 1
θ−1

, σ2(θ) = θ
(θ−1)2(θ−2)

za θ > 2.

b) Prvi naqin: Kako je σ2(θ) konaqno za svako θ > 2, uslovi centralne graniqne teoreme su ispuǌeni, pa
va�i √

n(X̄n −m(θ))
D−→ Z, gde je Z : N (0, σ2(θ)). (1)

Drugi naqin: Poxto je m(θ) prvi momenat raspodele to je uticajna kriva φ(x; θ) = x −m(θ), pa je∫∞
−∞ φ2(x; θ)f(x; θ)dx = DX = σ2(θ) < ∞, te va�i (1).

v) Rexavaǌem jednaqine m(θ) = X̄n dobijamo θ̂n = 1
X̄n

+ 1.

g) Poxto je

√
n(θ̂n − θ) =

√
n
( 1

X̄n

+ 1− 1

m(θ)
− 1

)
=

√
n
( 1

X̄n

− 1

m(θ)

)
,

a funkcija g(m(θ)) = 1/m(θ) diferencijabilna za svako m(θ) ∈ (0, 1) i g′(m(θ)) = − 1
(m(θ))2

6= 0,
tra�ena graniqna raspodela dobija se direktno primenom delta metoda i rezultata pod b):

√
n(θ̂n − θ)

D−→ (g′(m(θ))2Z,

pa je graniqna raspodela normalna N
(
0, σ2(θ)

(m(θ))4

)
, odnosno N

(
0, θ(θ−1)2

θ−2

)
.


