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1. Neka je X uzorak s uzoraqkom raspodelom P(x; θ) koja zadovoǉava uslove regularnosti Rao-Kramera i
neka je

Uθ(x) =
∂

∂θ
lnP(x; θ).

a) Prilikom dokaza teoreme Rao-Kramera vidi se da disperzija nepristrasne ocene T (X) nekog parame-
tra g(θ) dosti�e granicu Rao-Kramera ako i samo ako je Cov2θ(T (X), Uθ(X)) = DT (X)DθUθ(X).
Odrediti P(x; θ) tako da disperzija ocene T (X) dosti�e granicu Rao-Kramera.

b) Neka X ima familiju stepenih raspodela s gustinom f(x; θ) = θxθ−1, x ∈ [0, 1], θ > 0. Odrediti
funkciju g(θ) takvu da postoji ǌena nepristrasna ocena koja dosti�e granicu Rao-Kramera i na�i tu
ocenu.

2. Neka je X uzorak iz familije raspodela koja ima zakon raspodele f(x) = p(1−p)x, x = 0, 1, . . ., i neka
je apriorna raspodela parametra p uniformna na intervalu (0, 1).

a) Na�i Bajesovu standarnu ocenu (kao maksimum aposteriorne raspodele) parametra p na osnovu reali-
zovanog uzorka x (obima n).

b) Za kakvu funkciju gubitaka bi se ova ocena pokazala i optimalnom u smislu Bajesovog rizika? Objas-
niti zaxto (idejno ili formalnim dokazom koriste�i qiǌenicu da je ocena koja ima minimalni Bajesov
rizik jednaka matematiqkom oqekivaǌu funkcije gubitaka u odnosu na aposteriornu raspodelu).

3. Neka je X uzorak iz familije transliranih eksponecijalnih raspodela s gustinom f(x; θ) = eθ−x,
x > θ, θ ∈ R.

a) Na�i dovoǉnu statistiku Tn za parametar θ.

b) Neka nenegativna sluqajna veliqina Y ima gustinu g(y) koja je strogo opadaju�a funkcija na [0,∞).

Dokazati da je, za fiksirano α, od svih intervala [a, b] za koje je
∫ b
a
g(y)dy = 1 − α, najkra�i onaj

kod koga je a = 0.

v) Na�i sto�ernu veliqinu za parametar θ koja je funkcija od Tn, a zatim i optimalni (tj. najkra�i)
90% interval povereǌa za parametar θ.

4. Pretpostavǉa se da broj ǉudi koji u�u u jednu banku u centru grada u toku jednog minuta ima Puasonovu
raspodelu. Posmatrano je 200 jednominutnih perioda u razliqitim periodima tokom jedne nedeǉe i dobijeni
su slede�i rezultati:

broj dolazaka 0 1 2 3 4 5 6 7 i vixe

broj minuta 14 31 47 41 29 21 10 7

Na primer, nijedna osoba nije doxla tokom 14 minuta od ukupno 200 posmatranih i sliqno za ostale vred-
nosti.

a) Neka je X prost sluqajni uzorak i neka je A1, . . . , Ar razbijaǌe skupa vrednosti elemenata tog uzorka.
Ako definixemo Yj = I{Xi ∈ Aj}, j = 1, . . . , r, koju raspodelu ima vektor Y = (Y1, . . . , Yr)?

b) Objasniti kako se testiraǌe hipoteze da je poqetni uzorak iz Puasonove raspodele, protiv alternative
da nije iz ǌe, prebacuje na testiraǌe o parametrima raspodele za Y .

v) Napisati jednaqinu verodostojnosti, na osnovu realizovanog uzorka y1, . . . , yr, rexavaǌem koje bismo
dobili ocenu nepoznatog parametra λ.

g) Pretpostavǉaju�i da su u posledǌoj klasi sve vrednosti bax jednake 7, na�i pribli�nu ocenu parame-
tra λ i, s nivoom znaqajnosti od 5% ispitati da li je pretpostavka o Puasonovoj raspodeli broja ǉudi
koji u�u u banku taqna.


