Materija predavana drugacije nego u udzbeniku

Milan Drazié

Materija koja sledi je predavana na ¢asu drugacije nego sto je to uradeno u
standardnom udzbeniku D. Radunovié¢, ” Numericke metode”.

1 Lema 1 za Newton-Cotesove formule

Lema 1. Ako je tezinska funkcija p(z) parna u odnosu na sredinu odsecka
[a,b], a &vorovi xy su simetri¢no rasporedeni u odnosu na sredinu odsecka, tj.
ty = —tp_k, onda su koeficijenti kvadraturne formule

n

Su(f) = 25 S ef (@)

=0

koji odgovaraju simetricnim ¢vorovima, jednaki, tj. cx = cp—k-
Dokaz 1: Kao u udzbeniku. Dovoljno je znati jedan od vise dokaza leme.

Dokaz 2: Kvadraturna formula
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je tacna za sve polinome stepena < n, pa je stoga tacna i za f;(z) = 27, j =
0,...,n:

n b
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ZCixg:/p(x)dexEFj Cj:Tacj, j=0,...,n. (1)
i=0 a

Preslikavanje = a 4+ b — ¢ predstavlja simetriju u odnosu na sredinu (a + b)/2
odsecka [a,b]. Za polinome g;(z) = (a+b—=z)?, j =0,...,n je formula takode
tacna, pa je

n b

ZC’i(a +b—x;) = / p(z)(a+b—z) dx.
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Zbog simetrije ¢vorova je
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a zbog parnosti tezinske funkcije p(z) je

/abp(x)(aer—:c)jdxz/:p(aer—t)tjdx:/abp(t)tjdx:Fj_



Povezujuéi tri poslednje relacije zajedno, dobijamo linearni sistem jednacina
n .
ch—ixg:Fj, ]:0,,77, (2)
i=0

Sistemi (1) i (2) imaju istu matricu sistema koja je regularna kao i desnu stranu,
pa stoga imaju i ista reSenja

Ci=Ch_y.
Stoga je i ¢; = cpy-
Dokaz 3: Iz konstrukcije kvadraturnih formula je z = b%’ + b’?“t, p(t) =
p(l”?“ + b’?“t), a iz uslova leme je p(—t) = p(t), t; = —t,—;. Zato je

2 Iterativne metode za sisteme linearnih jedna-
¢ina
Opésti oblik iterativnog procesa je
xk+1:Gk(x07x17"'axk)a k:Oala

gde je pocetna iteracija xo poznata. Pod nekim uslovima ée niz {z)} konver-
girati reSenju problema koji se razmatra. Ukoliko funkcija G} zavisi samo od
Tk, ..., Tk, tada kazemo da je metoda [ + 1 slojna. Metoda koja zavisi samo
od zy, je dvoslojna (povezuje slojeve k i k+ 1), a ona koja zavisi od x i zx—1 je
troslojna. Ukoliko funkcija Gy = G ne zavisi od indeksa k, tada metodu zovemo
stacionarnom.

Za reSavanje regularnog sistema linearnih jednacina Ax = b, sistem zapisu-
jemo u ekvivalentnom obliku = Bx + ¢ (da bi imali ista reSenja, mora biti
¢ = (I — B)A~'b), pa odatle dobijamo dvoslojni iterativni proces

Tpy1 = Bxy+c, k=0,1,...

Vazi sledeta teorema koja daje potrebne i dovoljne uslove konvergencije.



Teorema 1. Neka sistem Ax = b ima jedinstveno reSenje. Tada iterativni
proces zpy1 = Bz + ¢ konvergira ka tom resenju za svaki pocetni vektor xg
ako i samo ako su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu manje od 1.

Dokaz: Dokazimo prvo da je uslov potreban. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji neka sopstvena vrednost A\ takva da je [A\g| > 1. Neka je vy odgovarajuéi
sopstveni vektor. Izaberimo za pocetnu iteraciju

To =+ v,
gde je x tacno reSenje sistema. Tada je, zbog x = Bz + c,
ty —x = Bxj_1 — Br=---= B*(xo — ) = B¥vy = \fvg £ 0, k — 00.

Posto konvergencija ne vazi za sve pocetne vektore, ne vazi pretpostavka, pa
mora biti |A;| < 1 za svako 1.

Dokazimo sada da je uslov dovoljan. Pretpostavimo da je |\;| < 1 za svako
i. Posto je, od ranije,

zp —x = Bf(zg — ),

dovoljno je dokazati da matrica By — 0, k — co. Nekasu A;, ¢ = 1,...,m
sopstvene vrednosti viSestrukosti n;: ny + -+ + n,, = n. Matrica B je sli¢na
Zordanovoj matrici

B=CtJC,
gde je C regularna matrica, a J blok dijagonalna matrica
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gde je
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Zbog B* = C~1J*C, dovoljno je dokazati da J*¥ — 0, a posto je
JF0 0]
k
Jh 0 J5 0
0 0 JE ]

bi¢e dovoljno dokazati da matrica Ji’“ — 0. Indukcijom se pokazuje da je
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pa, zbog |A;] < 1, svaki element matrice konvergira nuli, Ji’C — 0, k — oo.
Odavde J*¥ — 0, k — oo, pa B¥ — 0, k — 00, odakle sledi da ¥ — x, k — oo,
¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

Dovoljne uslove konvergencije daje slede¢a teorema

Teorema 2. Ako je neka norma matrice B, saglasna sa nekom normom vektora,
manja od 1, tada iterativni proces xx4+1 = Bzy + ¢ konvergira.

Dokaz: Uslov saglasnosti normi vektora i matrice daje ||Bx|| < ||B||||z||. Ako
je A; proizvoljna sopstvena vrednost i v; odgovarajuéi sopstveni vektor, bi¢e

(il {[oil| = [ Aevill = [|Busl| < [[BI|[[al],

odakle je, posto je sopstveni vektor razli¢it od nula vektora, |A;| < ||B]|. Zbog
pretpostavke da je ||B|| < 1, biée |A\;] < 1, pa dokaz sledi neposrednom pri-
menom prethodne teoreme.

3 Stabilnost reSenja sistema linearnih jednacina
U udzbeniku je dokazano da za reSenja sistema
Ax =10 i Az =V
vazi ocena )
10" — ]|
1ol

Ukoliko dopustimo da se menjaju i elementi matrice sistema, tada treba da
uporedimo resenja sistema

[la” = =] < cond(A)

Az =b i Ax =1
Ukoliko sa b” obelezimo proizvod Az’ = b, zbog Az = b dobijamo

b// — b/ _ (A/ _ A)x'
= V(A - A A,

Primenom prethodnog rezultata na sisteme Az = b1 Az’ = b” dobijamo

!/ _ _bh— (A — A (A —1z/
I = all oy 1 0= (4~ )
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Moze se takode dokazati, pod pretpostavkom da je ||A" — A|| < 1/||4]|, da

vazi
|2 — x| _ cond(A) {Ib’—bll n IIA’—AI}
[[A"— Al |[6]] %4 '
|| All
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4 Banahova teorema o nepokretnoj tacki

Neka je B zatvoren podskup kompletnog metrickog prostora X, B C X.

Definicija. Preslikavane f : B — B se naziva kontrakcija ako postoji konstanta
q < 1 takva da je

d(f(zy), f(x2)) < qd(xy1,x2), Vxy, 20 € B.
Banahova teorema. Neka je B zatvoren podskup kompletnog metrickog pro-
stora X, i neka je f : B — B kontrakcija. Tada

1. Niz {z,} odreden sa xz,+1 = f(z,), za proizvoljno zy € B konvergira ka
nekoj tacki T € B.
2. Tacka Z je nepokretna tacka, tj. f(Z) = Z, i jedinstvena je.

3. Vazi

n
1—¢

d(-fcnyi') < %_q d(xfmxn—l)

d(xn,z) <

d(zo, 1)

Dokaz: 1. Posto je f kontrakcija, bice
A(@Tnt1,20) = d(f(20), f(@n-1)) < qd(@n,Tn-1) < - < ¢"d(z0,21) -
Zbog ovoga je, za m > n,

d(-rn7 xm) S d(l‘n, -rn-i-l) + d(-rn-i-h xn+2) + -+ d(-rm—la xm)
(qn 4 qn+1 4. +qm_1)d($o,$1)

1q_ p d(xo,x1) .
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Kada n,m — oo tada d(x,,z,) — 0, pa je {z,} Kosijev niz i kao takav kon-
vergira nekoj tacki T € X. Zbog zatvorenosti B jei T € B.

2. Vazi da je
d(Tnt1, f(Z)) = d(f(zn), f(T)) < gd(xy,T) = 0, n— o0,
pa je lim, oo nt1 = f(Z). Posto konvergentan niz ima jedinstveni limes,
Z = f(Z). Neka su Z i T nepokretne tacke: T = f(z) iz = f(z). Bice
d(z,z) = d(f(2), f(7)) < qd(z,7) = (1-q)d(z,7)=0

Sto je, zbog ¢ < 1, moguce samo ako je d(z,z) =0, tj. T = Z.
3. U tacki 1. je dokazano da je

n

d(Tp, Tm) < 1q

d(l‘o,l’l) .

Uzimajuéi grani¢nu vrednost kad m — oo, i koristeé¢i neprekidnost rastojanja,

dobijamo
n

d(.’Eo,l'l) .



Na kraju,

d(iEn,f) = d(f(xn—1)7 f(j))
qd('rn—lai‘)
q(d(mn,l,xn) + d(xmf))

IAIA

pa je odatle
d(l‘n, i‘) < % d(ﬁﬁn, xn—l) .



