
Zadatak sa posled�eg qasa ve�bi iz Analize 2b 28.5.2015.

Funkciju f(x) =

{ ∑∞
n=1 αn sin nx

sin x , x 6= kπ, |α| < 1;
lim

x→kπ
f(x), x = kπ. razviti u Furijeov red.

Rexe�e. Funkcija f(x) ima period 2π i parna je, pa su koeficijenti bk jednaki nuli, a koefi-

cijenti ak su

ak =
1
π

π∫
−π

f(x) cos kxdx =
2
π

π∫
0

f(x) cos kxdx =
2
π

π∫
0

( ∞∑
n=1

αn sinnx

sinx

)
cos kxdx.

S obzirom je

∣∣∣∣ sinnx

sinx

∣∣∣∣ ≤ n za x 6= kπ,

∣∣∣∣ lim
x→kπ

sinnx

sinx

∣∣∣∣ = n i da red

∞∑
n=1

nαn konvergira onda red pod znakom

integrala konvergira po Vajerxtrasovom kriterijumu.

Integracijom qlan po qlan dobijamo

αk =
2
π

∞∑
n=1

αn

π∫
0

sinnx

sinx
cos kxdx

 =
1
π

∞∑
n=1

αn

π∫
0

sin(n + k)x− sin(n− k)x
sinx


Izraqunajmo slede�e integrale za m ∈ Z

I2m =

π∫
0

sin 2mx

sinx
dx = (x = π − t) = −

π∫
0

sin 2mt

sin t
dx = −I2m,

a odavde I2m = 0.

Izraqunajmo integrale I2m−1 =
π∫
0

sin(2m−1)x
sin x dx na slede�i naqin

I2m+1 − I2m−1 =

π∫
0

sin(2m + 1)x− sin(2m− 1)x
sinx

dx =
1
2

π∫
0

cos(2m)x sinx

sinx
dx =

1
2

π∫
0

cos(2m)xdx = 0.

Prema tome, I2m+1 = I2m−1 = ... = I3 = I1 =
π∫
0

sin x
sin xdx =

π∫
0

dx = π.

Odavde sledi da je I1−2m = −π, zbog neparnosti funkcije sinx.
Dobili smo

ak =
1
π

∞∑
n=1

αn

π∫
0

sin(n + k)x + sin(n− k)x
sinx

 =
1
π

∞∑
n=1

αn(Ik+n + I−k+n)

=
1
π

∞∑
n=1

αn(Ik+n + I−k+n) = 2(αk+1 + αk+2 + ...) =
2αk+1

1− α2
.

Furijeov red funkcije je

f(x) =
α

1− α2
+

2
1− α2

∞∑
k=1

αk+1 cos kx.


