
Pismeni ispit iz Teorije mere i integracije 27.6.2018.

1. Neka je B Borelova σ-algebra na R2 i neka je B Lebegova mera. Neka je data funkcija

µ : M→ [0,+∞), µ(A) =
∑

(n,k)∈Z×Z

2|n−k|m(A ∩An,k),

pri qemu je An,k = [n, n+ 1)× [k, k + 1).

a) Dokazati da je µ mera na M.

b) Izraqunati

∫
A

fdµ, gde je A = {(x, y) | (x− 3)2 + (y − 3)2 ≤ 8} i f(x, y) = χR×[0,3].

v) Izraqunati

∫
R2

fdµ, gde je f = χ[0,2018]×[0,2018].

2. Neka je dat niz funkcija fn : [0,+∞) → R, fn(x) =
n

(1 + n2x2)(cosx+ x3 + x)
. Da li postoji

mer	iva funkcija g : R→ [0,+∞) koja zadovo	ava slede�e osobine

a)

∫
[0,+∞)

g(x)dm(x) < +∞;

b) Postoji n0 ∈ N tako da je |fn(x)| ≤ g(x) za svako n ≥ n0 i za svako x ≥ 0?

3. Dokazati jednakost

+∞∫
0

e−xdx

1 + e−
x
3
= 3

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 3
.

4. Neka niz (fn) konvergira ka f u Lp[a, b] i niz (gn) konvergira ka g u L
q[a, b], pri qemu je 1

p+
1
q = 1.

a) Pokazati da va�i lim
n→+∞

b∫
a

fn(x)gn(x)dx =

b∫
a

f(x)g(x)dx.

b) Ako niz (cn) u [a, b] konvergira ka c, tada lim
n→+∞

cn∫
a

fn(x)dx =

c∫
a

f(x)dx.
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