
Zlatko Lazovi�

Zadatak 0.1. Izraqunati integrale: a)

9π2

4∫
0

∣∣sin√x∣∣ dx ; b)

∫
dx

4 sin2 x+ cos2 x
.

Rexe�e. a)

9π2

4∫
0

∣∣sin√x∣∣ dx =

(
x = t2

dx = 2tdt

)
= 2

3π
2∫

0

t |sin t| dt = 2

π∫
0

t |sin t| dt+ 2

3π
2∫

π

t |sin t| dt

= 2

π∫
0

t sin tdt− 2

3π
2∫

π

t sin tdt =

(
u = t ⇒ du = dt

dv = sin t ⇒ v = − cos t

)

= 2

−t cos t|π0 + π∫
0

cos tdt

− 2

−t cos t| 3π2π +

3π
2∫

π

cos tdt


= 2 (π + sin t|π0 )− 2

(
−π + sin t|

3π
2
π

)
= 2π + 2π + 2 = 4π + 2.

b)

∫
dx

4 sin2 x+ cos2 x
=

 tg x = t
dx = dt

1+t2

cos2 x = 1
1+t2

, sin2 x = t2

1+t2

 =

∫ dt
1+t2

4t2

1+t2
+ 1

1+t2

=

∫
dt

4t2 + 1

=
1

4

∫
dt

t2 + 1
4

=
1

4
· 2arctg(2t) + C =

1

2
arctg(2tg x) + C.

4

Zadatak 0.2. Neka je dat krug x2 + y2 ≤ 8 i parabola y2 = 2x.

a) Parabola deli krug na dva dela. U kojem odnosu su povrxine tih delova?

b) Na�i zapreminu tela koje se dobija rotacijom ma�eg dela kruga oko x-ose.

Rexe�e. a)

P1 = 2

2∫
0

√
2xdx+ 2

2
√
2∫

2

√
8− x2dx = 2I1 + 2I2,

I1 =

2∫
0

√
2xdx =

√
2
x

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
2

0

=
2
√
2

3
· 2

3
2 =

8

3
,

I2 =

2
√
2∫

2

√
8− x2dx =

(
x =
√
8 sin t

dx =
√
8 cos tdt

)
=

π
2∫

π
4

8 cos2 xdx = 8

π
2∫

π
4

1 + cos 2x

2
dx

= 4

(
x+

1

2
sin 2x

)∣∣∣∣π2
π
4

= 4

(
π

2
− π

4
− 1

2

)
= π − 2,
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P1 =
16

3
+ 2π − 4,

P2 = 8π − 16

3
− 2π + 4 = 6π − 4

3
,

P1

P2

=
16
3
+ 2π − 4

6π − 4
3

=
16 + 6π − 12

18π − 4
=

3π + 2

9π − 2
.

b)

V = π

2∫
0

(√
2x
)2
dx+ π

2
√
2∫

2

(√
8− x2

)2
dx = π

2∫
0

2xdx+ π

2
√
2∫

2

(8− x2)dx

= πx2|20 + π

(
8x− x3

3

)∣∣∣∣2
√
2

2

= 4π + π

(
16
√
2− 16

√
2

3
− 16 +

8

3

)

= π

(
16
√
2− 16

√
2

3
− 12 +

8

3

)
=

4π

3

(
8
√
2− 7

)
4

Zadatak 0.3. Ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju redova:

a)
+∞∑
n=1

(
4
√
n+ 1− 4

√
n
)
; b)

+∞∑
n=1

(−1)n−1n2 sin
π

3n
; v)

+∞∑
n=2

(
(−1)n

n2
+

1

n+ (−1)n

)
.

Rexe�e. a) Niz parcijalnih suma je

Sm =
m∑
n=1

(
4
√
n+ 1− 4

√
n
)
=
(

4
√
2− 4
√
1
)
+
(

4
√
3− 4
√
2
)
+ ...+

(
4
√
m+ 1− 4

√
m
)

= 4
√
m+ 1− 1,

pa je

lim
m→+∞

Sm = lim
m→+∞

(
4
√
m+ 1− 1

)
= +∞.

Prema tome, red divergira.
b) Ispitajmo apsolutnu konvergenciju. Imamo asimptotsko ponaxa�e

|an| =
∣∣∣(−1)n−1n2 sin

π

3n

∣∣∣ = n2 sin
π

3n
∼ πn2

3n
.

Red
+∞∑
n=1

n2

3n
konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma jer je

lim
n→+∞

n

√
n2

3n
= lim

n→∞

( n
√
n)

2

3
=

1

3
< 1,

odakle red
+∞∑
n=1

(−1)n−1n2 sin π
3n

apsolutno konvergira.
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v) Niz an = 1
n2 monotono te�i nuli, pa red

+∞∑
n=2

(−1)n
n2 konvergira na osnovu Lajbni-

covog kriterijuma.
Na osnovu asimptotskog ponaxa�a

1

n+ (−1)n
∼ 1

n
· 1

1 + (−1)n
n

∼ 1

n

red
+∞∑
n=2

1
n+(−1)n divergira.

Prema tome, red
+∞∑
n=2

(
(−1)n
n2 + 1

n+(−1)n

)
divergira. Odattle red apsolutno ne konver-

gira. 4

Zadatak 0.4. Rexe�e. Neka je dat niz funkcija fn(x) = nxn(1− x), n ∈ N.

a) Ispitati obiqnu konvergenciju niza funkcija na [0, 1].

b) Ispitati ravnomernu konvergenciju niza funkcija na
[
0, 1

2

]
.

v) Ispitati ravnomernu konvergenciju niza funkcija na [0, 1].

a) Neka je x ∈ (0, 1). Tada je lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nxn(1− x) = 0, jer xn "br�e" te�i nuli

nego xto n ide u +∞, to jest lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n

( 1
x)

n = 0. Za x ∈ {0, 1} oqigledno je

lim
n→∞

fn(x) = 0. Prema tome, niz funkcija fn obiqno konvergira ka funkciji f ≡ 0.

b)

lim
n→∞

sup
x∈[0, 12 ]

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x∈[0, 12 ]

|fn(x)− 0| = lim
n→∞

sup
x∈[0, 12 ]

nxn(1− x).

Iz

f ′n(x) = (nxn(1− x))′ = n(xn(1− x))′ = n(nxn−1(1− x)− xn) = n(nxn−1 − nxn − xn)
= n(nxn−1 − (n+ 1)xn)

zak	uqujemo da je fn rastu�a na
[
0, n

n+1

]
, odnosno na

[
0, 1

2

]
, odakle je

sup
x∈[0, 12 ]

fn(x) = fn

(
1

2

)
=

n

2n
· 1
2
,

pa je

lim
n→∞

sup
x∈[0, 12 ]

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

n

2n
· 1
2
= 0.

Niz funkcija ravnomerno konvergira na
[
0, 1

2

]
.

v) Funkcija fn je opadaju�a na
[

n
n+1

, 1
]
, a rastu�a na

[
0, n

n+1

]
, pa je

sup
x∈[0, 12 ]

fn(x) = fn

(
n

n+ 1

)
= n

(
n

n+ 1

)n(
1− n

n+ 1

)
= n

(
n

n+ 1

)n
· 1

n+ 1
,

a odavde

lim
n→∞

n

(
n

n+ 1

)n
· 1

n+ 1
= lim

n→∞

1(
n+1
n

)n · n

n+ 1
=

1

e
6= 0.

Niz funkcija ne konvergira ravnomerno na [0, 1]. 4
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