
Matematiqki fakultet

Univerzitet u Beogradu

Aritmetiqki i geometrijski nizovi

Zlatko Lazovi�

29. mart 2017.



Aritmetiqki i geometrijski nizovi Zlatko Lazovi�

Matematiqki fakultet 2 Univerzitet u Beogradu



Glava 1

Aritmetiqki i

geometrijski nizovi

1.1 Teorijski uvod

Aritmetiqki niz je niz realnih brojeva kod kojeg se svaki slede�i qlan
niza dobija od prethodnog dodava�em jednog istog broja d. Broj d se naziva
razlikom tog niza. Kod svakog niza n-ti qlan �emo oznaqiti sa an, n ∈ N.
Primer jednog aritmetiqkog niza je niz 2, 5, 8, 11, 14, 17, . . . Kod ovog niza
razlika je d = 3 i prvi qlan a1 = 2.

Dakle, aritmetiqki niz zadovo	ava relaciju

an+1 = an + d, za svako n ∈ N.

U aritmetiqkom nizu (an) sa prvim qlanom a1 i razlikom d va�i

an = a1 + (n− 1)d, (1.1)

za svaki prirodan broj n.
Va�i i slede�a jednakost

an =
an−k + an+k

2
, k < n (k, n ∈ N).

Specijalno za k = 1, an = an−1+an+1

2 (n > 1).
Zbir prvih n qlanova aritmetiqkog niza sa prvim qlanom a1 i razlikom

d iznosi

Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d] =

n

2
(a1 + an). (1.2)

Geometrijski niz je niz kod kojeg se svaki qlan niza, poqevxi od drugog,
dobija od prethodnog mno�e�em jednim istim brojem q (q 6= 0). Broj q je
koliqnik tog geometrijskog niza. Primer jednog geometrijskog niza je niz

3
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3, 12, 48, 192, 768, . . . Kod ovog niza koliqnik je q = 4 i prvi qlan b1 = 3.
Dakle, geometrijski niz zadovo	ava relaciju

bn+1 = bn · q, n = 1, 2, 3 . . .

U geometrijskom nizu (bn) sa prvim qlanom b1 i koliqnikom q va�i

bn = b1 · qn−1, (1.3)

za svaki prirodan broj n.
Va�i i slede�a jednakost

b2n = bn−k · bn+k, k < n.

Specijalno za k = 1, b2n = bn−1 · bn+1 (n > 1).
Zbir prvih n qlanova geometrijskog niza sa prvim qlanom b1 i koliq-

nikom q (q 6= 1) iznosi

Sn = b1
1− qn

1− q
, (1.4)

a ako je q = 1, onda je Sn = nb1.
Ako koliqnik geometrijskog niza zadovo	ava |q| < 1, onda se zbir svih

qlanova tog niza mo�e izraqunati pomo�u formule

S =
b1

1− q
. (1.5)

1.2 Rexeni zadaci

1.2.1. Da li je broj 347 qlan aritmetiqkog niza 1, 5, 9, 13, . . .?

Rexe�e. Dat je aritmetiqki niz kod koga je prvi qlan jednak a1 = 1 i
razlika d = 4. Na osnovu jednakosti 1.1, opxti qlan je oblika an = a1 +
(n− 1)d = 1+ 4(n− 1) = 4n− 3, odnosno to su svi brojevi koji pri de	e�u
sa 4 daju ostatak 1. Broj 347 pri de	e�u sa 4 daje ostatak 3, pa nije qlan
aritmetiqkog niza. 4

1.2.2. Mogu li
√
5 i 5 biti qlanovi aritmetiqkog niza qiji je prvi

qlan jednak 2?

Rexe�e. Neka je
√
5 = 2+(n−1)d i 5 = 2+(m−1)d. Tada je

√
5− 2

5− 2
=

n− 1

m− 1
,

a odavde
√
5 = 3· n− 1

m− 1
+2, xto je nemogu�e, jer je

√
5 iracionalan broj. 4

1.2.3. Izme�u −2 i 46 umetnuti 15 brojeva, tako da svi zajedno formi-
raju aritmetiqki niz. Koliki je zbir ovih 17 brojeva?
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Rexe�e. Kada bi te brojeve umetnuli, onda bi 46 bio sedamnaesti qlan
aritmetiqkog niza, a −2 prvi qlan. Iz a1 = −2 i a1 +16d = 46 sledi da je

d = 3. Zbir je, prema formuli (1.2), jednak S17 =
17

2
(2a1 + 16d) = 17 · 22 =

374. 4

1.2.4. Na�i prvi qlan i razliku aritmetiqkog niza (an) u kome je

a2 + a5 − a3 = 10 i a2 + a9 = 17.

Rexe�e. Iz jednakosti 10 = a2+a5−a3 = a1+d+a1+4d−(a1+2d) = a1+3d
i 17 = a1 + d+ a1 + 8d = 2a1 + 9d dobijamo sistem

a1 + 3d = 10,

2a1 + 9d = 17,

qije je rexe�e a1 = 13 i d = −1. 4

1.2.5. Ako je kod aritmetiqkog niza an = m, am = n, m > n, odrediti
am−n.

Rexe�e. Rexava�em sistema n = a1 + (m− 1)d, m = a1 + (n− 1)d po a1 i d
dolazimo do d = m−n

n−m = −1 i a1 = m+n−1. Tada je am−n = a1+(m−n−1)d =
m+ n− 1− (m− n− 1) = 2n. 4

1.2.6. Odrediti prvi qlan i razliku aritmetiqkog niza (an), ako je
zbir prva tri qlana jednak −3, a zbir prvih pet qlanova sa parnim indek-
sima je 15.

Rexe�e. Zbir prva tri qlana niza je S3 =
3

2
(2a1 + 2d) = 3a1 + 3d = −3, a

zbir prvih pet qlanova sa parnim indeksima je a2 + a4 + a6 + a8 + a10 =
a1 + d+ a1 + 3d+ a1 + 5d+ a1 + 7d+ a1 + 9d = 5a1 + 25d = 15. Iz sistema

3a1 + 3d = −3,
5a1 + 25d = 15,

sledi da je a1 = −2 i d = 1. 4

1.2.7. Izraqunati zbir prvih 19 qlanova aritmetiqkog niza (an), ako
je poznato da je a4 + a8 + a12 + a16 = 224.

Rexe�e. Nakon slede�ih ekvivalencija a4 + a8 + a12 + a16 = 224 ⇔ a1 +
3d+ a1 +7d+ a1 +11d+ a1 +15d = 224 ⇔ 4a1 +36d = 224 ⇔ a1 +9d = 56

nalazimo jednu vezu izme�u a1 i d, pa je S19 =
19

2
[2a1+18d] = 19(a1+9d) =

19 · 56 = 1064. 4

1.2.8. Zbir tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza je 2, a zbir �ihovih

kvadrata
14

9
. Na�i te brojeve.
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Rexe�e. Rexava�em sistema dobijamo slede�e ekvivalencije(
a1 + a2 + a3 = 2
a21 + a22 + a23 = 14

9

)
⇔

(
3a1 + 3d = 2

a21 + a21 + 2a1d+ d2 + a21 + 4a1d+ 4d2 = 14
9

)

⇔
(

3a1 + 3d = 2
3a21 + 6a1d+ 5d2 = 14

9

)
Ako izrazimo a1 iz prve jednaqine i zamenimo u drugu jednaqinu dobijamo
slede�e ekvivalencije

3

(
2− 3d

3

)2

+ 6 · 2− 3d

3
d+ 5d2 =

14

9

⇔ 4− 12d+ 9d2

3
+ 4d− 6d2 + 5d2 =

14

9

⇔ 3
(
4− 12d+ 9d2

)
+ 36d− 9d2 = 14

⇔ d =
1

3
∨ d = −1

3
.

Za tra�eni aritmetiqki niz dobijamo a1 = 1
3 , d = 1

3 ili a1 = 1, d = − 1
3 .

Prva tri qlana niza su 1
3 ,

2
3 , 1 ili 1, 23 ,

1
3 . 4

1.2.9. Tri broja su uzastopni qlanovi rastu�eg aritmetiqkog niza. Zbir
tih brojeva je 3, a zbir �ihovih kubova je 4. Odrediti te brojeve.

Rexe�e. Iz uslova zadatka imamo sistem

a1 + a2 + a3 = 3,

a31 + a32 + a33 = 4,

koji je ekvivalentan sa slede�im sistemima

3a1 + 3d = 3,

a31 + a31 + 3a21d+ 3a1d
2 + d3 + a31 + 6a21d+ 12a1d

2 + 8d3 = 4

i

a1 + d = 1,

3a31 + 9a21d+ 15a1d
2 + 9d3 = 4.

Ako izrazimo a1 iz prve jednaqine i zamenimo u drugu jednaqinu dobijamo

3(1− d)3 + 9(1− d)2 d+ 15(1− d)d2 + 9d3 = 4

⇔ 3− 9d+ 9d2 − 3d3 + 9d− 18d2 + 9d3 + 15d2 − 15d3 + 9d3 = 4

⇔ 6d2 = 1 ⇔ d1,2 = ±
√
6

6
.

S obzirom da je niz rastu�i prva tri qlana tog niza su 1−
√
6
6 , 1 i 1+

√
6
6 .
4
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1.2.10. U aritmetiqkom nizu je a4 = 5. Za koju vrednost razlike d tog
niza zbir kvadrata prva tri qlana �e biti najma�i?

Rexe�e. Iz uslova imamo da je 5 = a4 = a1 + 3d, odnosno a1 = 5− 3d. Zbir
kvadrata prva tri qlana je a21 + (a1 + d)2 + (a1 + 2d)2 = 3a21 + 6a1d + 5d2.
Ako u posled�i izraz zamenimo a1 dobijamo

3a21 + 6a1d+ 5d2 = 3(5− 3d)2 + 6(5− 3d)d+ 5d2

= 75− 90d+ 27d2 + 30d− 18d2 + 5d2 = 14d2 − 60d+ 75.

Zbir kvadrata �e biti najma�i ako je d = −−6028 = 15
7 . 4

1.2.11. Za koje vrednosti x brojevi log 2, log(2x − 1) i log(2x + 3) pred-
stav	aju u datom poretku tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza?

Rexe�e. Skup dopustivih vrednosti je D = (0,+∞). Na osnovu osobine
aritmetiqkog niza ak = ak−1+ak+1

2 imamo 2 log(2x − 1) = log 2 + log(2x + 3).

Odavde je log(2x − 1)2 = log 2(2x + 3), odnosno (2x − 1)
2
= 2(2x + 3) . Ako

stavimo 2x = t dobijamo jednaqinu t2 − 4t− 5 = 0, qija su rexe�a t1 = 5 i
t2 = −1. Kako je 2x > 0, mogu�e je samo t = 5, tj. 2x = 5. Dakle x = log2 5. 4

1.2.12. Ako su brojevi a1, a2, ..., an uzastopni qlanovi nekog aritme-
tiqkog niza, pri qemu me�u �ima nema qlanova jednakih nuli, dokazati
da je

1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

an−1an
=
n− 1

a1an
.

Rexe�e. Na osnovu jednakosti
1

akak+1
=

1

ak(ak + d)
=

1

d

(
(ak + d)− ak
ak(ak + d)

)
=

1

d

(
1

ak
− 1

ak+1

)
imamo

1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

an−1an
=

1

d

(
1

a1
− 1

a2
+

1

a2
− 1

a3
+ . . .+

1

an−1
− 1

an

)
=

1

d

(
1

a1
− 1

an

)
=

1

d
· an − a1
a1an

=
1

d
· (n− 1)d

a1an

=
n− 1

a1an
.

4

1.2.13. Dokazati da su brojevi
1

b+ c
,

1

c+ a
,

1

a+ b
(a + b 6= 0, a + c 6=

0, b+ c 6= 0) uzastopni qlanovi jednog aritmetiqkog niza ako i samo ako su

brojevi a2, b2, c2 uzastopni qlanovi drugog aritmetiqkog niza.
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Rexe�e. Brojevi
1

b+ c
,

1

c+ a
i

1

a+ b
su uzastopni qlanovi nekog aritme-

tiqkog niza ako i samo ako va�i
1

c+ a
=

1

2

(
1

b+ c
+

1

a+ b

)
. Na osnovu

slede�ih ekvivalencija

1

c+ a
=

1

2

(
1

b+ c
+

1

a+ b

)
⇔ 2

c+ a
=

a+ 2b+ c

(b+ c)(a+ b)

⇔ 2(b+ c)(a+ b) = (a+ 2b+ c)(c+ a)

⇔ 2ab+ 2b2 + 2ac+ 2bc = ac+ a2 + 2bc+ 2ab+ c2 + ac

⇔ 2b2 − a2 − c2 = 0

⇔ b2 =
1

2
(a2 + c2),

sledi da su brojevi
1

b+ c
,

1

c+ a
i

1

a+ b
uzastopni qlanovi aritmetiqkog

niza ako i samo ako su brojevi a2, b2 i c2 uzastopni qlanovi aritmetiqkog
niza. 4

1.2.14.Neka je (an) aritmetiqki niz i Sk zbir prvih k �egovih qlanova.

Ako za neke m,n ∈ N (m 6= n) va�i
Sm
Sn

=
m2

n2
, dokazati da je

am
an

=
2m− 1

2n− 1
.

Rexe�e. Sre�iva�em datog izraza imamo

Sm
Sn

=
m2

n2
⇔

m
2 [2a1 + d(m− 1)]
n
2 [2a1 + d(n− 1)]

=
m2

n2
⇔ m[2a1 + d(m− 1)]

n[2a1 + d(n− 1)]
=
m2

n2

⇔ 2a1 + d(m− 1)

2a1 + d(n− 1)
=
m

n

⇔ n[2a1 + d(m− 1)] = m[2a1 + d(n− 1)]

⇔ 2a1n+ dn(m− 1)− 2a1m− dm(n− 1) = 0

⇔ 2a1(n−m)− d(n−m) = 0

⇔ (2a1 − d)(n−m) = 0 ⇔ a1 =
d

2
.

Dobili smo da je a1 =
d

2
, pa je

am
an

=
a1 + (m− 1)d

a1 + (n− 1)d
=

d
2 + (m− 1)d
d
2 + (n− 1)d

=
d+ 2(m− 1)d

d+ 2(n− 1)d
=

2m− 1

2n− 1
.

4

1.2.15. Izraqunati zbir svih neparnih trocifrenih brojeva.

Rexe�e. Potrebno je izraqunati zbir S = 101+103+. . .+999. Broj sabiraka
ovog zbira je jednak 999−101

2 + 1 = 450, pa tra�eni zbir predstav	a zbir
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prvih 450 qlanova aritmetiqkog niza sa prvim qlanom a1 = 101 i razlikom
d = 2. Na osnovu formule (1.2) imamo

S450 =
450

2
(2 · 101 + 449 · 2) = 247500.

4

1.2.16. Neki qlanovi aritmetiqke progresije 17, 21, 25, . . . i progresije
16, 21, 26, . . . su jednaki. Na�i zbir prvih 100 jednakih qlanova ovih pro-
gresija.

Rexe�e. Kod prvog aritmetiqkog niz je a1 = 17 i d1 = 4, a kod drugog
b1 = 16 i d2 = 5. Opxti qlan prvog niza je an = 17 + 4(n − 1), a drugog
niza je bm = 16 + 5(m − 1). Zajedniqki qlanovi zadovo	avaju jednakost
17+4(n− 1) = 16+5(m− 1), a odatle je 5m = 4n+2. Potrebno je da 5 deli
4n + 2. To va�i za n = 2, 7, 12, 17, . . ., drugim reqima zajedniqki qlanovi
su slede�i qlanovi prvog niza a2 = 21, a7 = 41, a12 = 61, . . . Oni obrazuju
aritmetiqki niz sa prvim qlanom 21 i razlikom 20, pa je zbir prvih 100
qlanova, primenom formule (1.2), jednak

S100 =
100

2
(2 · 21 + 99 · 20) = 50 · 2022 = 101100.

4

1.2.17. Zbir prvih n qlanova jednog aritmetiqkog niza je Sn = 76, a
razlika niza je d = 2. Na�i n, ako znamo da je n > 1 i prvi qlan je ceo
broj.

Rexe�e. Primenom formule za zbir prvih n qlanova aritmetiqkog niza

imamo 76 = Sn =
n

2
[2a1+2(n−1)] = na1+n(n−1). Iz prethodnog izrazimo

a1 i dobijamo a1 =
76− n(n− 1)

n
=

76

n
− (n − 1). Da bi a1 bio ceo broj

potrebno je da n deli 76. Pozitivni brojevi koji dele broj 76 i ve�i od 1
jesu 2, 4, 19, 38 i 76. Rexe�e je n ∈ {2, 4, 19, 38, 76}. 4

1.2.18. Dokazati da za proizvod prvih n qlanova pozitivnog geometrij-
skog niza va�i b1b2 · · · bn =

√
(b1bn)n.

Rexe�e. Dokaz sledi na osnovu slede�ih ekvivalencija

b1b2 · · · bn =
√
(b1bn)n ⇔ b1 · b1q · b1q2 · · · b1qn−1 =

√
(b1b1qn−1)n

⇔ bn1 · q1+2+...+(n−1) =
√
(b1b1qn−1)n

⇔ bn1 q
n(n−1)

2 =
√
b2n1 qn(n−1)

⇔ bn1 q
n(n−1)

2 = bn1 q
n(n−1)

2 .

4
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1.2.19. Koliqnik geometrijskog niza je q =
1 +
√
5

2
. Dokazati da je

u ovom nizu svaki qlan poqevxi od drugog, jednak razlici dvaju �emu
susednih qlanova.

Rexe�e. Potrebno je dokazati da va�i bn = bn+1− bn−1 za svaki prirodan
broj n > 1. Naime, va�i bn = bn+1 − bn−1 ⇔ b1q

n−1 = b1q
n − b1qn−2 ⇔

q = q2 − 1 ⇔ q2 − q − 1 = 0 ⇔ q1,2 =
1±
√
5

2
. Odavde vidimo, da ako je

q =
1 +
√
5

2
, onda va�i bn = bn+1 − bn−1 za n > 1. 4

1.2.20. Ako je koliqnik geometrijskog niza (bn) jednak 5, dokazati da
za �egove qlanove va�i relacija bn+2 = 4bn+1 + 5bn za svako n ∈ N.

Rexe�e. Opxti qlan geometrijskog niza je bn = b1q
n−1. Oqigledno je da

va�i bn+2 = 4bn+1 + 5bn ⇔ b1q
n+1 = 4b1q

n + 5b1q
n−1 ⇔ q2 = 4q + 5 ⇔

q2 − 4q − 5 = 0 ⇔ q = 5 ∨ q = −1. Time smo dokazali da za q = 5 va�i
bn+2 = 4bn+1 + 5bn za svako n ∈ N. 4

1.2.21. Zbir prvog i tre�eg qlana rastu�eg geometrijskog niza je 20, a
zbir prva tri qlana je 26. Na�i taj niz.

Rexe�e. Prvi zbir je a1 + a3 = a1 + a1q
2 = a1

(
1 + q2

)
= 20, a drugi 26 =

a1 + a2 + a3 = a1 + a1q + a1q
2 = a1

(
1 + q + q2

)
. Imamo sistem

a1
(
1 + q2

)
= 20,

a1
(
1 + q + q2

)
= 26.

Iz druge jednaqine dobijamo a1 =
26

1 + q + q2
i zamenom u prvu jednaqinu

imamo
26

1 + q + q2
(
1 + q2

)
= 20, a odavde 26+ 26q2 = 20+20q+20q2. Dobili

smo jednaqinu 3q2−10q+3 = 0 iz koje sledi q1 = 3 i q2 = 1
3 . Niz je rastu�i,

pa je q = 3 i a1 = 2. 4

1.2.22. Razlika prvog i petog qlana geometrijskog niza, qiji su svi
qlanovi pozitivni, iznosi 15, a zbir prvog i tre�eg qlana tog niza je 20.
Na�i zbir prvih pet qlanova tog niza.

Rexe�e. Iz uslova zadatka imamo

15 = a1 − a5 = a1 − a1q4 = a1
(
1− q4

)
,

20 = a1 + a3 = a1 + a1q
2 = a1

(
1 + q2

)
.

Dobili smo sistem

a1
(
1− q4

)
= 15,

a1
(
1 + q2

)
= 20.
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Ako podelimo prvu jednaqinu sa drugom i dobijamo
1− q4

1 + q2
=

15

20
, a odavde

20
(
1− q4

)
= 15

(
1 + q2

)
⇔ 4q4 + 3q2 − 1 = 0 ⇔ q =

1

2
∨ q = −1

2
.

Niz je rastu�i, pa je q = 1
2 . Prvi qlan je a1 =

20

1 + q2
=

20
5
4

= 16, a zbir

S5 = a1
1− q5

1− q
= 16 ·

1− 1
32

1
2

= 32 · 31
32

= 31. 4

1.2.23. Qetvrti qlan geometrijskog niza je za 24 ve�i od drugog qlana,
a zbir drugog i tre�eg qlana je 6. Na�i taj niz.

Rexe�e. Iz prvog uslova sledi 24 = a4 − a2 = a1q
3 − a1q = a1

(
q3 − q

)
, a iz

drugog 6 = a2 + a3 = a1q + a1q
2 = a1

(
q + q2

)
. Dobili smo sistem

a1
(
q3 − q

)
= 24,

a1
(
q + q2

)
= 6.

Ako q /∈ {−1, 0}, onda iz druge jednaqine imamo a1 =
6

q + q2
. Zamenom u prvu

jednaqinu dobijamo
6

q + q2
(
q3 − q

)
= 24. Rexe�e ove jednaqine je q = 5. S

obzirom da q = 0 i q = −1 ne zadovo	avaju jednakost a1
(
q + q2

)
= 6, onda

je q = 5 koliqnik niza i a1 =
1

5
. 4

1.2.24. Posmatrajmo prvih n qlanova rastu�eg geometrijskog niza. Ako
je zbir prvog i posled�eg qlana 66, proizvod drugog i pretposled�eg je
128, a zbir svih qlanova je 126, odrediti broj n.

Rexe�e. Iz jednakosti a1 + an = 66, a2an−1 = 128, Sn = 126 sledi

a1 + a1q
n−1 = 66, a1q · a1qn−2 = 128, a1

1− qn

1− q
= 126 (q 6= 1),

odnosno

a1
(
1 + qn−1

)
= 66,

a21q
n−1 = 128,

a1
1− qn

1− q
= 126.

Kako je a1 6= 0, onda iz druge jednaqine imamo qn−1 = 128
a21
, pa zamenom u

prvu jednaqinu dobijamo

a1

(
1 +

128

a21

)
= 66⇔ a1

a21 + 128

a21
= 66⇔ a21−66a1+128 = 0⇔ a1 = 2∨a1 = 64.
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Ako je a1 = 2, tada je qn−1 = 128
a21

= 32 i 2 · 1−qn
1−q = 126. Posled�a

jednaqina se mo�e zapisati kao 2 · 1−q
n−1q

1−q = 126, odakle zamenom qn−1 = 32

dobijamo 1− 32q = 63(1− q) ⇔ q = 2. Prema tome, n = 6.

Ako je a1 = 64, tada je qn−1 = 128
a21

= 1
32 i 2 · 1−qn

1−q = 126. Posled�a

jednaqina se mo�e zapisati kao 64· 1−q
n−1q

1−q = 126, odakle zamenom qn−1 = 1
32

dobijamo 32− q = 63(1− q) ⇔ q = 2. I u ovom sluqaju je n = 6. 4

1.2.25. Izraqunati zbir Sn = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n+ 1)xn.

Rexe�e. Posmatrajmo jednaqine

Sn = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n+ 1)xn,

xSn = x+ 2x2 + 3x3 + . . .+ (n+ 1)xn+1.

Ako od prve oduzmemo drugu jednaqinu dobijamo

(1− x)Sn = 1 + x+ x2 + . . .+ xn − (n+ 1)xn+1.

Saberimo desni izraz prime�uju�i formulu (1.4)

1 + x+ x2 + . . .+ xn − (n+ 1)xn+1 =

{
1−xn+1

1−x − (n+ 1)xn+1, x 6= 1;

0, x = 1.

Prema tome, razmatramo sluqajeve x 6= 1 i x = 1.

Ako je x 6= 1, onda je (1− x)Sn =
1− xn+1

1− x
− (n+ 1)xn+1, a odatle

Sn =
1−xn+1

1−x − (n+ 1)xn+1

1− x
=

1

1− x

[
1− xn+1

1− x
− (n+ 1)xn+1

]
.

Ako je x = 1, onda je

Sn = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n+ 1)xn = 1 + 2 + . . .+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

4

1.2.26. Izraqunati Sn =
1

2
+

3

22
+ . . .+

2n− 1

2n
.

Rexe�e. Posmatrajmo jednaqine

Sn =
1

2
+

3

22
+ . . .+

2n− 1

2n

1

2
Sn =

1

22
+

3

23
+ . . .+

2n− 1

2n+1
.

Ako od prve jednaqine oduzmemo drugu imamo

1

2
Sn =

1

2
+

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n−1
− 2n− 1

2n+1
.
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Sre�iva�em izraza dobijamo

Sn = 2

(
1

2
+

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n−1
− 2n− 1

2n+1

)
= 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n−2
− 2n− 1

2n
= 1 +

1− 1
2n−1

1− 1
2

− 2n− 1

2n

= 1 + 2− 1

2n−2
− 2n− 1

2n
= 3− 4 + 2n− 1

2n
= 3− 3 + 2n

2n
.

4

1.2.27. Dokazati da izraz
Sn+2 − Sn
Sn − Sn−2

, gde je Sn zbir prvih n qlanova

geometrijskog niza, zavisi samo od odgovaraju�eg koliqnika q.

Rexe�e. Ako je q 6= 1, onda je, primenom formule (1.4),

Sn+2 − Sn
Sn − Sn−2

=
a1

1−qn+2

1−q − a1 1−qn
1−q

a1
1−qn
1−q − a1

1−qn−2

1−q

=
1− qn+2 − (1− qn)
1− qn − (1− qn−2)

=
−qn+2 + qn

−qn + qn−2
= q2,

a ako je q = 1, onda je

Sn+2 − Sn
Sn − Sn−2

=
n+ 2− n
n− (n− 2)

= 1.

Dobili smo da je izraz jednak q2 za svako q 6= 0. 4

1.2.28. Zbir prvih n qlanova nekog pozitivnog geometrijskog niza je S,
a zbir �ihovih reciproqnih vrednosti je t. Izraqunati proizvod P tih n
qlanova.

Rexe�e. Neka je q 6= 1. Tada je S = a1
1− qn

1− q
i

t =
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an
=

1

a1
+

1

a1q
+ . . .+

1

a1qn−1

=
1

a1

(
1

1
+

1

q
+ . . .+

1

qn−1

)
=

1

a1

1− 1
qn

1− 1
q

=
1

a1

qn − 1

qn−1(q − 1)
.

Odavde je
S

t
= a21q

n−1, pa je tra�eni proizvod

P = a1a2 · · · an = an1 q
1+2+...+n−1 = an1 q

n(n−1)
2 = (a21q

n−1)
n
2 =

(
S

t

)n
2

.

Ako je q = 1, onda je S = a1n i t =
n

a1
, a odatle

S

t
= a21. Proizvod u ovom

sluqaju je P = a1 · a1 · . . . · a1 = an1 = (a21)
n
2 =

(
S

t

)n
2

. 4
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1.2.29. Neka je k > 1 i n paran prirodan broj. Na�i skup rexe�a ne-
jednaqine (po x)

log2 x−2k log22 x+3k2 log23 x−· · ·+n(−k)n−1 log2n x >
1− (−k)n

1 + k
log2(x

2−2).

Rexe�e. Skup dopustivih rexe�a nejednaqine je
D : x > 0 ∧ x2 − 2 > 0 ⇔ x ∈

(√
2,+∞

)
.

Izraz na levoj strani nejednakosti je
log2 x− 2k log22 x+ 3k2 log23 x− . . .+ n(−k)n−1 log2n x =

= log2 x− k log2 x+ k2 log2 x− . . .+ (−k)n−1 log2 x.
Posled�a suma je suma prvih n qlanova geometrijskog niza kod koga je prvi

qlan jednak log2 x, a koliqnik q = −k, pa je jednaka
1− (−k)n

1 + k
log2 x. Ako

dobijenu vrednost zamenimo u nejednakost dobijamo

log2 x < log2(x
2 − 2) ⇔ x < x2 − 2 ∧ x ∈ D ⇔ x2 − 2− x > 0 ∧ x ∈ D

⇔ x ∈ (−∞,−1) ∪ (2,+∞) ∧ x ∈ D.

Rexe�e nejednaqine je x ∈ (2,+∞). 4

1.2.30. Izraqunati zbir 1− 2

3
+

4

9
− . . .+ (−1)n

(
2

3

)n
+ . . .

Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S = 1− 2

3
+

4

9
− . . .+ (−1)n

(
2

3

)n
+ ... =

1

1−
(
− 2

3

) =
3

5
.

4

1.2.31. Odrediti koliqnik opadaju�eg geometrijskog niza qiji je prvi

qlan 3, a zbir svih qlanova
7

2
.

Rexe�e. Prvi qlan je b1 = 3, a zbir svih qlanova S =
b1

1− q
=

7

2
. Odavde

sledi da je 1− q = 2

7
· 3 =

6

7
, odnosno q =

1

7
. 4

1.2.32. Izraqunati zbir 0, 1 + 0, 01 + 0, 001 + . . . .

Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S =
1

10
+

1

102
+

1

103
+ . . . =

1

10
· 1

1− 1
10

=
1

9
.

4

1.2.33. Izraqunati zbir log 5 + log
√
5 + log

4
√
5 + log

8
√
5 + . . . .

Matematiqki fakultet 14 Univerzitet u Beogradu



Aritmetiqki i geometrijski nizovi Zlatko Lazovi�

Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S = log 5 + log
√
5 + log

4
√
5 + log

8
√
5 + . . .

= log 5 +
1

2
log 5 +

1

4
log 5 +

1

8
log 5 + . . .

= (log 5)

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . .

)
=

1

1− 1
2

log 5 = 2 log 5.

4

1.2.34. Izraqunati zbir Sn = 9 + 99 + 999 + . . .+ 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

.

Rexe�e. Ako iskoristimo qi�enicu da je 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k

= 10k − 1, k = 1, 2, . . . , n,

dobijamo Sn = 9+99+999+. . .+99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

= 10−1+
(
102 − 1

)
+
(
103 − 1

)
+. . .+

(10n − 1) = 10+102+103+. . .+10n−n = 10·1− 10n

1− 10
−n =

10

9
(10n − 1)−n. 4

1.2.35. Dokazati da je:

3− 3

2
+

3

4
− 3

8
+ ... = 1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . .

Rexe�e. Izraz na levoj strani je beskonaqni zbir qlanova geometrijskog
reda, pa je jednak

S1 = 3− 3

2
+

3

4
− 3

8
+ . . . = 3

(
1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ . . .

)
= 3 · 1

1 + 1
2

= 3 · 1

1 + 1
2

= 2,

a izraz na desnoj

S2 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . =

1

1− 1
2

= 2.

4

1.2.36. Za koju vrednost a ∈ R je zbir geometrijskog reda

2a+ a
√
2 + a+ . . .

jednak 8?

Rexe�e. Ovo je beskonaqni zbir, kod koga je prvi sabirak a1 = 2a i koliq-
nik q = 1√

2
∈ (−1, 1), pa je na osnovu formule (1.5) jednak

S = 2a+ a
√
2 + a+ . . . = 2a

1

1− 1√
2

=
2a
√
2√

2− 1
.

Izjednaqimo zbir sa 8 i nalazimo a = 2
(
2−
√
2
)
. 4
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1.2.37. Izraqunati zbir 2 + 5 + 11 + . . .+ (3 · 2n−1 − 1).

Rexe�e. Tra�eni zbir je jednak

2 + 5 + 11 + ...+
(
3 · 2n−1 − 1

)
=

(
3 · 21−1 − 1

)
+
(
3 · 22−1 − 1

)
+ . . .+

(
3 · 2n−1 − 1

)
= 3

(
21−1 + 22−1 + 23−1 + . . .+ 2n−1

)
− 1− 1− 1− . . .− 1

= 3
(
1 + 21 + 22 + . . .+ 2n−1

)
− 1− 1− . . .− 1

= 3 · 1− 2n

1− 2
− n = 3 (2n − 1)− n.

4

1.2.38. Na�i skup rexe�a nejednaqine x+ x2 + x3 + . . . < 1.

Rexe�e. Da bi suma bila konaqna potrebno je da va�i |x| < 1. Tada je

x+ x2 + x3 + . . . =
x

1− x
< 1.

Posled�a nejednaqina je ekvivalentna nejednaqini x < 1−x, pa je rexe�e
−1 < x < 1

2 . 4

1.2.39. Na�i opadaju�i geometrijski niz qiji je svaki qlan 10 puta ve�i
od zbira svih slede�ih iza �ega.

Rexe�e. Iz uslova an = 10(S−Sn) sledi a1qn−1 = 10

(
a1

1

1− q
− a1

1− qn

1− q

)
,

a odatle qn−1(1− q) = 10(1− 1 + qn) . Sre�iva�em posled�e jednaqine do-

bijamo qn−1 − qn = 10qn, odnosno q =
1

11
. Prvi qlan je proizvo	an. 4

1.2.40. Odrediti graniqnu vrednost izraza:

D =

√
3

√
5

√
3
√
5 · · ·.

Rexe�e. Korix�e�em formule za beskonaqni zbir (1.5) imamo

D =

√
3

√
5

√
3
√
5 · · · = 3

1
2 5

1
4 3

1
8 5

1
16 · · · = 3

1
2+

1
8+

1
32+... · 5 1

4+
1
16+

1
64+...

= 3
1
2

1

1− 1
4 · 5

1
4

1

1− 1
4 = 3

2
3 · 5 1

3 =
3
√
9 · 5 =

3
√
45.

4
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1.2.41. Nad visinom jednakostraniqnog trougla ABC stranice a, kon-
struisan je novi jednakostraniqan trougao (qija je stranica visina prvo-
bitnog trougla), pa je nad visinom novog trougla konstruisan slede�i jed-
nakostraniqan trougao, itd, (slika 22). Odrediti graniqne vrednosti ko-
jim te�e zbir obima i zbir povrxina svih ovako konstruisanih jednako-
straniqnih trouglova (�ih beskonaqno mnogo).

Rexe�e. Stranice ovih trouglova qine geometrijski niz. Dati trougao
ABC ima stranicu b1 = a. Slede�i trougao AB1C1 ima stranicu b2 =

AC1 = a
√
3

2 , pa trougao AB2C2 sa stranicom b3 = b2
√
3
2 = 3a

4 , itd. Zbir
obima svih trouglova, koriste�i formulu (1.5), jednak je

O = O1 +O2 +O3 + . . . = 3a

(
1 +

√
3

2
+

3

4
+ . . .

)
=

3a

1−
√
3
2

=
6a

2−
√
3

= 6a
(
2 +
√
3
)
.

Zbir povrxina svih trouglova, koriste�i formulu (1.5), je

P = P1 + P2 + P3 + ... = a2
√
3

4
+

(
a
√
3

2

)2 √
3

4
+

(
3a

4

)2 √
3

4
+ . . .

=
a2
√
3

4

(
1 +

3

4
+

9

16
+ . . .

)
= a2

√
3

4

1

1− 3
4

= a2
√
3.

4

1.2.42. U krug polupreqnika r je upisan kvadrat, a onda u taj kvadrat je
upisan krug. Zatim je ponovo u dobijeni krug upisan kvadrat, pa u kvadrat
krug, i tako do beskonaqnosti. Izraqunati granicu kojoj te�e obimi svih
kvadrata i povrxine svih krugova.

Rexe�e. Prvi kvadrat je stranice r
√
2, zatim, upisan krug polupreqnika

r
√
2

2 , pa kvadrat stranice r
√
2

2

√
2, krug polupreqnika 1

2
r
√
2

2

√
2 i tako da	e.

Zbir obima svih kvadrata je

O = 4r
√
2 + 4

r
√
2

2

√
2 + 4

r
√
2

2

√
2

1√
2
+ . . . ,

xto je beskonaqni zbir sa prvim qlanom 4r
√
2 i koliqnikom 1√

2
, pa je

O = 4r
√
2

1

1− 1√
2

= 4r
√
2

√
2√

2− 1
= 4r

2√
2− 1

= 8r
(√

2 + 1
)
.

Zbir povrxina svih krugova je

P = r2π +

(
r
√
2

2

)2

π + . . . = r2π +
1

2
r2π + . . . ,

Matematiqki fakultet 17 Univerzitet u Beogradu



Aritmetiqki i geometrijski nizovi Zlatko Lazovi�

xto je beskonaqni zbir sa prvim qlanom r2π i koliqnikom 1
2 , pa je

P = r2π
1

1− 1
2

= r2π
1

1− 1
2

= 2r2π.

4

1.2.43. Izraqunati zbir
5

2
+ 5 +

19

2
+ 18 + . . .+

n+ 2n+1

2
.

Rexe�e. Tra�eni zbir je jednak

5

2
+ 5 +

19

2
+ 18 + . . .+

n+ 2n+1

2
=

1 + 21+1

2
+

2 + 22+1

2
+ . . .+

n+ 2n+1

2

=
1

2
(1 + 2 + . . .+ n) +

1

2

(
21+1 + 22+1 + . . .+ 2n+1

)
=

1

2

n(n+ 1)

2
+
(
21 + 22 + 23 + . . .+ 2n

)
=

n(n+ 1)

4
+ 2 · 1− 2n

1− 2
=
n(n+ 1)

4
+ 2 (2n − 1) .

4

1.2.44. Ako je (bn) geometrijski niz i bn > 0 za svako n ∈ N, kakav niz
qine logaritmi qlanova datog niza? Na�i zbir prvih n qlanova dobijenog
niza.

Rexe�e. Definiximo niz an = log bn. Ako je q koliqnik niza bn, onda je

an+1−an = log bn+1− log bn = log(b1q
n)− log(b1q

n−1) = log
b1q

n

b1qn−1
= log q, za

svako n ∈ N. Dokazali smo da je niz (an) aritmetiqki sa razlikom d = log q.

Tra�eni zbir je Sn =
n

2
[2a1 + d(n− 1)] =

n

2
[2 log b1 + (n− 1) log q]. 4

1.2.45. Ako su brojevi a, b i c istovremeno peti, sedamnaesti i trideset
sedmi qlan jedne aritmetiqke i jedne geometrijske progresije, dokazati da
je ab−c · bc−a · ca−b = 1.

Rexe�e. Oznaqimo sa (an) aritmetiqki niz sa razlikom d i sa (bn) geo-
metrijski niz sa koliqnikom q. Tada je a = a1 + 4d, b = a1 + 16d, c =
a1 + 36d, a = b1q

4, b = b1q
16 i c = b1q

36. Zamenom u dati izraz dobijamo

ab−c · bc−a · ca−b

=
(
b1q

4
)a1+16d−(a1+36d) ·

(
b1q

16
)a1+36d−(a1+4d) ·

(
b1q

36
)a1+4d−(a1+16d)

=
(
b1q

4
)−20d · (b1q16)32d · (b1q36)−12d = b−20d+32d−12d

1 · q−80d+16·32d−36·12d

= b01q
0 = 1.

4
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1.2.46. Niz brojeva 1, 8, 22, 43, . . . ima osobinu da razlike �egovih uza-
stopnih qlanova obrazuju aritmetiqki niz 7,14,21. . . . Na�i indeks qlana
datog niza koji je jednak an = 35351.

Rexe�e. Oznaqimo prvi niz sa (an) i drugi niz (aritmetiqki) sa (bn).
Zadovo	ena je sede�a relacija bk = ak+1 − ak, za svako k ∈ N. Mo�emo
primetiti da je b1+b2+. . .+bn−1 = a2−a1+a3−a2+...+an−an−1 = an−a1,
odakle an = a1 + b1 + b2 + . . . + bn−1 = a1 + Sn−1, gde je Sn−1 zbir prvih
n− 1 qlanova aritmetiqkog niza (bn). Iz uslova zadatka je an = 35351, pa
va�i a1 + n−1

2 [2b1 + d(n − 2)] = 35351. Ako u jednaqinu ubacimo poznate
vrednosti a1 = 1, b1 = 7 i d = 7 dobijamo 7n2 − 7n − 70700 = 0, a �eno
pozitivno rexe�e je n = 101. 4

1.2.47. U aritmetiqkom nizu sa razliqitim qlanovima prvi, tre�i i
sedmi qlan obrazuju geometrijski niz. Ako je prvi qlan aritmetiqkog niza
20, na�i deseti qlan aritmetiqkog niza.

Rexe�e. Oznaqimo sa (an) aritmetiqki niz sa razlikom d. Prvi, tre�i i
sedmi qlan niza (an) obrazuju geometrijski niz pa va�i a

2
3 = a1a7, odnosno

(a1 + 2d)2 = a1(a1 + 6d). Kako je a1 = 20, to je (20 + 2d)2 = 20(20 + 6d) ⇔
⇔ 400 + 80d + 4d2 = 400 + 120d ⇔ d(d − 10) = 0 ⇔ d = 0 ∨ d = 10. S
obzirom da su qlanovi aritmetiqkog niza me�usobno razliqiti, razlika je
d = 10, pa je a10 = 110. 4

1.2.48. Dati su aritmetiqki niz i geometrijski niz sa prvim qlanom
b1 = 1 i koliqnikom q > 0. Tre�i niz 1, 3, 6, . . . formiran je sabira�em od-
govaraju�ih qlanova aritmetiqkog i geometrijskog niza. Izraqunati zbir
prvih 10 qlanova tre�eg niza.

Rexe�e. Oznaqimo aritmetiqki niz sa (an), geometrijski niz sa (bn), a
tre�i niz sa (cn). Oqigledno je da iz a1 + b1 = 1, a2 + b2 = 3, a3 + b3 = 6
sledi da je a1 = 0, d+ q = 3, 2d+ q2 = 6, a odavde d = 1, q = 2. Zbir je

S10 = c1 + c2 + . . .+ c10 = (a1 + b1) + (a2 + b2) + . . .+ (a10 + b10)

= a1 + a2 . . .+ a10 + b1 + b2 + . . .+ b10 = 5(2a1 + 9d) + b1
1− q10

1− q
= 44 + 210.

4

1.2.49. Ako se sred�i od tri broja koji obrazuju geometrijski niz po-
ve�a za 10, dobija se aritmetiqki niz sa razlikom 20. Koliki je zbir ci-
fara tog sred�eg broja?

Rexe�e. Prva tri qlana geometrijskog niza su a1, a1q, a1q
2. Posle po-

ve�a�a dobija se aritmetiqki niz a1, a1q + 10, a1q
2 sa razlikom d = 20.
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Odavde dobijamo sistem

a1q + 10− a1 = 20,

a1q
2 − (a1q + 10) = 20,

koji je ekvivalentan sistemu

a1(q − 1) = 10,

a1q(q − 1) = 30.

Ako je q 6= 1, onda de	e�em druge jednaqine sa prvom dobijam q = 3, a
odatle a1 = 5. Za q = 1 sistem nema rexe�e. Prema tome, drugi qlan je
niza je a2 = a1q = 15 i zbir �egovih cifara je 6. 4

1.2.50. Niz (xn) je istovremeno aritmetiqki i geometrijski. Ako je
x128 = 2128, koliko je x1 + x2 + . . .+ x128?

Rexe�e. Neka niz ima razliku d, koliqnik q i prvi qlan x1. S obzirom da
je niz istovremeno i aritmetiqki i geometrijski, va�i xn+1 = x1 + nd =
x1q

n za svako n ∈ N, a odavde qn−1
n = d

x1
, za svako n ∈ N. Prema tome za n = 1

i n = 2 va�i q1−1
1 = q2−1

2 , a odavde q = 1. Dobili smo da samo konstantan
niz mo�e biti istovremeno i aritmetiqki i geometrijski.U ovom sluqaju
x1 = 2128, d = 0, q = 1, pa je x1 + x2 + . . .+ x128 = 128 · 2128 = 2135. 4

1.3 Zadaci za ve�bu

1.3.51. Brojevi a, b, c su uzastopni qlanovi aritmetiqkog niza. Dokaza-
ti da su i brojevi a2 + ab + b2, a2 + ac + c2, b2 + bc + c2 tako�e uzastopni
qlanovi aritmetiqkog niza.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da su brojevi a, b, c uzastopni qlanovi
aritmetiqkog niza akko va�i 2b = a+ c. 4

1.3.52. Ako pozitivni brojevi a, b i c qine aritmetiqku progresiju,
dokazati da to va�i i za brojeve 1√

b+
√
c
, 1√

c+
√
a
i 1√

a+
√
b
.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je 2b = a+ c. 4

1.3.53. Ako brojevi a2, b2, c2 qine aritmetiqku progresiju, dokazati da
i brojevi 1

b+c ,
1
a+c ,

1
a+b qine aritmetiqku progresiju.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je 2b2 = a2 + c2. 4

1.3.54. Ako su brojevi a1, a2, ..., an uzastopni qlanovi aritmetiqkog ni-
za, dokazati da je

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ . . .+
1

√
an−1 +

√
an

=
n− 1

√
a1 +

√
an
.
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Rexe�e. Racionalisati sabirke. 4

1.3.55. Neka su pozitivni brojevi a1, a2, a3, . . . , an uzastopni qlanovi
aritmetiqkog niza. Dokazati da je

1

a1an
+

1

a2an−1
+ . . .+

1

ana1
=

2

a1 + an

(
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an

)
.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je ak = a1 + (k − 1)d. 4

1.3.56. Ako je za svako n ∈ N zbir prvih n qlanova nekog aritmetiqkog
niza Sn = 4n2 − 3n, napisati prva tri qlana tog niza.

Rexe�e. Prva tri qlana tog niza su 1, 9 i 17. 4

1.3.57. Ako za aritmetiqki niz va�i Sn = Sm(n 6= m), dokazati da je
Sm+n = 0.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za izraqunava�e sume prvih n qlanova arit-
metiqkog niza. 4

1.3.58. Odrediti sve aritmetiqke nizove qija je razlika d = 2, a izraz
S3n

Sn
ne zavisi od n.

Rexe�e. Niz 3, 5, 7, . . . . 4

1.3.59. Dati su realni brojevi a, b, c. Pod kojim uslovima postoji arit-
metiqki niz, takav da je za svako n zbir Sn prvih n �egovih qlanova jednak
an2 + bn+ c?

Rexe�e. c = 0, a ∈ R, b ∈ R. 4

1.3.60. U aritmetiqkom nizu je am = n i an = m za neke m, n ∈ N, m 6=
n. Na�i ak.

Rexe�e. Opxti qlan niza je ak = n+m− k. 4

1.3.61. Na�i aritmetiqku progresiju kod koje zbir prvih n qlanova
iznosi 3n2 + 4n, za svako n ∈ N.

Rexe�e. a1 = 7, d = 6. 4

1.3.62. Data su dva aritmetiqka niza qije su razlike 13 i
√
13. Doka-

zati da postoji najvixe jedan broj koji se pojav	uje u oba niza.

Rexe�e. Ne postoje m,n ∈ N tako da je zadovo	eno m · 13 = n ·
√
13. 4

1.3.63. Ako u geometrijskom nizu (bn) zbir prva dva qlana S2 = 25, a
zbir prva tri qlana S3 = 105, odrediti prvi qlan b1 i koliqnik q.

Rexe�e. q1 = −4

5
, b1 = 125 ili q2 = 4, b1 = 5. 4
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1.3.64. Razlika qetvrtog i prvog qlana geometrijskog niza je 52, a zbir
prva tri qlana niza je 26. Na�i zbir prvih xest qlanova tog niza.

Rexe�e. Zbir prvih xest qlanova tog niza je S6 = 728. 4

1.3.65. Na�i qetiri broja koji su uzastopni qlanovi geometrijskog niza
u kojem je drugi qlan ma�i od prvog za 35, a tre�i ve�i od qetvrtog za 560.

Rexe�e. 7,−28, 112,−448 ili −11 2
3 ,−46

2
3 ,−186

2
3 ,−746

2
3 . 4

1.3.66. Dokazati da je(
10n + 10n−1 + . . .+ 1

) (
10n+1 + 5

)
+ 1 =

(
10n+1 + 2

3

)2

.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za zbir prvih n qlanova geometrijskog ni-
za. 4

1.3.67. Izraqunati zbir 1 + 22q + . . .+ (n+ 1)2qn, q 6= 1.

Rexe�e.
2(1− qn+1)

(1− q)3
− 1 + (n+ 1)qn+1

(1− q)2
− (n+ 1)2qn+1

1− q
. 4

1.3.68. U geometrijskom nizu (bn) va�i b1+ b5 = 51 i b2+ b6 = 102. Ako
je zbir prvih n qlanova niza Sn = 3069, na�i n.

Rexe�e. n = 10. 4

1.3.69. Zbir tri broja koji obrazuju opadaju�i geometrijski niz je 126.
Ako je sred�i qlan 24, koji je prvi qlan?

Rexe�e. a1 = 96. 4

1.3.70. U rastu�oj geometrijskoj progresiji zbir prva tri qlana je 52,
a proizvod prvog i tre�eg qlana je 144. Koliki je zbir prva dva qlana te
progresije?

Rexe�e. Zbir prva dva qlana je b1 + b2 = 16. 4

1.3.71. Neka su 375, a, b, c, d i −0, 12 uzastopni qlanovi geometrijskog
niza. Koliko je b+ c?

Rexe�e. b+ c = 12. 4

1.3.72. Izme�u 3 i 768 umetnuti tri broja, tako da svih pet brojeva
qine rastu�u geometrijsku progresiju.

Rexe�e. 3, 12, 48, 192, 768. 4

1.3.73. Na du�i |AB| = 195cm na�i taqke C, a onda na du�i CB na�i
taqku D, tako da du�ine dobijenih delova qine geometrijski niz i |BD| =
|AC|+ 120cm.

Matematiqki fakultet 22 Univerzitet u Beogradu



Aritmetiqki i geometrijski nizovi Zlatko Lazovi�

Rexe�e. |AC| = 15cm, |CD| = 45cm, |DB| = 135cm. 4

1.3.74. Na�i peti i osmi qlan geometrijskog niza (bn) ako je b2 = 3 i
q = −4.

Rexe�e. b5 = −192, b8 = 3 · 46. 4

1.3.75. Zbir tri broja koji su uzastopni qlanovi geometrijskog niza je
13, a zbir �ihovih kvadrata je 91. Na�i te brojeve.

Rexe�e. q = 3, b1 = 1 ili q = 1
3 , b1 = 9. 4

1.3.76. Na�i koliqnik geometrijskog niza (bn) ako je b2 = 6, b8 = 384.

Rexe�e. q = 2 ili q = −2. 4

1.3.77. Ako je Sn zbir prvih n qlanova geometrijskog niza, dokazati da
je Sn(S3n − S2n) = (S2n − Sn)2.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za sumu n prvih qlanova geometrijskog ni-
za. 4

1.3.78. Izraqunati zbir 1 +
1

2
+ . . .+

1

2n
+ . . ..

Rexe�e. S = 2. 4

1.3.79. Izraqunati zbir x+ x2 + . . .+ xn + . . . , |x| < 1.

Rexe�e. S =
x

1− x
. 4

1.3.80. Izraqunati zbir 1− x+ x2 − x3 + . . . , |x| < 1.

Rexe�e. S = 1− x+ x2 − x3 + . . . =
1

1 + x
. 4

1.3.81. Izraqunati zbir 1 + 2x+ 4x2 + 8x3 + . . . , |x| < 1

2
.

Rexe�e. S =
1

1− 2x
. 4

1.3.82. Izraqunati zbir 1+sinx+sin2 x+sin3 x+ . . . , x 6= π
2 +kπ, k ∈ Z.

Rexe�e. S =
1

1− sinx
. 4

1.3.83. Dokazati da je:

1 +
2

3
+

4

9
+

8

27
+ . . . = 2

(
1 +

1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . .

)
.

Rexe�e. Zbirovi na levoj i desnoj strani su jednaki i iznose S = 3. 4
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1.3.84. Za koju vrednost x zbir geometrijskog reda

1

7x + 1
+

1

(7x + 1)
2 +

1

(7x + 1)
3 + . . .

iznosi 7?

Rexe�e. x = −1. 4

1.3.85. Rexiti jednaqinu 3 + 10 + 17 + . . .+ x = 345.

Rexe�e. x = 66. 4

1.3.86. U krug polupreqnika r je upisan jednakostraniqan trougao, a
onda u taj trougao upisan je krug. Zatim je ponovo u dobijeni krug upisan
jednakostraniqan trougao, pa u trougao krug, i tako do beskonaqnosti. Iz-
raqunati granicu kojoj te�e zbirovi obima svih trouglova i granicu kojoj
te�e zbirovi povrxina svih trouglova.

Rexe�e. O = 6r
√
3, P = r2

√
3. 4

1.3.87. Brojevi 5x−y, 2x+3y i x+2y su uzastopni qlanovi aritmetiqkog
niza, a brojevi (y+1)2, xy+1 i (x−1)2 su uzastopni qlanovi geometrijskog
niza. Na�i x i y.

Rexe�e. (x, y) = (0, 0) ili (x, y) =
(
10
3 ,

4
3

)
ili (x, y) =

(
− 3

4 ,−
3
10

)
. 4

1.3.88. Odrediti qetiri broja, tako da prva tri odre�uju geometrijski
niz, a posled�a tri aritmetiqki niz i pri tome je zbir prvog i posled�eg
14, a zbir ostala dva je 12.

Rexe�e. 2, 4, 8, 12 ili
25

2
,
15

2
,
9

2
,
3

2
. 4

1.3.89. Na�i zbir n razlomaka
3

2
+

7

4
+ . . ., ako brojioci razlomaka qine

aritmetiqku, a imenioci geometrijsku progresiju.

Rexe�e. Sn = 7− 4n− 1

2n
− 1

2n−3
(n ≥ 3), S1 =

3

2
, S2 =

13

4
. 4

1.3.90. Neka su a1, a2, a3, a4 uzastopni qlanovi rastu�eg aritmetiqkog
niza, a b1, b2, b3, b4 uzastopni qlanovi geometrijskog niza. Ako je a1 = b1 =
1, a2 = b2 i b3 − a3 = 1, na�i b4 − a4.

Rexe�e. q = 2, b4 − a4 = 4. 4

1.3.91. Ako brojevi an, n ∈ N obrazuju aritmetiqki niz, dokazati da
brojevi bn = 2an , n ∈ N obrazuju geometrijski niz.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je pozitivan niz (bn) geometrijski ako

i samo ako je bn =
√
bn+1bn−1. 4
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1.3.92. U geometrijskom nizu prvi, tre�i i peti qlan, redom su jedna-
ki prvom, qetvrtom i xestnaestom qlanu nekog aritmetiqkog niza. Na�i
qetvrti qlan aritmetiqkog niza ako je �egov prvi qlan 5.

Rexe�e. Qetvrti qlan aritmetiqkog niza je a4 = a1 + 3d = 5 + 3 · 5 = 20
ili a4 = 5 + 3 · 0 = 5. 4

1.3.93. U aritmetiqkom nizu sa razliqitim qlanovima prvi, peti i
jedanaesti qlan qine uzastopne qlanove geometrijskog niza. Ako je prvi
qlan 24, koliki je deseti qlan aritmetiqkog niza?

Rexe�e. a10 = 51. 4
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