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1 METPUWYKWU ITPOCTOPU

BAIATAK 1.1.  a) Heka je (M, d) merpuuku npoctop u Heka je (z,,) uu3 y M takas 1a je
T, >x €Mmnuuzx, — 2 € M. Joxasatu na je xr = x'.

6) Kopucrehiu geduHunujy HeIpeKuIHOCTH y TEPMAHAMA OTBOPEHUX CKYIOBA ITOKA3ATH
Ja w3 HenpekuaHoctu dyukmumja f @ R — S wu g : S — T cilegum HENPeKHIHOCT

dbyukimje g o f.

B) Ilokazatu ma dyukuuja d(f1, f2) \/f (fi(x ())?dr wmje MeTpHKa Ha CKYILYy
Puman unrerpabunanx dyHkuja Ha [a, b].

r) Ako je (M,d) koHaYaH MeTPHYKH [POCTOD, HOKA3aTH Ja je CBaKW HOmcKym ox M
OTBOPEH CKYII.

BAZNATAK 1.2.  a) Koju ox caenehux nogckynosa y R ¢y orBopenn, Koju cy 3aTBOpeHH, a
KOJU HUCY HHM 3aTBOPEHU HH OTBOPEHH:

(_571) U (07 +OO); (_0072]; {0}7 (072]; R§ @; Z; (Z)?

6) Koju o cienehux nogackynosa y R? cy orsopenu, Koju cy 3aTBOPEHH, a KOjU HUCY HU
3aTBOPEHN HU OTBOPEHH:

0,1] x {0} (0,1) x {0} {(z,y)|1 <da®+y* <4}y  {(z,y)lay =1} ZxR

{(z,y)lz € Z,y > O}; {(z, )] =1+ (4 — 2®)(a7 +y7)}?
3AIATAK 1.3. Heka je (M,d) merpuaku mpocTop u Heka cy A, B Henpa3Hu OrpaHUYeHn
noackynosu ox M, npm uemy je AN B = (). Ilokasaru ga je AU B orpanuden u ma je
diam(A U B) < diamA + diamB. Ilokazatu ga axo je A C B, ouna je diamA < diamB.

BAIOATAK 1.4. Heka je S C R™ u S’ ¢kyn ¢BHX Tadaka HarOMUJIaBarba CKyma S.
a) Hahn S’ ako je S jemmax: (0,1); {0}; R; Q; Z; 0.
6) Jlokazatu na je S U S’ HajMamK 3aTBOPEH CKYII KOjU CaapKu S.

SAIDATAK 1.5. Heka je X ckyn u dy, dy 1Be meTpuke Ha X . lokazaTtu na cy ciaeaeha tBphema
€KBHUBaJICHTHA:

1° 3a cBaky orBopeny kyriy K (a,r;) mpocropa (X, d;) mocroju orBopena Kyria K (a,rs)
mpoctopa (X, dy) Taksa 1a je K(a,re) C K(a,r;) u obpaTHO;

2°) moackyn ox X je orsopen (3arBopeHn) y (X, d;) ako u caMo ako je OTBOpeH (3aTBOPeH )

y (Xa dQ);

3°) mu3 (z,) Tavaka u3 X koueprupa ka x € X y (X, d;) ako u caMo aKo KOHBEpPrupa Ka
zy (X, dy);

4°) mocroje MO3UTUBHU OPOjeBH «, 5 TaKBH Jia je a < E < [ 3a cBe x #

5°) wmuenruuka npecjukaBamwa u3 (X, dy) y (X, ds) u obparHo cy HenpekuHa.
BAITATAK 1.6. Heka cy (M, dys) u (N, dy) METPHYIKH TPOCTOPH.

a) Tlokazarnm na je d : (M x N)?2 — R, d((mq,ny), (ms,n2)) = da(my, ms) + dy(nq, no
) .] ) Y ) ) ) ?
MeTpuka Ha M X N.



6) Jlokazatu jga ako cy U C M u V' C N orBopenn ckymnoBu y M u N, pecrneKTuBHO,
ouna je U XV orBopen y (M x N,d). Hokazarn na ako cy F' C M u G C N 3arBopenn
ckynosu y M u N, pecnektuBHo, ouja je F' x G 3arBopen y (M x N, d).

B) Heka je A C M n B C N. Tlokasatu 1a je 3aTBopeme on A x B jennak A x B.

BATATAK 1.7. Heka je S = {(x,y) € R?|xy > 0}. Koju ox caegelinx ckynosa cy oTBOpeHH

y S M Koju cy 3aTBOpEHH y S
S (@) esle>1y (@) eske>0) ((1+L0neNs  {(31)neN?

SAZATAK 1.8.  a) Heka je o upamuonanan 6poj. /lokazaru ma je dysxmuja f: Q — Q
HeTIpeKuIHa, Tie je f mara Ha ciaeaehn HavnH

f(x):{x’ T <o

r+1, > a.

6) JlokasaTu ja He MOCTOjU WHBepTUOWIHA HempekuaHa GyHKuuja g : R — R tako ga je
9(=1) =0,9(0) =1,9(1) = —L.

B) JlokazaTtu jma mocrtoju wHBepTHOWIHA HenmpeknaHa dbyukmmja g : Q — Q rmako ma je
h(—1) =0,h(0) = 1,h(1) = —1.

BAITATAK 1.9. Heka je P(R™) ckyn npasa y R™ (mpaBa koja mpoJasu Kpo3 0 Wim je1Ho/u-
MeH3uOHaIaH noTnpocTop y R™) u weka je d : P(R") x P(R") — [0, 400) mara

[ (v, w)
A(L1,Lo) = 4|1 — 20/
v \/ TolP - TP

rie cy v € Ly m w € Ly ne-uyna Bekropu. [lokaszatu ma je d merpuka ma P(R").

BAJTATAK 1.10. Heka je X = RY ckyn cBux peannux HH30Ba

#, k =min{n € N|z,, Zy,}, = #vy;
_ k? n nf )

Jlokazaru ja je d MeTpuKa Ha cKyIry X.

B3AJATAK 1.11. Ha ckyny N* = N U {oco} gebunmmmvo — = 0 u d(m,n) = ‘E — —‘.

Jokazaru ga d merpuka na N*.

3A0ATAK 1.12. Koju cy ox cienehnx cKymoBa KOMIIAKTHH:
a) {r e R"|[lz]| <1} y (R", d);
6) X = {A € Ms| ) ai;| = 1} y Ms;
i,J
B) @N10,1]y (R, de);
r) {A € Ms]||ay,

+ ’CLQQ‘ -+ \a3,3| = 1} y Mg;

SAJATAK 1.13. 3a nojackyn A MeTpuYkor mpocTopa Kaxkemo Ja je Hurjae ryct ako A nema
VHYTPAITBAX TadaKa.

a) Koju ox ckynosa A =Q, B=Nun C ={X|n € N} cy nurae rycru?



6) Ako cy Aj, Ay, ... HUIJIE TYCTH CKYIOBH y MeTpUYKOM mpocropy X u ako je X =
U2, Ai, nokazatu ga X unje kommieran. (Oso TBpheme je mosnaro kao Bair-osa
TeopeMa O KaTeropuju).

B) Jlokazatu j1a je ckyn R HenpeGpojus.

BAIATAK 1.14. JTa 1w je ckynm (Q x Q) U ((R\Q) x (R\Q)) nosezan?
BAJATAK 1.15. Heka je nata dyskmmja d : R?2 — R na caegehn maunn

d(z,y) = ma(y) — m2(x).
a) JlokazaTtu n1a je d nceyjioMeTpuKa.
6) OxpenuTu Kiace eKBUBAJIEHIMje HA KojuMa je d MeTpHKA.

BAIATAK 1.16. Heka je mar ckyn B = {f, € C[O 1]|0 < a < 7}, rme je fu(t) = sinat 3a

0 <t <1. [okasaru na je B mosesan y (C[0, 1], ds).

BAJATAK 1.17. Heka cy marm noackynosn A = {f € C[0,1]|f(3) > f(3)}, B = {f €
Cl0,1|f(3) > f(H)uC ={f € C01f(3) < f(3)}y C[0,1]. Hcunrarn nosesanocr

CKyHOBaAUBHBUC

3AnATAK 1.18. Hokazaru ga je A = {f € C[0,2]|£([0,2]) C [0,2]} 3arBopen u orpanmntden
y merpuakom mpoctopy (C|0,2], dw).

BAJATAK 1.19. Tokasaru na je (X, ds), raeje X = {(z,y) € R?’|x > 0, y = 5}, komnueran
MeTpudkE nornpoctop tpocropa (R?, dsy).

BAJATAK 1.20. JTokaszaru ja je ckyn X = R x (R\Q) nenosezan y (R?, dy).

SAJATAK 1.21. Jloka3aTu ma HE MOCTOjU HENPEKUIHA CYPjeKTHBHA KOHTPAKIIH]a KOMIIAK-
THOT' METPUYKOT TIPOCTOPA Ca BUIIIE OJI JIBE TaUKe Ha cede.

SAJATAK 1.22. Heka cy na ckyny X 3amare merpuke dy u dy TakBe 12 je
di(z,y) < 2dy(z,y),Vo,y € X. Jokazarn:

a) Ako je A C X orsopen y upocropy (X, d;), onja je A orBopen y upocropy (X, ds).
6) Ako je (X,dy) moBe3an MeTpuUKH IPOCTOP, OHA je To u (X, dy).

SAIATAK 1.23. Heka je U otBopen ckyn y R"™. /lokaszaTtu ga mocToju HU3 KOMIAKTHUX
ckynoBa K, taksux ja je K, C K, 3a cBakon € N u U K,=U.

neN
SAIDATAK 1.24. Heka je K kommakTaH, a U oTBOpeH HOJCKYII €YKJHJICKOT mpocTopa R™ u

neka Baxku K C U. Jlokazaru ja nocroju kommakTan ckyn S C R™ takas ga je K C int S C
ScUuU.

SAJATAK 1.25. Merpuukn npocrop X je cemapabusan ako y mHeMy MOCTOjH HAjBUIIE MIpe-
OpojuB cBysa ryct ckyn. Jlokazarwm ja cy mpocTOpH ¢y M ¢, CBUX peaHUX HyJIa HU30BA U
CBUX KOHBEPIreHTHHX DPEeAJHUX HU30Ba, MpPOCTOpa l., cemapaOWiaHu, a ia MpocTop l., Huje
cerapabuiaH.

SBAIATAK 1.26. Ako cy F| u Fy TUCjYHKTHU 3aTBOPEHE CKYIIOBH Y METPUIKOM TPOCTOPY X,
JIOKa3aTH J1a MOCToje MUCjYHKTHU oTBopenn v X ckynosu G u Gy TakBu Ja je Fy C G n
F, C GQ

BAIATAK 1.27. Ako je f: X — Y pasuHOMepHO Henpekuana ¢ynknuja u (x,) Komujes mu3
y X, nokazaru ja je (f(x,)) Kommujes nuz y Y.
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SAJATAK 1.28. Tlokazaru ga BanaxoBa TeopeMa 0 HEIOKPETHO] TAYKH MOZKE Ja HE BaXKW
aKo ce yMecTo ycsoBa aa je f xonrpakiuja crasu yeiaos d(f(xy), f(x2)) < d(x1, x9) 3a cBaKo
x1,To € X, 3a Koje je T # Xa.

BATATAK 1.29. Hexka je (X, d) kommieran merpudku npoctop u Heka je f : X — X KoH-
Tpaknuja. Ako je (z,) uu3 y X gedbununcan ca r1 € X u x,41 = f(x,), n =1,2,3..., u ako
je r dbukcHa Tavka mpecamKaBarma f, T0KA3aTH Ja 38 CBAKO N > 2 BaXKM:

a) d(zn,z) < ¢ td(2y, )3

n—1

6) d(zn,z) < I

d(x9,x1);

B) d(x,,x) < %qd(mn,mn,l).

BAZIATAK 1.30. ITpumenom Banaxose TeopemMe 0 HEMOKPETHOj TAYKH, TOKA3ATH Aa HU3 (T;,)
y R, nedunucan cary = 1,2, = %(In+Sin Zp),m = 1,2, ... KOHBEprupa, a 3aTHM OJIPETUTH
BeroBY I'PDAHUYHY BPEIHOCT.

SAIATAK 1.31. [okazaru ga cy 3a byskuujy f @ X — Y, rme cy X n Y mMerpuukn
npocropu, caejeha TBphemha eKBUBAJEHTHA:

a) f je HempekuaHa Ha X;
6) (f(A) c f(A)) 3a crako A C X);
B) (f74(B°)) C [f~(B)]° 3a craxo A C X.

SAJATAK 1.32. Hexka je f : X — Y wmenpekugHo OUjeKTHBHO MPECTUKABATHE KOMITAKTHOT
MeTPHUIKOT TpocTopa X Ha MeTpuuknu mpoctop Y. Joxasatu naje f~' 1 Y — X Hempexumno
Ipec/JInKaBambe.

BAIATAK 1.33. okasatu ma je y MeTpuakom mpoctopy (I°°,d) ckym
S = {(zk)ren|sup |24 = 1}
keN

3aTBOPEH W OTPaHUYEH, aJn JIa HUje KOMIaKTaH.

BAZATAK 1.34. Heka je A orBopen u nosesan ckyn y (R", dy), (1o ject Heka je A obriacr).
Jlokazaru 1a je A ImyTHO IOBE3aH.

SAHATAK 1.35. Jlokasaru jga ako MyTHO IOBe3aH moacKyn A merpmukor mpocropa X mMma
HempasaH mpecek ca ckynoMm B C X u ckynom X\B, 7a oHJa WMa HempasaH TIpecek H ca
ckynom 0B.

BAIATAK 1.36. Ilokazarn qa ako je cBaka jeIMHUYIHA KYTJIA Y METPHIKOM mpocTopy (X, d)
KOMITAaKTaH CKYT, oH/Ja je X KOMILIeTaH.

SAHATAK 1.37. Heka je X moBe3aH MeTpHYKH MPOCTOP, a,b € X mpousBo/pbHE TauKe U
f: X — R menpexkungna ¢yuknuja. Jlokazarn ga mocroju x € X Tako ja Baxu

D (@) (F @) =8(f ()",

k=0

BAZIATAK 1.38. Hexka je (By (X) mpocrop cBux orpanundeHnx pyHKIHja 03 METPHYKOT TPOC-
topa (X,dyx) y merpuuku mpoctop (Y,dy) u Merpuka do, = sup,cx{dy(f(x),g(z))} na
(By(X). Axo je f, koupeprentan Hu3 y (By(X), dw, 0HIA 3a cBako Tg € X Hu3 (f,(z0)) je
KOHBeprenTan Hu3 y Y. lcnurarn paBHoMepHy KoHBepreHiujy nusa f,,(x) = 2"y Br([0,1/2])

ny BR([Ov 1])



SAJATAK 1.39. /lokazatu ma je dpyHKIHja

F:C[0,1] =R, F(f)= min f(x)

z€[0,1]
HEIIPpEeKH/JHO IIpeC/IHKaBalbe.

BAZTATAK 1.40. Heka je (X, d) merpuuku mpoctop u A, B C X HempasHH W JIUCjyHKTHH.
Hedburummumo dyukuujy f: X = R, f(x) = |d(z, A) — d(x, B)].

a) Ako je X KoMIakTaH, OHJa HOCTOju m = mingcx f u Baxkn m < d(A, B).
6) Ako je X mosesan, ouja je m = 0.
B) Ako je X KOMIakTam u mosesam, onia nocroju a € X tako na je f(X) = [0, f(a)].

BAIATAK 1.41. lar je merpuuku npocrop (M,d) n meka cy A m B nomckynosu o M.
Jokazaru na je AUB = AU B, 1ok we mopa jga oyne ANB =ANBKB.

3AIATAK 1.42. Hexka je f: M — N npeciukasambe MeTpuukux npocropa. lokasaru na je
f mempekuaHo ako u camo ako 3a csako A C M saxu f(A) C f(A).

SAJATAK 1.43. Tonosomku mpocTop je ckyn X OmpeM/beH KOJIEKIIH]OM CBOJUX TOJACKYTIOBa
T koja je 3aTBOpEHA 3a KOHAa4YHe TIpeceke U Ipon3BosbHe yHHje. [TokazaTu na je ca X = {0,1}
uT = {0,{0},{0,1}} samar jeman Tonosomku npocrop. a qm nocroju merpuka d Tako ja
je (X, d) meTpuvku mpocTOp YUjE ¢y OTBOPEHH CKYMOBU eJIeMeHTH cKyma 1.
BAIATAK 1.44. daru cy merpuuku npocropu (X, dx) u (Y, dy). Heka je C(X,Y) mpocrop
HEIPeKUIHUX OrpaHHYeHHX (PYHKIHWja m3 mpocropa X y mpocrop Y. Hedwunummmo ¢ :
C(X,Y)? =R,
0(f,9) =supdy(f(z),g(x))
zeX
a) JlokazaTu na je § MeTpHKAa.
6) JlokazaTu j1a ako je mpocTop Y KomILieraH, oHjga 1o Mopa jaa 6yzae u (C(X,Y),d).

B) [aro je npeciukasame R : (C0,1],0) — (C(0,1),d) koje menpexnnnoj dbyukuju na
0, 1] moneswyje weny pecrpuknujy Ha (0,1). Ja mau je ciuka R KOMILIETAH TPOCTOP?

BAIATAK 1.45. Jlat je mpoctop M peannux MaTpuia n X n u Heka je [|All = sup;; <, |aij|
3a cee A € M.

a) Jlokazatu na je || - || mopma ma M.

6) Ao 3a A € M maxnu ||[A|| < &, omna je npecimkasame B — BA xonrpakmuja.
MzBectu 3ak/bydak aa je I — A maBepTHOMIAH.

BAIATAK 1.46. a) Jokazatu na ako je U C R oropen ckyn u ¢ € U ouga U \ {c} Huje
HOBEe3aH.

6) TlokazaTu ma je 6uI0 KOju CKym J00HjeH n30anuBameM jejiHe TavyKe W3 DABHU U JaJhe
[IOBE3aH.

B) Pasmarpamem pecrpuknuje f ua (0, 1), niam apyradumje, moka3aTu Ja HeMa HEIIPEKH/THEe
uaBeprubnane dyukiuje f:[0,1) — (0,1).

r) IlokaszaTw na HeMa HENPEKUTHANX W WHjeKTUBHUX Mpecankasama n3 R y R.



