
Matematiqki fakultet

Univerzitet u Beogradu

Doma�i zadatak

Zlatko Lazovi�, �or�e Nikoli�

6. novembar 2016.

verzija 1.1

Sadr�aj

1 METRIQKI PROSTORI 2

1



1 METRIQKI PROSTORI

Zadatak 1.1. a) Neka je (M,d) metriqki prostor i neka je (xn) niz u M takav da je
xn → x ∈M i xn → x′ ∈M . Dokazati da je x = x′.

b) Koriste�i definiciju neprekidnosti u terminima otvorenih skupova pokazati
da iz neprekidnosti funkcija f : R → S i g : S → T sledi neprekidnost
funkcije g ◦ f.

v) Pokazati da funkcija d(f1, f2) =
√∫ b

a
(f1(x)− f2(x))2dx nije metrika na skupu

Riman integrabilnih funkcija na [a, b].

g) Ako je (M,d) konaqan metriqki prostor, pokazati da je svaki podskup od M
otvoren skup.

Zadatak 1.2. a) Koji od slede�ih podskupova u R su otvoreni, koji su zatvoreni, a
koji nisu ni zatvoreni ni otvoreni:

(−5, 1) ∪ (0,+∞); (−∞, 2]; {0} (0, 2] R; Q; Z; ∅?

b) Koji od slede�ih podskupova u R2 su otvoreni, koji su zatvoreni, a koji nisu ni
zatvoreni ni otvoreni:

[0, 1]× {0}; (0, 1)× {0}; {(x, y)|1 < 4x2 + y2 < 4}; {(x, y)|xy = 1}; Z× R;
{(x, y)|x ∈ Z, y > 0}; {(x, y)|ex+2+y2 = 1 + (y3 − x3)(x7 + y7)}?

Zadatak 1.3. Neka je (M,d) metriqki prostor i neka su A,B neprazni ograniqeni
podskupovi od M , pri qemu je A ∩ B = ∅. Pokazati da je A ∪ B ograniqen i da je
diam(A ∪B) ≤ diamA+ diamB. Pokazati da ako je A ⊂ B, onda je diamA ≤ diamB.

Zadatak 1.4. Neka su (C[a, b], d∞) i (C1[a, b], d∞) metriqki prostori.

a) Da li je C1[a, b] zatvoren podskup od C[a, b]?

b) Da li je diferencira�e L : C1[a, b]→ C[a, b], L(f)(x) = f ′(x) neprekidna funkcija?

v) Da li je integra	e�e I : C[a, b]→ C[a, b], I(f)(x) =
∫ x

a
f(t)dt neprekidna funkcija?

Zadatak 1.5. Neka je S ⊂ Rn i S ′ skup svih taqaka nagomilava�a skupa S.

a) Na�i S ′ ako je S jednak: (0, 1); {0}; R; Q; Z; ∅.

b) Dokazati da je S ∪ S ′ najma�i zatvoren skup koji sadr�i S.

Zadatak 1.6. Neka su (M,dM) i (N, dN) metriqki prostori.

a) Pokazati da je d : (M × N)2 → R, d((m1, n1), (m2, n2)) = dM(m1,m2) + dN(n1, n2)
metrika na M ×N .

b) Dokazati da ako su U ⊂ M i V ⊂ N otvoreni skupovi u M i N , respektivno,
onda je U×V otvoren u (M×N, d). Dokazati da ako su F ⊂M i G ⊂ N zatvoreni
skupovi u M i N , respektivno, onda je F ×G zatvoren u (M ×N, d).

v) Neka je A ⊂M i B ⊂ N . Pokazati da je zatvore�e od A×B jednak A×B.

Zadatak 1.7. Neka je S = {(x, y) ∈ R2|xy > 0}. Koji od slede�ih skupova su otvoreni
u S i koji su zatvoreni u S:

S; {(x, y) ∈ S|x ≥ 1}; {(x, y) ∈ S|x > 0}; {(1 + 1
n
, 1)|n ∈ N}; {( 1

n
, 1)|n ∈ N}?
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Zadatak 1.8. a) Neka je α iracionalan broj. Dokazati da je funkcija f : Q → Q
neprekidna, gde je f data na slede�i naqin

f(x) =

{
x, x < α;
x+ 1, x > α.

b) Dokazati da ne postoji invertibilna neprekidna funkcija g : R → R tako da je
g(−1) = 0, g(0) = 1, g(1) = −1.

v) Dokazati da postoji invertibilna neprekidna funkcija g : Q → Q tako da je
h(−1) = 0, h(0) = 1, h(1) = −1.

Zadatak 1.9. Neka je P(Rn) skup prava u Rn (prava koja prolazi kroz 0 ili jednodi-
menzionalan potprostor u Rn) i neka je d : P(Rn)× P(Rn)→ [0,+∞) data

d(L1, L2) =

√
1− | 〈v, w〉 |2
||v||2 · ||w||2

,

gde su v ∈ L1 i w ∈ L2 ne-nula vektori. Pokazati da je d metrika na P(Rn).

Zadatak 1.10. Neka je X = RN skup svih realnih nizova

d(x, y) =

{
1
k
, k = min{n ∈ N|xn 6= yn}, x 6= y;

0, x = y.

Dokazati da je d metrika na skupu X.

Zadatak 1.11. Na skupu N∗ = N ∪ {∞} definiximo 1
∞ = 0 i d(m,n) =

∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣.
Dokazati da d metrika na N∗.
Zadatak 1.12. Koji su od slede�ih skupova kompaktni:

a) {x ∈ Rn| ||x|| ≤ 1} u (Rn, de);

b) X =

{
A ∈M3|

∑
i,j

|ai,j| = 1

}
u M3;

v) Q ∩ [0, 1] u (R, de);

g) {A ∈M3| |a1,1|+ |a2,2|+ |a3,3| = 1} u M3;

Zadatak 1.13. Neka je A =
{

m
n
+ 1

n
|m,n ∈ N

}
. Odrediti skup A.

Zadatak 1.14. Za podskup A metriqkog prostora ka�emo da je nigde gust ako A nema
unutrax�ih taqaka.

a) Koji od skupova A = Q, B = N i C = { 1
n
|n ∈ N} su nigde gusti?

b) Ako su A1, A2, ... nigde gusti skupovi u metriqkom prostoru X i ako je X =⋃∞
i=1Ai, dokazati da X nije kompletan. (Ovo tvr�e�e je poznato kao Bair-ova

teorema o kategoriji).

v) Dokazati da je skup R neprebrojiv.

Zadatak 1.15. Da li je skup (Q×Q) ∪ ((R\Q)× (R\Q)) povezan?

Zadatak 1.16. Neka je dat skup A = {x ∈ C[0, 1]| x(t) 6= earctg t za svako t ∈ [0, 1]}.
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a) Na�i diamA.

b) Dokazati da skup A nije povezan.

v) Dokazati da su komponente povezanosti putno povezane.

g) Da li je A kompletan?

d) Da li je A kompaktan?

Zadatak 1.17. Neka je data funkcija d : R2 → R na slede�i naqin

d(x, y) = π2(y)− π2(x).

a) Dokazati da je d pseudometrika.

b) Odrediti klase ekvivalencije na kojima je d metrika.

Zadatak 1.18. Neka je dat skup B = {fa ∈ C[0, 1]|0 ≤ a ≤ π}, gde je fa(t) = sin at za
0 ≤ t ≤ 1. Dokazati da je B povezan u (C[0, 1], d∞).

Zadatak 1.19. Neka su dati podskupovi A = {f ∈ C[0, 1]|f(1
2
) ≥ f(1

4
)}, B = {f ∈

C[0, 1]|f(1
2
) > f(1

4
)} i C = {f ∈ C[0, 1]|f(1

2
) < f(1

4
)} u C[0, 1]. Ispitati povezanost

skupova A ∪B i B ∪ C.
Zadatak 1.20. Neka je C[0, 1] prostor neprekidnih funkcija f : [0, 1]→ C i na �emu su
date dve metrike d∞(f, g) = sup

x∈[0,1]
|f(x)−g(x)| i d(f, g) = d∞+ |f(0)−g(0)|. Neka je data

funkcija Q : C[0, 1]→ C[0, 1] definisana na slede�i naqin Q(f)(x) = ex + 1
2
· f(x)
1+f2(x)

.

a) Pokazati da je Q : (C[0, 1], d∞)→ (C[0, 1], d∞) neprekidna.

b) Da li su d∞ i d ekvivalentne metrike? Da li je Q : (C[0, 1], d) → (C[0, 1], d)
neprekidna?

v) Pokazati da Q ima taqno jednu fiksnu taqku.

Zadatak 1.21. Dokazati da je A = {f ∈ C[0, 2]|f([0, 2]) ⊂ [0, 2]} zatvoren i ograniqen
u metriqkom prostoru (C[0, 2], d∞).

Zadatak 1.22. Dokazati da je (X, d2), gde je X = {(x, y) ∈ R2|x > 0, y = 1
x3}, kompletan

metriqki potprostor prostora (R2, d2).

Zadatak 1.23. Dokazati da je skup X = R× (R\Q) nepovezan u (R2, d2).

Zadatak 1.24. Dokazati da ne postoji neprekidna surjektivna kontrakcija kompak-
tnog metriqkog prostora sa vixe od dve taqke na sebe.

Zadatak 1.25. Neka su na skupu X zadate metrike d1 i d2 takve da je
d1(x, y) ≤ 2d2(x, y),∀x, y ∈ X. Dokazati:

a) Ako je A ⊂ X otvoren u prostoru (X, d1), onda je A otvoren u prostoru (X, d2).

b) Ako je (X, d2) povezan metriqki prostor, onda je to i (X, d1).

Zadatak 1.26. Neka je U otvoren skup u Rn. Dokazati da postoji niz kompaktnih

skupova Kn takvih da je Kn ⊂ Kn+1 za svako n ∈ N i
⋃
n∈N

Kn = U.
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Zadatak 1.27. Neka je K kompaktan, a U otvoren podskup euklidskog prostora Rn i
neka va�i K ⊂ U . Dokazati da postoji kompaktan skup S ⊂ Rn takav da je K ⊂ intS ⊂
S ⊂ U.

Zadatak 1.28. Metriqki prostor X je separabilan ako u �emu postoji najvixe pre-
brojiv svuda gust skup. Dokazati da su prostori c0 i c, svih realnih nula nizova i
svih konvergentnih realnih nizova, prostora l∞ separabilni, a da prostor l∞ nije
separabilan.

Zadatak 1.29. Ako su F1 i F2 disjunktni zatvoreni skupovi u metriqkom prostoru X,
dokazati da postoje disjunktni otvoreni u X skupovi G1 i G2 takvi da je F1 ⊂ G1 i
F2 ⊂ G2

Zadatak 1.30. Ako je f : X → Y ravnomerno neprekidna funkcija i (xn) Koxijev niz
u X, dokazati da je (f(xn)) Koxijev niz u Y.

Zadatak 1.31. Pokazati da Banahova teorema o nepokretnoj taqki mo�e da ne va�i
ako se umesto uslova da je f kontrakcija stavi uslov d(f(x1), f(x2)) < d(x1, x2) za svako
x1, x2 ∈ X, za koje je x1 6= x2.

Zadatak 1.32. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka je f : X → X kon-
trakcija. Ako je (xn) niz u X definisan sa x1 ∈ X i xn+1 = f(xn), n = 1, 2, 3..., i ako
je x fiksna taqka preslikava�a f , dokazati da za svako n ≥ 2 va�i:

a) d(xn, x) ≤ qn−1d(x1, x);

b) d(xn, x) ≤ qn−1

1−q d(x2, x1);

v) d(xn, x) ≤ q
1−qd(xn, xn−1).

Zadatak 1.33. Primenom Banahove teoreme o nepokretnoj taqki, dokazati da niz (xn)
u R, definisan sa x1 = 1, xn+1 =

1
3
(xn+sinxn), n = 1, 2, ... konvergira, a zatim odrediti

�egovu graniqnu vrednost.

Zadatak 1.34. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka je f : X → X takvo
preslikava�e da je fn = f ◦ f ◦ ... ◦ f kontrakcija skupa X. Dokazati da preslikava�e
f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Zadatak 1.35. Dokazati da su za funkciju f : X → Y , gde su X i Y metriqki
prostori, slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

a) f je neprekidna na X;

b) (f(A) ⊂ f(A)) za svako A ⊂ X);

v) (f−1(Bo)) ⊂ [f−1(B)]o za svako A ⊂ X.

Zadatak 1.36. Neka je f : X → Y neprekidno bijektivno preslikava�e kompaktnog
metriqkog prostora X na metriqki prostor Y . Dokazati da je f−1 : Y → X neprekidno
preslikava�e.

Zadatak 1.37. Dokazati da je u metriqkom prostoru (l∞, d) skup

S = {(xk)k∈N| sup
k∈N
|xk| = 1}

zatvoren i ograniqen, ali da nije kompaktan.
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Zadatak 1.38. Neka je A otvoren i povezan skup u (Rn, d2), (to jest neka je A oblast).
Dokazati da je A putno povezan.

Zadatak 1.39. Dokazati da ako putno povezan podskup A metriqkog prostora X ima
neprazan presek sa skupom B ⊂ X i skupom X\B, da onda ima neprazan presek i sa
skupom ∂B.

Zadatak 1.40. Pokazati da ako je svaka jediniqna kugla u metriqkom prostoru (X, d)
kompaktan skup, onda je X kompletan.

Zadatak 1.41. Neka je X povezan metriqki prostor, a, b ∈ X proizvo	ne taqke i
f : X → R neprekidna funkcija. Dokazati da postoji x ∈ X tako da va�i

7∑
k=0

(f(a))k(f(b))7−k = 8(f(x))7.

Zadatak 1.42. Neka je (BY (X) prostor svih ograniqenih funkcija iz metriqkog pros-
tora (X, dX) u metriqki prostor (Y, dY ) i metrika d∞ = supx∈X{dY (f(x), g(x))} na
(BY (X). Ako je fn konvergentan niz u (BY (X), d∞, onda za svako x0 ∈ X niz (fn(x0)) je
konvergentan niz u Y. Ispitati ravnomernu konvergenciju niza fn(x) = xn u BR([0, 1/2])
i u BR([0, 1]).

Zadatak 1.43. Dokazati da je funkcija F : C[0, 1]→ R, F (f) = minx∈[0,1] f(x) neprekidno
preslikava�e.

Zadatak 1.44. Neka je (X, d) metriqki prostor i A,B ⊂ X neprazni i disjunktni.
Definiximo funkciju f : X → R, f(x) = |d(x,A)− d(x,B)|.

a) Ako je X kompaktan, onda postoji m = minx∈X f i va�i m ≤ d(A,B).

b) Ako je X povezan, onda je m = 0.

v) Ako je X kompaktan i povezan, onda postoji a ∈ X tako da je f(X) = [0, f(a)].
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