
Rexe�a za Analizu 1 u roku jun2

6.7.2019.

1. Domen. Odredimo domen date funkcije. Kako je f(x) = −x + ln |x|−1x , mora da va�i |x|−1x > 0 i
x 6= 0, pa imamo dva sluqaja.

1o Neka je |x| − 1 > 0 i x > 0. Rexe�e ovog sistema nejednakosti je x > 1;

2o Neka je |x| − 1 < 0 i x < 0. Rexe�e ovog sistema nejednakosti je −1 < x < 0.

Dakle, domen date funkcije je D(f) = (−1, 0) ∪ (1,+∞), pa imamo da je data funkcija neprekidna
na domenu i ima slede�i oblik.

f(x) =

{
−x+ ln

(
1− 1

x

)
, x > 1

−x+ ln
(
−1− 1

x

)
, −1 < x < 0

Znak. Ako je x > 1, onda je 1− 1
x < 1, pa je ln

(
1− 1

x

)
< 0, a samim tim je i f(x) < 0.

Potrebno je jox ispitati znak date funkcije u sluqaju −1 < x < 0. Pogledajmo kada je data
funkcija jednaka nuli.

0 = f(x) = −x+ ln

(
−1− 1

x

)
⇐⇒ − 1− 1

x
= ex.

Ukoliko posmatramo grafike funkcija −1− 1
x i ex vidimo da se oni seku u taqki a ∈ (−1, 0) i da

je −1− 1
x > ex za a < x < 0, a −1− 1

x < ex za −1 < x < a. Dakle, zak	uqujemo konaqno da je f(x) > 0
za x ∈ (a, 0), f(x) < 0 za x ∈ (−1, a) ∪ (1,+∞) i f(a) = 0.

Asimptote. Kako je

lim
x→−1+0

= −∞,

lim
x→0−0

= +∞,

lim
x→1+0

= −∞,

zak	uqujemo da su prave x = −1, x = 0 i x = 1 vertikalne asimptote date funkcije. Da	e, kako za
x > 1 imamo f(x) = −x+ln

(
1− 1

x

)
= −x− 1

x +o
(
1
x

)
, to je prava y = −x kosa asimtota kada x→ +∞

i funkcija joj se pribli�ava odozdo.

Monotonost. Prvi izvod date funkcije jednak je

f ′(x) =

{
−1 + 1

1− 1
x

· 1
x2 , x > 1

−1 + 1
−1− 1

x

· 1
x2 , −1 < x < 0

=

{
−x2−x−1

x(x−1) , x > 1

−x2+x+1
x(x+1) , −1 < x < 0

Ako je x > 1, imamo da je x(x − 1) > 0 pa na znak prvog izvoda utiqe samo −(x2 − x − 1). Nule

ovog kvadratnog polinoma su x1 = 1+
√
5

2 i x2 = 1−
√
5

2 . Kako je x2 < 0 dobijamo da je f ′(x) > 0 za

x ∈
(
1, 1+

√
5

2

)
, zatim f ′(x) < 0 za x ∈

(
1+
√
5

2 ,+∞
)
i f ′(x) = 0 za x = 1+

√
5

2 .

Sa druge strane, ukoliko je −1 < x < 0, znamo da je x2 + x + 1 > 0 za svako x ∈ R, pa kako je
−x(x+ 1) > 0 za svako x ∈ (−1, 0), zak	uqujemo da je f ′(x) > 0 za x ∈ (−1, 0).

Konaqno, zak	uqujemo da funkcija raste na (−1, 0) i
(
0, 1+

√
5

2

)
, opada na

(
1+
√
5

2 ,+∞
)
i funkcija

dosti�e lokalni maksimum za x = 1+
√
5

2 .
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Konveksnost. Drugi izvod date funkcije jednak je

f ′′(x) =

{
−2x+1

x2(x−1)2 , x > 1
2x+1

x2(x+1)2 , −1 < x < 0

Ukoliko je x > 1 vidimo da je f ′′(x) < 0. Sa druge strane, ako je −1 < x < 0, vidimo da je f ′′(x) > 0
za x > − 1

2 , f
′′(x) < 0 za x < − 1

2 i f ′′(x) = 0 za x = − 1
2 .

Konaqno, zak	uqujemo da je data funkcija konveksna na
(
− 1

2 , 0
)
, konkavna na

(
−1,− 1

2

)
i ∪(1,+∞)

i x = − 1
2 je prevojna taqka.

Grafik.

2. a) Indukcijom se neposredno proverava da je an ∈ [−1, 0] za sve n ≥ 1. Koristimo nejednakosti
koje slede iz konveksnosti odgovaraju�ih funkcija:

ex ≥ x+ 1 za x ∈ R,

arctanx ≥ x za x ≤ 0,

pri qemu jednakost u oba sluqaja va�i akko x = 0.

an+1 = earctan an − 1 ≥ 1 + arctan an − 1 ≥ an.

Dakle, niz je monoton i ograniqen, pa ima limes A ≤ 0.

A = earctanA − 1 ≥ 1 + arctanA− 1 ≥ A,

pa jednakost va�i i to povlaqi A = 0.
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b) Prime�ujemo Xtolcovu teoremu.

lim
n→+∞

a−1n

n
= lim

n→+∞
(a−1n+1 − a−1n )

= lim
n→+∞

((earctan an − 1)−1 − a−1n )

= lim
n→+∞

((1 + arctan an +
1

2
arctan2 an +O(arctan3 an)− 1)−1 − a−1n )

= lim
n→+∞

arctan−1 an((1 +
1

2
arctan an +O(arctan2 an))

−1 − 1)

= lim
n→+∞

arctan−1 an(1−
1

2
arctan an +O(arctan2 an)− 1)

= lim
n→+∞

(−1

2
+O(arctan an))

= −1

2
.

Odavde sledi an ∼ −2n .

v)
1

n
sin(2n+ 3

√
an) =

sin 2n

n
cos 3
√
an +

sin 3
√
an

n
cos 2n.∑

sin 2n
n konvergira po Dirihleu; cos 3

√
an je monoton (zbog a)) i ograniqen, pa

∑
sin 2n

n cos 3
√
an

konvergira po Abelu. Ova konvergencija je uslovna:
∣∣ sin 2n

n cos 3
√
an
∣∣ ∼ | sin 2n|

n , a red
∑ | sin 2n|

n
divergira. ∣∣∣∣ sin 3

√
an

n
cos 2n

∣∣∣∣ ≤ | sin 3
√
an|

n
∼
| 3√an|
n
∼

3
√
2

n4/3
,

pa red
∑ sin 3

√
an

n cos 2n apsolutno konvergira. Odavde sledi da
∑

1
n sin(2n + 3

√
an) konvergira

uslovno.

g) Radijus konvergencije je

R = lim
5
√
an+1

5
√
an

= lim
5
√
(−2)/(n+ 1)
5
√
(−2)/n

= 1.

Za x = 1: 5
√
anx

n = 5
√
an ∼ −

5√2
n1/5 , pa red divergira. Za x = −1: 5

√
anx

n = (−1)n 5
√
an, 5
√
an ↗ 0,

pa red konvergira po Lajbnicu. Dakle, oblast konvergencije je [−1, 1).

3. (a) ∫ +∞

x

e−t
2

dt = −1

2

∫ +∞

x

1

t
· (−2te−t

2

)dt

= −1

2

∫ +∞

x

1

t
· d
(
e−t

2
)

= −1

2

[
e−t

2

t
|+∞x +

∫ +∞

x

e−t
2

t2
dt

]

=
e−x

2

2x
− 1

2

∫ +∞

x

e−t
2

t2
dt.

Sada proce�ujemo
∫ +∞
x

e−t2

t2 dt u odnosu na e−x
2

x−2 primenom Lopitala.

lim
x→+∞

∫ +∞
x

e−t2

t2 dt

e−x2x−2
= lim

x→+∞

−e−x2

x−2

−2e−x2x−3 − 2e−x2x−1

= lim
x→+∞

1

2x−1 + 2x
= 0

Dakle,
∫ +∞
x

e−t2

t2 dt = o(e−x
2

x−2), x→ +∞. Sledi:∫ +∞

x

e−t
2

dt = e−x
2

(
1

2x
+ o(x−2)

)
, x→ +∞.
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(b)

ex
2

cos

(
x+

1

x

)∫ +∞

x

e−t
2

dt =
cos(x+ x−1)

2x
+o(x−2) =

cosx

2x
cos(x−1)− sin(x−1)

2x
sinx+o(x−2), x→ +∞.

∫ +∞ cos x
2x dx konvergira po Dirihleu; cos(x−1) ↗ 1, pa

∫ +∞ cos x
2x cos(x−1)dx konvergira po

Abelu; ova konvergencija je uslovna:
∣∣ cos x

2x cos(x−1)
∣∣ ∼ | cos x|2x , a

∫ +∞ | cos x|
2x dx divergira.

∣∣∣ sin(x−1)
2x sinx

∣∣∣ ≤
| sin(x−1)|

2x ∼ 1
2x2 , pa

∫ +∞ sin(x−1)
2x sinxdx apsolutno konvergira po poredbenom kriterijumu.

∫ +∞
o(x−2)dx

tako�e konvergira po poredbenom kriterijumu. Zak	uqak je da
∫ +∞
1

(
ex

2

cos
(
x+ 1

x

) ∫ +∞
x

e−t
2

dt
)
dx

uslovno konvergira.

4. Pretpostavimo da postoji. f ′(x) = f(f(x)) > 0, pa je f strogo rastu�a. f(x) > 0, pa je f ′(x) =

f(f(x)) > f(0) > 0. Sada je f(0)− f(−1) =
∫ 0

−1 f
′(x)dx >

∫ 0

−1 f(0)dx = f(0), xto je u kontradikciji
sa f(−1) > 0. Dakle, ne postoji opisana funkcija.

5. Neka je G(x) :=
∫ x

0
g(t)dt.∫ 1

0

f(x)g(nx)dx =
1

n

∫ 1

0

f(x)d(G(nx)) =
1

n

(
f(1)G(n)− f(0)G(0)−

∫ 1

0

G(nx)f ′(x)dx

)
.

G(0) = 0 i G(n) =
∫ n

0
g(x)dx = n

∫ 1

0
g(x)dx = n

∫ 0.5

−0.5 g(x)dx = 0 zbog periodiqnosti i neparnosti.
Dakle, ∫ 1

0

f(x)g(nx)dx = − 1

n

∫ 1

0

G(nx)f ′(x)dx.

G(x+1) =
∫ x

0
g(t)dt+

∫ x+1

x
g(t)dt =

∫ x

0
g(t)dt+

∫ 0.5

−0.5 g(x)dx =
∫ x

0
g(t)dt = G(x), pa je i G 1-periodiqna.

Postoji K tako da je |G| ≤ K na [0, 1], pa je |G| ≤ K na R. Postoji L tako da je |f ′| ≤ L na [0, 1].
Sada je ∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)g(nx)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

n
KL→ 0, n→ +∞.

4


