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Cny4ajHO nyTawe

(neduHmnumja)

* Tojas/byje ce Ka0 CTOXACTUYKM MOAE/ HIP. 33 KpeTarbe objexTa (YecTuue), Koje ce
peann3syje Kpo3 HM3 Kopaka ('ckokoBa') y c/1y4ajHo ogabpaHum npaBLMMa
(ogHOCHO CMepoBMMA).

* Aed. Heka je (X,,), ey HU3 HE3ABUCHUX, jeAHAKO pacnoAe/beHUX C/1. BE/IMYMHA.
Hekaje Sy = a,a € R, u,3a cBakon € N, ca S,, 03Ha4veH napuymjasaH 36ump

n
S, =S, +ZX]-.
j=1

CnyyajaH Hu3 (Sy)pnen, Ha3uBa ce
*** Hagame, a = 0. ***

* Akoje (X,,) HU3 d-AMMEH3UOHUX cnyqamex BEKTOpPa, OHAaA je

ZXJ',TLE N,

d-AVMEH3UOHO C/1Y4ajHO NyTare (cnyqa]Ho nyTame y npoctopy R%).



[IpOCTO C/Ay4YajHO NyTawe

(peduHnumMja n Bulyenusaumja)

* Paau ce o cryyajHoOM AyTamy Ha d-aumeHsnoHoj (Leno06pojHoj) peleTtum Z4,
d > 1, rae cn. BekTop X,, Yy3uMa BpeaHOCTU y ckyny {te;, te,, ..., +e, }y cknaay
ca ogpeheHnm 3akOHOM pacnogene BepoBaTHOha, a e = o,..,0,1,0,..,0) je
BekTOp Y Z¢ ca jeAMHULLOM Ha j-TOM MecTy.

* Busyesnusauuja HNp. NnpBOr KOpaka:




[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(TpajekTopuje)

* d = 1, na c/n. BenmuKMHa X,, UMa 3aKOH pacnogese:

|
A ( q p)’
raejep € (011)7 q = 1- p
CneymjanHo, akojep = 0.5 = g pevjeo MPOCTOM C/1y4ajHOM
/lyTamy Ha peasiHoj NpaBoj (Tj. npeunsHujey 7).
* TpajekTopuja:

KpeTame ce onucyje HU30OM

((Tl, Sn))nENO

AEKAPTOBCKMX KOOpAUHATA
Tayaka y paBHW.
OBe TayKke noBeXy ce N3/10M/bEHOM
/IMHUjOM, KOja OHAa npeAacTaB/ba
, 7).
C/1y4ajHOr N1yTara




[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(cBojcTBa TpajekTopuja)

* C/ly4ajHO NyTame je C/1. HU3, Tj.
P{Syym=k+1|S, =1} =P{S,,=k|S, =0}

* [pu yC10BY Aa je MO3HAT MNO/I0XKaj YecTULe y m-TOM Kopaky (Tj. no3HaTa je
peasnu3auuja /1. BenmumHe S, ), byayhm nosnoxaju yectmye (HaKOH M-TOr KOpaka)
He 3aBMCe 04, hEeHUX NMPEeTXOAHMX M0/10Kaja (Y KojuMa ce OHa Hazla3wula npe m-Tor
KopaKa). *** MapKOBCKO CBOjCTBO***



[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(Tauke [JOCTUXHE Y N-TOM KOpaKy)

e CKyn peanusauuja c/1ydajHor /iyTara je CKyn
BEKTOPA S = (Sp)nen,, KOA KOjUX je 5o = 0 U
Spn+1 — Sp = £1,n € Ny,.

* Kaxe ce gaje nonoxajk y N-TOM KOpPaKy
aKo NoCTOju peannsaLmja TakBa A4a Baxu s, = k.

* Hekacyrwul, pegom, 6pojKopaka ygecHo
(sj+1 — sj = 1), oanocHo yneBo (sj11 — sj = —1),
KOje YecCTuLa Harnpasu 3aK/by4HO Ca N-TUM KOPAKOM.

* Kputepujym AOCTUNKHOCTM Y N-TOM KOPaKYy:
MocTtojer,l € N, Tako ga Baxku:
r+l=nur—I[=k.
Taga cy Ta4He jeaHAKOCTM:
n+k n—k

- =
"= 2

g MpumeTnTn: n n k Mopajy 6UTU UCTe NAapHOCTU U MOpa BaxKUTU n = | k|.




[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(npebpojaBawe TpajekTopuja, npuHuMn pedpnekcuje / cumeTpuje)

* Hekaje ca N, ; 03Ha4eH 6poj TpajeKkTOopHja Koje nosesyjy Ta4ke (0, 0) n (n, k). Taga Baxku:

. | cumeTpuje:
Bpoj TpajekTopuja Koje Boae og Tauke A(ngy, ko) Ao Tauke B(ny, k1) v umajy 3ajegHUYKMX
Ta4yaKka Ca BPEMEHCKOM OCOM je4HaK je Opojy CBMX TPajeKTOpMja Koje BoAe 04 TayKe
A(ng, —kg) po m Tauxe B(ny, kq).

A(ng, ko)



[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(npebpojaBawe TpajekTopuja - 'Teopema rnacadkor nucrtuha',
3aKOH pacnogene c/. Beau4dunHe S,,)

AKoO je k > 0 OHAQ NOCTOjM TAa4HO
k

"nk
TpajekTopuja Koje nosesyjy Tauke (0,0) u (n, k) n3a koje Baxku s,,, > 0,3am = 1,n.

* BepoBaTHOha ga ce yecTuua 3aK/by4HO Ca N-TUM KOpPaKoM Kpehe genom TpajekTopuje
(0,54, Sy, ..., S,) jeaHara je pq'.

* AKO je N0N10Kaj k AOCTUXKAH Y N-TOM KOPaKy OH/AA BaXKMu:

n+k n-—k

PL$1::k}::Ahuc'p_§_q_7i
CneumjasHo, KOA CUMETPUYHOT CYYajHOr yTakba:

P{S, =k} =N,

e [lpymep npuMeHe Teopeme r/acadkor AncTmha:
[peTnocTaBm Ce Aa Ha riacamwy KaHauaaTt A 0CBOjU @ rAacoBa, a KaHAMAAT B ocsoju
r1acoBa, rae je a > . BepoBatHoha ga Tokom H6pojara r/nacosa (Koje ce BpLUM Ha C/1yYajaH

HA4YMH) YBEK BOAM KaHAMAAT A jeaHaka je Z%B

o



[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(KOMBbMHATOpHO npebpojaBawe TpajekTopuja)

* T-ma.Hekajen = 1. Taga Baxku:

k
P{S;-Sy S, #0,S, =k} =|n—|-P{Sn =k},

a, Kao noc/1eAuLa Tora, u:

E|S
P{S1-Sy Sy #0}= ln’”‘l.

* Hekaje M, := max{S;:j € {0,1,2,..,n }}. Ouurnearo je M,, = 0, a Takohe u M,, = S,,.
Baxxu:
T-ma.3ab = 1je:

P{S, = k}, akojek = b

b-k
P{M, >b,S, =k} = )
My " } (S) - P{S,, =2b —k}, akojek <b

CrieuujasHO, KO4 CUMETPUYHOT C/Iy4ajHOr /1yTama:

P{M,, = b} = 2P{S,, = b + 1} + P{S,, = b}.



CUMEeTPUYHO MPOCTO CAYy4YajHO NyTawe Ha
NpaBoj

(BepoBaTHoha (npBor) noBpaTka y nosnoxaj 0)

Karke ce ga ce n-TOM KOpaKy 4oroauo ako je S, = 0. OBaj gorahaj nma
NO3UTMBHY BepoBaTHOhy camo oHga Kaga je n napaH 6poj (n = 2m) v oHa je Taga jeAHaka:

2m 1
Upm = P{Sym = 0} = m | 22m
1
¢ MpumeTUTHU: Ugm ™ = MPU M > +00.
Kake ce ga ce y TpeHyTKy 2m (m € N) goroamo akojeS,;, =0u
Sy S84+ Soym_2 # 0. Hekaje ca vy, 03Ha4eHa BepoBaTHoha oBor gorahaja.

T-ma. BepoBaTHoha gorahaja ga ce yecTuua 3aKk/by4HO Ca 2m-TUM KOPakoM Hehe BpaTuTtu y
HY/Ay jeAHaKa je BepoBaTHOhU gorahaja ga he y TpeHyTKy 2m 6utun y nonoxajy 0, Tj:
P{S; - Sy -+ Som # 0} = P{Sym = 0} = ugp,.

BepoBaTHohe (uy,,) U (V,,,) NOBe3yjy creaehe jegHaumnHe:
Uym = VaUgm—2 T -+ VU,
UVom = Uzm-2 — Uzm-



CUMEeTpPUYHO MPOCTO CAYyYaJHO NyTawe Ha
NpaBoj

(BepoBaTHoha (npBor) noBpaTka y nosnoxaj 0 - HacTaBak,
BepoBaTHoha Aa ce 4YecTuua uKaga BpaTu y nosoxaj 0, o4ekMBaHO Bpeme A0 MOBpATKa)

T-ma. BeposaTtHoha gorahaja ga ce yecTuua NnpBM NyT BPaTW/IA Yy HY/ly Y TPEHYTKY 2m

jeaHaka je:
U 1 f2m) 1
Vem = o 1 T 2m—1\m | 22m

npum — 400,

1
¢ anMeTMTM. Vom~™ W’

* BepoBaTtHoha gorahaja ga ce noBpaTaK y Hy/ay He A40roAu KacHuje 04 TPeHYTKa 2m jeAHaKa

je:
m

szj = 1—u2m.

j=1
AKO 4ecTuua 1yTa 6eCKOHaYHOo Ayro OHAaQ je BepoBaTHOha aa he ce oHa MKaga BpaTUTK Y
HY/ly jeAHaKa:

400
zvzj = nlliirgo(l — Uyy) = 1.
j=1

¢ O4YeknBaHu 6pOj Kopaka 40 NPBOr NOBpaTKa y no/aoxaj 0 jeaHax je +oo!!!



CUMEeTPUYHO MPOCTO CAYy4YajHO NyTawe Ha
NpaBoj

(ApKCUHYCHM 3aKOH)
* Hekaje ca T,,, O3Ha4eHa C/1. Be/IMYMHA KOja NpeACcTaB/ba TPEHYTAK Kaja je YyecTtuua

noc/aeAbu NyT NOCETHUAA HY/Y, 3aK/bYHYHO Ca 2M-TUM KOPaKoM, Tj.
T,,, = max{2k:k € {0,1,2,...,m} A S, = 0}.

T-ma. Pacnogena sepoBaTHoha c/1. BesnmuduHe Ty, AaTa je ca:
A2 (2k) = P{Tym = 2k} = Uy - Uzm—2k-

OBa pacnogesa BepoBaTHoha Ha3uBa ce
* 33 40BO/bHO Be/IMKO k M m — k BaxKn anpoKcuMauuja:

Ao (2k) ~ .
o m/k(m — k)
* [pema Tome,3ax € (0,1), npum — +00, BaxKu:
»
Plon < 2mit = Y @)=y ——~ [ ————du = Zarcsiny
2m = «MXy = Xo2m ~ ~ u = —arcsin+/x
k<mx k<mx T[\/k(m — k) 0 T[\/u(m —u) n
¢ MpUMeTUTU: aCUMMNTOTCKA pacnoaena /1. Be/In4mHe ?—7;”, npum — 4o, je pacrnozena anco/nyTHO

HenpeKMAHOr TMna ca ryctmHom f(x) = ,3ax € (0,1).

1
T/ x(1—x)



CMMEeTPUYHO MPOCTO CAYyYaJHO NyTawe Ha
NpaBO]j

(anpokcMMaumja apKCMHYCHOM pacrnogesiom)

3a A0BO/bHO BE/IMKO M BaKM anpoKCcuMauuja:

f(x)

Ha civkama cy npukasaHu rpapuum pyHkumje p—

K
M TauKe ca KoopAMHaTama (E’ aZm(Zk)> )

3am = 10 (neBo), ogHocHo m = 20 (gecHo).



CMMEeTPUYHO MPOCTO CAYyYaJHO NyTawe Ha
NpaBO]j

(rpaHn4yHe Teopeme)

Ha ocHoBy BameH:a u,eHTpanHe rpaHuyHe T-me 3a Hu3 (X,,), 32 4OBO/bHO BE/IMKO N j€:
P{—<x} f—e 2 dt, x € R.

Ha ocHoBy io-npasuna, i = 1, 2, 3, yaeo
TpajekTopuja kKojey 10000-tom Kopaky
NMpo/ia3e KpO3 Ta4yKy U3 MHTepBa/a:
[—100, 100] n3Hocu
[—200,200] nsHocu

[—300,300] nsHocu

10000 12000

n



CMMEeTPUYHO MPOCTO CAYyYaJHO NyTawe Ha
NpaBO]j

(rpaHn4yHe Teopeme - HacTaBak)

Ha ocHOBY Barkema ***jakor*** 3akoHa Be/IMKnx 6pojeBa 3a Hu3 (X,,), npun — +oo:
Sn

— -0, ca BepoBaTHOhOM jegHakom 1.
n

4000 6000 8000 10000

n ('speme’)



HecumeTpuU4YHO NPOCTO CAYYAJHO NyTamwe
Ha MnpaBoOj

(rpaHn4yHa Teopema)

Akojep > q,Tj.p > 0.5, oHga je EX,, > 0, na Ha OCHOBY BaxKekba jakOr 3aKOHA BE/IMKMUX
6bpojeBa 3a Hu3 (X,,), npun — +oo:
Sp — +0o, ca BepoBaTHOhOM jegHakom 1.

Ha ciMKkama cy npuKkasanu rpaduum cumympaHor gena tpajektopuje (4o 1000-Tor Kopaka)3a p = 0.8.



(He)cumeTprMYHO NpPOCTO C/YyHajHO NyTamwe
Ha MnpaBoj

(rpaHn4Ha TeopemMa - HacTaBak)

* Moske ce foKa3aTu (Ha OCHOBY jaKOr 3aKOHA Be/IMKUX DpojeBa) Aa 32 CKOPO CBAKY
TPajeKTOPUjy NOCTOjU TPEHYTAK N HAKOH KOra TpajekTopuja He 13aasu us yraa
ogpeheHor cregehnm npaBama:

yi=@2p—-1—-¢)n nu y,=02p—1+¢)n,

rae je € > 0 Nnpon3BO/bHO.
Aakne, ako je p > 0.5 yecTnya ca BepoBaTtHohom 1 '6exmn' y 6eCKOHayHOCT Yy
MO3UTUBHOM CMEpPY, OAHOCHO aKo je g > 0.5 yecTmua ca BepoBaTtHohom 1 6exku

Yy OecKoHa4YHOCT Y HEraTMBHOM CMeEpPY.

* T-ma. Yectunua ce Bpaha y nosoxaj 0 ca seposatHohom 1 je
p =0.5=q.



HecumeTpuU4YHO NPOCTO CAYYAJHO NyTamwe
Ha MnpaBoOj

(rpaHn4Ha TeopemMa - HacTaBak)

Akojeq > 0.5, oHga, npun — +oo:
Sy, = —0, ca BepoBaTHOhOM jegHakom 1.

Ha cankama cy npuKasanu rpaduum cumyampaHor gena tpajektopuje (40 1000-tor Kopaka) 3ap = 0.3.
AecHo cy yupTaHe nnpase: y; = —0.45nmny, = —0.35n.



[lpOCTO CcNy4ajHO NyTawe Ha NpaBO]j

(MHTepnpeTaunja - npumepwn)

e CnyyajHe Be/mMymHe X,, MOry ce, reHepa/IHO r1eAaHo, CXBAaTUTU Kao MOoAe/Iv 3a
pe3y/aTaTe nojeAnHayYHMX He3aBMCHUX eKCneprumMeHaTa ca camo gsa moryha
ncxoga: —1wm +1.

* Y TOM CMUCIY, MPOCTUM C/Iy4ajHUM IyTakbeM Ha pea/iHOj MPaBOj MOXe ce
MOAe/IMpaTh Urpa ca ABa YY4eCHUKA, KOja ce CacTOju Y HU3Y He3aBUCHUX MapTHja, ca
BepoBaTHOhama nobeae nrpaya jegHaKMM p, OAHOCHO (.

***npobaem nponactu urpada ('Gambler’s ruin problem')***



Cny4ajHO nyTawe

(npumeHe y payyHapCcTBY)

* BEpPOBATHOCHU anroputmu 3a SAT npobaeme 1 BbUXOBa aHa/M3a

* ouemmBare r106asHUX, CTPYKTYPa/ZIHUX CBOjCTaBa BE/IMKUX HEYCMepPEeHMX
rpadoB.a

° rpeTparkuBarbe U KOHCTPYKLUMja P2P mpexka



