
Funkcija generatrisa momenata.

Definicija. Neka je X sluqajna veliqina. Funkcija generatrisa momenata (ili: moment generatorna
funkcija) sl. veliqine X (odnosno, ǌene raspodele verovatno�a), u oznaci MX(t), definisana je sa

MX(t) = E(etX) =


∑

k:xk∈SX
etxk · P{X = xk}, ako je X diskretnog tipa sa skupom vrednosti SX

+∞∫
−∞

etxf(x)dx, ako je X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom raspodele f(·)

,

pod pretpostavkom da gorǌe matematiqko oqekivaǌe postoji za svako t u nekoj otvorenoj okolini nule
(tj. za |t| < t0, gde je t0 > 0). U suprotnom, sl. veliqina X nema funkciju generatrisu momenata.

Ova funkcija dobila je svoje ime po tome xto je mogu�e odrediti sve momente sl. veliqine X uzastopnim
diferenciraǌem funkcije MX(t), po promenǉivoj t, i evaluacijom odgovaraju�eg izvoda u taqki t = 0,
o qemu govori slede�e tvr�eǌe.

Lema. Ako sluqajna veliqina X ima funkciju generatrisu momenata MX(·) onda svi ǌeni momenti
postoje (tj. E|X|r < +∞ za svako r > 0) i va�i:

EXn =M
(n)
X (0),

gde je M (n)
X (0) =

dn

dtn
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Karakterizacija raspodele verovatno�a ǌenom funkcijom generatrisom momenata data je u slede�em
tvr�eǌu.

Lema. Neka su MX(·) i MY (·), redom, funkcije generatrise momenata sl. veliqina X i Y . Ako postoji
h > 0 tako da va�i MX(t) =MY (t) za |t| < h, onda X i Y imaju iste raspodele verovatno�a.

Dodatna svojstva funkcije generatrise momenata navedena su u nastavku.

Lema. (a) Neka je X sl. veliqina sa funkcijom generatrisom momenata MX(·) i neka je Y sl. veliqina
definisana sa Y = aX + b, gde su a, b ∈ R. Tada va�i:

MY (t) = etb ·MX(at).

(b) Neka su X1, X2, . . . , Xn nezavisne sl. veliqine koje imaju, redom, funkcije generatrise momenata

MX1(·), MX2(·), . . . , MXn(·) za |t| < h, gde je h > 0. Neka je X sl. veliqina definisana sa X =
n∑
j=1

Xj.

Tada va�i:

MX(t) =

n∏
j=1

MXj (t).

Dokaz dela (b) bazira se na qiǌenici da ako su sl. veliqine X1, X2, . . . , Xn nezavisne, onda su nezav-
isne i ǌihove funkcije etX1 , etX2 , . . . , etXn (POKAZATI), pa su ispuǌeni uslovi za primenu ’teoreme o
proizvodu’ za mat. oqekivaǌe.

Primer. Odrediti funkcije generatrise momenata slede�ih raspodela verovatno�a:
(a) binomne raspodele s parametrima n i p, n ∈ N, p ∈ (0, 1)
(b) normalne raspodele s parametrima m i σ2, m ∈ R, σ ∈ (0,+∞).

Rexeǌe.
(a) Neka X ∈ B(n, p). Ova sl. veliqina mo�e se predstaviti kao

X =

n∑
j=1

Ij ,

gde su I1, I2, . . . , In nezavisne, jednako raspodeǉene sl. veliqine sa Ber(p) raspodelom verovatno�a. Sl.
veliqina I1 ima funkciju generatrisu momenata datu sa

MI1(t) = 1− p+ pet,

a onda, pozivaju�i se na drugi deo gorǌeg tvr�eǌa, X ima funkciju generatrisu momenata datu sa

MX(t) = (1− p+ pet)n.



(b) Neka X ∈ N (m,σ2) i Y ∈ N (0, 1). Sl. veliqina Y ima funkciju generatrisu momenata datu sa

MY (t) =

+∞∫
−∞

etx · 1√
2π
e−

x2

2 dx =

+∞∫
−∞

1√
2π
e−

(x−t)2
2 · e t

2

2 dx = e
t2

2 ,

a onda, pozivaju�i se na prvi deo gorǌeg tvr�eǌa, X ima funkciju generatrisu momenata datu sa

MX(t) =MσY+m(t) = etm+σ2t2

2 .

4
Normalna raspodela i centralna graniqna teorema.

Lema. Neka je (Xn)n∈N niz sl. veliqina i Fn(·), Mn(·), redom, funkcija raspodele i funkcija genera-
trisa momenata sl. veliqine Xn. Neka je F (·) funkcija raspodele i M(·) ǌoj odgovaraju�a funkcija
generatrisa momenata. Ako, pri n→ +∞, va�i

Mn(t)→M(t) za svako t u nekoj otvorenoj okolini nule

onda, tako�e pri n→ +∞,

Fn(x)→ F (x) za svaku taqku x neprekidnosti funkcije raspodele F .

Teorema. (Centralna graniqna teorema) Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih, jednako raspodeǉenih sl.
veliqina sa mat. oqekivaǌem m ∈ R i disperzijom σ2 ∈ (0,+∞). Ako je sl. veliqina Sn data sa

Sn =

n∑
j=1

Xj, n ∈ N, onda, pri n→ +∞, va�i

P

{
Sn − nm√

nσ2
≤ x

}
→

x∫
−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt za svako x ∈ R.

Dokaz. Dokaz koji je naveden u nastavku dat je pri ’jaqem’ uslovu u kome se pretpostavǉa egzistencija
funkcije generatrise momenata M(·) qlanova niza (Xn), za svaku vrednost argumenta.

Dovoǉno je dokazati tvr�eǌe u sluqaju: m = 0, σ2 = 1. Ako je m 6= 0 ili σ2 6= 1 uvede se novi niz (Yn)

sl. veliqina definisanih sa Yn :=
Xn −m√

σ2
i parcijalne sume Tn =

n∑
j=1

Yj, n ∈ N, pa je tada

P

{
Sn − nm√

nσ2
≤ x

}
= P

{
Tn√
n
≤ x

}
.

Neka je Zn :=
Sn√
n
. Ideja je da se poka�e da, pri n → +∞, niz funkcija generatrisa momenata sl.

veliqina Zn, n ∈ N, konvergira taqka po taqka ka funkciji generatrisi momenata standardne normalne
raspodele. Odatle se, pozivom na prethodnu lemu, zavrxava dokaz.

Dakle, na osnovu nezavisnosti i jednake raspodeǉenosti qlanova niza (Xn) prvo se dobija:

MSn(t) =

n∏
j=1

MXj (t) = (M(t))n,

a zatim i

MZn(t) =MSn

(
t√
n

)
=

(
M

(
t√
n

))n
.

=⇒ lnMZn(t) = n lnM

(
t√
n

)
Primeǌuju�i Maklorenovu formulu dva puta:(M(θ) = M(0) +M ′(0)θ +

M ′′(0)

2!
θ2 + R2(θ) za θ u okolini

nule, gde je R2(θ) ostatak) dobija se

M

(
t√
n

)
≈ 1 +

t2

2n
,

(ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n!
+Rn(x)) konaqno i

lim
n→+∞

lnMZn(t) =
t2

2

�


