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1. (Teorema o tri normale.) Neka je prava AB normalna na ravan π u
taqki B i prava BC normalna na pravoj p ravni π u taqki C. Tada je
prava AC normalna na pravoj p.

Rexeǌe: Neka je D taqka prave p takva da je AB = CD. Pravougli trou-
glovi ABC i DCB su podudarni, odakle sledi AC = BD, pa su podudarni
i trouglovi ABD i DCA (AD = DA, BD = CA, AB = DC). Dakle,
∠ACD = ∠ABD, tj. AC ⊥ p.

2. Neka je ABCDA1B1C1D1 kocka sa ivicom du�ine a. Neka je taqka N
sredixte ivice CD, M taqka prave (CD) takva da je C sredixte du�i
MN . Ako su P i Q, redom, sredixta ivica CC1 i CB izraqunati po-
vrxinu preseka ravni, odre�ene sa P, M i Q, i kocke ABCDA1B1C1D1.

Rexeǌe: Uoqimo da je tra�eni presek zapravo pravilni xestougao PP1P2Q2Q1Q
(vidi sliku), gde je P1 sredixte C1D1, Q2 sredixte AA2, P2 sredixte A1D1

i Q1 sredixte AB. Oznaqimo, jox, sa O sredixte kocke.
P1 i Q1 trivijalno pripadaju ravni (MPQ). Prava P1Q1 pripada (MPQ),
pa i sredixte du�i P1Q1, odnosno centar kocke O, pripada ravni (MPQ).
Daǉe dobijamo iz pravih OP i OQ da P2, Q2 ∈ (MPQ).
Izraqunajmo povrxinu
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3. Date su taqke A i B, ravan α i du� l. Odrediti geometrijsko mesto
taqaka M ravni α za koje va�i MA2 −MB2 = l2.

Rexeǌe: Neka je N podno�je normalne iz M na AB, gde je M proizvoǉna
taqka tra�enog geometrijskog mesta taqaka. Tada je MA2 = MN2 + NA2 i
MB2 = MN2 +NB2, pa jeMA2−MB2 = NA2−NB2. Prema tome, polo�aj
taqke N ne zavisi od M i odre�en je relacijom NA2 − NB2 = l2. Lako se
dobija da je udaǉenost taqke N od taqke A (u pravcu taqke B) jednaka

AN =
AB

2
+

l2

2AB
. (1)

Isto tako, ako je M proizvoǉna taqka u prostoru za koju je MN ⊥ AB, N
odre�ena relacijom (1), bi�e MA2 −MB2 = l2.
Tra�eno geometrijsko mesto taqaka je preseqna prava date ravni α i ravni
kroz N normalne na AB.

4. Osnova trostrane piramide je pravougli trougao sa katetama du�ine 12
i 35. Sve boqne strane zaklapaju sa ravni osnove ugao od 60o. Odrediti
povrxinu piramide.

Rexeǌe: Pomo�u Pitagorine teoreme lako se dobija da hipotenuza osnove ima
du�inu 37. U pravouglom trouglu sa katetama a i b i hipotenuzom c, preqnik
upisane kru�nice je 2r = a+ b− c. Naime, prema slici je

c = AM +BM = BQ+ AP = (a− r) + (b− r)

tj. c = a + b − 2r. Na osnovu toga je polupreqnik upisane kru�nice osnove
jednak 35+12−37

2
= 5.

Kako su trouglovi stranica visine piramide, visine boqne strane i du�i koja
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sadr�i podno�je visine piramide i normalna je na odgovaraju�u ivicu osnove
podudarni (ima ih ukupno tri, a podudarni su jer imaju iste uglove 30o, 60o

i 90o i zajedniqku stranicu tj. visinu piramide) pa je podno�je normale
piramide podjednako udaǉeno od ivica osnove te zakǉuqujemo da �e podno�je
visine piramide biti upravo centar upisane kru�nice u osnovu piramide.
Sledi da je visina svake boqne strane piramide jednaka 2 · 5 = 10. Povrxina
piramide je

12 · 35

2
+

10(35 + 12 + 37)

2
= 210 + 420 = 630.

5. Neka je ABCA1B1C1 pravilna trostrana prizma osnovne ivice a i
visine H i neka je taqka M sredixte ivice AC. Odrediti odstojaǌe
pravih AB i C1M .

Rexeǌe: Ako je N sredixte ivice BC (vidi sliku), onda je MN || AB i
prava AB je paralelna ravni C1MN , a odstojaǌe pravih AB i C1M jednako
je odstojaǌu taqke A od ravni C1MN . Kako taqke A i C imaju isto odstojaǌe
od ravni C1MN tra�eno odstojaǌe jednako je visini h iz temena C piramide
MNC1C. Zapremina te piramide je V = 1

3
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3
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3
P∆C1MN · h, a kako je
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√
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6. Data je pravilna qetvorostrana piramida osnovne ivice a = 5
√

2
i boqne ivice s = 13. Izraqunati ivicu kocke koja je upisana u tu pi-
ramidu tako da se ǌena qetiri gorǌa temena nalaze na ivicama piramide.

Rexeǌe: Kako je AB = a to je AC = a
√

2, vidi sliku. Ako EF = OO1

obele�imo sa x, sledi da je EG = x
√

2. SO =
√
s2 − a2

2
dobijamo iz pravo-

uglog trougla SOA. Na osnovu prethodnog je SO1 =
√
s2 − a2

2
− x. Iz

sliqnosti trouglova ACS i EGS imamo AC
EG

= SO
SO1

, tj.
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7. U zarubǉenu kupu polupreqnika ve�e osnove 4 upisana je lopta zaprem-
ine 36π. Kolika je zapremina zarubǉene kupe?

Rexeǌe: Polupreqnik upisane sfere je r = 3 (zapremina V = 4
3
r3π). U preseku

ravni koja sadr�i centarO sfere i normalna je na osnovu kupe dobijamo trapez
ABCD koji sferu dodiruje u taqkama M,N,O,Q koje pripadaju stranicama
AB,BC,CD,DA redom. Neka je AD ∩ BC = {E}. Vidimo da su trouglovi
AME i QOE sliqni (∠AME = ∠EQO = π

2
, ∠MEA = ∠OEQ). Tako�e

AQ = AM = 4 jer su to tangentne du�i iz iste taqke na kru�nicu. Sada
imamo

4

3
=
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=
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=
EQ+ 4
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,

a odavde dobijamo

4EP + 12 = 3EQ+ 12, 4EQ = 3EP + 18.

Sada imamo
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Trouglovi AME i DPE su sliqni (∠AME = ∠DPE = π
2
, ∠MEA =

∠PED).

AM

PD
=
ME

PE

4

PD
=

6 + 54
7

54
7

=
96

54
⇒ PD =

9

4
.

Sada mo�emo izraqunati zapreminu.

V =
1

3
(AM2 ·MEπ −DP 2 · PEπ) =

481

8
π.

8. Neka su AB i A1B1 paralelni preqnici dveju osnova pravog vaǉka, vi-
sine H i neka taqka C deli luk AB u odnosu 1 : 2. Izraqunati zapreminu
tog vaǉka, ako prava CB1 gradi sa ravni osnove ugao od 45o.

Rexeǌe: Normalna projekcija du�i CB1 na osnovu vaǉka je du� CB (vidi
sliku), pa je ∠BCB1 = 45o. Dakle, CB = H. Iz pravouglog trougla ABC
(∠BAC = 60o) dobijamo r = H√

3
, pa je V = r2πH = H3π

3
.
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9. Dat je tetraedar ABCD. Sfera koja prolazi kroz temena A, B i C,
seqe ivice DA, DB i DC, redom, u taqkama A1, B1 i C1. Ove taqke,
redom, preslikamo u odnosu na sredixta odgovaraju�ih ivica i oznaqimo
ih sa A2, B2 i C2. Dokazati da su taqke A, B i C jednako udaǉeǌe od
centra sfere opisane oko tetraedra A2B2C2D.

Definicija: Potencija taqke P u odnosu na sferu S(O, r) je broj

p(P, S) = PO2 − r2.

Lema: Ako proizvoǉna prava q iz taqke P prodire sferu S(O, r) u dve taqke
A i B onda va�i:

p(P, S) = PO2 − r2 = PA · PB.

Dokaz: Posmatrajmo presek ravni (PBD) i sfere S. U preseku dobijamo ve-
liki krug i tvr�eǌe se svodi na potenciju taqke u odnosu na krug u ravni
(vidi sliku).
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Rexeǌe zadatka: Oznaqimo sa S1 sferu koja sadr�i taqkeA, B, C, A1, B1, C1,
sa S2 sferu oko A2B2C2D. Zbog potencije u odnosu na sferu S1 imamo da je

DA ·DA1 = DB ·DB1 = DC ·DC1 (2)

Iz uslova o polo�aju A2, B2 i C2 imamo

AA2 = DA1, BB2 = DB1, CC2 = DC1. (3)

Kada relacije (3) ubacimo u (2) dobijamo

AD · AA2 = BF ·BB2 = CD · CC2. (4)

Me�utim, relacije (4) predstavǉaju jednakost potencije taqaka A, B i C u
odnosu na sferu S2. Zato imamo:

AO2 − r2 = BO2 − r2 = CO2 − r2,

odnosno,

AO2 = BO2 = CO2

xto se i tra�ilo u zadatku.
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10. U loptu su upisane dve kocke. Dokazati da zbir kvadrata rasto-
jaǌa temena jedne kocke od temena druge ne zavisi od ǌihovog me�usobnog
polo�aja.

Rexeǌe: Neka su ABCDA1B1C1D1 i PQRSP1Q1R1S2 kocke upisane u loptu
sa centrom O i polupreqnikom R. Kako je O presek dijagonala kocki i
∠APC1 = 90o, to je

PA2 + PC2
1 = AC2

1 = 4R2.

Sliqno je
PB2 + PD2

1 = BD2
1 = 4R2,

PC2 + PA2
1 = CA2

1 = 4R2,

PD2 + PB2
1 = DB2

1 = 4R2.

Sabiraju�i ove qetiri jednakosti dobijamo

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 + PA2
1 + PB2

1 + PC2
1 + PD2

1 = 16R2.

Isto va�i za zbirove kvadrata rastojaǌa taqaka Q,R, S, P1, Q1, R1, S1 od
temena kocke ABCDA1B1C1D1. Ako sa σ obele�imo zbir svih 64 kvadrata
rastojaǌa, tada je σ = 8 · 16R2 = 128R2, xto oqito ne zavisi od me�usobnog
polo�aja kocki.
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11. Planeta oblika sfere ima preqnik d. Mo�e li se na ǌenu povrxinu
smestiti osam istra�ivaqkih stanica, tako da svako nebesko telo na uda-
ǉenosti d od povrxine planete bude vidǉivo sa bar dve stanice?

Rexeǌe: Odgovor: da. Postavimo istra�ivaqke stanice u temena kocke up-
isane u sferu sa centrom O. Zaista, iz taqke A (vidi sliku) vide se sve taqke
sfernog odseqka koji od sfere odseca krug s centrom u A koji prolazi kroz
M , pri qemu je M taqka tangentne ravni na sferu kroz taqku A, takva da je
OM = 3

2
d. Oznaqimo ϕ = ∠AOM . Tada je cosϕ = OA

OM
= 1

3
. Daǉe, ako je B

polo�aj druge istra�ivaqke stanice (smextene u susednom temenu kocke) onda
je AB2 = OA2 + OB2 − 2OA · OB cosϕ, pa je cosϕ = 1

3
. Zato je cela sfera

s centrom O polupreqnika 3
2
d pokrivena sa qetiri takva sferna odseqka koji

odgovaraju nekoj qetvorci nesusednih temena kocke. Sledi da je svaka taqka te
sfere pokrivena sa bar dva od ukupno osam tih odseqaka.

12. Dat je proizvoǉan tetraedar ABCD. Na svaku stranu tetraedra
ABCD postavǉena je normala u te�ixtu te iste strane. Dokazati da
se projekcije bilo koje tri od ove qetiri normalne na preostalu qetvrtu
stranu tetraedra seku u jednoj taqki.

Rexeǌe: Neka su A1, B1, C1 i D1 te�ixta strane (BCD), (ACD), (ABD)
i (ABC), redom. �elimo da poka�emo da je (ABC)||(A1B1C1).
Neka su P i Q sredixta od AC i AB. Tada:

(i) PQ||BC kao sredǌa linija ∆ABC
(ii) PQ||B1C1 po Talesovoj teoremi DB1

B1P
= DC1

C1Q
= 2

1
.

Iz (i) i (ii) imamo da je BC||B1C1.
Analogno je A1C1||AC pa imamo da je (ABC)||(A1B1C1).
Sada su naxe normale iz zadatka zapravo visine tetraedra A1B1C1D1. Prema
tome, iz teoreme o tri normalne znamo da se projekcije tri visine tetraedra
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seku u jednoj taqki, pa isto mo�emo da zakǉuqimo i za stranu (ABC), iz qi-
ǌenice da su (ABC) i (A1B1C1) paralelne.
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