
Metodika nastave matematike i raqunarstva

Polinomi

Autori:

Katarina Veselinovi� (45/2012)
Marija �ivanovi� (148/2012)
Milica Ivezi� (159/2011)
Urox Boxkovi� (116/2012)
Matija Stefanovi� (77/2012)

Profesor:

Nebojxa Ikodinovi�

Zimski semestar 2015/2016.



Definicija: Realni polinom (jedne promenǉive) je funkcija argumenta x koji se mo�e zapisati u
obliku P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, gde je n ∈ N ∪ {0} i ai ∈ R za svako i ∈ {0, 1, . . . , n}. Bro-

jeve a0, a1, . . . , an nazivamo koeficijentima polinoma P , gde je broj a0 slobodan koeficijent, an vode�i
koeficijent.

Bezuov stav: Ostatak deǉeǌa polinoma P (x) polinomom x− a jednak P (a).

1. Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma 3x6 − 2x5 + x3 − 4x− 1 polinomom x+ 2 korix�eǌem:

a) algoritma za deǉeǌe polinoma;

b) Bezuovog stava.

Rexeǌe:

a)

3x6 − 2x5 + x3 − 4x − 1 =
(
x+ 2

) (
3x5 − 8x4 + 16x3 − 31x2 + 62x− 128

)
+ 255

− 3x6 − 6x5

− 8x5

8x5 + 16x4

16x4 + x3

− 16x4 − 32x3

− 31x3

31x3 + 62x2

62x2 − 4x
− 62x2 − 124x

− 128x − 1
128x+ 256

255

Ostatak je 255.

b) Po Bezuovom stavu, ostatak pri deǉeǌu polinoma P (x) = 3x6− 2x5+x3− 4x− 1 polinomom x+2
�e biti P (−2), tj:
3 · (−2)6 − 2 · (−2)5 + (−2)3 − 4 · (−2)− 1 = 3 · 64 + 2 · 32− 8 + 8− 1 = 4 · 64− 1 = 256− 1 = 255.

2. Za koje je realne vrednosti parametra m polinom p(x) = mx3 + 11x2 + 7x + m deǉiv polinomom
2x+ 3?

Rexeǌe:
Obele�imo polinom kojim delimo sa q(x) = 2x+3. Nula ovog polinoma je ono x za koje je 2x+3 = 0,

tj. nula je x = −3

2
.

Da bi polinom p(x) bio deǉiv polinomom q(x), po Bezuovom stavu, mora da va�i: p(−3

2
) = 0:



p(−3

2
) = m(−3

2
)
3

+ 11(−3

2
)
2

+ 7(−3

2
) +m = 0

m(−27

8
) + 11

9

4
− 21

2
+m = 0

−27m+ 29− 421 + 8m = 0

−19m+ 198− 84 = 0

19m− 144 = 0.

Dakle, za m =
144

9
= 6 dati polinom p(x) je deǉiv polinomom 2x+ 3.

3. Pokazati da je vrednost izraza:
1

x6
− 64

4 +
2

x
+

1

x2

· x2

4− 4

x
+

1

x2

− 4x2(2x+ 1)

1− 2x

polinom, qija je vrednost neparan broj za svako x ∈ Z \ {0}.

Rexeǌe:
Zapiximo dati izraz u obliku:

1

x6
− 64

4 +
2

x
+

1

x2

· x2

4− 4

x
+

1

x2

− 4x2(2x+ 1)

1− 2x
=

1− 64x6

x6

4x2 + 2x+ 1

x2

· x2

4x2 − 4x+ 1

x2

− 4x2(2x+ 1)

1− 2x

=
1− 64x6

x4 · (4x2 + 2x+ 1)
· x4

4x2 − 4x+ 1
− 4x2(2x+ 1)

1− 2x

=
1− ((2x)2)3

4x2 + 2x+ 1
· 1

4x2 − 4x+ 1
− 4x2(2x+ 1)

1− 2x

Uoqavamo da polinom u brojiocu predstavǉa razliku kubova, a u imeniocu kvadrat razlike. ǋi-
hovim raspisivaǌem i eventualnim ”skra�ivaǌem”, koje je mogu�e jer je x ceo broj razliqit od
nule, dobijamo:

(1− (2x)2)(1 + (2x)2 + (2x)4)

4x2 + 2x+ 1
· 1

(1− 2x)2
− 4x2(2x+ 1)

1− 2x
=

(1 + 2x)(1 + (2x)2 + (2x)4)

(1− 2x)(4x2 + 2x+ 1)
− 4x2(2x+ 1)

1− 2x

=
(1 + 2x)(1 + (2x)2 + (2x)4)− 4x2(2x+ 1)(4x2 + 2x+ 1)

(1− 2x)(4x2 + 2x+ 1)

=
(1 + 2x)(1 + (2x)2 + (2x)4 − 4x2 − 8x3 − 16x4)

(1− 2x)(4x2 + 2x+ 1)

=
(1 + 2x)(1 + 4x2 + 16x4 − 4x2 − 8x3 − 16x4)

(1− (2x)3)

= 1 + 2x,

za svako x ∈ Z \ {0} xto je i trebalo pokazati.
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4. Polinom a6 + a5 + a4 + 2a3 + a2 + a+ 1 rastaviti na nesvodǉive faktore.

Rexeǌe:

a6 + a5 + a4 + 2a3 + a2 + a+ 1 = a6 + a5 + a4 + a3 + a3 + a2 + a+ 1

= a5(a+ 1) + a3(a+ 1) + a2(a+ 1) + (a+ 1)

= (a+ 1)(a5 + a3 + a2 + 1)

= (a+ 1)(a3(a2 + 1) + (a2 + 1))

= (a+ 1)(a2 + 1)(a3 + 1)

= (a+ 1)2(a2 + 1)(a2 − a+ 1)

5. Koriste�i Bezuov stav rastaviti na qinioce polinom P (x) = x4 − 2x3 − 7x2 + 8x+ 12.

Rexeǌe:
Delioci broja 12 su: ±1,±2,±3,±4,±6,±12. Treba odrediti koji od ovih brojeva anulira dati
polinom:

P (−1) = 1 + 2− 7− 8 + 12 = 0
P (1) = 1− 2− 7 + 8 + 12 = 12 6= 0
P (−2) = 16 + 16− 28− 16 + 12 = 0
P (2) = 16− 16− 28 + 16 + 12 = 0
P (−3) = 81 + 54− 63− 24 + 12 = 60 6= 0
P (3) = 81− 54− 63 + 24 + 12 = 0

Dobili smo qetiri nule polinoma P (x): −1,±2, 3, pa pixemo:
P (x) = x4 − 2x3 − 7x2 + 8x+ 12 = (x+ 1)(x− 2)(x+ 2)(x− 3).

6. Dokazati identitet:(
2a+

a2 + 9b2

3b

)
:

(
a+

9b2

a+ 6b

)
− a

3b

(
1 + 3b+

6b

a

)
= −a, gde: a 6= 0, b 6= 0, a 6= −6b.

Rexeǌe:
6ab+ a2 + 9b2

3b
:
a2 + 6ab+ 9b2

a+ 6b
− a

3b
· a+ 3ab+ 6b

a
= −a

6ab+ a2 + 9b2

3b
· a+ 6b

a2 + 6ab+ 9b2
− a+ 3ab+ 6b

3b
= −a

a+ 6b

3b
− a+ 3ab+ 6b

3b
= −a

a+ 6b− a− 3ab− 6b

3b
= −a

−3ab
3b

= −a

− a = −a
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7. Pokazati da je vrednost izraza:

(2− k + 4k2 +
5k2 − 6k + 3

k − 1
)÷ (2k + 1 +

2k

k − 1
)

neparan broj za svako k ∈ Z \ {1}.

Rexeǌe:
Zapiximo dati izraz u obliku:

(2− k + 4k2 +
5k2 − 6k + 3

k − 1
) : (2k + 1 +

2k

k − 1
) =

=
2(k − 1)− k(k − 1) + 4k2(k − 1) + 5k2 − 6k + 3

k − 1
) : (

2k(k − 1) + k − 1 + 2k

k − 1
) =

=
2k − 2− k2 + k + 4k3 − 4k2 + 5k2 − 6k + 3

2k2 − 2k + k − 1 + 2k
=

=
4k3 − 3k + 1

2k2 + k − 1
=

=
(2k − 1)(2k2 + k − 1)

2k2 + k − 1
=

= 2k − 1

za svako k ∈ Z \ {1} xto je i trebalo pokazati.

8. Ako je a+ b+ c = 0, dokazati da va�i a3 + b3 + c3 = 3abc.

Rexeǌe: Iz uslova zadatka sledi a+ b = −c. Odatle se kubiraǌem dobija lanac ekvivalencija:

(a+ b)3 = −c3 ⇐⇒ a3 + b3 + 3ab(a+ b) = −c3

⇐⇒ a3 + b3 + c3 = −3ab(a+ b)

⇐⇒ a3 + b3 + c3 = 3abc,

a ovo je i trebalo pokazati.

9. Ako su x1, x2, x3 rexeǌa jednaqine x3 − 3x+ 1 = 0, odrediti vrednost izraza x4
1 + x4

2 + x4
3.

Rexeǌe:
Podsetimo se da nam Vijetove formule ka�u da, ako su x1, x2, x3 rexeǌa jednaqine
a1x

3 + a2x
2 + a3x+ a4 = 0, onda va�e slede�e jednakosti:

x1 + x2 + x3 = −a2
a1

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
a3
a1

x1x2x3 = −a4
a1
.

Ako je x1 rexeǌe jednaqine x3 − 3x+ 1 = 0, onda je:

x3
1 − 3x1 + 1 = 0/ · x1

⇒x4
1 − 3x2

1 + x1 = 0

⇒x4
1 = 3x2

1 − x1
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Analogno, za rexeǌa x2 i x3 va�i x4
2 = 3x2

2 − x2 i x4
3 = 3x2

3 − x3, pa je:

x4
1 + x4

2 + x4
3 = 3(x2

1 + x2
2 + x2

3)− (x1 + x2 + x3)

= 3[(x1 + x2 + x3)
2 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3)]− (x1 + x2 + x3)

Na osnovu Vijetovih formula za datu kubu jednaqinu imamo:

x1 + x2 + x3 = 0 i x1x2 + x1x3 + x2x3 = −3.

Iz prethodnog sledi da je x4
1 + x4

2 + x4
3 = 3 · (−2)(−3) = 18.

10. Odrediti zbir koeficijenata u razvoju (
1

2
− 4x+ 4x3)274 · (6x4 − 6x+ 2)275 .

Rexeǌe:
U opxtem sluqaju, ako je dat polinom:

Pm(x) = a0x
n + axn−1 + · · ·+ an−1x+ an,

za x = 1 dobijamo zbir koeficijenata a0 + a1 + . . .+ an−1 + an.

U naxem sluqaju zbir koeficijenata je:

(
1

2
− 4x+ 4x2)274 · (6x4 − 6x+ 2)275 |x=1=

1

2274
· 2275 = 2.
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