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1 Izometrijske transformacije

U ovom radu E3 obeleжava model Euklidske geometrije, t.j prostor koji zadovoǉa-
va aksiome pripadnosti, rasporeda, podudarnosti, neprekidnosti i Plejferovu ak-
siomu paralelnosti. Tako�e, E2 obeleжava Euklidsku ravan i E1 Euklidsku pravu.
Osnovne relacije u Euklidskom prostoru su, pored pripadnosti, troqlana relacija
rasporeda β i qetvoroqlana relacija podudarnosti koju interpretiramo kao podu-
darnost parova taqaka (A,B) ∼= (C,D).

Geometrijska figura je bilo koji neprazan podskup prostora. Zanimǉive ge-
ometrijske figure su ravni, prave, poluprave, duжi, uglovi, poligoni, trouglovi
... Intuitivno, dve figure su podudarne ako ih nekim kretaǌem u moжemo dovesti
do poklapaǌa. U skladu sa tim, navodimo slede�u definiciju kretaǌa:

Definicija 1.1. Preslikavaǌe σ : En → En, n ∈ {1, 2, 3}, koje je bijekcija i koje
svake dve taqke A i B prostora En preslikava u taqke A′ i B′ takve da je (A,B) ∼=
(A′, B′) naziva se izometrijskom transformacijom ili izometrijom prostora En.

Dakle, moжemo govoriti o izometrijskim transformacijama prave, ravni i pros-
tora. Na primer, neke od izometrijskih transformacija ravni su osna simetrija,
rotacija i translacija. Naime, pojmovi podudarnosti duжi, uglova i figura uopxte
definixu se pomo�u opxteg pojma izometrije.

Definicija 1.2. Dve figure Φ1 i Φ2 su podudarne, u oznaci Φ1
∼= Φ2, ako postoji

izometrija σ koja preslikava Φ1 u Φ2, tj. vaжi σ(Φ1) = Φ2.

Primer izometrije je identiqko preslikavaǌe ε : En → En koje svaku taqku A

preslikava u ǌu samu, tj. vaжi ε(A) = A. Ovo preslikavaǌe naziva se koincidenci-
jom. Narednim teoremama su data dva vaжna svojstva izometrija.

Teorema 1.3. a) Koincidencija prostora En je izometrijska transformacija tog
prostora.
b) Kompozicija dve izometrije prostora En je tako�e izometrija.
c) Ako je σ izometrija prostora En tada je i ǌena inverzna transformacija izome-
trija prostora En.

Teorema 1.4. Ako izometrija prostora En preslikava neke tri taqke A, B i C u
taqke A′, B′ i C ′ i ako je β(A,B,C) onda je β(A′, B′, C ′).

Na osnovu prethodne teoreme, vaжi slede�e :

Posledica 1. a) Izometrija preslikava kolinearne taqke u kolinearne taqke.
b) Izometrijska transformacija preslikava: pravu u pravu; duж u duж; polupravu
u polupravu; poluravan u poluravan; ugao u ugao; n-tougao u n-tougao.

Teorema 1.5. Neka su A,B,A′, B′ taqke euklidske prave E1 takve da je (A,B) ∼= (A′, B′).
Tada postoji jedinstvena izometrija σ : E1 → E1 koja taqke A i B preslikava redom
u taqke A′ i B′.

Definicija 1.6. Taqka A je fiksna ili invarijantna taqka izometrije σ : En →
En, n ∈ {1, 2, 3} ako je σ(A) = A.

I pojam fiksnih taqaka je veoma bitan, posebno u klasifikaciji izometrija,
kako kod izometrija prave tako i kod izometrija ravni. Lako se pokazuje da je
izometrija prave sa bar dve fiksne taqke koincidencija. Odatle vaжi da izometrija
koja nije koincidencija ne moжe imati vixe od jedne fiksne taqke (izometrije sa
taqno jednom fiksnom taqkom su centralne simetrije na pravoj, a one bez ijedne
su translacije). Me�utim, kod izometrije euklidskih ravni situacija je znatno
komplikovanija. Analogno izometriji prave, izometrija ravni koja ima bar tri
fiksne nekolinearne taqke je koincidencija.
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Teorema 1.7. Neka su A,B,C i A′, B′, C ′ dve trojke nekolinearnih taqaka ravni E2

takve da je (A,B,C) ∼= (A′, B′, C ′), t.j odgovaraju�i parovi taqaka su podudarni. Tada
postoji jedinstvena izometrija ravni koja taqke A,B i C preslikava redom u taqke
A′, B′ i C ′.

2 Podudarnosti duжi i uglova

Pojam podudarnosti duжi proistiqe iz uopxtene definicije podudarnosti figura
date u definiciji 1.2 (jer duж smatramo figurom). Razmatraǌem pojma podudarnosti
para taqaka intuitivno dobijamo predstavu da se radi o podudarnosti odgovaraju�ih
duжi. To potvr�uje slede�a teorema.

Teorema 2.1. (A,B) ∼= (A′, B′) ako i samo ako AB ∼= A′B′.

Pomo�u pojma podudarnosti duжi definiximo pojam sredixta duжi.

Definicija 2.2. Taqka S je sredixte duжi AB ako pripada toj duжi i ako je AS ∼=
SB.

Vaжi teorema da svaka duж ima jedinstveno sredixte.

Definicija 2.3. Duж AB je maǌa od duжi CD u oznaci AB < CD ako unutar duжi
CD postoji taqka E takva da je AB ∼= CE. Duж EF jednaka je zbiru duжi AB i CD

u oznaci EF = AB + CD ako unutar duжi EF postoji taqka G takva da je AB ∼= EG

i CD ∼= GF .

Definicija 2.4. Dva konveksna ili konkavna ugla pOq i p′O′q′ su podudarna ako i
samo ako na kracima p, q, p′, q′ redom postoje taqke P,Q,P ′ i Q′ takve da je : (P,O,Q) ∼=
(P ′, O′, Q′).

Tako�e vaжi da su unakrsni uglovi podudarni.

Teorema 2.5. Za svaki ugao ∠pOq i svaku polupravu p′ sa temenom S neke ravni
postoji u poluravni odre�enoj pravom koja sadrжi p′ jedinstvena poluprava q′ takva
da je ∠pOq ∼= ∠p′Sq′.

Analogno definicijama sredixta duжi, relacije < i zbira duжi, koriste�i
podudarnost, uvode se i odgovaraaju�i pojmovi za uglove: simetrala ugla, relacija
< i zbir uglova.

Definicija 2.6. Poluprava s sa poqetnom taqkom O, koja pripada uglu pOq i takva
da je ∠pOs ∼= ∠sOq naziva se bisektrisom ugla pOq. Prava koja sadrжi tu polupravu
naziva se simetralom tog ugla. Ugao AOB je maǌi od ugla CSD u oznaci ∠AOB <

∠CSD ako unutar ugla CSD postoji poluprava SE takva da je ∠AOB ∼= ∠CSE. Ugao
pOq je zbir uglova aSb i a′S′b′ u oznaci pOq = aSb + a′S′b′ ako u uglu pOq postoji
poluprava r sa poqetnom taqkom O tako da je ∠pOr ∼= ∠aSb i ∠rOq ∼= ∠a′S′b′.

Definicija 2.7. Za konveksni ugao kaжe se da je prav, oxtar ili tup u zavisnosti
od toga da li je on podudaran, maǌi od, ili ve�i od svog naporednog ugla. Dva ugla
su suplementni ako je ǌihov zbir opruжen ugao, a komplementni ako je ǌihov zbir
prav ugao.

Teorema 2.8. Pravi uglovi su me�usobno podudarni. Ugao podudaran nekom pravom
uglu je tako�e prav ugao.

Definicija 2.9. Ako prave p i q sadrжe redom krake OP i OQ nekog pravog ugla
POQ, tada kaжemo da je prava p upravna (ili normalna) na pravoj q u oznaci p ⊥ q.

Teorema 2.10. Za svaku pravu p i svaku taqku A neke ravni postoji jedinstvena
prava n u toj ravni koja sadrжi taqku A i upravna na pravoj p.
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3 Podudarnost trouglova

Na osnovu opxte definicije podudarnosti figura moжemo zakǉuqiti da su dva
trougla podudarna ako postoji izometrija koja jedan trougao preslikava u drugi.
Me�utim, to nije bax lako uspostaviti. Kako izometrija quva raspored, jasno je
da ako su dva trougla podudarna, tada su podudarne i odgovaraju�e ivice i odgo-
varaju�i uglovi. Potrebno je razmatrati obrnut sluqaj: koji su od uslova podu-
darnosti odgovaraju�ih ivica i uglova dovoǉni da dva trougla budu podudarna.
Odatle su nastali i osnovni stavovi o podudarnosti trouglova i ima ih ukupno
qetiri. U ovim stavovima se pretpostavǉa da su trouglovi u istoj ravni (a ako
nisu, vaжi isto, samo jox treba obratiti paжǌu na svojstva izometrije prostora).

Zanimǉivost Drugi stav se pripisuje Talesu iz Mileta, dok se ostali pripisuju
Pitagori sa Samosa.

Stav 1 (SUS : Stranica - Ugao - Stranica) Dva trougla su podudarna ako su dve
ivice i ǌima zahva�en ugao jednog trougla podudarni sa odgovaraju�im ivicama i
uglom drugog trougla.

Stav 2 (USU : Ugao - Stranica - Ugao) Dva trougla su podudarni ako su jedna
ivica i na ǌoj nalegli uglovi jednog trougla podudarni sa odgovaraju�om ivicom
i na ǌoj naleglim uglovima drugog trougla.

Stav 3 (SSS : Stranica - Stranica - Stranica) Dva trougla su podudarna ako
su im odgovaraju�e ivice podudarne.
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Dokaza�emo ovaj stav. Neka su ABC i A1B1C1 dva trougla takva da je AB ∼= A1B1

i BC ∼= B1C1 i AC ∼= A1C1. Drugaqiji zapis ovoga je (A,B,C) ∼= (A1, B1, C1). Tada
prema teoremi 2.10 postoji izometrija σ te ravni takva da taqke A,B i C redom
preslikava u taqke A1, B1, C1. Kako izometrija quva raspored, ona preslikava ivice
jednog trougla u odgovaraju�e ivice drugog trougla. Na osnovu toga, izometrija σ

preslikava trougao ABC u trougao △A1B1C1, pa je ABC ∼= △A1B1C1.

Stav 4. (SSU : Stranica - Stranica - Ugao) Dva trougla su podudarna ako
su dve stranice i ugao naspram jedne od ǌih jednog trougla podudarni sa odgo-
varaju�im ivicama i odgovaraju�im uglom drugog trougla, a uglovi naspram drugih
dveju ivica su ili oba oxtra ili oba prava ili oba tupa.

Lema 3.1. Naspram podudarnih ivica nekog trougla su podudarni uglovi i obratno,
naspram podudarnih uglova trougla su podudarne ivice.

4 Primene podudarnosti trouglova

Podudarnost trouglova je veoma znaqajna i iz ǌe proistiqu dosta posledica koje
danas smatramo elementarnim. ǋenom jednostavnom primenom mogu se pojednos-
taviti mnogi komplikovani problemi. Navex�emo neke ǌene primene.

Teorema 4.1. Neka su A,B,P,Q qetiri taqke neke ravni takve da su P i Q sa iste
strane prave koja sadrжi taqke A i B. Tada vaжi: AP ‖ BQ ⇔ ∠PAB+∠QBA = 180◦.

Uglovi na transverzali su uglovi koje obrazuje prava koja seqe dve razliqite
prave neke ravni. Ta prava se zove transverzala.
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Teorema 4.2 (O uglovima sa paralelnim kracima)). Neka su pOq i p′Oq′ dva kon-
veksna ugla neke ravni sa kracima takvim da je p ‖ p′ i q ‖ q′. Tada vaжi da ako su
oba ugla oxtra ili oba ugla tupa da su onda podudarni, a ako je jedan oxtar, a
drugi tup onda su suplementni.

Jedna od najvaжnijih primena podudarnosti trouglova ogleda se u slede�oj teoremi:

Teorema 4.3. Zbir unutraxǌih uglova u trouglu jednak je opruжenom uglu.

Posledice ove teoreme govore o odnosu spoǉaxǌih i unutraxǌih uglova i glase:
spoǉaxǌi ugao nekog trougle jednak je zbiru nesusednih unutraxǌih uglova tog
trougla. I druga: spoǉaxǌi ugao nekog trougla ve�i je od svakog nesusednog un-
utraxǌeg ugla tog trougla.

Teorema 4.4 (O uglovima sa normalnim kracima). Neka su pOq i p′O’q′ dva kon-
veksna ugla neke ravni sa kracima takvim da je p ⊥ p′ i q ⊥ q′. Tada vaжi da ako
su oba ugla oxtra ili oba ugla tupa da su onda podudarni, a ako je jedan oxtar a
drugi tup onda su suplementni.

Teorema 4.5 (Nejednakost trougla ). Naspram ve�e ivice u trouglu je ve�i ugao
tog trougla; i obratno, naspram ve�eg ugla je ve�a ivica. Zbir dve ivice trougla
ve�i je od tre�e.

Sada �emo se usmeriti na qetvorouglove.
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Definicija 4.6. Qetvorougao ABCD je trapez ako je AB ‖ CD. Ivice AB i CD su
osnovice, a BC i AD su kraci tog trapeza. Trapez je jednakokraki ako je BC ∼= AD i
nije BC ‖ AD, a pravougli je ako je jedan od unutraxǌih uglova prav. Qetvorougao
ABCD je paralelogram ako je AB ‖ CD i BC ‖ AD. Qetvorougao kod koga su sve
ivice podudarne zove se romb. Qetvorougao kod koga su svi unutraxǌi uglovi
podudarni i jednaki 90◦ zove se pravougaonik. Qetvorougao kod koga su sve ivice
podudarne i svi unutraǌi uglovi podudarni je kvadrat.

Teorema 4.7. Neka je ABCD konveksan qetvorougao. Tada su slede�i iskazi ekvi-
valentni:

a) Qetvorougao ABCD je paralelogram;
b) Svaka dva susedna unutraxǌa ugla qetvorougla su suplementni uglovi;
v) Parovi naspramnih uglova qetvorougla su podudarni uglovi;
g) AB ‖ CD i AB ∼= CD;
d) AB ∼= CD i AD ∼= BC;
�) Dijagonale qetvorougla se uzajamno polove, tj. duжi AC i BD imaju zajed-

niqko sredixte.

Navex�emo nekoliko primera za podudarnost trouglova.

Primer 1. Dva jednakokraka trougla su podudarna ako su im podudarne osnovice i
uglovi naspram ǌih.

Rexeǌe. Neka su ABC i A1B1C1 dva jednakokraka trougla sa podudarnim osnovi-
cama BC i B1C1 i takva da je ∠BAC ∼= ∠B1A1C1.

Na osnovu leme 3.1 vaжi ∠ABC ∼= ∠ACB i ∠A1B1C1
∼= ∠A1C1B1. Zbir uglova u

trouglu je 180◦, pa je : ∠ABC ∼= ∠ACB ∼= ∠A1B1C1
∼= ∠A1C1B1 = 1

2
(180◦ − ∠BAC).

Trouglovi ABC i A1B1C1 su podudarni na osnovu stava USU (BC ∼= B1C1,∠ABC ∼=
∠A1B1C1,∠ACB ∼= ∠A1C1B1).

Primer 2. Ako je E preseqna taqka bisektrise unutraxǌeg ugla tog trougla kod
temena A i ivice BC, pokazati da je AB > BE i AC > CE.
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Rexeǌe. Kako je β(B,E,C), ugao AEB je spoǉaxǌi ugao trougla AEC, pa je ∠BEA >

∠EAC ∼= ∠BAE. Naspram ve�eg ugla je ve�a stranica, tj. AB > BE. Ugao CEA

je spoǉaxǌi ugao trougla BEA, pa je ve�i od ugla EAB, odnosno EAC. Naspram
ve�ih uglova su ve�e stranice, pa je AC > CE.

Primer 3. Neka je M proizvoǉna taqka bisektrise spoǉaxǌeg ugla kod temena C

trougla ABC. Dokazati da je MA+MB ≥ CA+ CB.

Rexeǌe. Neka je D taqka poluprave BC takva da je AC ∼= CD i B(B,C,D). Tada je
BD = CA+CB. Na osnovu stava SUS (AC ∼= DC,CM ∼= CM,∠ACM ∼= ∠DCM ) trou-
glovi ACM i DCM su podudarni. Odatle je MA ∼= MD. Primeǌuju�i nejednakost
trougla na trougao MBD je : MA +MB = MD +MB ≥ BD = CA + CB. Jednakost
vaжi i kada su taqke B,M i D kolinearne, tj. M = C.

Primer 4. Ako su B1 i C1 sredixta duжi CA i AB redom trougla △ABC,onda vaжi
BC ‖ B1C1 i B1C1 =

1

2
BC.

Rexeǌe. Poxto je taqka B1 sredixte duжi CA i taqka C1 je sredixte duжi AB,
neka je D taqka takva da je D u odnosu na B1 simetriqna C1.

Ugao ∢AB1C1 = ∢CB1D kao unakrsni uglovi, pa je C1B1 = DB1 jer je D taqka koja je u
odnosu na B1 simetriqna na C1, i AB1 = B1C jer je B1 sredixte duжi CA.Na osnovu
teoreme sus sledi da je △AB1C1

∼= △CB1D. Tako�e,poxto je taqka C1 sredixte
duжi AB odakle sledi da je AC1 = C1B i △AB1C1

∼= △CB1D odakle sledi da je
AC1 = CD,na osnovu toga sledi da je BC1 = CD.△AB1C1

∼= △CB1D odavde sledi da je
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∢BAB1 = ∢DCB1 kao podudarni uglovi i kraci AB1 i CB1 su na istoj pravoj,to jest
to su uglovi sa paralelnim kracima jer su B i D sa razliqitih strana AC, AB ‖ CD,
tj. BC1 ‖ CD. Iz prethodnog imamo da je BC1 = CD i da je BC1 ‖ CD,pa iz toga
sledi da je BCDC1 paralelogram. Iz qega sledi da je BC ‖ B1C1 i BC = C1D.Poxto
je B1 sredixte C1D onda C1B1 = B1D = 1

2
C1D = 1

2
BC, tj. C1B1 =

1

2
BC.

Primer 5. Dokazati da se teжixne duжi trougla seku u taqki koja svaku od ǌih
deli u odnosu 2:1.

Rexeǌe. Neka su A1, B1, C1 sredixta stranica BC,AC,AB redom i neka je {T} =
AA1 ∩BB1

Taqke A2 i B2 su sredixta stranica AT i BT , Kako je B1A1 sredǌa linija △ABC

tada

B1A1
∼=

1

2
AB;B1A1 ‖ AB

Isto tako A2B2 je sredǌa linija △ABT , pa je:

A2B2 ‖ ABA2B2
∼=

1

2
AB

Zato sledi da je: A2B2 = B1A1 i A2B2 ‖ B1A1.
Uglovi ∠B1TA1

∼= ∠B2TA2 su unakrsni, a ∠B1A1T ∼= ∠B2A2T su uglovi sa paralel-
nim kracima, a vaжi i A2B2

∼= B1A1. Po stavu UUS sledi da �e △A1B1T ∼= △A2B2T

Iz A2T ∼= A1T i A2 = S(AT ) sledi A2T = 1

2
AT zakǉuqujemo da : A1T ∼= 1

2
AT , tj.

AT : TA1 = 2 : 1. Imamo iz podudarnosti △A1B1T ∼= △A2B2T i slede�e: B2T ∼= B1T

i Iz B2 = S(BT ) sledi B2T ∼= 1

2
BT , pa vaжi relacija BT : TB1 = 2 : 1.

Analogno se dokazuje i za taqku {T ′} ı AA1 ∩CC1 da vaжi:

AT ′ : T ′A1 = 2 : 1

CT ′ : T ′C1 = 2 : 1

Taqka na duжi AA1 koja je deli u razmeri 2:1 je jedinstvena, u suprotnom imamo:

AT : TA1 = 2 : 1

AT ′ : T ′A1 = 2 : 1,

odakle sledi T ≡ T ′. Dakle, {T} = AA1 ∩ BB1 ∩ CC1 i AT : TA1 = BT : TB1 = CT :
TC1 = 2 : 1
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Primer 6. Neka su P i Q sredixta lukova ÂB i B̂C kruga opisanog oko △ABC, sα
simetrala ugla ∠BAC. Dokazati PQ ⊥ sα.

Rexeǌe. Obeleжimo uglove ∠BAC = α,∠ABC = β,∠ACB = γ, i neka je k opisan
krug oko trougla ABC.

Neka je M ∈ k ∩ sα takva da je M 6= A. Kako je P sredixte luka AB vaжi ÂP ∼= P̂B

∠ACP = ∠PCB = γ
2
. Isto i za Q : ∠CBQ = ∠QBA = β

2
∠CAM = ∠MAB = α

2
.

Neka je {X} = PQ ∩ sα i znamo da su: ∠AMP = γ
2
- periferijski ugao nad ÂP

∠CPM = α
2
- periferijski ugao nad ĈM

∠CPQ = β
2
- periferijski ugao nad ĈQ

Zbir uglova u trouglu △PXM , a znamo da vaжi ∠PXM + ∠XPM + ∠PMX = π.
∠PXM + (α

2
+ β

2
) + γ

2
= π. Dobijamo da ∠PXM = π − α+β+γ

2
= π − π

2
= π

2
. Zato xto je

α+ β + γ = π zbir uglova u trouglu △ABC.
Dakle, PX ⊥ XM ⇒ PQ ⊥ sα

Primer 7. Ako su A, B, C, D, qetiri razliqite taqke i M , N , K, L, P , Q sredixta
duжi AB, BC, CD, DA, AC, DB redom, dokazati:

a) MN ∼= KL, MP ∼= QK, NP ∼= QL;
b) LN , MK i PQ imaju zajedniqko sredixte;
v) svaki od uglova ∢PMQ, ∢PNQ, ∢LMN podudaran je jednom od uglova koji

odre�uju prave AC i BD, BC i AD, AB i CD.
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Rexeǌe. a) Poxto je taqka M sredixte duжi AB i taqka N je sredixte duжi AB,
MN je sredǌa linija △ABC, pa je MN = 1

2
AC i MN ‖ AC. Tako�e, poxto je taqka

L sredixte duжi AD i taqka K je sredixte duжi DC, LK je sredǌa linija △ACD,
pa je LK = 1

2
AC i LK ‖ AC. Odatle sledi da je MN ‖ LK i da je MN = LK. Sliqno

su MP i QK sredǌe linije △ABC i △BCD redom, pa je MP = QK = 1

2
BC, kao xto

su i NP i QL sredǌe linije △ABC i △ABD redom, pa je NP = QL = 1

2
AB.

b) Poxto je MN ‖ LK i MN = LK, sledi da je MNKL paralelogram, pa mu se
dijagonale polove. Neka je taqka X data kao taj presek dijagonala: {X} = MK ∩LN

pa je taqka X sredixte duжi MK i LN . Tako�e je i MQKP paralelogram jer je
MP ‖ QK i MP = QK, pa mu se dijagonale polove. Neka je taqka Y data kao taj
presek dijagonala: {Y } = MK ∩ PQ pa je taqka Y sredixte duжi MK i PQ. Kako
je sredixte duжi MK jedinstveno, onda je X ∼= Y , pa se duжi LN , MK i PQ seku u
istoj taqki koja im je pritom sredixte.

v) Poxto je MP sredǌa linija △ABC, onda je MP ‖ BC i poxto je MQ sredǌa
linija △ABD, onda je MQ ‖ AD, sledi da su ∢PMQ = ∢(BC,AD) jednaki kao
uglovi sa paralelnim kracima. Sliqno, poxto je NP sredǌa linija △ABC, onda
je NP ‖ AB i poxto je NQ sredǌa linija △BCD, onda je NQ ‖ CD, sledi da su
∢PNQ = ∢(AB,CD) jednaki kao uglovi sa paralelnim kracima. Sliqno, poxto je
ML sredǌa linija △ABD, onda je ML ‖ BD i poxto je MN sredǌa linija △ABC,
onda je MN ‖ AC, sledi da su ∢LMN = ∢(BD,AC) jednaki kao uglovi sa paralelnim
kracima.

Primer 8. Neka je H ortocentar trougla ABC. Ako su C1, B1, M , N , sredixta
duжi AB, AC, HC, HB, dokazati da je qetvorougao B1C1MN pravougaonik.

Rexeǌe. Neka su taqke B1 i C1 sredixta stranica AC i AB, taqka H ortocentar
trougla, a taqke N i M sredixta duжi BH i CH.

A B

C

C1

B1 H

M

N

Posmatrajmo duжi B1C1 i MN . Kako su B1 i C1 sredixta stranica AC, AB, te je
B1C1 sredǌa linija trougla △ABC. Zato je

B1C1 ‖ CB i B1C1 =
1

2
CB.

Sliqno, duж MN je sredǌa linija trougla △HBC, pa je

MN ‖ CB i MN = 1

2
CB.

Sledi B1C1 ‖ NM i B1C1 = NM , pa je qetvorougao B1C1MN paralelogram.
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Duж C1N je sredǌa linija trougla △BAH, pa je C1N ‖ AH. Tako�e je AH ⊥ BC,
zato xto je H ortocentar △ABC. Iz C1N ‖ AH i AH ⊥ BC sledi C1N ⊥ CB, pa
zbog B1C1 ‖ CB sledi C1N ⊥ B1C1, t.j. paralelogram B1C1MN je pravougaonik.

Primer 9. Dokazati da sredixta ivica, podnoжja visina i sredixta duжi odre-
�enih ortocentrom i temenima proizvoǉnog trougla pripadaju jednom krugu.

Rexeǌe. Neka su taqke A1, B1, C1 sredixta ivica BC,AC,AB, a taqke E,G,F su
podnoжja visina nad AB,BC,AC. Taqke P,N,M su sredixta duжi AH,BH,CH, gde
je H ortocentar trougla △ABC.

A B

C

C1

A1B1

F

G

E

H

M

P
N

S

Qetvorouglovi B1C1MN i B1A1PN su pravougaonici prema prethodnom zadatku.
Poxto je B1N ǌihova zajedniqka dijagonala, oni imaju zajedniqki opisan krug k sa
preqnikom B1N , jer vaжi da je ugao nad preqnikom prav.

Ostalo je da dokaжemo da taqke E,G,F pripadaju k. Kako je F podnoжje visine,
∠NFB1 je prav, pa taqka F pripada krugu nad preqnikom NB1, a to je krug k. Prema
tome, taqka F pripada krugu k. Sliqno se dokazuje da taqke E i G pripadaju krugu
k, koji se zove Ojlerov krug ili krug devet taqaka trougla ABC.

Primer 10. Neka je K sredixte ivice CD pravougaonika ABCD i L podnoжje nor-
male iz temena B na dijagonali AC. Ako je S sredixte duжi AL, dokazati da je
ugao KSB prav.

Rexeǌe.
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Neka je taqka P podnoжje normale iz taqke S na ivici BC pravougaonika ABCD.
Tada je taqka H = BL∩SP ortocentar trougla CSB, zbog toga je CH ⊥ SB. Prime-
timo da je SH sredǌa linija trougla LAB, zbog toga xto je SH ‖ AB i S sredixte
duжi AL, pa je:

SH =
1

2
AB = KC; SH ‖ AB ‖ KC

Prema tome, qetvorougao SHCK je paralelogram. Odatle sledi da je CH ‖ KS, kako
je CH ⊥ SB mora biti KS ⊥ SB.

Primer 11. Ako su P i Q sredixta ivica BC i CD paralelograma ABCD, dokazati
da duжi AP i AQ dele dijagonalu BD paralelograma na tri podudarne duжi.

Rexeǌe. Neka su M = DB ∩AQ, N = DB ∩AP i S = AC ∩BD. Taqka S je sredixte
dijagonala AC i BD paralelograma ABCD.

Posmatrajmo trougao ACD. Kako je Q sredixte duжi CD i S sredixte duжi
AC, to su AQ i DS teжixne duжi. Taqka M je teжixte trougla ACD, i ono deli
teжixnu duж DS u odnosu

DM : MS = 2 : 1

Analogno, taqka N je teжixte trougla ABC, i ono deli teжixnu duж BS u odnosu

BN : NS = 2 : 1

Kako je DS ∼= SB, to je DM = BN = MN = 2

3
DS.
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