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1 Teorijski uvod

1.1 Varijacije

Primer 1.1. Neka ja dat skup S = {1, 2, 3, 4}. Biramo 2 elementa iz
tog skupa bez ponavǉaǌa. Dobijemo:

{1, 2} {2, 1} {1, 3} {3, 1} {1, 4} {4, 1} {2, 3} {3, 2} {2, 4} {4, 2} {3, 4} {4, 3}

i ovakav tip grupisaǌa elemenata zovemo varijacije bez ponavǉaǌa
2-klase.

Sliqno uvodimo varijacije 2-klase sa ponavǉaǌem:

{1, 2} {2, 1} {1, 3} {3, 1} {1, 4} {4, 1} {2, 3} {3, 2} {2, 4} {4, 2} {3, 4} {4, 3}

{1, 1} {2, 2} {3, 3} {4, 4}

U opxtem sluqaju formula varijacija k-klase bez ponavǉaǌa
skupa od n elemenata data je sa: V k

n = n!
(n−k)! ,

dok opxta formula za varijacije k-te klase sa ponavǉaǌem skupa od
n elemenata: V̄ k

n = nk.

1.2 Permutacije

Primer 1.2. Neka je dat skup S = {1, 2, 3, 4}. Ukoliko promenimo re-
dosled elemenata u skupu S, na primer {2, 3, 1, 4} dobijamo jednu per-
mutaciju polaznog skupa. Broj permutacija u ovom sluqaju je 4!
Ukupan broj razliqitih permutacija proizvoǉnog skupa sa n eleme-
nata dat je formulom: P (n) = n!
Neka je dat skup S sa n elemenata. Svaki niz du�ine k1+k2+...+kn = m
u kome se i-ti element skupa S pojavǉuuje ki puta naziva se permutaci-
jom sa ponavǉaǌem skupa S tipa (k1, ...kn). Broj opisanih permutacija
jednak je: Pk1,...,kn

(m) = m!
k1!k2!...kn!

.

1.3 Kombinacije

Primer 1.3. Neka ja dat skup S = {1, 2, 3, 4}. Biramo 2 elementa iz tog
skupa bez ponavǉaǌa. Dobijemo: {1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3} {2, 4} {3, 4} i
ovakav tip grupisaǌa elemenata zovemo kombinacije bez ponavǉaǌa
2-klase.
Neka je dat skup S koji ima n elemenata. Podskup od k elemenata
skupa S nazivamo kombinacijom klase k od n elemenata. Ukupan broj
kombinacija k-te klase bez ponavǉaǌa je V k

n

k! .
Primer 1.4. Neka je dat skup S = {1, 2, 3, 4, ..., n}. Biramo k elemenata
tog skupa sa vra�aǌem. Ako nije bitan redosled ve� samo koliko
puta je koji element izabran rezultat toga nazivamo kombinacijama
sa ponavǉaǌem k-klase. Broj tih kombinacija je: C̄k

n =
(
n+k−1

k

)
.

1



2



2 Zadaci
1) Koliko dijagonala ima u n-touglu?

Rexeǌe: Svaku od n taqaka mo�emo da pove�emo sa n − 3 taqke
jer ne mo�emo da je pove�emo samu sa sobom, a ako je pove�emo sa
nekom od susedne dve taqke, to ne�e biti dijagonala nego stran-
ica. Ovim metodom smo sve dijagonale uraqunali po dva puta,
pa je rexeǌe n(n−3)

2 .

2) �elimo da telefoniramo prijateǉu, qiji smo broj telefona zab-
oravili, a se�amo se da je xestocifren i ne poqiǌe nulom.
Koliko poziva bismo morali da obavimo u najgorem sluqaju da
bismo dobili naxeg prijateǉa?

Rexeǌe: Ukupno imamo 9·105 mogu�nosti jer za prvu cifru imamo
9 mogu�nosti (ne mo�e da bude 0), a na ostalih 5 mesta imamo po
10 mogu�nosti. U najgorem sluqaju prijateǉa �emo zvati posled-
ǌeg, pa �emo napraviti upravo 9 · 105 poziva.

3) Koliko ima sedmocifrenih brojeva, takvih da je na parnom mestu
paran broj, a na neparnom neparan?

(a) Cifre se ponavǉaju.

(b) Cifre se ne ponavǉaju.

Rexeǌe:

(a) Na prvom, tre�em, petom i sedmom mestu mo�emo da stavimo
1, 3, 5, 7 i 9 - po 5 opcija, a na drugom, qetvrtom i xestom
mestu mo�emo da stavimo 0, 2, 4, 6 i 8 - tako�e 5 mogu�nosti.
Mno�eǌem svega toga dobijamo da je rexeǌe 57.

(b) Na prvo i drugo mesto mo�emo da stavimo po 5 cifara, jer
su jox uvek sve cifre slobodne. Na tre�e i qetvrto mesto
mo�emo da stavimo po 4 cifre jer po jednu cifru zauzi-
maju prvo i drugo mesto. Sliqno, na peto i xesto mesto
mo�emo da stavimo po 3 cifre, a za sedmo mesto imamo samo 2
mogu�nosti. Odatle dobijamo da je rexeǌe 52 ·42 ·32 ·2 = 7200.

4) Koliko ima petocifrenih brojeva, tako da su cifre u strogo
rastu�em poretku?

Rexeǌe: Oznaqimo sa S = {1, 2, ..., 9} skup cifara koje se mogu
na�i u odgovaraju�em petocifrenom broju. Cifre su pore�ane
strogo rastu�e xto znaqi da se u okviru odgovaraju�eg broja one
ne mogu ponavǉati.
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Primetimo slede�u stvar:
Kako god da odaberemo 5 cifara iz skupa S, one odre�uju taqno
1 petocifren broj kome su cifre pore�ane strogo rastu�e. Npr:

Ako odaberemo: Dobijamo
3,2,4,1,8 12348
9,2,7,5,6 25679
1,2,7,5,6 12567
9,8,7,5,2 25789
8,9,2,5,7 25789

Obratimo pa�ǌu na posledǌa dva reda. Redosled odabira el-
emenata nije va�an! To nam omogu�ava da zakǉuqimo slede�u
stvar:
Broj petocifrenih brojeva sa ciframa pore�anim u strogo rastu�em
poretku jednak je broju kombinacija bez ponavǉaǌa pete klase
skupa od 9 elemenata, odnosno

(
9
5

)
.

5) Koliko razliqitih reqi se mo�e sastaviti od:

(a) METODIKA,

(b) KOMBINATORIKA.

Rexeǌe:

(a) U reqi METODIKA imamo 8 razliqitih slova, pa od ǌenih
slova mo�emo dobiti 8! reqi jer postoji toliko permutacija.

(b) Req KOMBINATORIKA ima 13 slova. Qetiri (K, O, I
i A) se pojvǉuju po dva puta, a pet slova (M, B, N, T i
R) pojavǉuju se po jednom, pa ukupno imamo 13!

(2!)4 razliqitih
reqi.

6) Koliko ima prirodnih brojeva ne ve�ih od 1000, takvih da su
deǉivi sa bar jednim od brojeva: 2, 3, 5?

Rexeǌe: Oznaqimo sa A, B, C skup brojeva koji su deǉivi sa
2, 3, 5 redom. Tra�i se broj elemenata skupa A ∪ B ∪ C. Ako se
izraquna zbir |A|+ |B|+ |C| onda su u tom zbiru dva puta uraqu-
nati brojevi deǉivi sa 6, 10, 15 zato od zbira |A|+ |B|+ |C| treba
oduzeti |A∩B|+ |A∩C|+ |B ∩C|. No time su elementi deǉivi sa
30 potpuno iskǉuqeni pa broj |A ∩ B ∩ C| treba dodati da bi se
dobio krajǌi rezultat:

|A∪B ∪C| = |A|+ |B|+ |C|− |A∩B|− |A∩C|− |C ∩B|+ |A∩B ∩C| =

= 500 + 333 + 200− 166− 66− 100 + 33 = 734.
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7) U poslastiqarnici slu�e 5 razliqitih vrsta sladoleda: qoko-
lada, vanila, lexnik, vixǌa, jagoda. Na koliko naqina mali
Bane mo�e da odabere kup sa tri kugle (ne obavezno razliqite)?

Rexeǌe: Oznaqimo sa k1, k2, k3, k4, k5 broj kugli svake od vrsta
redom. Koliko ima razliqitih rexeǌa jednaqine

k1 + k2 + k3 + k4 + k5 = 3

zapravo predstavǉa tra�eni broj naqina. Po formuli za broj
kombinacija sa ponavǉaǌem dobijamo da je rexeǌe:

(
5+3−1

3

)
= 35.

(Obrazlo�eǌe:
Ako 3 kuglice i 4 pregrade posmatramo kao ure�enu sedmorku,
onda skup svih ǌihovih permutacija sa ponavǉaǌem tipa (3, 4)
odgovara skupu rexeǌa jednaqine

k1 + k2 + k3 + k4 + k5 = 3,

gde k1 predstavǉa broj kuglica pre prve pregrade, k2 broj kuglica
izme�u prve i druge pregrade, ... , k5 broj kuglica posle qetvrte
pregrade, a takvih permutacija ima

(
5+3−1

3

)
).
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8) Da li je mogu�e kocku prese�i nekom ravni, tako da je presek
pravilan petougao?

Rexeǌe: Primetimo da u kocki postoje tri strane me�u kojima
nema paralelnih, oznaqimo ih sa a, b, c. Pretpostavimo da je
mogu�e prese�i kocku nekom ravni, tako da je presek pravilan
petougao. U preseku dobijamo pet du�i - ivica petougla - od
kojih je svaka paralelna jednoj od strana a, b, c. No, kako svakoj
od pet du�i je dodeǉena jedna od tri strane a, b, c (kojoj je
paralelna), postoji strana kojoj su paralelne bar dve du�i xto
je u suprotnosti sa pretpostavkom da je petougao pravilan (nema
par paralelnih ivica).

9) Skakaq je na xahovskoj tabli na poǉu A1. Mo�e li skakaq da
obi�e sva poǉa taqno jednom, a da se na kraju na�e na poǉu H8?

Rexeǌe: Poxto na svako poǉe mo�e da stane taqno jednom, potrebno
je 63 poteza. Primetimo da se posle svakog poteza meǌa boja poǉa
na kome se nalazi. Kako je 63 neparan broj, a A1 crno poǉe (kao
xto se mo�e videti na slici), to skakaq mora da zavrxi na belom
poǉu, ali(!) H8 je crno poǉe, dakle nije mogu�e obi�i tablu na
tra�eni naqin.
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10) Dvanaest devojaka i pet momaka �ele da zauzmu 17 mesta u redu
za bioskopske karte. Kako bi im bio zanimǉiviji provod, �ele
da stanu tako da nijedan momak ne stoji pored drugog momka. Na
koliko naqina mogu da se rasporede?

Rexeǌe: Neka prvo 12 devojaka stane u red, one to mogu ura-
diti na 12! naqina. Sada, kako �elimo da zadovoǉimo uslov da
nijedan momak ne stoji pored drugog, dovoǉno je da prvi od mo-
maka zauzme bilo koje od 13 mogu�ih mesta (taqno toliko mesta
ima izme�u 12 devojaka + jox mesta pre prve i posle posledǌe).
Drugi momak ima sad ”u ponudi” 12 mogu�ih mesta, tre�i - 11,
qetvrti - 10, peti - 9. Takvim postupkom smo popunili svih 17
mesta pod tra�enim uslovom. I svega imamo

12! · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 =
12! · 13!

8!
.

11) Odrediti koeficijent uz akbn−k u (a + b)n, gde je n ∈ N, k ∈
{0, 1, 2, ..., n}.

Rexeǌe: Napiximo (a + b)n u obliku

(a + b) · (a + b) · ... · (a + b),
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gde se (a+ b) pojavǉuje n puta. Poxto se svaki mno�i sa svakim:
akbn−k dobijamo tako xto iz k qinilaca izaberemo a, a iz pre-
ostalih n− k biramo b. Takvih izbora ima

(
n
k

)
.

12) U minskom poǉu nalazi se 25 mina, tako da za proizvoǉne tri od
ǌih postoje 2 qije je rastojaǌe maǌe od 3 metra. Deminer mo�e
da deminira svako poǉe, osim poǉa u kom su mine toliko kon-
centrisane da postoji krug polupreqnika 3 metra u kom postoji
bar 13 mina. Dokazati da deminer nije sposoban da oqisti ovo
minsko poǉe.

Rexeǌe: Neka je A proizvoǉna od datih mina i k1 krug sa centrom
A i polupreqnikom 3m. Ako se sve mine nalaze unutar kruga k1,
tvr�eǌe je dokazano. U protivnom postoji mina B koja nije un-
utar kruga k1, tj. takva da rastojaǌe izme�u mina A i B nije
maǌe od 3m. Neka je k2 krug sa centrom B i polureqnikom 3m.
Svaka od datih 25 mina nalazi se unutar kruga k1 ili unutar
kruga k2. Zaista, ako bi postojala mina C koja nije unutar ni-
jednog od tih krugova, onda me�u minama A, B, C ne bi postojale
2 mine qije je rastojaǌe maǌe od 3m, xto je protivno uslovu
zadatka. Sada na osnovu Dirihleovog principa dobijamo da se
unutar bar jednog od krugova k1 i k2 nalazi bar 13 mina, pa dem-
iner zaista nije sposoban da oqisti ovo minsko poǉe.
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