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Prirodna dedukcija

1.1 Iskazna logika i prirodna dedukcija

Iskazne formule i pojam posledice

Osnovni pojam logike jeste pojam posledice, odnosno izvo|ewe zakqu~ka

iz nekakvih pretpostavki. Umesto

Iz pretpostavka1,. . . , pretpostavkan izvodim zakqu~ak,

kra}e pi{emo
pretpostavka1, . . . ,pretpostavkan

zakqu~ak

ili

pretpostavka1, . . . ,pretpostavkan ` zakqu~ak.

Posledwi zapis nazivamo sekventom.

U ovom odeqku bavi}emo se pre svega zakqu~ivawima u kojima su pret-

postavke i zakqu~ci formulisani spajawem tzv. deklarativnih re~enica,

tj. iskaza odre|enim veznicima. Pod deklarativnim re~enicama, odn.

iskazima, podrazumevamo one re~enice ~iju istinitost na neki na~in

mo`emo utvrditi, tj. re}i da li su ta~ne ili la`ne. Iskaze }emo ~esto

ozna~avati malim slovima latinice p, q, r, . . . , koriste}i po potrebi i

indekse p1, p2, . . . ,q1, . . . Ove oznake iskaza nazivamo i iskaznim slovima.

Polaze}i od nekih iskaza, gradimo slo`enije iskaze tako {to negiramo

(¬) jedan od polaznih iskaza ili dva polazna iskaza povezujemo veznicima
i (∧), ili (∨), ako . . . onda . . . (⇒), akko (⇔), koriste}i po potrebi zagrade

na uobi~ajeni na~in. Da bismo pojednostavili zapisivawe dogovaramo se

o prioritetu veznika: ¬ je veznik najve}eg prioriteta, za wim slede ∨ i ∧
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6 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA

koji su jednakog prioriteta, a za wima⇒ i⇔, tako|e jednakog prioriteta.

Primetite da postupamo potpuno analogno kao kada formiramo brojevne

izraze polaze}i od promenqivih i osnovnih operacija me|u brojevima.

�Logi~ke izraze� izgra|ene od iskaznih slova upotrebom veznika i zagrada

nazivamo iskazne formule.

Slo`eni iskazi su tako|e deklaritivne re~enice ~ija se istinitost

jednostavno mo`e odrediti ako za sve polazne iskaze (ozna~ene iskaznim

slovima) znamo da li su ta~ni ili nisu. Istinitost slo`enih iskaza

odre|ujemo na osnovu poznatih tablica (1 � ta~no, 0 � neta~no):

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

¬
0 1
1 0

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1

U ovom odeqku familijarnost sa navedenim tablicama nije od presudnog

zna~aja, i na tablice }emo se oslawati samo prilikom intuitivnog oprav-

davawa pravila dedukcije koja navodimo u nastavku. Osnovno pitawe

na koje `elimo da odgovorimo jeste koja pravila koristimo da bismo

neku iskaznu formulu izveli kao zakqu~ak (posledicu) datog skupa pret-

postavki (premisa)?

PRIMER 1. Posmatrajmo slede}a ~etiri zakqu~ivawa.

(1) Ako avion ne kasni i ima slobodnog taksija na aerodromu, Ana

sti`e na sastanak. Ana nije stigla na sastanak. Avion ne kasni. Dakle,

nema slobodnog taksija na aerodromu.

(2) Ako Pera polo`i algebru i analizu, otac }e pojesti {e{ir. Otac

nije pojeo {e{ir. Pera je polo`io algebru. Dakle, Pera nije polo`io

analizu.

(3) Ako ~etvorougao ABCD ima jednake stranice i jednake uglove, onda

je ABCD kvadrat. ABCD nije kvadrat. Stranice ~etvrougla ABCD su

jednake. Dakle, uglovi ~etvorougla ABCD nisu jednaki.

(4) Ako je n deqivo sa 2 i sa 3, onda je n deqivo sa 6. Broj n nije deqiv
sa 6. Broj n jeste deqiv sa 2. Dakle, broj n nije deqiv sa 3.

U sva ~etiri slu~aja uo~avamo isti {ablon:

Pretpostavke: Ako p i q, onda r; nije r; p p∧q⇒ r ¬r p

Obrazlo`ewe (?)
...

...

Zakqu~ak: nije q ¬q
Upotreba iskaznih slova nam omogu}ava da sa`eto opi{emo re~enice

i fokusiramo se na mehanizam zakqu~ivawa.
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Ako avion ne kasni i ima slobodnog taksija na aerodromu, Ana

sti`e na sastanak. Ana nije stigla na sastanak. Avion ne kasni.

(Formalizacija) p: Avion ne kasni.
q: Ima slobodnog taksija na aerodromu.

↓ r: Ana sti`e na sastanak.
p∧q⇒ r, ¬r, p

... Zakqu~ivawe (!)

¬q
↓ Povratak u neformalni kontekst

Nema slobodnog taksija na aerodromu.

Na{ osnovni zadatak je da popunimo �prazninu� izme|u pretpostavki i

zakqu~ka navo|ewem odgovaraju}ih pravila zakqu~ivawa.

Izvla~ewe zakqu~ka iz nekog skupa pretpostavki jeste misaona radwa,

tzv. deduktivno zakqu~ivawe, kojoj se posve}uje velika pa`wa jo{ od

tradicionalne logike pa sve do savremene matemati~ke logike. Davno je

formulisan op{ti uslov koji mora ispuwavati svako pravilo deduktivnog

zakqu~ivawa. Uslov je poznat pod nazivom salva veritate i glasi:

Prilikom izvo|ewa zakqu~aka ne sme se nanositi {teta istinitosti,

odnosno ako su pretpostavke istinite, onda je i zakqu~ak istinit.

Osnovna pravila dedukcije

Konjunkcija

Prva pravila koja navodimo odnose se na konjunkciju.

α β

α ∧β
(∧U)

Iz pretpostavki α , β (direktno) zakqu~ujemo α ∧β . Ako su

ta~ni α i β , onda je ta~na i konjunkcija α ∧β .

Mo`emo razmi{qati i ovako: da bismo dokazali α ∧ β potrebno je

da doka`emo svaki konjunkt pojedina~no, i α i β . Drugim re~ima dokaz

za α ∧β dobijamo spajawem dokaza za α i dokaza za β . Navedeno pravilo

nazivamo i pravilo uvo|ewa konjunkcije, pa ga zato ozna~avamo (∧U).

Naredna dva pravila omogu}avaju da u dokazima koristimo konjunkcije

i nazivaju se pravila eliminacije konjunkcije.

α ∧β

α
(∧L

E)

α ∧β

β
(∧D

E )

Ako je ta~na konjunkcija α ∧ β , onda je ta~an i konjunkt

α i konjunkt β . Ako imamo dokaz za α ∧ β , onda daqe za-

kqu~ujemo α (odn. β ) tako {to na α ∧β primewujemo pra-

vilo (∧L
E) (odn. (∧D

E )).
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Sekvent ϕ1, . . . ,ϕk `ψ (tj. da iz pretpostavki ϕ1, . . . ,ϕk sledi ψ) dokazu-

jemo tako{to formiramo niz koji ~ine pretpostavke ϕ1, . . . ,ϕk i (me|u)zak-

qu~ci dobijeni primenom pravila dedukcije na ve} navedene formule.

Postupak zavr{avamo kada dobijemo `eqeni zakqu~ak ψ , a formirani

niz nazivamo dokazom formule ψ iz pretpostavki ϕ1, . . . ,ϕk, odn. doka-

zom odgovaraju}eg sekventa. Na koji na~in koristimo pravila, odn. kako

dokazujemo sekvente ilustrovano je u narednom primeru.

PRIMER 2. Doka`imo sekvent (p∧q)∧ s,r∧ t ` t ∧q.
1. (p∧q)∧ s pretpostavka

2. r∧ t pretpostavka

3. p∧q ∧L
E, 1 [formula p∧q je dobijena primenom pravila ∧L

E na 1.]

4. q ∧D
E , 3

5. t ∧D
E , 2

6. t ∧q ∧U, 5, 4

Navedeni dokaz mo`emo prikazati i na slede}i na~in.

r∧ t
t
∧D

E

(p∧q)∧ s
p∧q

∧L
E

q
∧D

E

t ∧q
∧U

U nastavku uglavnom }emo koristiti prvi zapis.

ZADATAK 1. Dokazati slede}e sekvente:

(1) p∧q ` q∧ p
(2) p∧ (q∧ r) ` (p∧q)∧ r
(3) (p∧q)∧ r ` p∧ (q∧ r)
(4) p ` p∧ p

Dvostruka negacija

Zanimqivu diskusiju koja se mo`e voditi o dvostrukoj negaciji izostav-

qamo, i prihvatamo klasi~no stanovi{te da svaka formula α i wena

dvostruka negacija ¬¬α �tvrde� isto.

¬¬α

α
(¬¬E)

α

¬¬α
(¬¬U)

Pravilo (¬¬E) nam dozvoqava da obri{emo dva znaka ne-

gacije. Nasuprot tome, pravilo (¬¬U) dozvoqava da se

ispred svake formule dopi{u dva znaka negacije. Ovim

pravilima zapravo izra`avamo stanovi{te da nema razlike

izme|u formule i wene dvostruke negacije.
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PRIMER 3. Doka`imo sekvent p,¬¬(q∧ r) ` ¬¬p∧ r.
1. p pretpostavka

2. ¬¬(q∧ r) pretpostavka

3. q∧ r ¬¬E, 2

4. r ∧D
E , 3

5. ¬¬p ¬¬U, 1

6. ¬¬p∧ r ∧U, 5, 4

ZADATAK 2. Dokazati slede}e sekvente:

(1) p∧q ` ¬¬p∧¬¬q
(2) ¬¬p∧¬¬q ` p∧q

Implikacija

Naredno pravilo koje uvodimo jeste jedno od najpoznatijih pravila za-

kqu~ivawa poznato pod latinskim nazivom modus ponens. Mi }emo ovo

pravilo nazivati savremenijim imenom � eliminacija implikacije.

α ⇒ β α

β
(⇒E)

Pravilo (⇒E) govori o tome kako se u dokazima mogu

koristiti tvrdwe formulisane u obliku imlikacije.

α ⇒ β ¬β

¬α
(MT)

Pravilo modus tolens (MT) tako|e je veoma korisno
pri upotrebi tvrdwi u obliku implikacije.

NAPOMENA 1. Navedena pravila postaju o~igledna kada formule zamenimo de-
klarativnim re~enicama govornog jezika koje su odgovaraju}eg oblika.

α ⇒ β α

β
(⇒E)

1. Ako Aca `ivi u Beogradu, onda Aca `ivi u

Srbiji.

2. Aca `ivi u Beogradu.

Dakle, Aca `ivi u Srbiji.

α ⇒ β ¬β

¬α
(MT)

1. Ako Aca `ivi u Beogradu, onda Aca `ivi u

Srbiji.

2. Aca ne `ivi u Srbiji.

Dakle, Aca ne `ivi u Beogradu.

Preporu~ujemo ~itaocu da i ostala pravila koja budemo uvodili ilustruje na

analogan na~in.
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PRIMER 4. Doka`imo sekvent p⇒ (q⇒ r), p,¬r ` ¬q.
1. p⇒ (q⇒ r) pretpostavka

2. p pretpostavka

3. ¬r pretpostavka

4. q⇒ r ⇒E, 1, 2

5. ¬q MT, 4, 3

Snagu pravila dedukcije lepo ilustruju najraznovrsniji primeri za-

kqu~ivawa u kojima se ona primewuju.

PRIMER 5. Mile razmi{qa koju devojku da pozove.

(1) Ako pozovem Anu, ne}u zvati Bojanu.

(2) Ako ne pozovem Bojanu, ne}u zvati ni Vesnu.

(3) Ako ne pozovem Gocu, zva}u Vesnu.

(4) Ako pozovem Gocu, zva}u i Draganu.

(5) Ako pozovem Draganu, ne}u zvati Emu.

Naposletku, pozvao je Emu. Da li }e Mile, u skladu sa svojim razmi{qa-

wem pozvati Anu?

Formalni dokaz
1. a⇒¬b pretpostavka

2. ¬b⇒¬v pretpostavka

3. ¬g⇒ v pretpostavka

4. g⇒ d pretpostavka

5. d⇒¬e pretpostavka

6. e pretpostavka

7. ¬¬e ¬¬U, 6

8. ¬d MT, 5, 7
9. ¬g MT, 4, 8
10. v ⇒E, 3, 9

11. ¬¬v ¬¬U, 10

12. ¬¬b MT, 2, 11
13. ¬a MT, 1, 12

Neformalni dokaz: Navedeni for-

malni dokaz u potpunosti odgovara

neformalnom dokazu koji bismo

naveli razmi{qu}i o zadatku.

Kako je Mile pozvao Emu, prema (5)

sledi da ne}e zvati Draganu. Iz (4)

daqe sledi da ne}e zvati Gocu. Za-

tim iz (3), po{to ne}e zvati Gocu,

zva}e Vesnu, odakle prema (2) za-

kqu~ujemo da }e zvati Bojanu. Naj-

zad, iz (1) sledi da ne}e zvati Anu.

Primetite da se u navedenom

neformalnom obrazlo`ewu po-

drazumevaju pravila dvojne ne-

gacije.

Navodimo i pravilo uvo|ewa implikacije koje govori kako se dokazuju

implikacije.
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α

...

β

α ⇒ β
(⇒U)

Da bismo dokazali implikaciju α ⇒ β treba uvesti

dodatnu (privremenu) pretpostavku α i dokazati β ,

pri ~emu je u tomdokazu dozvoqeno koristitiα , sve os-

tale pretpostavke i me|uzakqu~ke koje smo ve} izveli.

Dokaz formule β nakon uvo|ewa dodatne pretpostavke α istica}emo

vertikalnom crtom i nazivati poddokazom. Neposredno ispod zavr{etka

vertikalne linije navodimo zakqu~ak α⇒ β , oznaku pravila (⇒U) i bro-
jeve kojima su numerisani koraci poddokaza. Naredna {ema ilustruje

upotrebu pravila (⇒U).

... Kada `elimo da doka`emo α ⇒ β :

j. α uvodimo dodatnu pretpostavku α

...
... i nastojimo da doka`emo β .

k. β Kada uspemo,

k+1. α ⇒ β ⇒U, j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.

PRIMER 6. (1) Ako nau~im da dokazujem, lako }u polo`iti logiku.

(2) Ako ne razmi{qam, ne}u polo`iti logiku. (3) Ako razmi{qam, lako

}u zavr{iti matematiku.

Dokazati: ako nau~im da dokazujem, lako }u zavr{iti matematiku.

Treba zapravo dokazati sekvent d⇒ l,¬r⇒¬l,r⇒ m ` d⇒ m.
Formalni dokaz
1. d⇒ l pretpostavka

2. ¬r⇒¬l pretpostavka

3. r⇒ m pretpostavka

4. d dodatna pret.

5. l ⇒E, 1, 4

6. ¬¬l ¬¬U, 5

7. ¬¬r MT, 2, 6
8. r ¬¬E, 7

9. m ⇒E, 3, 8

10. d⇒ m ⇒U, 4-9

Neformalni dokaz: Navedeni for-

malni dokaz i ovog puta odgovara

neformalnom razmi{qawu (uz po-

drazumevawe pravila dvojne ne-

gacije.)

Pretpostavimo da sam nau~io da

dokazujem. Tada }u, prema (1)

lako polo`iti logiku, {to zna~i,

prema (2), da razmi{qam. A po{to

razmi{qam, iz (3) sledi da }u

zavr{iti matematiku.

PRIMER 7. Doka`imo sekvent ` p⇒ p.
1. p dodatna pretpostavka

2. p⇒ p ⇒U, 1

U navedenom dokazu, dodatnu pretpostavku uvodimo, jer `elimo da

doka`emo implikaciju oblika p⇒ ·· · . Ono {to treba dokazati ~itamo
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sa desne strane `eqene implikacije · · · ⇒ p. U ovom slu~aju, uvo|ewem

dodatne pretpostavke odmah dolazimo do ciqa (p).

Negacija i kontradikcija

Pravila dvostruke negacije malo govore o samoj negaciji, tj. o uvo|ewu

i eliminaciji negacije. Pre nego {to uvedemo odgovaraju}a pravila, po-

zabavimo se pojmom kontradikcije. Pod kontradikcijom podrazumevamo

konjunkciju bilo koje formule i wene negacije, a svaki skup pretpostavki

iz koga se mo`e izvesti neka formula iwena negacija nazivamo kontradik-

tornim. Pogodno je uvesti poseban znak⊥ za kontradikciju (formulu koja

je sigurno neta~na).

α ¬α

⊥
(¬E)

α

...

⊥
¬α

(¬U)

Iz pretpostavki α , ¬α izvodimo kontradik-

ciju. Pored toga, ako iz α doka`emo kon-

tradikciju, onda zakqu~ujemo ¬α .

⊥
α
(⊥E)

Uvodimo i pravilo prema kome se iz kontradikcije mo`e

zakqu~iti bilo {ta, tj. mo`e se izvesti bilo koja formula.

PRIMER 8. Detektiv razmatra slede}e evidentne ~iwenice:

(1) Ako Pera nije kriv, kriv je Laza, a Mika nije.

(2) Ako nije kriv Mika, nije kriv ni Laza.

(3) Ako nije kriv Laza, nije kriv ni Pera.

Ko je kriv?

Najpre }emo neformalno, a zatim i formalno dokazati da su krivi

svi. U formalnom dokazu, to }e zna~iti da iz pretpostavki ¬p⇒ l∧¬m,
¬m⇒ ¬l, ¬l ⇒ ¬p izvodimo i p i m i l (pri ~emu slova p, m, l redom
ozna~avaju iskaze �Pera je kriv�, �Mika je kriv�, �Laza je kriv�).

Neformalni dokaz

Pretpostavimo da Pera nije kriv. Tada, prema (1), Laza je kriv, a

Mika nije kriv. Po{to je Laza kriv, iz (2) sledi da je Mika kriv, {to je

u suprotnosti za prethodnim zakqu~kom da Mika nije kriv. Kontradik-

cija! Dakle, pogre{na je pretpostavka da Pera nije kriv, {to zna~i da

Pera jeste kriv. Sada, iz (3) daqe zakqu~ujemo da je kriv i Laza. Najzad,

prema (2) sledi da je kriv i Mika.

Formalni dokaz
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1. ¬p⇒ l∧¬m pretpostavka

2. ¬m⇒¬l pretpostavka

3. ¬l⇒¬p pretpostavka

4. ¬p dodatna pret.

5. l∧¬m ⇒E, 1, 4

6. l ∧L
E, 5

7. ¬m ∧L
E, 5

8. ¬l ⇒E, 2, 7

9. ⊥ ¬E, 6, 8

10. ¬¬p ¬U, 4-9

11. p ¬¬E, 10 J
12. ¬¬l MT, 3, 10
13. l ¬¬E, 12 J
14. ¬¬m MT, 2, 12
15. m ¬¬E, 14 J

Disjunkcija

α

α ∨β
(∨L

U)

β

α ∨β
(∨D

U)

Ako znamo da je α ta~no (ako smo dokazali α), onda

mora biti ta~no i α ∨ β (onda izvodimo i zakqu~ak

α ∨β ), za bilo koju formulu β . Na isti na~in, iz β

izvodimo zakqu~ak α ∨β , za bilo koju formulu α .

Na koji na~in u dokazima koristimo formule oblikaα∨β ? Zamislimo

da `elimo da doka`emo γ pretpostavqaju}i α ∨β . Budu}i da ne znamo koja

je odformulaα , β ta~na (a jednamora biti), moramo sprovesti dva odvojena

dokaza:

• Najpre, pretpostavqamo da je α ta~no i dokazujemo γ .

• Zatim, pretpostavqamo da je β ta~no i dokazujemo γ .

Na osnovu ova dva dokaza i pretpostavke α ∨ β zakqu~ujemo γ , jer dva

poddokaza pokrivaju obe mogu}nosti.

α ∨β

α

...

γ

β

...

γ

γ
(∨E)
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PRIMER 9. Dokazati ` (p⇒ q)∨ (p⇒ r)⇒ (p⇒ q∨ r).
1. (p⇒ q)∨ (p⇒ r) dodatna pretpostavka

2. p⇒ q dodatna pretpostavka

3. p dodatna pretpostavka

4. q ⇒E, 2, 3

5. q∨ r ∨L
U, 4

6. p⇒ (q∨ r) ⇒U, 3-5

7. p⇒ r dodatna pretpostavka

8. p dodatna pretpostavka

9. r ⇒E, 7, 8

10. q∨ r ∨D
U, 9

11. p⇒ (q∨ r) ⇒U, 7-10

12. p⇒ (q∨ r) ∨E, 1, 2-6, 7-11

13. (p⇒ q)∨ (p⇒ r)⇒ (p⇒ q∨ r) ⇒U, 1-12

ZADATAK 3. Dokazati sekvent ` (p⇒ r)∧ (q⇒ r)⇒ (p∨q⇒ r).

Ekvivalencija

Ekvivalencija dva iskaza α ⇔ β jeste zapravo konjunkcija dve obratne

implikacije (α ⇒ β )∧ (β ⇒ α), pa se pravila uvo|ewa i eliminacije

ekvivalencije sama name}u.

α ⇒ β β ⇒ α

α ⇔ β
(⇔U)

α ⇔ β

α ⇒ β
(⇔LD

E )
α ⇔ β

β ⇒ α
(⇔DL

E )

PRIMER 10. Doka`imo ` ¬p⇔ (p⇒⊥).
1. ¬p dodatna pretpostavka

2. p dodatna pretpostavka

3. ⊥ ¬E, 1, 2

4. p⇒⊥ ⇒U, 2-3

5. ¬p⇒ (p⇒⊥) ⇒U, 1-4

6. p⇒⊥ dodatna pretpostavka

7. p dodatna pretpostavka

8. ⊥ ⇒U, 7, 6

9. ¬p ¬U, 7-8

10. (p⇒⊥)⇒¬p ⇒U, 6-9

11. ¬p⇔ (p⇒⊥) ⇔U, 5, 9
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Nekoliko izvedenih pravila

Sva do sada navedena pravila zakqu~ivawa naziva}emo pravilima za-

kqu~ivawa iskazne logike. Me|u wima su dva pravila koja nismo morali

da navodimo, jer se mogu izvesti iz ostalih. To su pravila ¬¬U i MT.
1. α pretpostavka 1. α ⇒ β pretpostavka

2. ¬α dodatna pret. 2. ¬β pretpostavka

3. ⊥ ¬E, 1, 2 3. α dodatna pret.

4. ¬¬α ¬U, 2-3 4. β ⇒E, 1, 3

5. ⊥ ¬E, 2, 4

6. ¬α ¬U, 3-5

Primenuova dvapravila jednostavnomo`emo eliminisatiiz svakog dokaza

tako {to taj dokaz pro{irujemo navo|ewem gore navedenih dokaza pri-

lago|enih konkretnom slu~aju. To je ilustrovano u narednom primeru.

PRIMER 11. Doka`imo sekvent p⇒¬q,q ` ¬p.
1. p⇒¬q pretpostavka

2. q pretpostavka

3. ¬¬q ¬¬U, 2

4. ¬p MT, 1, 3
Bez pravila ¬¬U i MT dati sekvent bismo dokazali na slede}i na~in.

1. p⇒¬q pretpostavka

2. q pretpostavka

3. ¬q dodatna pretpostavka

4. ⊥ ¬E, 2, 3

5. ¬¬q ¬U, 3-4

6. p dodatna pretpostavka

7. ¬q ⇒E, 1, 6

8. ⊥ ¬E, 2, 7

9. ¬p ¬U, 6-8

Da bismo pojednostavili dokazivawe sekvanata, spisak pravila pro-

{irujemo jo{ nekim pravilima, ~ija se upotreba, naravno, jednostavno

mo`e eliminisati iz svakog dokaza.

Disjunktivni silogizmi
α ∨β ¬α

β
(DS)

α ∨β ¬β

α
(DS)

Oba pravila ozna~avamo na isti

na~in jer }e uvek biti o~igledno

koje od ova dva pravila koristimo.
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1. α ∨β pretpostavka

2. ¬α pretpostavka

3. α dodatna pretpostavka

4. ⊥ ¬E, 2, 3

5. β ⊥E, 4

6. β dodatna pretpostavka

7. β ∨E, 1, 3-5, 6

Analogno se dokazuje i sekvent α∨β ,¬β ` α , za bilo koje formule α,β .

Tranzitivnost implikacije Zakoni kontrapozicije
α ⇒ β β ⇒ γ

α ⇒ γ
(T)

α ⇒ β

¬β ⇒¬α
(K)

¬α ⇒¬β

β ⇒ α
(K)

1. α ⇒ β pretpostavka 1. α ⇒ β pretpostavka

2. β ⇒ γ pretpostavka 2. ¬β dodatna pret.

3. α dodatna pret. 3. ¬α MT, 1, 2
4. β ⇒E, 1, 3 4. ¬β ⇒¬α ⇒U, 2-3

5. γ ⇒E, 2, 4

6. α ⇒ γ ⇒U, 3-5

Zakon iskqu~ewa tre}eg

( tertium non datur)

α ∨¬α
(TND)

Prema zakonu iskqu~ewa tre}eg, u

dokazima mo`emo koristiti kao pret-

postavkuα∨¬α , za bilo koju formulu

α .

1. ¬(α ∨¬α) dodatna pretpostavka

2. α dodatna pretpostavka

3. α ∨¬α ∨L
U, 2

4. ⊥ ¬E, 1, 3

5. ¬α ¬U, 2-4

6. α ∨¬α ∨D
U, 5

7. ⊥ ¬E, 1, 6

8. ¬¬(α ∨¬α) ¬U, 1-7

9. α ∨¬α ¬¬E, 8

De Morganovi zakoni
¬α ∨¬β

¬(α ∧β )
(DM)

¬α ∧¬β

¬(α ∨β )
(DM)

¬(α ∨β )

¬α ∧¬β
(DM)

¬(α ∧β )

¬α ∨¬β
(DM)

Svako od ova ~etiri pravila nazva}emo De Morganovim zakonom, jer

prilikom primene ne}e biti zabune.
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1. ¬α ∨¬β pretpostavka 1. ¬α ∧¬β pretpostavka

2. α ∧β dodatna pret. 2. ¬α ∧L
E, 1

3. α ∧L
E, 2 3. ¬β ∧D

E , 1

4. ¬¬α ¬¬U, 4. α ∨β dodatna pret.

5. ¬β DS, 1, 4 5. β DS, 2, 4
6. β ∧D

E , 2 6. ⊥ ¬E, 3, 5

7. ⊥ ¬E, 5, 6 7. ¬(α ∨β ) ¬U, 2-6

8. ¬(α ∧β ) ¬U, 2-7

1. ¬(α ∨β ) pretpostavka 1. ¬(α ∧β ) pretpostavka

2. α dodatna pret. 2. α dodatna pret.

3. α ∨β ∨L
U, 2 3. β dodatna pret.

4. ⊥ ¬E, 1, 3 4. α ∧β ∧U, 2, 3

5. ¬α ¬U, 2-4 5. ⊥ ¬E, 1, 4

6. β dodatna pret. 6. ¬β ¬U, 3-5

7. α ∨β ∨D
U, 6 7. ¬α ∨¬β ∨D

U, 6

8. ⊥ ¬E, 1, 7

9. ¬β ¬U, 6-8 8. ¬α dodatna pret.

10. ¬α ∧¬β ∧U, 5, 9 9. ¬α ∨¬β ∨L
U, 8

10. α ∨¬α TND
11. ¬α ∨¬β ∨E, 10, 2-7, 8-9

PRIMER 12. Doka`imo sekvent p∧q⇒ r,¬r, p ` ¬q iz primera 1.

1. p∧q⇒ r pretpostavka

2. ¬r pretpostavka

3. p pretpostavka

4. ¬(p∧q) MT, 1, 2
5. ¬p∨¬q DM, 4

6. ¬¬p ¬¬U, 3

7. ¬q DS, 5, 6

Posebno su korisna slede}a izvedena pravila koja se odnose na ekviva-

lenciju. U posledwem pravilu koje navodimo, ∗ stoji umesto jednog (bilo

kog) veznika ∧, ∨ ili⇒.

α ⇔ α

α ⇔ β

β ⇔ α

α ⇔ β β ⇔ γ

α ⇔ γ

α ⇔ β

¬α ⇔¬β

α ⇔ β α ′⇔ β ′

α ∗α ′⇔ β ∗β ′

Izvedimo samo prvo i posledwe pravilo, u slu~aju kada je ∗ znak za

konjunkciju. Izvo|ewe ostalih pravila prepu{tamo ~itaocima.
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1. α dodatna pret.

2. α ⇒ α ⇒U, 1

3. α ⇔ α ⇔U, 2, 2

Odgovaraju}e izvo|ewe zaposledwepravilo samo}emoukratkoopisati.

Iz pretpostavki α ⇔ β i α ′⇔ β ′, primenom pravila ⇔DL
E i ⇔LD

E , dobi-

jamo α⇒ β , β ⇒ α , α ′⇒ β ′ i β ′⇒ α ′. Ako dodatno pretpostavimo α ∧α ′,
prema ∧L

E i ∧D
E redom dobijamo α i α ′. Primewuju}i ⇒E na α ⇒ β i α ,

dobijamo β , a na α ′⇒ β ′ i α ′ dobijamo β ′. Najzad, koriste}i ∧U izvodimo

β ∧β ′. Ovime smo dokazali α ∧α ′⇒ β ∧β ′. Analogno se dokazuje obratna
implikacija β ∧β ′⇒ α ∧α ′.

Neke teoreme iskazne logike

Prilikom dokazivawa sekvenata posebno je korisno koristiti slede}e dve

op{te tvrdwe koje su zajedno poznate kao stav dedukcije. Neka je Γ neki

niz pretpostavki.

1. Ako je dokaziv sekvent Γ,α ` β , onda je dokaziv i sekvent Γ ` α ⇒ β .

2. Ako je dokaziv sekvent Γ ` α ⇒ β , onda je dokaziv i sekvent Γ,α ` β .

Kratko }emo obrazlo`iti oba tvr|ewa. Dokaz sekventa Γ,α ` β jednos-

tavno se mo`e �doraditi� u dokaz sekventa Γ ` α ⇒ β .

Dokaz za Γ,α ` β

... pretpostavke iz Γ

i. α pretpostavka
... me|uzakqu~ci

j. β zakqu~ak

 

Dokaz za Γ ` α ⇒ β

... pretpostavke iz Γ

i. α dodatna pretpostavka
...

j. β

j+1. α ⇒ β ⇒U, i- j

Tako|e, iz dokaza zaΓ`α⇒ β , jednostavno dobijamo i dokaz zaΓ,α ` β .

Dokaz za Γ ` α ⇒ β

... pretpostavke iz Γ

...

j. α ⇒ β zakqu~ak
 

Dokaz za Γ,α ` β

... pretpostavke iz Γ

...

j. α ⇒ β zakqu~ak

j+1. α pretpostavka

j+2. β ⇒E, j, j+1
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PRIMER 13. Doka`imo da je ` ¬p∨q⇒ (p⇒ q).
Prema tvr|ewu 1 stava dedukcije (primewenom dva puta) dovoqno

je dokazati ¬p∨ q, p ` q. Ovaj posledwi sekvent je direktno dokaziv

primenom pravila DS. Dakle, dokaziv je i sekvent ¬p∨q ` p⇒ q, kao i

` ¬p∨q⇒ (p⇒ q).
Mo`emo dokazati i ` (p⇒ q)⇒¬p∨q, odnosno p⇒ q ` ¬p∨q.

1. p⇒ q pretpostavka

2. p∨¬p TND
3. p dodatna pretpostavka

4. q ⇒E, 1, 3

5. ¬p∨q ∨D
U, 4

6. ¬p dodatna pretpostavka

7. ¬p∨q ∨L
U, 6

8. ¬p∨q ∨E, 2, 3-5, 6-7

Dakle, po{to smo dokazali ` ¬p∨q⇒ (p⇒ q) i ` (p⇒ q)⇒¬p∨q,
na osnovu pravila (⇔U) zakqu~ujemo da je dokazivo ` (p⇒ q)⇔¬p∨q.

Formula α je teorema iskazne logike ako je dokaziv sekvent ` α .

Izdavajamo neke poznate teoreme iskazne logike kojima su iskazane

ekvivalentnosti neke dve formule.

(1) ` α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧β )∧ γ (2) ` α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨β )∨ γ

(3) ` α ∧β ⇔ β ∧α (4) ` α ∨β ⇔ β ∨α

(5) ` α ∧α ⇔ α (6) ` α ∨α ⇔ α

(7) ` α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧β )∨ (α ∧ γ) (8) ` α ∨ (β ∧ γ)⇔ (α ∨β )∧ (α ∨ γ)
(9) ` ¬(α ∧β )⇔¬α ∨¬β (10) ` ¬(α ∨β )⇔¬α ∧¬β

(11) ` (α ⇒ β )⇔¬α ∨β (12) ` ¬¬α ⇔ α

Navedene teoreme iskazne logike veoma su korisne i uglavnom }emo ih

pre}utno podrazumevati. Prve dve teoreme poznate su pod nazivom asoci-

jativnost konjunkcije, odn. disjunkcije. Zbog ovih teorema smemo pisati

α ∧β ∧ γ i α ∨β ∨ γ , jer je svejedno kako su zagrade postavqene. Teoreme (3)

i (4) poznate su kao komutativnost konjunkcije, odn. disjunkcije, i dozvo-

qavaju nam da u konjunkcijama (disjunkcijama) konjunktima (disjunktima)

mewamo mesta. Teoreme (5) i (6) se nazivaju zakonima idempotentnosti.

Teoreme (7) i (8) izra`avaju tzv. distributivnost konjunkcije prema dis-

junkciji, odn. disjunkcije prema konjunkciji. (9) i (10) su ve} poznati De

Morganovi zakoni. Najzad, (11) (bez nekog posebnog naziva) i (12) (zakon
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dvojne negacije) u nekim slu~ajevima omogu}avaju da se iskazna formula

transformi{e u jednostavniji oblik.

PRIMER 14. Doka`imo ` ¬(α ⇒ β )⇔ α ∧¬β .

Dati sekvent jednostavno mo`emo dokazati primenom izvedenih pra-

vila koja se odnose na ekvivalenciju i kori{}ewem odgovaraju}ih teo-

rema iskazne logike navedenih iznad. Dokaz navodimo izostavqaju}i

detaqna obja{wewa.

Uobi~ajeno je da se dokazi ovog tipa navode u skra}enom obliku

formirawem tzv. ekvivalencijskog lanca, pri ~emu se pravila ekvi-

valencije ne navode (ve} se podrazumevaju), a eventualno se navode samo

kori{}ene iskazne teoreme ili wihovi nazivi:

¬(α ⇒ β ) ⇔ ¬(¬α ∨β ) (jer je ` (α ⇒ β )⇔¬α ∨β )

⇔ ¬¬α ∧¬β (De Morganov zakon)

⇔ α ∧¬β (Zakon dvojne negacije)
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Zadaci

α ∧β

α
(∧L

E)
α ∧β

β
(∧D

E )
α β

α ∧β
(∧U)

¬¬α

α
(¬¬E)

α

¬¬α
(¬¬U)

α ⇒ β α

β
(⇒E)

α ⇒ β ¬β

¬α
(MT)

α

...

β

α ⇒ β
(⇒U)

α ⇒ β β ⇒ α

α ⇔ β
(⇔U)

α ⇔ β

α ⇒ β
(⇔LD

E )
α ⇔ β

β ⇒ α
(⇔DL

E )

α ¬α

⊥
(¬E)

α

...

⊥
¬α

(¬U)
⊥
α
(⊥E)

α

α ∨β
(∨L

U)
β

α ∨β
(∨D

U)
α ∨β

α

...

γ

β

...

γ

γ
(∨E)

α ∨β ¬α

β
(DS)

α ∨β ¬β

α
(DS)

α ⇒ β β ⇒ γ

α ⇒ γ
(T)

α ⇒ β

¬β ⇒¬α
(K)

¬α ⇒¬β

β ⇒ α
(K)

α ∨¬α
(TND)

¬α ∨¬β

¬(α ∧β )
(DM)

¬(α ∧β )

¬α ∨¬β
(DM)

¬α ∧¬β

¬(α ∨β )
(DM)

¬(α ∨β )

¬α ∧¬β
(DM)
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1. Dokazati slede}e sekvente:

(1) ¬p⇒ q,¬p∨ (¬q⇒ r),¬q ` r

(2) ¬p∨q⇒ r,s∨¬q,¬t, p⇒ t,¬p∧ r⇒¬s ` ¬q

(3) p∧q⇒ r,r⇒ s,q∧¬s ` ¬p

(4) p⇒ q,r∨ s,¬s⇒¬t,¬q∨ s,¬s,¬p∧ r⇒ u,w∨ t ` u∧w

(5) c∨ e⇒¬m,r⇒ m,c ` ¬r

(6) ¬a⇒ (b⇒¬c),c⇒¬a,¬d∨a⇒ c,¬d ` ¬b

(7) e⇒ f ,¬g⇒¬ f ,h⇒ i,e∨h ` g∨ i

2. Dokazati:

(1) ` p⇒ (q⇒ p)

(2) ` (p⇒ q)∧ (p⇒ r)⇒ (p⇒ q∧ r)

(3) ` (p⇒ q)∧ (r⇒ q)⇒ (p∨ r⇒ q)

3. Ako na `urku ne do|e Sawa i do|e Nikola, onda }e do}i i Ema. Ako do|e Vasa,

onda ne}e do}i Nikola i do}i }e Ema. Ako ne do}e Filip i do|e Nikola, onda

ne}e do}i Sawa. Ako ne do|e Vasa i do|e Ema, onda ne}e do}i Nikola. Nikola

dolazi na `urku. Ko }e jo{ do}i na `urku?

4. Aladin se nalazi ispred dve pe}ine A i B. Na ulazu u pe}inu A pi{e �u jednoj

od nas krije se blago�, a na ulazu u B �u A nema blaga�. Aladin zna da su obe izjave

ta~ne ili su obe la`ne. U kojoj pe}ini se nalazi blago?
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1.2 Predikatska logika i prirodna dedukcija

Neformalno govore}i, iskazna logika se bavi strukturom re~enica uzi-

maju}i u obzir samo na~in na koji su neki jednostavni iskazi povezani

logi~kim veznicima, dok je zna~ewe tih polaznih iskaza potpuno neva`no.

Tako, iskazna logika nije dovoqno izra`ajna da bi se u woj razmotralo

slede}e ~uveno zakqu~ivawe:
Svaki ~ovek je smrtan.

Sokrat je ~ovek.

Dakle, Sokrat je smrtan.

Predikatska logikaomogu}ava darazmatramoi smisaopolaznihiskaza.

Pre nego {to detaqno opi{emo pomenutu logiku, navodimo jedan primer

u kome }emo objasniti neke polazne ideje u razvoju predikatske logike.

PRIMER 15. Prirodni jezici nisu pogodni za precizno izra`avawe

smisla iskaza. Da li re~enica Svaki momak voli jednu devojku zna~i

(1) Postoji jedna devojka koju voli svaki momak ili (2) Za svakog momka

se mo`e prona}i jedna devojka koju on voli?

Potreba da se elimini{u dvosmislenosti prirodnog jezika dovela je,

izme|u ostalog, do uvo|ewa tzv. formalnih jezika ~ije se re~enice formi-

raju prema unapred utvr|enim pravilima. Re~enice (1) i (2) formalno

}emo izraziti koriste}i:

• logi~ke veznike (∨, ∧, ¬,⇒,⇔),

• kvantifikatore ∀ � svaki i ∃ � neki,

• promenqive x,y,z,x1,y1,z1,x2, . . . (kojima }emo ozna~avati �proiz-

voqno�, �neodre|eno� qudsko bi}e) i

• pomo}ne znake: zarez i zagrade.

Pored toga, potrebno je da nekim simbolima ozna~imo i osobine biti

momak i biti devojka, kao i odnos voleti. Izjavu �x je momak� ozna~avamo
M(x), �x je devojka� ozna~avamo D(x), dok V (x,y) zna~i �x voli y�.

Re~enicama (1) i (2) redom odgovaraju slede}e formule:

∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))) i ∀x(M(x)⇒∃y(D(y)∧V (x,y))),

Navodimo formalizacije jo{ nekoliko re~enica prirodnog jezika.
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• Svako voli nekoga � ∀x∃yV (x,y)

• Neko voli svakoga � ∃x∀yV (x,y)

• Neko ne voli nikoga � ∃x∀y¬V (x,y)

ZADATAK 4. Prevesti na srpski i slede}u re~enicu:

∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒¬V (x,y))).
Naravno, va`no je pravilno prevoditi i sa srpskog naformalni jezik,

pa za ve`bu dajemo dve re~enice na srpskom:

• Svakog momka voli bar jedna devojka i bar jedna devojka ga ne voli.

• Svaka devojka voli svakog momka koji wu voli.

Predikatske formule

Svrha prethodnog primera je da ilustruje sa kakvim formulama radimo u

predikatskoj logici. Uop{teno govore}i, pri formalizaciji u predikat-

skoj logici uzimamo u obzir:

• izvesne objekte o kojima `elimo da govorimo, kao i

• {ta `elimo o wima da govorimo � koja svojstva (osobine) objekata

su nam va`na, i koje veze me|u objektima posmatramo; svojstva i veze

nazivamo predikatima.

Univerzum (univerzum govora) ~ine svi objekti o kojima govorimo. U

prethodnom primeru, univerzum ~ine svi qudi. Promenqive x,y,z,x1, . . .
koristimo da ozna~imo proizvoqne, neodre|ene objekte univerzuma. Po-

jedine, konkretne, odre|ene objekte univerzuma naziva}emo konstantama.

Svaka konkretna osoba predstavqa neku konstantu univerzuma koji ~ine

qudi.

Pri formirawu predikatskih formula koristimo i unapred izabrane

simbole za osobine objekata i veze me|u wima. Ove simbole nazivamo

predikatskim simbolima. Podrazumeva se i da je svakom predikatskom

simbolu pridru`ena tzv. du`ina, tj. broj objekata na koje se odnosi. U

prethodnom primeru, predikatski simboli su M,D,V , pri ~emu su wi-

hove du`ine redom 1, 1, 2. Naravno, broj i vrsta predikata mogu biti i

druga~iji u zavisnosti od situacije koju opisujemo. Predikatske simbole

du`ine 1 naziva}emo unarnim, a predikatske simbole du`ine 2 nazivamo
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binarnim. U narednim primerima uglavnom ne}emo nagla{avati du`inu

odgovaraju}ih predikatskih simbola, jer }e to iz konteksta biti jasno.

Atomi~ne (elementarne) formule gradimo tako {to predikatskim sim-

bolom pove`emo odgovaraju}i broj simbola koji se odnose na objekte uni-

verzuma (konstante i/ili promenqive).

PRIMER 16. Koriste}i predikatske simbole iz prethodnog primera, M,

D, V i dve konstante Mika i Ana, zapi{imo neke elementarne formule:

M(x), M(y), M(Mika), D(x), D(Ana),V (x,Ana),V (x,x1), . . .

Polaze}i od atomi~nih formula, upotrebom veznika (¬,∧,∨,⇒,⇔),

na uobi~ajeni na~in, i kvantifikatora (∀,∃) formiramo predikatske

formule. Kvantifikatore koristimo tako {to ispred ve} formirane

predikatske formule, postavqamo jedan od kvantifikatora zajedno sa

nekom promenqivom. Kada kvantifikator sa nekom promenqivom pos-

tavimo ispred formule, tada sva pojavqivawa te promenqive u pomenutoj

formuli postaju vezana i ka`emo da su pod dejstvom postavqenog kvan-

tifikatora. Ukoliko neko pojavqivawe promenqive u formuli nije pod

dejstvom nijednog kvantifikatora, ka`emo da je slobodno.

PRIMER 17. Odredimo vezana i slobodna pojavqivawa promenqivih u

formuli ∃x(V (x,y) ⇒ M(x)∨D(y))∧¬∀yV (y,y). Strelice na narednoj

slici pokazuju na slobodna pojavqivawa promenqivih. Pojavqivawa

ostalih promenqivih su vezana.

Ka`emo da je promenqiva slobodna u nekoj formuli ako ima slobodno

pojavqivawe u toj formuli. Kada `elimo da istaknemo da su sve slobodne

promenqive formule α neke (ne nu`no sve) od promenqivih x1, . . . ,xn, onda

pi{emo α(x1, . . . ,xn).

PRIMER 18. Ako sa α ozna~imo formulu

∃x(V (x,y)⇒M(x)∨D(y))∧¬∀yV (y,y)

(iz prethodnog primera), onda bismo je, radi isticawa slobodnih

promenqivih, mogli ozna~iti α(y), ali i α(y,z), α(y,x1, . . . ,xn) i sli~no
� va`no je samo da se promenqiva y pojavi na spisku promenqivih u

zagradi.
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Pravila dedukcije za kvantifikatore

Pored pravila dedukcije koja primewujemo i na predikatske formule, ko-

ristimo i u predikatskoj logici, koristimo i pravila za kvantifikatore.

Supstitucija

Va`no mesto u pravilima dedukcije koje se odnose na kvantifikatore

zauzima tzv. supstitucija slobodnih promenqivih simbolima konstanti

ili nekim drugim promenqivama.

Ako je α neka formula, x promenqiva i c konstanta, onda sa α[c/x]
ozna~avamo formulu dobijenu zamenom svih slobodnih pojavqivawa pro-

menqive x konstantom c. Naravno, ako x nije slobodno uα , onda je formula

α[c/x] istovetna formuli α .

Prilikom zamene slobodne promenqive nekom drugom promenqivom

moramo biti obazriviji. Naime, kada u α svako slobodno pojavqivawe

promenqive x zamewujemo promenqivom y, nijedno pojavqivawe promen-

qive y, nastalo zamenom x sa y, ne sme da postane vezano. U narednom

primeru, ilustrujemo razloge ovog ograni~ewa.

PRIMER 19. Ako se oslonimo na interpretaciju iz primera 15, onda se

formula

α(y) : ∀xV (x,y) � svaka osoba voli osobu y

bitno ne razlikuje od formule

α(y)[z/y] : ∀xV (x,z) � svaka osoba voli osobu z.

Isto va`i ako y zamenimo bilo kojom drugom promenqivom, osim

promenqivom x, jer bi to izazvalo drasti~nu promenu zna~ewa:

α(y)[x/y] : ∀xV (x,x) � svaka osoba voli sebe.

Ka`emo da je promenqiva x slobodna za y u formuli α ako nijedno

pojavqivawe promenqive y nastalo zamenom x sa y ne postaje vezano, a sa

α[y/x] ozna~avamo formulu dobijenu nakon opisane zamene. U nastavku,

kada god napi{emo α[y/x] podrazumeva}emo da je promenqiva x slobodna

za y u formuli α . Primetimo da je x uvek slobodno za x i da je formula

α[x/x] istovetna formuli α .
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Pravila ∀xE i ∃xU

Pre nego {to navedemo naslovqena pravila, motivisa}emo ih nekim in-

tuitivnim argumentima. Neka je P neki unarni predikatski simbol. Ako

zamislimo da su nizom c1,c2,c3, . . . nabrojani svi objekti univerzuma, tada
formula ∀xP(x) �tvrdi�:

(1) P(c1)∧P(c2)∧P(c3)∧·· · ,

a ∃xP(x) �tvrdi�:

(2) P(c1)∨P(c2)∨P(c3)∨·· · .

Ova zapa`awanasnavode dapraviladedukcije o kvantifikatorimapove`emo

sa odgovaraju}im pravilima za konjunkciju i disjunkciju.

Pravilo �(∧E)�

P(c1)∧P(c2)∧P(c3)∧·· ·
P(ci)

(∧E)

tesno je povezano sa slede}im razmi{qawem: ako je ta~no ∀xα , tada }e

biti ta~na i formula dobijena kada se u α promenqiva x zameni bilo

kojim objektom.

∀xα

α[v/x]
(∀E)

Ako je ∀xα ta~no, tada mora biti ta~na i formula α[v/x]
dobijena iz α zamenom svih slobodnih pojavqivawa pro-

menqive x u formuli α sa v, pri ~emu je v konstanta ili

promenqiva za koju je x slobodno u α .

Budu}i da na raspolagawu imamo negrani~eno mnogo promenqivih, za

svaku formulu α mo`emo prona}i promenqivu v tako da nakon zamene x sa
v u α , nijedno pojavqivawe promenqive v ne postaje vezano.

O~igledno je α[x/x] istovetna formuli α . Primetimo i da ukoliko se

promenqiva x ne pojavquje slobodno u formuli α , tada je formula α[v/x]
identi~na formuli α .

PRIMER 20.

∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)),Covek(Sokrat) ` Smrtan(Sokrat)

1. ∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)) pretpostavka

2. Covek(Sokrat) pretpostavka

3. Covek(Sokrat)⇒ Smrtan(Sokrat) ∀xE, 1

4. Smrtan(Sokrat) ⇒E, 3, 2
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Pravilo �(∨U)�

R(ci)

R(c1)∨R(c2)∨R(c3)∨·· ·
(∨U)

tesno je povezano sa slede}im razmi{qawem: ako je ta~no α[v/x] za neki
objekat v, onda je ta~na i formula ∃xα .

α[v/x]
∃xα

(∃U)
Ako je α[v/x] ta~no, za neku konstantu ili promenqivu v,
tada mora biti ta~no ∃xα .

PRIMER 21.

∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)),Covek(Sokrat) ` ∃xSmrtan(x)

1. ∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)) pretpostavka

2. Covek(Sokrat) pretpostavka

3. Covek(Sokrat)⇒ Smrtan(Sokrat) ∀xE, 1

4. Smrtan(Sokrat) ⇒E, 3, 2

5. ∃xSmrtan(x) ∃xU, 4

Pravila ∀xU i ∃xE

Uvo|ewe univerzalnog i eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora su

donekle komplikovanija pravila.

Neformalno, kada treba da doka`emo tvrdwu oblika ∀xα , dokaz zapo-

~iwemo re~ima �neka je x proizvoqan objekat ...�, pri ~emu vodimo ra~una
da je jedino {to znamo o x-u to da pripada odgovaraju}em univerzumu;

ukoliko se desi da je oznaka x ve} rezervisana, onda uzimamo neku drugu,

sve`u promenqivu v i ka`emo �neka je v proizvoqan objekat ...� Sli~no

tome, kada znamo da je ta~no ∃xα , onda }emo odgovaraju}i element ozna~iti

nekim �sve`im� slovom koje nije ve} rezervisano.

U oba pravila se pojavquju poddokazi snabdeveni tzv. sve`om promen-

qivom koja se u formulama van poddokaza ne pojavquje slobodno.

v
...

α[v/x]
∀xα

(∀xU)

Ako se kori{}ewem sve`e promenqive mo`e

dokazati α[v/x], onda se mo`e zakqu~iti ∀xα .

Kqu~na ~iwenica za prethodno pravilo jeste da je v sve`a promenqiva,
tj. da se ne pojavquje nigde van odgovaraju}eg poddokaza, pa po{to ni{ta ne
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pretpostavqamo o v, svaki objekat }e �pro}i� na wegovom mestu. Slede}a

{ema ilustruje upotrebu pravila (∀xU).

... Kada `elimo da doka`emo ∀xα ,

j. v uvodimo sve`u promenqivu v misle}i na �neka

je v proizvoqan objekat univerzuma�.
...

... Iz svega ostalog nastojimo da doka`emo α[v/x].
k. α[v/x] Kada uspemo,

k+1. ∀xα (∀xU), j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.

PRIMER 22. Doka`imo sekvent

∀x(A(x)⇒ B(x)),∀x(B(x)⇒C(x)) ` ∀x(A(x)⇒C(x)).
1. ∀x(A(x)⇒ B(x)) pretpostavka

2. ∀x(B(x)⇒C(x)) pretpostavka

3. v uvodimo sve`u promenqivu

4. A(v)⇒ B(v) ∀xE, 1

5. B(v)⇒C(v) ∀xE, 2

6. A(v)⇒C(v) tranzitivnost implikacije, 4, 5

7. ∀x(A(x)⇒C(x)) ∀xU, 3-6

ZADATAK 5. Dokazati sekvente:

(1) ` ∀x(A(x)⇒ A(x))
(2) ∀x(A(x)⇒ B(x)),∀x(B(x)⇒ A(x)) ` ∀x(A(x)⇔ B(x))
(3) ` ∀x(A(x)⇔ A(x))
(4) ∀x(A(x)⇔ B(x)) ` ∀x(B(x)⇔ A(x))
(5) ∀x(A(x)⇔ B(x)),∀x(B(x)⇔C(x)) ` ∀x(A(x)⇔C(x))

PRIMER 23. Doka`imo sekvent ∀x¬P(x) ` ∀x(P(x)⇒ Q(x)).
1. ∀x¬P(x) pretpostavka

2. v uvodimo sve`u promenqivu

3. P(v) dodatna pretpostvka

4. ¬P(v) ∀xE, 1

5. ⊥ ¬E, 3, 4

6. Q(v) ⊥E, 5

7. P(v)⇒ Q(v) ⇒U, 3-6

8. ∀x(P(x)⇒ Q(x)) ∀xU, 2-7
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ZADATAK 6. Dokazati sekvent ∀x¬P(x),∀x¬Q(x) ` ∀x(P(x)⇔ Q(x)).

Uvedimo najzad pravilo (∃xE). Grubo re~eno: ako znamo da je ∃xα

ta~no, onda je α ta~no za bar jednu �vrednost� x, pa bi trebalo obaviti

zakqu~ivawe po slu~ajevima za sve mogu}e vrednosti, {to posti`emo ko-

riste}i sve`u promenqivu v kao �generi~ku� vrednost koja reprezentuje

sve mogu}e vrednosti.

∃xα

v α[v/x]
...

γ

γ
(∃xE)

Ako iz α[v/x] doka`emo formulu γ u kojoj

se ne pojavquje v, onda γ mora biti ta~no

bez obzira na �vrednost� v. I ovoga puta,

od su{tinske va`nosti je da se v ne po-

javquje slobodno nigde van odgovaraju}eg

poddokaza, pa samim tim ni u γ .

Slede}a {ema ilustruje kori{}ewe pravila (∃xE).

...

i. ∃xα

... Kada `elimo da iskoristimo ∃xα ,

j. v α[v/x] dod. pret. uvodimo oznaku v za objekat koji zadovoqava α .
...

... Izα[v/x]i svega ostalog nastojimo da doka`emo
γ u kome se v ne pojavquje slobodno.

k. γ Kada uspemo,

k+1. γ (∃xE), i, j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.

PRIMER 24. Doka`imo sekvent:

∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))),M(Mile) ` ∃zV (Mile,z)

Neformalno

Da bismo {to jasnije obrazlo`ili navedeni sekvent, osloni}emo se

na interpretaciju navedenu u primeru 15. Iz pretpostavke da postoji

devojka koju voli svaki momak i pretpostavke da je Mile momak, jasno je

da postoji devojka koju Mile voli, jer to potvr|uje upravo devojka koju

svi vole, pa i Mile.

Formalno
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1. ∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))) pretpostavka

2. M(Mile) pretpostavka

3. v D(v)∧∀y(M(y)⇒V (y,v)) dodatna pretpostavka

4. ∀y(M(y)⇒V (y,v)) ∧D
E , 3

5. M(Mile)⇒V (Mile,v) ∀xE, 4

6. V (Mile,v) ⇒E, 5, 2

7. ∃zV (Mile,z) ∃zU, 6

8. ∃zV (Mile,z) ∃xE, 1, 3-7

PRIMER 25. Neka je B binarni predikatski simbol. Doka`imo sekvent

∀xB(x,x) ` ∀x∃yB(x,y).
1. ∀xB(x,x) pretpostavka

2. v uvodimo sve`u promenqivu

3. B(v,v) ∀xE, 1

4. ∃yB(v,y) ∃yU, 3 (B(v,v) je istovetna formuli B(v,y)[v/y])
5. ∀x∃yB(x,y) ∀xU, 2-4

Unaredna dva primera posebnu pa`wuposve}ujemo neformalnimdokaz-

ima. U matematici je uobi~ajeno da se dokazi navode u neformalnom

obliku, {to }emo i mi ~initi u narednim poglavqima. Naravno, u nefor-

malnim dokazima uglavnomne navodimo pravila dedukcije koja koristimo,

ali ih svakako imamo na umu, jer na osnovu wih i sastavqamo neformalni

dokaz.

PRIMER 26. Neka univerzum ~ine sve ta~ke neke ravni. Da bismo opisali

raspored me|u ta~kama koristi}emo ternarni (du`ine tri) predikatski

simbol O: O(x,y,z) zna~i �ta~ka y je izme|u ta~aka x i z�. Dokazati da iz
�o~igledne istine�

∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x))
(Ako je y izme|u x i z, onda je y izme|u z i x i nije z izme|u y i x.)
sledi ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)).
Neformalno

Pretpostavimo da je ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x)) · · ·(∗) .
Neka su a, b, c proizvoqne ta~ke.
Da bismo dokazali implikaciju O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b),

pretpostavimo da je O(a,b,c). (Treba dokazati ¬O(c,a,b).)
Pretpostavimo (suprotno), da je O(c,a,b).
Iz (∗) i O(c,a,b) sledi O(b,a,c) i ¬O(a,b,c)
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(Na (∗) smo primenili [c/x], [b/y], [a/z].)
O(a,b,c) i ¬O(a,b,c) daju kontradikciju.
Dakle, ¬O(c,a,b).

Dakle, O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b).
Dakle, ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)).
Formalno

1. ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x)) pretpostavka

2. a,b,c
3. O(a,b,c) dodatna pretpostavka

4. O(c,a,b) dodatna pretpostavka

5. O(c,a,b)⇒ O(b,a,c)∧¬O(a,b,c) ∀xyzE, 1

6. O(b,a,c)∧¬O(a,b,c) ⇒E, 5, 4

7. ¬O(a,b,c) ∧D
E , 6

8. ⊥ ¬E, 3, 7

9. ¬O(c,a,b) ¬U, 4-8

10. O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b) ⇒U, 3-9

11. ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)) (∀xyzU), 2-10

PRIMER 27. Dokazati da iz

(1) ∀x∃yV (x,y)
(2) ∀x∀y∀u∀v(V (x,u)∧V (y,v)⇒V (u,v)∨V (v,u))
(3) ∀x∀y∀z(V (x,y)∧V (y,z)⇒V (x,z))
sledi ∀x∀y∃z(V (x,z)∧V (y,z)).
Neformalno

Neka su a i b proizvoqni objekti.

Kako, zbog (1), ∃yV (a,y), neka je a′ objekat takav da V (a,a′). Va`i i

∃yV (b,y), pa neka je b′ objekat takav da je V (b,b′). Iz (2) sledi da je

V (a′,b′) ili V (b′,a′).
Prvi slu~aj: V (a′,b′). IzV (a,a′) iV (a′,b′), prema (3) slediV (a,b′). Kako
je i V (b,b′), zakqu~ujemo ∃z(V (a,z)∧V (b,z)).
Drugi slu~aj: V (b′,a′). Iz V (b,b′) i V (b′,a′), prema (3) sledi V (b,a′).
Kako je i V (a,a′), zakqu~ujemo ∃z(V (a,z)∧V (b,z)).

Dakle, ∃z(V (a,z)∧V (b,z)), pa kako su a i b proizvoqni, kona~no do-

bijamo ∀x∀y∃z(V (x,z)∧V (y,z)).
Formalan dokaz prepu{tamo ~itaocima.
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Neke teoreme predikatske logike

v
...

α[v/x]
∀xα

(∀xU)

Kada smo naveli pravilo (∀xU), posebno smo is-

takli da v mora biti sve`a promenqiva koja se

ne pojavquje slobodno nigde van poddokaza (narav-

no, mo`e se slobodno pojavqivati u formulama

podokaza).

U formalnim dokazima, koje smo do sada navodili, pravilo (∀xU) smo
primewivali nakon {to smo u poddokazu izveli α[v/x], za neku sve`u

promenqivu v. Me|utim, formula α(v) sa slobodnom promenqivom v mo`e
biti i pretpostavka, pa nam nije potreban poddokaz da bismo je izveli.

Ukoliko v nije slobodno u ostalim pretpostavkama (niza Γ), onda je v sve`a
promenqiva poddokaza koji ~ini sâmo navo|ewe pretpostavke α(v).

... v nije slobodno u Γ

i. α(v) pretpostavka  

... v nije slobodno u Γ

i. v
i+1. α(v) pretpostavka

i+2. ∀xα[x/v] ∀xU, i-i+1
Iz prethodnog razmatrawa sledi: Ako v nije slobodno u formulama

iz Γ, onda Γ,α(v) ` ∀xα[x/v]. Specijalno, α(v) ` ∀xα[x/v]. Ovo zapa`awe

}emo iskoristiti da izvedemo dva pravila koja }e nam biti od koristi

pri formirawu ekvivalencijskih lanaca u predikatskoj logici.

α ⇔ β

∀xα ⇔∀xβ

α ⇔ β

∃xα ⇔∃xβ

1. α ⇔ β 1. α ⇔ β

2. ∀x(α ⇔ β ) ∀xU, 1 2. ∀x(α ⇔ β ) ∀xU, 1

3. ∀xα 3. ∃xα

4. v 4. v α[v/x]
5. α[v/x] ∀xE, 3 5. α[v/x]⇔ β [v/x] ∀xE, 2

6. α[v/x]⇔ β [v/x] ∀xE, 2 6. α[v/x]⇒ β [v/x] ⇔LD
U , 5

7. α[v/x]⇒ β [v/x] ⇔LD
U , 6 7. β [v/x] ⇒E, 4, 6

8. β [v/x] ⇒E, 5, 7 8. ∃xβ ∃xU, 7

9. ∀xβ ∀xU, 4-8 9. ∃xβ ∃xE, 3, 4-8

10. ∀xα ⇒∀xβ ⇒U, 3-9 10. ∃xα ⇒∃xβ ⇒U, 3-9
...

...

18. ∀xβ ⇒∀xα 18. ∃xβ ⇒∃xα

19. ∀xα ⇔∀xβ ⇔U, 10, 18 19. ∃xα ⇔∃xβ ⇔U, 10, 18

Formula α je teorema predikatske logike ako je dokaziv sekvent ` α .
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Navodimo nekoliko va`nih teorema predikatske logike.

Dva susedna kvantifikatora iste vrste mogu zameniti mesta

` ∀x∀yα ⇔∀y∀xα ` ∃x∃yα ⇔∃y∃xα

` ∃x∀yα ⇒∀y∃xα

De Morganovi zakoni za kvantifikatore

` ¬∃xα ⇔∀x¬α ` ¬∀xα ⇔∃x¬α

�∀ prolazi kroz ∧, a ∃ kroz ∨�
` ∀x(α ∧β )⇔∀xα ∧∀xβ ` ∃x(α ∨β )⇔∃xα ∨∃xβ

` ∀xα ∨∀xβ ⇒∀x(α ∨β ) ` ∃x(α ∧β )⇒∃xα ∧∃xβ

Ako x nema slobodno pojavqivawe u β !

` ∀x(α ∨β )⇔∀xα ∨β ` ∃x(α ∧β )⇔∃xα ∧β

Doka`imo De Morganov zakon ` ¬∃xα⇔∀x¬α . Navodimo samo dokaze

sekvenata ¬∃xα ` ∀x¬α i ∀x¬α ` ¬∃xα .

De Morganovi zakon ` ¬∃xα ⇔∀x¬α

1. ¬∃xα pretpostavka 1. ∀x¬α pretpostavka

2. v 2. ∃xα dodatna pret.

3. α[v/x] dodatna pret. 3. v α[v/x] dodatna pret.

4. ∃xα ∃xU, 3 4. ¬α[v/x] ∀xE, 1

5. ⊥ ¬E, 4, 1 5. ⊥ ¬E, 4, 3

6. ¬α[v/x] ¬U, 3-5 6. ⊥ ∃xE, 2, 3-5

7. ∀x¬α ∀xU, 2-6 7. ¬∃xα ¬U, 2-6

ZADATAK 7. Dokazati sekvente:

(a) ` ∀x∀yα ⇔∀y∀xα

(b) ` ∃x∃yα ⇔∃y∃xα

(v) ` ∃x∀yα ⇒∀y∃xα

DeMorganov zakon`¬∀xα⇔∃x¬α jednostavnoizvodimoizprethodnog.

Dokaz navodimo u obliku ekvivalencijskog lanca:

¬∀xα ⇔¬∀x¬¬α ⇔¬¬∃x¬α ⇔∃x¬α
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ZADATAK 8. U obliku ekvivalencijskog lanca navesti dokaze sekvenata

` ∃xα ⇔¬∀x¬α i ` ∀xα ⇔¬∃x¬α .

Da bismo dokazali da �∀ prolazi kroz ∧� dokaza}emo sekvente

∀x(α ∧β ) ` ∀xα ∧∀xβ i ∀xα ∧∀xβ ` ∀x(α ∧β ).

Dokaz za ∀x(α ∧β ) ` ∀xα ∧∀xβ

1. ∀x(α ∧β ) pretpostavka

2 x Doka`imo najpre ∀xα .

3. α ∧β ∀xE, 1

4. α ∧L
E, 3

5. ∀xα ∀xU, 2-4

6. x Doka`imo daqe ∀xβ .

7. α ∧β ∀xE, 1

8. β ∧D
E , 7

9. ∀xβ ∀xU, 6-8

10. ∀xα ∧∀xβ ∧U, 5, 9

Dokaz za ∀xα ∧∀xβ ` ∀x(α ∧β )
1. ∀xα ∧∀xβ pretpostavka

2. ∀xα ∧L
E, 1

3. ∀xβ ∧D
E , 1

4. x
5. α ∀xE, 2

6. β ∀xE, 3

7. α ∧β ∧U, 5, 6

8. ∀x(α ∧β ) ∀xU, 4-7

Dokaz da �∃ prolazi kroz ∨� navodimo u obliku ekvivalencijskog

lanca.

∃x(α ∨β ) ⇔ ¬¬∃x(α ∨β )

⇔ ¬∀x¬(α ∨β )

⇔ ¬∀x(¬α ∧¬β )

⇔ ¬(∀x¬α ∧∀x¬β )

⇔ ¬∀x¬α ∨¬∀x¬β

⇔ ∃x¬¬α ∨∃x¬¬β

⇔ ∃xα ∨∃xβ

Pod pretpostavkom da x nema slobodno pojavqivawe u β , dokaza}emo

∃x(α ∧β ) ` ∃xα ∧β i ∃xα ∧β ` ∃x(α ∧β ).

Dokaz za ∃x(α ∧β ) ` ∃xα ∧β , kada x nije slobodno u β .

1. ∃x(α ∧β ) pretpostavka

2 v α[v/x]∧β dodatna pret. (β [v/x] je istovetno formuli β )

3. α[v/x] ∧L
E, 2

4. β ∧D
E , 3

5. ∃xα ∃xU, 3

6. ∃xα ∧β ∧U, 5, 4

7. ∃xα ∧β ∃xE, 1, 2-6
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Dokaz za ∃xα ∧β ` ∃x(α ∧β ), kada x nije slobodno u β .

1. ∃xα ∧β pretpostavka

2. ∃xα ∧L
E, 1

3. β ∧D
E , 1

4 v α[v/x] dodatna pret.

5. α[v/x]∧β ∧U, 4, 3

6. ∃x(α ∧β ) ∧D
E , 5 (β [v/x] je istovetno formuli β )

7. ∃x(α ∧β ) ∃xE, 2, 4-6

ZADATAK 9. U obliku ekvivalencijskog lanca navesti dokaze sekvenata:

(1) ` ∀x(α ⇒ β )⇔ (∃xα ⇒ β ), pod pretpostavkom da se x ne pojavquje

slobodno u formuli β .

(2) ` ∀x(α ⇒ β )⇔ (α ⇒ ∀xβ ), pod pretpostavkom da se x ne pojavquje

slobodno u formuli α .
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Zadaci

∀xα

α[v/x]
(∀xE)

v
...

α[v/x]
∀xα

(∀xU)

α[v/x]
∃xα

(∃xE)
∃xα

v α[v/x]
...

γ

γ
(∃xE)

¬∀xα

∃x¬α
(DM)

¬∃xα

∀x¬α
(DM)

5. Imaju}i na umu univerzum svih qudi, koriste}i unarni predikat D,

binarni predikat P, sa zna~ewima:

D(x) � �x je dobar (~ovek)�i
P(x,y) � �x ima prijateqa y�,
i konstantu Ana izraziti formulama slede}e re~enice:

(1) Svako ko ima prijateqa je dobar.

(2) Postoji neko ~iji su svi prijateqi dobri.

(3) Neki Anini prijateqi nisu dobri.

(4) Svi Anini prijateqi su dobri.

(5) Svi dobri qudi su Anini prijateqi.

(6) Svi prijateqi svihAninih prijateqa, tako|e su iAnini prijateqi.

(7) Neki prijateqi nekih Aninih prijateqa nisu dobri.

(8) Svaki Anin prijateq ima prijateqe koji su dobri.

(9) Nekim Aninim prijateqima, Ana nije prijateq.

(10) Postoje Anini prijateqi koji nemaju prijateqe.

6. Dokazati:

(1) ∀x(P(x)⇒ Q(x)),∀xP(x) ` ∀xQ(x)

(2) ∀x(P(x)⇒ Q(x)),∃xP(x) ` ∃xQ(x)

7. Dokazati:

(1) ∀x(Som(x)⇒ Riba(x)),¬Riba(Dambo) ` ¬Som(Dambo)
(2) ∀x(M(x)⇒∃y(D(y)∧V (x,y))),M(Mile) ` ∃zV (Mile,z)
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8. [Aristotelovi silogizmi] Posmatrajmo slede}a ~etiri tipa tvrdwi:

(A) svi S jesu P: ∀x(S(x)⇒ P(x)) (E) nijedan S nije P: ∀x(S(x)⇒¬P(x))
(I) neki S jesu P: ∃x(S(x)∧P(x)) (O) neki S nisu P: ∃x(S(x)∧¬P(x))
Pravilima dedukcije dokazati da iz pretpostavki iznad crte izvodimo

zakqu~ak ispod crte.

(1)

svi M jesu P
svi S jesu M
svi S jesu P

MS P

(2)

svi M jesu P
neki M jesu S
neki S jesu P

(3)

svi M jesu P
neki S jesu M
neki S jesu P

M S

P

(4)

svi P jesu M
nijedan S nije M
nijedan S nije P

(5)

svi P jesu M
nijedan M nije S
nijedan S nije P

M

SP

(6)

svi P jesu M
neki S nisu M
neki S nisu P

M

S
P

(7)

neki M nisu P
svi M jesu S
neki S nisu P

M

S

P

(8)

nijedan M nije P
neki M jesu S
neki S nisu P

(9)

nijedan M nije P
neki S jesu M
neki S nisu P

(10)

nijedan P nije M
neki S jesu M
neki S nisu P

(11)

nijedan P nije M
neki M jesu S
neki S nisu P

M S

P

9. Dokazati:

(1) ∀x(A(x)⇒ B(x)),∃x¬B(x) ` ∃x¬A(x)
(2) ∀x(A(x)∨B(x)⇒C(x)),∃x¬C(x) ` ∃x¬A(x)
(3) ∀x(N(x)∧S(x)⇒C(x)),∀x(T (x)⇒ N(x)),∃x(T (x)∧¬C(x)) ` ∃x¬S(x)
(4) ∀x(N(x)⇒ B(x)),∃x(N(x)∧D(x)) ` ∃x(B(x)∧D(x))
(5) ∀x((A(x)⇒ R(x))∨T (x)),∃x(T (x)⇒ P(x)),∀x(A(x)∧¬P(x)) ` ∃xR(x)
(6) ∀x∃y(E(x)⇒M(x)∨N(y)),¬∀xM(x),∀xE(x) ` ∃xN(x)
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10. Dokazati:

(1) ∃x∀y(M(x)∧ (D(y)⇒V (x,y))),∀x∀y(¬M(x)∨¬V (x,y)) ` ∀x¬D(x)
(2) ∀x(A(x)⇒ B(x)) ` ∀x(∃y(A(y)∧C(x,y))⇒∃y(B(x)∧C(x,y)))

11. Dokazati:

(1) ∀x∀y(R(x,y)⇒¬R(y,x)) ` ∀x¬R(x,x)
(2) ∀x¬R(x,x),∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒ R(x,z)) ` ∀x∀y(R(x,y)⇒¬R(y,x))
(3) ∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒¬R(x,z)) ` ∀x¬R(x,x)
(4) ∀x∃yR(x,y),∀x∀y(R(x,y)⇒ R(y,x)),∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒ R(x,z)) `

∀xR(x,x)
12. Iz pretpostavki

∃x∃y(A(x)∧A(y)∧¬R(x,y)) i
∀x∀y(B(x)∧B(y)⇒ R(x,y))

neformalno izvesti ∃x(A(x)∧¬B(x)).
13. Iz pretpostavki

∃x(F(x)∧∀y(G(y)⇒ H(x,y))) i
∀x(F(x)⇒∀y(B(y)⇒¬H(x,y)))

neformalno izvesti ∀x(G(x)⇒¬B(x)).
14. Iz pretpostavki

∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x2,x3,x4,x1)) i

∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x3,x1,x2,x4))

neformalno izvesti svaku od slede}ih formula:

(1) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x3,x4,x1,x2))

(2) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x4,x1,x2,x3))

(3) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x2,x3,x1,x4))

(4) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x1,x2,x4,x3))
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Teorija skupova

2.1 Aksiome teorije skupova - I

Univerzum skupova opisujemo koriste}i dva binarna predikata ∈ (pri-

padawe) i = (jednakost). Promenqive }emo ozna~avati malim i velikim

slovima latinice sa ili bez indeksa. Umesto ∈ (·, ·) i = (·, ·) koristi}emo
tzv. infiksnu notaciju · ∈ · i ·= ·. Za negacije atomi~nih formula koris-
timo kra}e oznake: umesto ¬x ∈ y i ¬x = y redom pi{emo x 6∈ y i x 6= y.

Osnovna, unapred pretpostavqena, svojstva univerzuma nazivamo ak-

siomama teorije skupova. Sve deduktivne posledice koje izvodimo iz

aksioma nazivamo teoremama teorije skupova. Pri dokazivawu teorema

koristimo pravila dedukcije i primewujemo ih na aksiome i teoreme koje

smo ve} dokazali. Iako su aksiome i teoreme zapravo formule izabra-

nog predikatskog jezika, mi }emo ih formulisati i na govornom (srp-

skom) jeziku, jer to zna~ajno olak{ava razumevawe onoga {to se wima

tvrdi. Ipak, formulacije }e pratiti i odgovaraju}e formule, osim u

slu~ajevima kada su one veoma komplikovane i te{ko ~itqive. Dokaze

teorema uglavnom }emo navoditi u neformalnom obliku, pri ~emu }emo

za one jednostavnije (u prvim odeqcima ove glave) navoditi i formalne

varijante.

Aksioma ekstenzionalnosti

Prva aksioma koju navodimo opisuje vezu izme|u ∈ i =.

40
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AKSIOMA EKSTENZIONALNOSTI

Dva skupa su jednaka akko i samo ako imaju iste elemente.

∀a∀b(a = b⇔∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b))

Odmah mo`emo dokazati neke o~ekivane osobine jednakosti.

TEOREMA 1. (1) Za svaki skup a va`i a = a.
(2) Za sve skupove a i b, iz a = b sledi b = a.
(3) Za sve skupove a, b, c, iz a = b i b = c sledi a = c.

DOKAZ . (1) Neka je a proizvoqan skup. Jednostavno se mo`e dokazati

formula ∀x(x∈ a⇔ x∈ a) (videti poddokaz 5-9 dokaza navedenog u narednoj
napomeni), iz koje prema aksiomi ekstenzionalnosti dobijamo a = a.

NAPOMENA 1. Navedenidokaz je neformalna varijantaformalnog dokaza sekventa
∀a∀b(a = b⇔∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b)) ` ∀a(a = a):

1. ∀a∀b(a = b⇔∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b)) aksioma ekstenzionalnosti (Ax1)
2. a (@elimo da doka`emo ∀a(a = a).)
3. a = a⇔∀x(x ∈ a⇔ x ∈ a) ∀aE∀bE, 1

4. ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ a)⇒ a = a ⇔DL
E , 3

5. x (@elimo da doka`emo ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ a).)
6. x ∈ a
7. x ∈ a⇒ x ∈ a ⇒U, 6

8. x ∈ a⇔ x ∈ a ⇔U, 7

9. ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ a) ∀xU, 5-8

10. a = a ⇒E, 4, 9

11. ∀a(a = a) ∀aU, 2, 10

(2) Neka su a i b proizvoqni skupovi. Iz a = b, prema aksiomi eksten-
zionalnosti sledi ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b), odakle se jednostavno mo`e izvesti

∀x(x ∈ b⇔ x ∈ a). Iz posledwe formule, prema navedenoj aksiomi, dobi-
jamo b = a.

(3) Neka su a, b i c proizvoqni skupovi. Pretpostavimo da va`i a = b
i b = c. Prema aksiomi ekstenzionalnosti imamo ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b) i

∀x(x ∈ b⇔ x ∈ c), odakle izvodimo ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ c). Najzad, iz posledwe
formule, primenom aksiome ekstenzionalnosti, dobijamo a = c.
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NAPOMENA 2. Formalni dokazi sekvenata koji se pomiwu u dokazima tvrdwi

(2) i (3) prethodne leme:

(2) ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b) ` ∀x(x ∈ b⇔ x ∈ a)
(3) ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b),∀x(x ∈ b⇔ x ∈ c) ` ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ c)
potpuno su analogni dokazima sekvenata iz zadatka 1.5 pod (4) i (5).

Inkluzija

Neformalno, ukoliko su svi elementi skupa a ujedno i elementi skupa b,
ka`emo da je a podskup od b, odn. b je nadskup od a, i pi{emo a ⊆ b, odn.
b ⊇ a. Odnos me|u skupovima ozna~en simbolom ⊆ naziva se inkluzija.

Formalno, a⊆ b (kao i b⊇ a) je skra}eni zapis formule ∀x(x ∈ a⇒ x ∈ b).
Tako|e, ka`emo da je a strogi podskup od b (b je strogi nadskup od a) ako je
a⊆ b (b⊇ a) i a 6= b, i pi{emo a⊂ b (b⊃ a). Formalno, a⊂ b je skra}eni

zapis formule a⊆ b∧a 6= b.

TEOREMA 2. (1) Za svaki skup a va`i a⊆ a.
(2) Za sve skupove a i b, iz a⊆ b i b⊆ a sledi a = b.
(3) Za sve skupove a, b, c, iz a⊆ b i b⊆ c sledi a⊆ c.

DOKAZ. Slede}e sekvente nije te{ko dokazati (dokazi su potpuno analogni

dokazima sekvenata iz primera 1.22 i zadatka 1.5 pod (1) i (2)):

(1) ∀x(x ∈ a⇒ x ∈ a)
(2) ∀x(x ∈ a⇒ x ∈ b),∀x(x ∈ b⇒ x ∈ a) ` ∀x(x ∈ a⇔ x ∈ b)
(3) ∀x(x ∈ a⇒ x ∈ b),∀x(x ∈ b⇒ x ∈ c) ` ∀x(x ∈ a⇒ x ∈ c)
odakle neposredno (uz primenu aksiome ekstenzionalnosti za tvr|ewe (2))

slede tvr|ewa navedena u lemi.

Aksioma praznog skupa

AKSIOMA PRAZNOG SKUPA

Postoji skup koji nema elemenata.

∃y∀x(x 6∈ y)

Skup ~ije postojawe tvrdi aksioma praznog skupa mora, prema aksiomi

ekstenzionalnosti, biti jedinstven. Zaista, ozna~imo sa y1 i y2 skupove za

koje va`i

∀x(¬x ∈ y1) i ∀x(¬x ∈ y2).
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Iz ove dve formule jednostavno izvodimo ∀x(x ∈ y1⇔ x ∈ y2), odakle, ko-
riste}i aksiomu ekstenzionalnosti, zakqu~ujemo da je y1 = y2.

NAPOMENA 3. Navodimo i formalni dokaz sekventa

∀x(¬x ∈ y1),∀x(¬x ∈ y2) ` ∀x(x ∈ y1⇔ x ∈ y2).

1. ∀x(¬x ∈ y1)
2. ∀x(¬x ∈ y2)
3. x
4. x ∈ y1
5. ¬x ∈ y1 ∀xE, 1

6. ⊥ ¬E, 4, 5

7. x ∈ y2 ⊥E, 6

8. x ∈ y1⇒ x ∈ y2 ⇒U, 4-7

9. x ∈ y2
10. ¬x ∈ y2 ∀xE, 2

11. ⊥ ¬E, 9, 10

12. x ∈ y1 ⊥E, 11

13. x ∈ y2⇒ x ∈ y1 ⇒U, 9-12

14. x ∈ y1⇔ x ∈ y2 ⇔U, 8, 13

15. ∀x(x ∈ y1⇔ x ∈ y2) ∀xU, 3-14

Primetimo da je ovo izvo|ewe potpuno analogno izvo|ewu sekventa iz zadatka

1.6.

Jedinstveni skup koji nema elemenata ozna~avamo sa /0 i nazivamo ga

praznim skupom. Dakle, ∀x(x 6∈ /0). U nastavku, oznaku /0 koristimo kao

simbol konstante univerzuma skupova.

Postojawe i jedinstvenost praznog skupa tvrdi slede}a formula, koja

je, kao {to smo pokazali posledica uvedenih aksioma:

∃y∀x(x 6∈ y)︸ ︷︷ ︸
ϕ(y)

∧∀y1∀y2(∀x(x 6∈ y1)︸ ︷︷ ︸
ϕ[y1/y]

∧∀x(x 6∈ y2)︸ ︷︷ ︸
ϕ[y2/y]

⇒ y1 = y2).

Uop{te, formule oblika

(∗) ∃yϕ(y)∧∀y1∀y2(ϕ[y1/y]∧ϕ[y2/y]⇒ y1 = y2),

koje kra}e ozna~avamo ∃!yϕ(y), tvrde da postoji jedinstveni objekat y koji
zadovoqava izvesnu formulu ϕ .
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TEOREMA 3. Za svaki skup a va`i /0⊆ a.

DOKAZ. Treba dokazati formulu ∀x(x ∈ /0⇒ x ∈ a).
1. ∀x(¬x ∈ /0)
2. x
3. x ∈ /0
4. ¬x ∈ /0 ∀xE, 1

5. ⊥ ¬E, 3, 4

6. x ∈ a ⊥E, 5

7. x ∈ /0⇒ x ∈ a ⇒U, 3-6

8. ∀x(x ∈ /0⇒ x ∈ a) ∀xU, 2-7

Aksiome para, izdvajawa, unije i partitivnog skupa

Sve naslovqene aksiome, koje navodimo u ovom odeqku, jesu oblika

(α∗) ∀a1 · · ·∀an∃y∀x(x ∈ y⇔ α(x,a1, . . . ,an)),

gde }e α(x,a1, . . . ,an) biti neka formula specijalnog oblika, u kojoj se y
ne pojavquje slobodno i svaka promenqiva koja se slobodno pojavquje u

ovoj formuli jeste neka (ne nu`no i svaka) od promenqivih x,a1, . . . ,an.

Intuitivno, navedeni oblik razumemo na slede}i na~in: ako su a1, . . . ,an
proizvoqni skupovi, tada postoji skup y koji sadr`i samo one x za koje

se mo`e utvrditi veza α(x,a1, . . . ,an). Za svaku formulu α , skup y ~ije

postojawe tvrdi formula (α∗) mora biti jedinstven prema aksiomi ek-

stenzionalnosti. Zaista, ako za proizvoqno izabrane a1, . . . ,an, sa y1 i y2
ozna~imo skupove takve da je

∀x(x ∈ y1⇔ α(x,a1, . . . ,an)) i ∀x(x ∈ y2⇔ α(x,a1, . . . ,an)),

onda se jednostavno mo`e izvesti ∀x(x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2), a zbog aksiome ek-

stenzionalnosti i y1 = y2.

Postavqa se pitawe, mo`emo li za svako α , formulu (α∗) prihvatiti
kao aksiomu. Odgovor je negativan, kao {to pokazuje ~uveni Raselov

paradoks.

Raselov paradoks. Neka je α(x,a1, . . . ,an) formula x 6∈ x. Ozna~imo ovu

formulu sa ρ(x). Tada (ρ∗) postaje: ∃y∀x(x ∈ y⇔ x 6∈ x). Me|utim, iz ove

formule jednostavno izvodimo kontradikciju:
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1. ∃y∀x(x ∈ y⇔ x 6∈ x)
2. v ∀x(x ∈ v⇔ x 6∈ x)
3. v ∈ v⇔ v 6∈ v ∀xE, 2

...

i. ⊥
i+1. ⊥ ∃xE, 1, 2-i
Kontradikcija je svakako ne{to {to ne smemo dozvoliti. Dakle, {ema

(α∗) je neprihvatqiva u op{tem slu~aju. Smemo je koristiti samo za

formule α(x,a1, . . . ,an) specijalnog oblika:

• x = a1∨ x = a2,

• x ∈ a∧ϕ(x,a,a1, . . . ,an), za bilo koju formulu ϕ(x,a,a1, . . . ,an),

• ∀t(t ∈ x⇒ t ∈ a),

• ∃t(t ∈ a∧ x ∈ t).

AKSIOMA PARA ∀a1∀a2∃y∀x(x ∈ y⇔ x = a1∨ x = a2)

Aksioma para tvrdi da za svaka dva skupa a1 i a2 postoji skup y
~iji su jedini elementi a1 i a2. Ve} smo istakli da se mo`e izvesti

∀a1∀a2∃!y∀x(x ∈ y⇔ x = a1 ∨ x = a2). Jedinstveni skup koji sadr`i a1 i

a2 kao jedine elemente ozna~avamo {a1,a2}. Specijalno, za proizvoqan a1,

skup {a1,a1} ozna~avamo {a1} i nazivamo ga singltonom (ili jedno~lanim

skupom). Uvedene oznake koristitimo pri zapisivawu formula, pri ~emu

imamo na umu da ove oznake mo`emo eleminisati pomo}u slede}ih ekviva-

lencija:

x ∈ {a1,a2}⇔ x ∈ a1∨ x = a2 i x ∈ {a1}⇔ x ∈ a1∨ x = a1⇔ x = a1.

AKSIOMA IZDVAJAWA ∀a∀a1 · · ·∀an∃y∀x(x ∈ y⇔ x ∈ a∧ϕ(x,a,a1, . . . ,an))

Da bismo jednostavnije objasnili zna~ewe aksiome izdvajawa, posma-

tra}emo wen specijalan slu~aj

∀a∃y∀x(x ∈ y⇔ x ∈ a∧ϕ(x,a)).

Ovim oblikom aksiome se tvrdi da za svaki skup a i bilo koju formulu

ϕ(x,a)mo`emoformirati skup (izdvojiti podskup od a) koji }e sadr`avati
samo one elemente x iz a za koje se mo`e utvrditi ϕ(x,a). Po{to takav skup
mora biti jedinstven, uvodimo posebnu oznaku za wega {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)}
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ili {x ∈ a | ϕ(x,a)}. Primetimo da je {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)} ⊆ a. Isti~emo i

slede}u ekvivalenciju:

t ∈ {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)}⇔ t ∈ a∧ϕ(t,a).

AKSIOMA PARTITIVNOG SKUPA ∀a∃y∀x(x ∈ y⇔∀t(t ∈ x⇒ t ∈ a))

Setimo se da x ⊆ a shvatamo kao skra}ewe formule ∀t(t ∈ x⇒ t ∈ a),
pa aksiomu partitivnog skupa mo`emo zapisati i u slede}em obliku:

∀a∃y∀x(x ∈ y⇔ x ⊆ a). Dakle, ova aksioma tvrdi da za svaki skup a pos-

toji skup koji sadr`i sve podskupove skupa a i drugih elemenata nema.

Taj jedinstveni skup ozna~avamo P(a) i nazivamo partitivni skup od a.
Posebno isti~emo ekvivalenciju koju }emo koristiti pri radu sa parti-

tivnim skupovima:

x ∈ P(a)⇔ x⊆ a.

AKSIOMA UNIJE ∀a∃y∀x(x ∈ y⇔∃t(t ∈ a∧ x ∈ t))

Aksioma unije tvrdi da za svaki skup a postoji skup koji sadr`i sve

elemente elemenata skupa a i drugih elemenata nema. Taj jedinstveni skup

ozna~avamo
⋃

a ili
⋃

t∈a
t i nazivamo unijom skupa a.

x ∈
⋃

a⇔∃t(t ∈ a∧ x ∈ t)

PRIMER 1. Polaze}i od praznog skupa /0, navodimo neke od skupova koje

mo`emo izgraditi primenom navedenih aksioma.

Koriste}i aksiomu para: { /0}, {{ /0}}, {{{ /0}}}, { /0,{ /0}}, { /0,{{ /0}}},
{{ /0},{{ /0}}} itd. Primetimo da su svi navedeni skupovi me|usobno raz-

li~iti.

Koriste}i aksiomu partitivnog skupa: P( /0) = { /0}, P({ /0}) = { /0,{ /0}},
P({ /0,{ /0}}) = { /0,{ /0},{{ /0}},{ /0,{ /0}}} itd.

Koriste}i aksiomu izdvajawa, na primer, iz skupa P({ /0,{ /0}}) formu-
lom /0 ∈ x∨{ /0} ∈ x mo`emo �izdvojiti� skup

{x | x ∈ P({ /0,{ /0}})∧ ( /0 ∈ x∨{ /0} ∈ x)}= {{ /0},{{ /0}},{ /0,{ /0}}}.

Primenom aksiome unije mo`emo formirati, na primer, skup

{ /0,{ /0},{{ /0}}}. Zaista, formirajmo singlton { /0} i par {{ /0},{{ /0}}}, a
zatim od ovih skupova novi par {{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}. Tada je⋃

{{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}= { /0,{ /0},{{ /0}}}.
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Da bi se lak{e uo~ilo da prethodna jednakost va`i, podvla~imo elemente

skupa ~iju uniju tra`imo, a nadvla~imo elemente elemenata istog skupa:

{ { /0} , {{ /0} , {{ /0}}} }.

Slobodnije re~eno, ako su skupovi zadati navo|ewem elemenata unutar

viti~astih zagrada, onda
⋃

a dobijamo brisawem viti~atih zagrada koje

se odnose na elemente skupa a (i izbacivawem praznog skupa ukoliko je

on element od a):

ako je a = {{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}, onda je
⋃

a = {6{ /0 6 }, 6 {{ /0},{{ /0}} 6}}

Korisno je imati na umu slede}e:

• na primer, ako {a,b,c} ∈ X , onda a,b,c ∈
⋃

X ;

• na primer, ako a,b,c ∈ X , onda {a,b,c} ∈ P(X).

Do sada smo navedene aksiome koristili da bismo dokazali postojawe

izvesnih skupova. U nastavku }emo dokazati ne{to druga~iji rezultat: da

ne postoji skup koji sadr`i sve skupove.

TEOREMA 4. Ne postoji skup koji sadr`i sve skupove.

DOKAZ. Iz navedenih aksioma izve{}emo formulu ¬∃y∀x(x ∈ y). Umesto

formalnog izvo|ewa, navodimo samo osnovne korake dokaza.

Pretpostavimo suprotno, da postoji skup svih skupova, ∃y∀x(x ∈ y).
Ozna~imo sa v takav skup, ∀x(x ∈ v). (Nije te{ko pokazati da ovakav skup v
mora biti jedinstven.) Prema aksiomi izdvajawa mo`emo formirati skup

u = {x | x ∈ v∧ x 6∈ x}. Iz ∀x(x ∈ u⇔ x ∈ v∧ x 6∈ x), izvodimo

(∗) u ∈ u⇔ u ∈ v∧u 6∈ u.

Prema zakonu iskqu~ewa tre}eg, u ∈ u ili u 6∈ u.
Ako u ∈ u, koriste}i implikaciju u ∈ u⇒ u ∈ v∧u 6∈ u, dobijenu iz (∗),

izvodimo u ∈ v∧u 6∈ u, tj. u 6∈ u. Kontradikcija.
Neka u 6∈ u. Iz ∀x(x ∈ v) zakqu~ujemo da u ∈ v (v sadr`i sve skupove,

pa samim tim sadr`i i u), pa imamo u ∈ v∧u 6∈ u. Koriste}i implikaciju
u ∈ v∧u 6∈ u⇒ u ∈ u, dobijenu iz (∗), izvodimo u ∈ u. Kontradikcija.
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Izvedene kontradikcije obaraju polaznu pretpostavku∃y∀x(x∈ y). Dak-
le, ¬∃y∀x(x ∈ y).

POSLEDICA 1. Za svaki skup postoji skup koji mu ne pripada.

DOKAZ. Tvr|ewe direktno sledi iz prethodne teoreme i De Morganovih

zakona za kvantifikatore: ¬∃y∀x(x ∈ y)⇔∀y∃x(x 6∈ y).

Za bilo koji skup a, unija
⋃

a sadr`i samo one elemente koji pripadaju

bar jednom elementu iz a. Ako je a neprazan skup, onda iz jednog elementa

skupa a mo`emo izdvojiti samo one elemente koji pripadaju svim elemen-

tima iz a:

(∗) x ∈
⋂

a ⇔ ∀t(t ∈ a⇒ x ∈ t).

Ovako odre|en skup
⋂

a je jedinstven i nazivamo ga presekom skupa a.
Umesto

⋂
a ponekada se pi{e i

⋂
t∈a

t. Va`no je imati na umu da je definisan

samo presek nepraznih skupova. Presek praznog skupa nije definisan, jer

bi se u tom slu~aju ekvivalencijom (∗) tvrdilo da je
⋂

/0 zapravo skup svih

skupova (jednostavno je dokazati formulu ∀t(t ∈ /0⇒ x ∈ t)).
Na kraju ovog odeqka uvodimo oznake za nekoliko skupova koje }emo

kasnije ~esto koristiti u primerima. Te skupove ozna~i}emo poznatim

simbolima za prirodne brojeve (iz razloga koji }e kasnije biti sasvim

jasni): 0 = /0, 1 = {0} = { /0}, 2 = {0,1} = { /0,{ /0}}, 3 =
⋃
{2,{2}} = {0,1,2},

4 =
⋃
{3,{3}}= {0,1,2,3} itd.

ZADATAK 1. Za bilo koje skupove a, b, c, opravdati postojawe i jedin-

stvenost skupa {a,b,c}.

ZADATAK 2. Dokazati da za svaki skup a va`i jednakost a =
⋃
P(a).
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2.2 Bulove operacije i Dekartov proizvod

Ve} smo naglasili da }emo kao promenqive koristiti i velika slova

latinice, {to je u matemati~koj literaturi uobi~ajeno, pa }emo u nas-

tavku sve ~e{}e tako postupati. Koriste}i navedene aksiome, uvodimo

tzv. Bulove (skupovne) operacije.

Presek skupova A i B jeste skup A∩B koji

sadr`i samo one elemente koji pripadaju i

skupu A i skupu B, i drugih elemenata osim
ovih nema.

Formalno, iz uvedenih aksioma se dokazuje:

∀A∀B∃!Y∀x(x ∈ Y ⇒ x ∈ A∧ x ∈ B︸ ︷︷ ︸
x∈A∧α(x,A,B)

).

Presek skupova A i B ozna~avamo A∩B: A∩B = {x | x ∈ A∧x ∈ B}. Skupovi
A i B su disjunktni ako je A∩B = /0.

Razlika skupova A i B jeste skup

koji sadr`i samo one elemente

koji pripadaju skupu A, a ne pri-
padaju skupu B, i drugih eleme-

nata osim ovih nema.
Iz uvedenih aksioma se dokazuje:

∀A∀B∃!Y∀x(x ∈ Y ⇒ x ∈ A∧ x 6∈ B)

Razliku skupova A i B ozna~avamo A\B: A\B = {x | x ∈ A∧ x 6∈ B}.
Specijalno, ako je B⊆ A, razliku A\B nazi-

vamo komplementom skupa B u odnosu na A.
Kada je u nekom kontekstu jasno u odnosu na

koji skup A se odre|uju komplementi, onda

umesto A\B pi{emo B{.
Unija skupova A i B jeste skup A∪B koji sadr`i samo one elemente

koji pripadaju skupu A ili skupu B (bar jednom od skupova A, B), i drugih

elemenata osim ovih nema.

Formalno, unija dva skupa se uvodi na slede}i na~in: A∪B =
⋃
{A,B}.

Za bilo koje x imamo:
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x ∈ A∪B ⇔ x ∈
⋃
{A,B}

⇔ ∃t(t ∈ {A,B}∧ x ∈ t)
⇔ ∃t((t = A∨ t = B)∧ x ∈ t)
⇔ ∃t((t = A∧ x ∈ t)∨ (t = B∧ x ∈ t))
⇔ ∃t(t = A∧ x ∈ t)∨∃t(t = B∧ x ∈ t)
⇔ x ∈ A∨ x ∈ B,

Navedenim ekvivalencijskim lancem opravdan je uobi~ajeni zapis

A∪B = {x | x ∈ A∨ x ∈ B}.

NAPOMENA 4. U prethodnom ekvivalencijskom lancu koristili smo ekvivalen-

ciju ∃t(t = A∧ x ∈ t)⇔ x ∈ A koju nije te{ko dokazati. Navodimo skra}eni dokaz

implikacije ∃t(t = A∧ x ∈ t)⇒ x ∈ A.

1. ∃t(t = A∧ x ∈ t) pretpostavka

2. t t = A∧ x ∈ t
3. t = A ∧L

E, 2

4. x ∈ t ∧D
E , 2

5. t = A⇔∀u(u ∈ t⇔ u ∈ A) aksioma

· · · i. x ∈ t⇔ x ∈ A iz 3 i 5 primenom⇔LD
E ,⇒E, ∀uE

i+1. x ∈ A iz 4 i i primenom⇔LD
E ,⇒E

i+2. x ∈ A ∃xE, 1, 2-i+1

Obratnu implikaciju x ∈ A⇒∃t(t = A∧ x ∈ t) je jo{ lak{e dokazati.

1. x ∈ A
· · · i. A = A
i+1. A = A∧ x ∈ A [Ova formula je zapravo (t = A∧ x ∈ t)[A/t]] ∧U, 1, i
i+2. ∃t(t = A∧ x ∈ t) ∃tU, i+1

TEOREMA 5. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:
1. A∩A = A 2. A∪A = A
3. A∩B = B∩A 4. A∪B = B∪A
5. A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C 6. A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C
7. A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C) 8. A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)
9. A\ (B∩C) = (A\B)∪ (A\C) 10. A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C)
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DOKAZ. Sve navedene jednakosti jednostavno dokazujemo formirawem ekvi-

valencijskih lanaca u kojima koristimo odgovaraju}e teoreme predikatske

logike. Navodimo samo nekoliko dokaza, a ostale prepu{tamo ~itaocima.

Jednakost (1) A∩A = A potvr|uje lanac

x ∈ A∩A⇔ x ∈ A∧ x ∈ A⇔ x ∈ A,

u kome je druga ekvivalenicija poznata teorema iskazne logike α ∧α ⇔ α .

Jednakost (8) A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) potvr|uje lanac

x ∈ A∪ (B∩C) ⇔ x ∈ A∨ x ∈ B∩C⇔ x ∈ A∨ (x ∈ B∧ x ∈C)

⇔ (x ∈ A∧ x ∈ B)∨ (x ∈ A∧ x ∈C)

[` α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧β )∨ (α ∧β )]

⇔ x ∈ A∩B ∨ x ∈ A∩C
⇔ x ∈ (A∩B)∪ (A∩C).

Jednakost (10) A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C) potvr|uje lanac

x ∈ A\ (B∪C) ⇔ x ∈ A∧¬x ∈ B∪C⇔ x ∈ A∧¬(x ∈ B∨ x ∈C)

⇔ x ∈ A∧ (¬x ∈ B∧¬x ∈C)

[` ¬(α ∨β )⇔¬α ∧¬β ]

⇔ (x ∈ A∧¬x ∈ B)∧ (x ∈ A∧¬x ∈C)

[` α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧β )∧ (α ∧ γ)]

⇔ x ∈ A\B ∧ x ∈ A\C
⇔ x ∈ (A\B)∩ (A\C).

TEOREMA 6. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:
1. A∩B⊆ A, A∩B⊆ B, 2. A⊆ A∪B, B⊆ A∪B,
3. Ako je C ⊆ A i C ⊆ B, onda je C ⊆ A∩B,
4. Ako je A⊆C i B⊆C, onda je A∪B⊆C,
5. Ako je B⊆C, onda je A\C ⊆ A\B.

DOKAZ. Tvrdwe (1) i (2) direktno slede iz definicija inkluzije, preseka i

unije, i slede}ih teorema predikatske logike:
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(1) x ∈ A∧ x ∈ B⇒ x ∈ A, x ∈ A∧ x ∈ B⇒ x ∈ B,
(2) x ∈ A⇒ x ∈ A∨ x ∈ B, x ∈ B⇒ x ∈ A∨ x ∈ B.

(3) IzC ⊆ A iC ⊆ B, tj. ∀x(x ∈C⇒ x ∈ A) i ∀x(x ∈C⇒ x ∈ B), zakqu~ujemo
∀x(x ∈C⇒ x ∈ A∧ x ∈ B), tj. ∀x(x ∈C⇒ x ∈ A∩B), pa je C ⊆ A∩B.

(4) Iz A⊆C i B⊆C, tj. ∀x(x ∈ A⇒ x ∈C) i ∀x(x ∈ B⇒ x ∈C), zakqu~ujemo
∀x(x ∈ A∨ x ∈ B⇒ x ∈C), tj. ∀x(x ∈ A∪B⇒ x ∈C), pa je A∪B⊆C.

(5) Iz B ⊆ C, tj. ∀x(x ∈ B⇒ x ∈ C), prema zakonu kontrapozicije imamo

∀x(x 6∈C⇒ x 6∈ B), a odatle i ∀x(x ∈ A∧ x 6∈C⇒ x ∈ A∧ x 6∈ B), pa je A\C ⊆
A\B.

POSLEDICA 2. Ako je B⊆ A i C ⊆ A, onda je:
(1) (B∩C){ = B{∪C{ i (B∪C){ = B{∩C{,
(2) iz B⊆C sledi C{ ⊆ B{.

PRIMER 2. Doka`imo da je P(A∩B) = P(A)∩P(B).
Treba dokazati ekvivalenciju:

X ∈ P(A∩B)⇔ X ∈ P(A)∧X ∈ P(B),

odnosno, prema definicije partitivnog skupa,

X ⊆ A∩B⇔ X ⊆ A∧X ⊆ B.

Implikaciju X ⊆ A∩B⇒ X ⊆ A∧X ⊆ B, dokazujemo uz pomo} leme 6

(1) i leme 2 (3): ako je X ⊆ A∩B, onda, zbog A∩B ⊆ A i A∩B ⊆ B, mora
biti i X ⊆ A i X ⊆ B. Obratna implikacija, X ⊆ A∧X ⊆ B⇒ X ⊆ A∩B,
jeste zapravo tvrdwa teoreme 6 (3).

Ispitajmo da li upravo dokazana jednakost va`i ukoliko presek za-

menimo unijom. Implikaciju X ⊆ A∨ X ⊆ B ⇒ X ⊆ A∪ B nije te{ko

dokazati: ako je X ⊆ A, onda, zbog A⊆ A∪B, dobijamo X ⊆ A∪B, a ako je
X ⊆ B, onda, zbog B⊆ A∪B, opet dobijamo X ⊆ A∪B. Dakle, za bilo koje
skupove va`i A i B va`i P(A)∪P(B)⊆ P(A∪B).

Me|utim, ako je X ⊆ A∪B, skup X ne mora biti podskup nijednog od

skupova A, B. Na primer, ako je A = {0,1}, B = {1,2} i X = {0,2}, bi}e
X ⊆ A∪B, ali X 6⊆ A i X 6⊆ B. Druga~ije zapisano, X ∈P(A∪B), X 6∈P(A) i
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X 6∈ P(B). Primetimo da smo navedenim izborom skupova A, B, X zapravo

dokazali prvu formulu slede}eg ekvivalencijskog lanca:

∃A∃B∃X(X ∈ P(A∪B)∧X 6∈ P(A)∧X 6∈ P(B))
⇔ ∃A∃B∃X¬(¬X ∈ P(A∪B)∨ (X ∈ P(A)∨X ∈ P(B))
⇔ ∃A∃B¬∀X(X ∈ P(A∪B)⇒ (X ∈ P(A)∨X ∈ P(B))
⇔ ∃A∃B¬(P(A∪B)⊆ P(A)∪P(B))
⇔ ¬∀A∀B(P(A∪B)⊆ P(A)∪P(B))

Ure|en par skupova a i b, u oznaci (a,b), zami{qamo kao celinu koju

~ine a i b navedeni odre|enim redosledom � jasno se zna koji objekat je prvi

(levi) ~lan celine, a koji je drugi (desni) ~lan celine. Kqu~na osobina

ure|enih parova jeste da iz (a,b) = (c,d) sledi a = c i b = d.

Formalno, ure|en par skupova a i b mo`emo definisati kao skup

{{a},{a,b}}: (a,b) def
= {{a},{a,b}}. Primetimo da ure|en par (a,b) nije

isto {to i par {a,b}. Za ure|eni par (a,b), skup a se naziva prva koordi-

nata, a skup b druga koordinata. Doka`imo da za ovako uvedene ure|ene

parove va`i navedena osobina.

TEOREMA 7. Neka su a, b, c i d bilo koji skupovi. Tada:

(a,b) = (c,d)⇔ a = c∧b = d.

DOKAZ. Posebno dokazujemo svaku implikaciju.

(⇐) Ako je a = c i b = d, onda je {a} = {c} i {a,b} = {c,d}, pa je i

{{a},{a,b}}= {{c},{c,d}}, tj. (a,b) = (c,d).

(⇒) Neka je (a,b) = (c,d), tj. {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Znamo da su dva

skupa jednaka ako imaju iste elemente, pa iz pretpostavqene jednakosti

zakqu~ujemo da va`e jednakosti navedene u svakom od slede}a dva slu~aja.

Dokaza}emo da u oba slu~aja mora biti a = c∧b = d.

1. slu~aj: {a}= {c}, {a,b}= {c,d}. Iz {a}= {c} sledi da je a = c, a odatle
i {a,b}= {c,d}, pa je i b = d.

2. slu~aj: {a} = {c,d}, {a,b} = {c}. Iz {a} = {c,d} sledi a = c = d, a iz
{a,b}= {c} da je a = b = c. Samim tim, svakako va`i a = c i b = d.
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Dekartov proizvod skupova A i B jeste skup ure|enih parova ~ije prve

koordinate pripadaju skupu A, a druge skupu B. Da bismo opravdali pos-

tojawe jednog ovakvog skupa, najpre }emo odrediti skup u kome se (izme|u

ostalog) nalaze svi ure|eni parovi navedenog oblika, a zatim }emo iz tog

skupa izdvojiti samo `eqene ure|ene parove.

Ako a ∈ A i b ∈ B, tada a,b ∈ A∪B, odakle sledi {a},{a,b} ⊆ A∪B,
tj. {a},{a,b} ∈ P(A∪B). Daqe imamo {{a},{a,b}} ⊆ P(A∪B), odnosno
(a,b) = {{a},{a,b}} ∈ P(P(A∪B)). Naravno, skup P(P(A∪B)) sadr`i i

svakakve druge skupove (koji nisu ure|eni parovi, kao i ure|ene parove

~ije koordinate ne ispuwavaju postavqeni uslov), ali primenom aksiome

izdvajawa mo`emo formirati najavqeni Dekartov proizvod koji }emo

ozna~avati A×B:

A×B = {x | x ∈ P(P(A∪B))∧∃a∃b(a ∈ A∧b ∈ B∧ x = (a,b))}.

U matemati~koj literaturi vrlo ~esto se Dekartov proizvod A×B zadaje

kao skup {(a,b) | a∈A∧b∈B}, {to je opravdano jer znamo da su svi elementi
skupa A×B ure|eni parovi i to upravo oni ~ija prva koordinata dolazi

iz A, a druga iz B. Kada `elimo da doka`emo da izvesni ure|eni par (x,y)
pripada A×B, dovoqno je da doka`emo x ∈ A i y ∈ B.

(x,y) ∈ A×B⇔ x ∈ A∧ y ∈ B

PRIMER 3. Dekartov proizvod skupova A = {0,1,2} i B = {0,1} jeste skup

A×B = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}.

Primetimo da je

B×A = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)},

kao i da je A×B 6= B×A.
Mo`emo formirati i slede}e Dekartove proizvode:

A×A = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)},

B×B = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Budu}i da prazan skup nema elemente, ne mo`emo formirati ure|ene

parove ~ija jedna koordinata dolazi iz praznog skupa. Odavde sledi da za

svaki skup A va`e jednakosti A× /0 = /0 = /0×A.
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LEMA 1. Za sve skupove A, B, C va`e jednakosti:

(1) A× (B∪C) = (A×B)∪ (A×C),
(2) A× (B∩C) = (A×B)∩ (A×C),
(3) A× (B\C) = (A×B)\ (A×C).

DOKAZ. (1) Dokaz navodimo u obliku slede}eg ekvivalencijskog lanca:

(x,y) ∈ A× (B∪C) ⇔ x ∈ A∧ y ∈ B∪C
⇔ x ∈ A∧ (y ∈ B∨ y ∈C)

⇔ (x ∈ A∧ y ∈ B)∨ (x ∈ A∧ y ∈C)

⇔ (x,y) ∈ A×B∨ (x,y) ∈ A×C
⇔ (x,y) ∈ (A×B)∪ (A×C)

Za proizvoqne a, b, c, ure|eni par ((a,b),c) kra}e ozna~avamo (a,b,c)
i nazivamo ure|enom trojkom, i a, b, c redom nazivamo prvom, drugom,

tre}om koordinatom ure|ene trojke (a,b,c). Slede}i ekvivalencijski

lanac dokazuje osnovnu osobinu ure|enih trojki:

(a,b,c) = (a1,b1,c1) ⇔ (a,b) = (a1,b1)∧ c = c1

⇔ a = a1∧b = b1∧ c = c1.

Skup svih ure|enih trojki ~ija prva koordinata pripada skupu A, druga
skupu B, i tre}a skupu C jeste skup (A× B)×C, koji se kra}e ozna~ava

A×B×C. Sli~no kao za Dekartove proizvode dva skupa, pi{emo

A×B×C = {(a,b,c) | a ∈ A∧b ∈ B∧ c ∈C}.

Potpuno analogno uvodimo ure|ene ~etvorke, petorke itd:

(a,b,c,d) def
= ((a,b,c),d), (a,b,c,d,e) def

= ((a,b,c,d),e), . . . ,

i Dekartove proizvode vi{e od tri skupa:

A×B×C×D = {(a,b,c,d) | a ∈ A∧b ∈ B∧ c ∈C∧d ∈ D}, . . .

Ako je A bilo koji skup, Dekartove proizvode A×A, A×A×A, A×A×A
itd. nazivamo Dekartovim stepenima i kra}e ih ozna~avamo A2, A3, A4 itd.



56 2.2. BULOVE OPERACIJE I DEKARTOV PROIZVOD

NAPOMENA 5. Skupovi (A×B)×C i A× (B×C) nisu jednaki, pa zato u zapisu

A×B×C ne izostavqamo zagrade zbog asocijativnosti, ve} po dogovoru. Prema

op{tem dogovoru o izostavqawu zagrada u ozna~avawu Dekartovog proizvoda

podrazumeva se da je A1×A2×A3×A4×·· ·×An kra}i zapis za

(· · ·(((A1×A2)×A3)×A4)×·· ·)×An,

a ne da se zagrade mogu postavqati proizvoqno.
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2.3 Relacije

Da bismo pojednostavili zapisivawe formula, usvajamo slede}e dogovore:

za bilo koju formulu α :

• (∀x ∈ X)α ozna~ava ∀x(x ∈ X ⇒ α);

• (∃x ∈ X)α ozna~ava ∃x(x ∈ X ∧α);

• (∃!x ∈ X)α ozna~ava ∃!x(x ∈ X ∧α).

Nije te{ko dokazati slede}u ekvivalenciju

(∃!x ∈ X)α ⇔ (∃x ∈ X)α ∧ (∀x1 ∈ X)(∀x1 ∈ X)(α[x1/x]∧α[x2/x]⇒ x1 = x2).

Sli~ne dogovore primewujemo u obi~nom tekstu: �za svaki (postoji) x∈ X�
zna~i �za svaki (postoji) x koji pripada X�. Tako|e, �skup X ⊆ A� zna~i

�skup X koji je podskup skupa A�.
Do sada smo nove pojmove uvodili u obi~nom tekstu isti~u}i ih masnim

slovima. U nastavku, za svaki va`an pojam navodimo izdvojenu definiciju.

DEFINICIJA 1. Svaki podskup od X ×Y naziva se binarna relacija

izme|u X iY . Specijalno, podskup od X×X naziva se binarna relacija

skupa X .

Dakle, P(A×B) je skup svih relacija izme|u A i B.

PRIMER 4. Ako je A = {0,1,2} i B = {0,1}, onda je R =
{(0,0),(1,1),(2,0),(2,1)} binarna relacija izme|u A i B. U jednostavnim

slu~ajevima, kao {to je ovaj, pogodno je relaciju R prikazati grafi~ki

kao {to u~iweno na narednim slikama.
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Navodimo jo{ nekoliko relacija iz A u B: P = {(1,2)}, Q =
{(0,0),(0,1)}, S = {(0,1),(1,1),(2,1)} itd. Primetimo i da su /0 i A×B
tako|e dve binarne relacije izme|u A i B; /0 nazivamo praznom relacijom,

a A×B punom relacijom.

PRIMER 5. Neka je R neka relacija skupa A, R⊆ A×A. Da bismo grafi~ki
prikazali R ne moramo dva puta �crtati� skup A. Na primer, relaciju
R = {(0,0),(0,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2)} skupa A = {0,1,2,3,4} grafi~ki
mo`emo prikazati kao na narednim slikama, pri ~emu je o~igledno kako

je slika desno nastala.

Relacija ∆A = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} ⊆ A×A je va`an primer

relacije skupa A � naziva se dijagonala skupa A.

DEFINICIJA 2. Dijagonala skupa X je skup

∆X = {(x,y) | (x,y) ∈ X×X ∧ x = y}= {(x,x) | x ∈ X}.

DEFINICIJA 3. Neka je R⊆ X×Y . Relacija R−1 ⊆Y ×X data sa R−1 =
{(y,x) | (x,y) ∈ R} naziva se inverzna relacija relacije R.
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NAPOMENA 6. Nije te{ko aksiomama opravdati postojawe skupa ∆X . Iz skupa

X ×X izdvajamo (oslawaju}i se, naravno, na aksiomu izdvajawa) ure|ene parove

~ije su koordinate iste.

∆X = {z ∈ X×X | (∃x ∈ X)z = (x,x)}

Koriste}i se sli~nim argumentima, ako je R⊆ X×Y , onda je

R−1 = {z ∈ Y ×X | (∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(z = (y,x)∧ (x,y) ∈ R)}.

PRIMER 6. Neka je A = {0,1,2} i B = {0,1}.
Ako je R⊆ A×B i R = {(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)}, onda je R−1 ⊆ B×A i

R−1 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,2)}. Grafi~ki prikaz relacije R−1 dobijamo

promenom smera svih strelica relacije R.

DEFINICIJA 4. Neka je R⊆ X ×Y i Q⊆ Y ×Z. Relacija Q◦R⊆ X ×Z
data sa

Q◦R = {(x,z) ∈ X×Z | ∃y ∈ Y ((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)}

naziva se kompozicija relacija R i Q.

NAPOMENA 7. Aksiomom izdvajawa jednostavno se mo`e opravdati postojawe

skupa koji je kompozicija relacija R⊆ X×Y i Q⊆ Y ×Z:

Q◦R = {u ∈ X×Y | (∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(∃z ∈ Z)(u = (x,z)∧ (x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)}.
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PRIMER 7. Na slici dole levo prikazane su dve relacije P ⊆ A×B i

Q⊆ B×C. Odredimo kompoziciju Q◦P.

Oslawaju}i se na date grafove relacija uo~avamo da (x,z) pripada
relacijiQ◦P ako postoji strelica iz x u neki element skupaY i strelica

iz tog istog elementa u z, tj. ako su x i z povezani dvema nadovezanim

strelicama (kraj jedne strelice poklapa se sa po~etkom druge strelice).

TEOREMA 8. Neka je R⊆ X×Y , Q⊆ Y ×Z i P⊆ Z×U . Tada je:

(1) R◦∆X = R = ∆Y ◦R,
(2) (R−1)−1 = R,
(3) (Q◦R)−1 = R−1 ◦Q−1,

(4) P◦ (Q◦R) = (P◦Q)◦R

DOKAZ . (1) O~igledno su R ◦ ∆X i ∆Y ◦ R podskupovi od X ×Y . Dokaze

`eqenih jednakosti navodimo u obliku slede}ih ekvivalencijskih lanaca:

(x,y) ∈ R◦∆X ⇔ (∃t ∈ X)((x, t) ∈ ∆X ∧ (t,y) ∈ R)
⇔ (∃t ∈ X)(x = t ∧ (t,y) ∈ R)
⇔ (x,y) ∈ R

(x,y) ∈ ∆Y ◦R ⇔ (∃t ∈ Y )((x, t) ∈ R∧ (t,y) ∈ ∆Y )

⇔ (∃t ∈ Y )((x, t) ∈ R∧ t = y)
⇔ (x,y) ∈ R

Opravdaweposledwih ekvivalencija unavedenimlancima sasvim je analogno

onom koje je navedeno u napomeni 4 na strani 50.

(2) Iz R ⊆ X ×X , sledi da je R−1 ⊆ Y ×X , pa je (R−1)−1 ⊆ X ×Y . Ostaje

jo{ da za proizvoqan ure|en par (x,y) iz X ×Y doka`emo ekvivalenciju

(x,y) ∈ (R−1)−1⇔ (x,y) ∈ R:

(x,y) ∈ (R−1)−1⇔ (y,x) ∈ R−1⇔ (x,y) ∈ R.
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(3)Neka jeR⊆X×Y iQ⊆Y×Z. Tada jeQ◦R⊆X×Z, pa je (Q◦R)−1⊆ Z×X .
Tako|e, R−1 ⊆ Y ×X i Q−1 ⊆ Z×Y , odakle zakqu~ujemo R−1 ◦Q−1 ⊆ Z×X .
Ostaje jo{ da za svaki ure|eni par (z,x) iz Z×X doka`emo ekvivalenciju

(z,x) ∈ (Q◦R)−1⇔ (z,x) ∈ R−1 ◦Q−1:

(z,x) ∈ (Q◦R)−1 ⇔ (x,z) ∈ Q◦R
⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)

⇔ (∃y ∈ Y )((y,x) ∈ R−1∧ (z,y) ∈ Q−1)

⇔ (∃y ∈ Y )((z,y) ∈ Q−1∧ (y,x) ∈ R−1)

⇔ (z,x) ∈ R−1 ◦Q−1

(4) Neka je R ⊆ X ×Y , Q ⊆ Y × Z i P ⊆ Z×U . Tada je Q ◦R ⊆ X × Z, pa
je P ◦ (Q ◦ R) ⊆ X ×U . Tako|e, P ◦Q ⊆ Y ◦U , pa je (P ◦Q) ◦ R ⊆ X ×U .

Ostaje jo{ da za svaki ure|eni par (x,u) iz X ×U doka`emo ekvivalenciju

(x,u) ∈ P◦ (Q◦R)⇔ (x,u) ∈ (P◦Q)◦R:

(x,u) ∈ P◦ (Q◦R) ⇔ (∃z ∈ Z)((x,z) ∈ Q◦R∧ (z,u) ∈ P)
⇔ (∃z ∈ Z)((x,z) ∈ Q◦R∧ (z,u) ∈ P)
⇔ (∃z ∈ Z)((∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)∧ (z,u) ∈ P)
⇔ (∃z ∈ Z)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P)
⇔ (∃y ∈ Y )(∃z ∈ Z)((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P)
⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧∃z(z ∈ Z∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P))
⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,u) ∈ P◦Q)

⇔ (x,u) ∈ (P◦Q)◦R

NAPOMENA 8. Kada se promenqiva v ne pojavquje slobodno u formuli α , tada je

` ∃v(α ∧β )⇔ α ∧∃vβ ,

{to smo koristili u dokazu tvr|ewa (4). Pored toga, koristili smo i

` ∃v1∃v2ϕ ⇔∃v2∃v3ϕ,

kao i asocijativnost konjunkcije.
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TEOREMA 9. Neka je R,R1 ⊆ X×Y i Q,Q1 ⊆ Y ×Z.
(1) Ako je R⊆ R1, onda je Q◦R⊆ Q◦R1.

(2) Ako je Q⊆ Q1, onda je Q◦R⊆ Q1 ◦R.

Svaki skup R ~iji su elementi ure|eni parovi jeste zapravo binarna

relacija skupa
⋃⋃

R. Zaista, koordinate bilokog para (a,b)izRpripadaju

skupu
⋃⋃

R: ako (a,b) = {{a},{a,b}} ∈ R, onda {a},{a,b} ∈
⋃

R, pa a,b ∈⋃⋃
R. Dakle, svaki skup R ure|enih parova mo`emo smatrati binarnom

relacijom: R ⊆ (
⋃⋃

R)× (
⋃⋃

R). Skup svih prvih koordinata ure|enih

parova iz R naziva se domen relacije R i obele`ava se dom(R), a skup svih
drugih koordinata naziva se kodomen relacije R i obele`ava codom(R) ili
ran(R).

dom(R) = {a ∈
⋃⋃

R | ∃b(b ∈
⋃⋃

R∧ (a,b) ∈ R)}

ran(R) = {b ∈
⋃⋃

R | ∃a(a ∈
⋃⋃

R∧ (a,b) ∈ R)}

Va`ne binarne relacije

U ovom pododeqku izdvajamo najva`nije vrste binarnih relacija.

DEFINICIJA 5. Neka je R⊆ X×X . Relacija R je:

• refleksivna ako je ∆X ⊆ R, tj. za svako x iz X va`i (x,x) ∈ R;

• irefleksivna (ili antirefleksivna) ako je∆X ∩R= /0, tj. za svako
x iz X va`i (x,x) 6∈ R;

• simetri~na ako je R ⊆ R−1, tj. za sve x,y ∈ X , iz (x,y) ∈ R sledi

(y,x) ∈ R;

• antisimetri~na ako je R∩R−1 ⊆ ∆X , tj. za sve x,y ∈ X , iz (x,y) ∈ R
i (y,x) ∈ R sledi x = y;

• tranzitivna ako je R ◦R ⊆ R, tj. za sve x,y,z ∈ X , iz (x,y) ∈ R i

(y,z) ∈ R sledi (x,z) ∈ R;

• linearna ako je R∪R−1 = X ×X , tj. za sve x,y ∈ X , (x,y) ∈ R ili

(y,x) ∈ R.
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PRIMER 8. Da bismo grafi~ki ilustrovali navedene osobine, posma-

tra}emo nekoliko binarnih relacija skupa X = {0,1,2,3}.

Relacija P nije refleksivna, jer postoji x ∈ X takav da (x,x) 6∈ P:
(2,2) 6∈ P. Ali, relacija P nije ni irefleksivna. Relacija Q nije reflek-

sivna, ali je irefleksivna, jer za svako x ∈ X va`i (x,x) 6∈ Q. Primetimo
da nerefleksivnost nije isti {to i irefleksivnost.

Simetri~nost relacije zna~i da izme|u svaka dva elementa ili ne

postoji nijedna strelica ili postoje dve suprotno orijentisane, pa jed-

nostavno uo~avamo da je S simetri~na relacija. Da bismo pojednostavili
crte`e, u slu~aju simetri~nih relacija dve strelice koje povezuju isti

par elemenata, zamewujemo jednom du`i. Kod antisimetri~nih relacija

izme|u svaka dva razli~ita elementa mo`e postojati najvi{e jedna stre-

lica; prisustvo ili odsustvo petqi nije povezano sa osobinom anti-

simetri~nosti. Relacije P i Q su antisimetri~ne.

Imaju}i na umu grafi~ke reprezentacije relacija, tranzitivnost

zna~i da za svake dve nadovezane strelice (kraj jedne strelice isti je kao

po~etak druge strelice), postoji strelica koja direktno povezuje po~etak

prve i kraj druge. Tranzitivne relacije pojednostavqeno prikazujemo

tako {to izostavqamo svaku strelicu izme|u x i z ukoliko postoji y
i strelice koje povezuju x sa y i y sa z. Na primer, kada ka`emo da je

tranzitivna relacija T data slikom dole levo, mislimo na prikaz desno.

Naravno, ako se ne istakne da je T tranzitivna relacija, onda se na

slici levo ne podrazumevaju nikakve dodatne strelice.
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PRIMER 9. Ako je R binarna relacija skupa X , R ⊆ X ×X , i A ⊆ X , onda
je R∩ (A×A) o~igledno jedna binarna relacija skupa A. Ova relacija se
ozna~ava RA i naziva restrikcija relacije R na A.

Svako od svojstava refleksivnost, simetri~nost, antisimetri~nost,

tranzitivnost i linearnost je univerzalno, u smislu da je opisano for-

mulom u kojoj se pojavquju iskqu~ivo univerzalni kvantifikatori i to

na po~etku formule. Odavde nije te{ko zakqu~iti da ako R ima bilo koje

od nabrojanih svojstava, tada to svojstvo ima i relacija RA skupa A, za
bilo koje A ⊆ X . Naravno, neka od restrikcija relacije R mo`e imati

svojstva koja nema relacija R.

Relacije ekvivalencije

DEFINICIJA 6. Relacija R ⊆ X ×X je relacija ekvivalencije ako je

refleksivna, simetri~na i tranzitivna.

PRIMER 10. Relacija E skupa {0,1,2,3,4,5} zadata je slede}im grafom.

Nije te{ko uo~iti da je E relacija ekvivalencije. Relacija je reflek-

sivna, jer oko svakog elementa uo~avamo petqu. Simetri~na je zato {to

za svaku strelicu koja povezuje neka dva elementa postoji suprotno usme-

rena strelica koja povezuje iste elemente. Tranzitivna je, jer za svaka dva

elementa povezana dvema nadovezanim strelicama (kraj jedne poklapa se

sa po~etkom druge strelice) postoji strelica koja ih direktno povezuje.

PRIMER 11. Za svaki skup X , relacija ∆X = {(x,x) | x ∈ X} ⊆ X ×X , jeste
jedna relacija ekvivalencije, koja se naziva i jednakost na skupuX (videti

primer 5).

DEFINICIJA 7. Neka je E ⊆ X ×X relacija ekvivalencije. Za svaki
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element x ∈ X skup

[x]E = {y ∈ X | (x,y) ∈ E}

naziva se klasa ekvivalencije elementa x u odnosu na relaciju E. Skup
svih klasa ekvivalencije naziva se koli~ni~ki skup i obele`ava se

X/E. Dakle,
X/E = {[x]E | x ∈ X}.

NAPOMENA 9. Klase ekvivalencije se u literaturi i druga~ije ozna~avaju. Na

primer, umesto [x]E pi{e se i x/E, ili Cx u slu~ajevima kada je jasno o kojoj

relaciji ekvivalencije je re~.

PRIMER 12. 1) Odredimo klase ekvivalencije relacije iz primera 10.

[0]E = {0}, [1]E = [2]E = {1,2}, [3]E = [4]E = [5]E = {3,4,5}.

Koli~ni~ki skup je

{0,1,2,3,4,5}/E = {[0]E , [1]E , [2]E , [3]E , [4]E , [5]E}= {{0},{1,2},{3,4,5}}

O~igledno da je klasama ekvivalencije skup {0,1,2,3,4,5} razbijen na
neprazne disjunktne podskupove ~ija je unija navedeni skup. [tavi{e,

za svaku klasu ekvivalencije C, presek R∩ (C×C) je jedna puna relacija
skupa C.

2) Klase ekvivalencije odre|ene relacijom∆X jesu jedno~lani skupovi:

[x]∆X = {x}, x ∈ X .
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TEOREMA 10. Neka je E ⊆ S×S relacija ekvivalencije.

1. Za svako x ∈ S, x ∈ [x]E , pa je samim tim [x]E 6= /0.

2. Za sve x,y ∈ S va`i (x,y) ∈ E akko [x]E = [y]E .

3. Za sve x,y ∈ S va`i [x]E 6= [y]E akko [x]E ∩ [y]E = /0.

4. S =
⋃

S/E =
⋃

x∈S[x]E .

DOKAZ. 1. Tvr|ewe sledi direktno iz definicije klase ekvivalencije i

~iwenice da je relacija ekvivalencije refleksivna.

2. (⇒) Pretpostavimo da (x,y) ∈ E. Treba dokazati da je [x]E = [y]E .
Ako z∈ [x]E , onda (x,z)∈ E. Zbog simetri~nosti relacije E, iz (x,y)∈ E

sledi da (y,x) ∈ E. Kako je E tranzitivna relacija iz (y,x) ∈ E i (x,z) ∈ E
sledi (y,z)∈ E, tj. z∈ [y]E . Dakle, [x]E ⊆ [y]E . Obrnuta inkluzija se dokazuje
na isti na~in.

(⇐) Pretpostavimo da je [x]E = [y]E . Zbog refleksivnosti relacije E
imamo da y ∈ [y]E , pa y ∈ [x]E {to zna~i da (x,y) ∈ E.

3. (⇒) Neka je [x]E 6= [y]E , tj. (x,y) 6∈ E (prema tvr|ewu pod 2). Treba

dokazati da je [x]E ∩ [y]E = /0. Pretpostavimo suprotno, da je [x]E ∩ [y]E 6= /0,
tj. da postoji z takav da je z ∈ [x]E ∩ [y]E . Tada z ∈ [x]E i z ∈ [y]E , tj. (x,z) ∈ E
i (y,z) ∈ E. Zbog simetri~nosti relacije E imamo da (z,y) ∈ E. Uzimaju}i
u obzir tranzitivnost relacije E iz (x,z) ∈ E i (z,y) ∈ E zakqu~ujemo da

(x,y) ∈ E {to je suprotno polaznoj pretpostavci.

(⇐) Pretpostavimo da je [x]E ∩ [y]E = /0. Ako bi bilo [x]E = [y]E , imali
bismo da je [x]E = [y]E = [x]E ∩ [y]E = /0, {to je nemogu}e prema tvr|ewu pod
1. Dakle, [x]E 6= [y]E .

DEFINICIJA 8. Particija (ili razbijawe) skupa S je skup Π ⊆ P(S)
koji zadovoqava slede}e uslove:

1. za svako X ∈Π va`i X 6= /0;

2. za sve X ,Y ∈Π, ako je X 6= Y , onda je X ∩Y = /0;
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3. S =
⋃

Π

Prema teoremi 10, svaka relacija ekvivalencije E na nekom skupu A
odre|uje particiju A/E skupa A.

TEOREMA 11. Neka su E1 i E2 dve relacije ekvivalencije skupa S takve

da je S/E1 = S/E2. Tada je E1 = E2.

DOKAZ . Dokaza}emo da je E1 ⊆ E2. Pretpostavimo da (x,y) ∈ E1. Tada

y ∈ [x]E1 ∈ S/E1. Kako je S/E1 = S/E2, zakqu~ujemo da [x]E1 ∈ S/E2, tj. da je

[x]E1 = [x′]E2 , za neko x′ ∈ S. Iz x ∈ [x]E1 = [x′]E2 , sledi da (x′,x) ∈ E2, pa je

[x]E2 = [x′]E2 . Dakle, y ∈ [x]E1 = [x′]E2 = [x]E2 , odakle dobijamo da (x,y) ∈ E2.

Inkluzija E1 ⊇ E2 se dokazuje analogno.

Svaka particija nekog skupa odre|uje jednu relaciju ekvivalencije

takvu da je odgovaraju}i koli~ni~ki skup zadata particija ({to tvrdi

naredna teorema). [tavi{e, ta relacija ekvivalencije je jedinstvena

prema prethodnoj teoremi. Relaciju ekvivalencije rekonstrui{emo iz

partcije tako{tona svakom elementuparticije defini{emopunurelaciju,

a zatim uzmemo uniju tih punih relacija: ako je Π particija skupa S, onda
ona odre|uje relaciju ekvivalencije E =

⋃
{P×P | P ∈Π}. Drugim re~ima,

dva elementa su u relaciji E ako i samo ako pripadaju istom ~lanu parti-

cije.

PRIMER 13. Relacija ekvivalencije koja je odre|ena particijom Π =
{{0},{1,2},{3,4,5,6}}, skupa {0,1,2,3,4,5,6}, prikazana je na narednoj

slici (desno).

TEOREMA 12. Za svakuparticijuΠ skupa S, postoji jedinstvenarelacija
ekvivalencije E takva da je Π = S/E.
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DOKAZ. (Egzistencija) Neka je E ⊆ S×S definisano na slede}i na~in:

(x,y) ∈ E def⇔ postoji X ∈Π tako da x,y ∈ X .

(Refleksivnost) Neka je x ∈ S proizvoqan. Tada je x ∈ S =
⋃

Π, pa postoji

X ∈Π takav da x ∈ X , i samim tim (x,x) ∈ E.
(Simetri~nost) Neka x,y ∈ S. Ako (x,y) ∈ E, onda postoji X ∈ Π takav da

x,y ∈ X , odakle trivijalno sledi i da (y,x) ∈ E.
(Tranzitivnost) Neka x,y,z ∈ S. Pretpostavimo da (x,y) ∈ E i (y,z) ∈ E.
Tada postoje X1,X2 ∈Π takvi da x,y∈ X1 i y,z∈ X2. O~igledno je X1∩X2 6= /0,
odakle sledi da mora biti X1 = X2. Dakle, oba elementa x i z pripadaju
jednom skupu iz Π, pa prema tome (x,z) ∈ E.

Po definiciji relacije E sledi da su klase ekvivalencije ove relacije

skupovi iz Π. Zaista, ako je x ∈ S proizvoqan, tada postoji X ∈Π takav da

x ∈ X i svi elementi iz S koji su u relaciji sa x moraju pripadati skupu

X , pa je [x]E = X . Naravno, i svaki skup iz Π je klasa nekog elementa, jer je

neprazan.

(Jedinstvenost) sledi direktno iz prethodne teoreme. Zaista, ako pos-

toji jo{ jedna relacija ekvivalencije E ′ takva da je X/E ′ = Π, onda je

X/E ′ = X/E, pa prema prethodnoj teoremi sledi da je E = E ′.

Prema prethodnoj teoremi, relacije ekvivalencije mo`emo definisati

samo zadavawem particije.

Relacije poretka

DEFINICIJA 9. Relacija R⊆ X×X je:

• relacija poretka, odnosno ure|ewe ako je refleksivna, anti-

simetri~na i tranzitivna;

• relacija linearnog poretka, odnosno linearno ure|ewe ako je re-

fleksivna, antisimetri~na, tranzitivna i za sve x,y ∈ X va`i

(x,y) ∈ R ili (y,x) ∈ R;

• relacija strogog poretka, odnosno strogo ure|ewe ako je ireflek-

sivna i tranzitivna.
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TEOREMA 13. 1) Ako je 4 ure|ewe skupa X , onda je relacija ≺ data sa:

x≺ y akko x4 y∧ x 6= y,

strogo ure|ewe skupa X .
2) Ako je ≺ strogo ure|ewe skupa X , onda je relacija 4 data sa:

x4 y akko x≺ y∨ x = y,

ure|ewe skupa X .

DOKAZ. 1) (Irefleksivnost) Relacija≺ je irefleksivna, jer je konjunkcija

x4 x∧ x 6= x neta~na za svako x.
(Tranzitivnost) Neka je x≺ y i y≺ z. Tada je

x4 y, x 6= y, y4 z,y 6= z.

Kako je 4 tranzitivna, iz x 4 y i y 4 z, sledi da je x 4 z. Ostaje jo{ da se

doka`e da je x 6= z. Pretpostavimo suprotno, da je x = z. Tada je x 4 y i

y 4 x, pa zbog antisimetri~nosti relacije 4 va`i x = y, {to nije mogu}e

jer je x 6= y.
2) (Refleksivnost) Relacija 4 je refleksivna, jer za svako x va`i x = x,

a samim tim i x≺ x∨ x = x.
(Antisimetri~nost) Pretpostavimo da je x 4 y i y 4 x. Treba da

doka`emo da je x = y. Pretpostavimo suprotno da je x 6= y. Tada mora

biti x≺ y i y≺ x. Me|utim, iz tranzitivnosti relacije≺ sledi da je x≺ x,
{to nije mogu}e, jer je ≺ irefleksivna relacija.

(Tranzitivnost) Pretpostavimo da je x 4 y i y 4 z. Treba dokazati da

je x4 z. Razlikujemo nekoliko slu~ajeva.
1. slu~aj. Ako je x = y i y = z, onda je x = z, pa va`i x4 z.
2. slu~aj. Ako je x≺ y i y = z, onda je i x≺ z, pa je x4 z.
3. slu~aj. Ako je x = y i y≺ z, onda je i x≺ z, pa je x4 z.
4. slu~aj. Ako je x ≺ y i y ≺ z, onda zbog tranzitivnosti relacije ≺

va`i x≺ z, a samim tim i x4 z.

NAPOMENA 10. Ako je neka relacija poretka prikazana grafi~ki, brisawem svih
petqi dobijamo odgovaraju}u relaciju strogog poretka. Va`i i obrnuto, dodava-

wem svih petqi na prikaz relacije strogog poretka, dobijamo prikaz odgovaraju}e

relacije poretka.
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Relacije strogog poretka uglavnom se ozna~avaju znacima poput <, ≺,
C, < i sli~no, a wima odgovaraju}e relacije poretka dodavawem crtice

ispod znaka: 6 (ili ≤), � (ili 4), E, v. U nastavku }emo ovaj dogovor o

ozna~avawu podrazumevati.

PRIMER 14. Za bilo koji skupX , inkluzija odre|uje jednu relaciju poretka
na skupu P(X):
(R) za sve A ∈ P(X) va`i A⊆ A,
(AS) za sve A,B ∈ P(X), iz A⊆ B i B⊆ A sledi A = B,
(T) za sve A,B,C ∈ P(X), iz A⊆ B i B⊆C sledi A⊆C.

Ovoj relaciji (⊆) odgovara relacija odre|ena strogom inkluzijom (⊂).

DEFINICIJA 10. Neka je 6 relacija poretka na skupu X .

• Element a ∈ X je 6-najmawi ako za svako x ∈ X va`i a6 x.

• Element a ∈ X je 6-najve}i ako za svako x ∈ X va`i x6 a.

• Element a ∈ X je 6-minimalan ako ne postoji x ∈ X takav da je

x< a. (Naravno,<ozna~ava strogiporedak koji odgovaraporetku

6).

• Element a ∈ X je 6-maksimalan ako ne postoji x ∈ X takav da je

a < x.

U slu~ajevima kada je jasno za koju relaciju poretka 6 odre|ujemo ele-

mente uvedene prethodnom definicijom, u nazivima tih elemenata izostav-

qamoprefiks �6-�. Isti~emoneke zna~ajne ~iwenice u vezi sa prethodnom
definicijom.

• Ako, u odnosu na neki poredak, postoji najmawi element, onda je on

jedinstven. Isto va`i i za najve}i element.

• Najmawi element, akopostoji, ujedno je i (jedini)minimalan element;

najve}i element je jedini maksimalan element.

• Mogu}e je da u odnosu na neko ure|ewe postoji vi{e minimalnih, odn.

maksimalnih elemenata.
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PRIMER 15. Posmatrajmo relacije odre|ene inkluzijom na nekim

skupovima.

• ⊆ na skupu P({0,1,2}): najmawi element /0, pa je samim tim i jedini

minimalan element; najve}i element je {0,1,2}, pa je ujedno i jedini
maksimalan element.

• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ { /0}: najmawi element ne postoji, a mini-

malni elementi su {0}, {1}, {2}; najve}i element je {0,1,2}, pa je i
jedini maksimalan element.

• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ {{0,1,2}}: najmawi element /0, pa je i je-

dini minimalan element; najve}i element ne postoji, a maksimalni

elementi su {0,1}, {1,2}, {0,2}.

• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ { /0,{0,1,2}}: ne postiji ni najmawi ni na-

jve}i element; minimalni elementi su {0}, {1}, {2}, a maksimalni
{0,1}, {1,2}, {0,2}.
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2.4 Funkcije

DEFINICIJA 11. RelacijaF izme|u skupovaX iY ,F ⊆X×Y jefunkcija

iz X u Y , u oznaci F : X → Y , ako za svako x iz X postoji jedinstveno y
iz Y tako da (x,y) ∈ F , {to mo`emo izraziti i slede}im uslovima:

(F1) dom(F) = X , tj. za svako x ∈ X postoji y ∈ Y tako da (x,y) ∈ F ,

(F2) za svako x ∈ X i sve y1,y2 ∈ Y , iz (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F sledi

y1 = y2.

PRIMER 16. Na narednim slikama predstavqeno je nekoliko relacija

izme|u skupova A = {0,1,2,3} i B = {a,b,c,d}.
Relacije P, Q i R nisu funkcije iz A u B. Relacija P ne ispuwava

uslov (F2), prema kome element domena ne mo`e biti po~etak vi{e od

jedne strelice: (0,b) ∈ P, (0,c) ∈ P i b 6= c. Relacija Q ne ispuwava uslov

(F1), prema kome svaki element domena mora biti po~etak neke strelice:
element 1 nije prva koordinata nijednog ure|enog para iz Q. Relacija R
ne zadovoqava ni uslov (F1) ni (F2).

Relacije F , G i H, prikazane na slikama ispod jesu funkcije iz A u B.

Ove funkcionalne relacije kra}e opisujemo slede}im �tabelama�:

F =

(
0 1 2 3
b c a b

)
,G =

(
0 1 2 3
c d a b

)
,H =

(
0 1 2 3
b b b b

)
.
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Zapis F : X → Y je skra}ewe za formulu (∀x ∈ X)(∃!y ∈ Y )(x,y) ∈ F ,
odnosno za konjunkciju slede}e dve formule:

(F1) (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )(x,y) ∈ F ,

(F2) (∀x ∈ X)(∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F ⇒ y1 = y2).

U narednoj lemi navodimo jednu korisnu reformulaciju navedena dva

uslova.

NAPOMENA 11. Teoreme koje izvodimo pre svega kao pomo}na tvr|ewa koja nam
olak{avaju dokazivawe zna~ajnijih rezultata naziva}emo lemama.

LEMA 2. Neka je F ⊆ X ×Y (i F−1 ⊆ Y × X odgovaraju}a inverzna

relacija). F : X → Y akko ∆X ⊆ F−1 ◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y .

DOKAZ. (⇒)Pretpostavimo da F : X→Y . Treba dokazati: (1) ∆X ⊆ F−1 ◦F
i (2) F ◦F−1 ⊆ ∆Y .

(1)Primetimo najpre da je F−1 ◦F ⊆ X×X . Da bismo dokazali (1), biramo
proizvoqno x iz X , i nastojimo da doka`emo (x,x) ∈ F−1 ◦F . Po{to je F
funkcija, prema uslovu (F1), za svako x∈ X postoji y∈Y takav da (x,y)∈ F .
Tada je (y,x) ∈ F−1, odakle sledi da (x,x) ∈ F−1 ◦F .
(2) Primetimo da je F ◦F−1 ⊆ Y ×Y . Neka su y1 i y2 proizvoqni elementi

iz Y takvi da (y1,y2) ∈ F ◦F−1. Treba dokazati da je y1 = y2.

Iz (y1,y2) ∈ F ◦ F−1 sledi da postoji x ∈ X takav da (y1,x) ∈ F−1 i

(x,y2) ∈ F . Tada je i (x,y1) ∈ F . Iz uslova (F2) zakqu~ujemo da mora biti
y1 = y2.

(⇐) Pretpostavimo da je ∆X ⊆ F−1 ◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y . Treba pokazati

uslove (F1) i (F2).
(F1)Neka je x proizvoqan element iz X . Kako je ∆X ⊆ F−1 ◦F , zakqu~ujemo
da (x,x) ∈ F−1 ◦ F , odakle sledi da postoji y iz Y takav da (x,y) ∈ F i

(y,x) ∈ F−1.

(F2) Neka su x ∈ X i y1,y2 ∈ Y proizvoqni takvi da (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F .
Iz (x,y1)∈F sledi da (y1,x)∈F−1, pa (y1,y2)∈F ◦F−1. Kako jeF ◦F−1⊆∆Y ,

zakqu~ujemo da (y1,y2) ∈ ∆Y , tj. y1 = y2.
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NAPOMENA 12. Iz dokaza prethodne leme vidimo da uslovu (F1) odgovara in-

kluzija ∆X ⊆ F−1 ◦F , a uslovu (F2) inkluzija F ◦F−1 ⊆ ∆Y . Ovo mo`emo veoma

jednostavno i formalno izvesti:

∆X ⊆ F−1 ◦F ⇔ (∀x ∈ X)(x,x) ∈ F−1 ◦F

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ F ∧ (y,x) ∈ F−1)

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ F ∧ (x,y) ∈ F)

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )(x,y) ∈ F (F1)

F ◦F−1 ⊆ ∆Y ⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((y1,y2) ∈ F ◦F−1⇒ (y1,y2) ∈ ∆Y )

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((∃x ∈ X)
(
(y1,x) ∈ F−1∧ (x,y2) ∈ F

)
⇒ y1 = y2)

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((∃x ∈ X)((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F)⇒ y1 = y2)

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )(∀x ∈ X)((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F ⇒ y1 = y2) (F2)

U posledwoj ekvivalenciji drugog lanca iskoristili smo slede}u ~iwenicu (vi-

deti zadatak 1.9): ako se x ne pojavquje slobodno u formuli β , onda je formula

(∃xα ⇒ β )⇔∀x(α ⇒ β ) teorema predikatske logike.

Ako F : X → Y , onda umesto (x,y) ∈ F pi{emo F(x) = y ili x F7→ y. Ele-
menti skupa X nazivaju se originali ili argumenti funkcije F . Za svaki
x iz X , element y iz Y takav da je F(x) = y nazivamo F-slikom argumenta

x, pri ~emu }emo prefiks F izostavqati kada je iz konteksta jasno o kojoj

funkciji F je re~. Za x iz X , zapis F(x) mo`emo koristiti i samostalno

kao oznaku odgovaraju}eg elementa iz Y � oznaku F-slike elementa x.

Restrikcije

Ako f : X → Y , tada je za svaki neprazan podskup A od X ( /0 6= A ⊆ X), skup
f ∩ (A×Y ) funkcija iz A u Y . Ova funkcija se obele`ava f |A i naziva

restrikcija funkcije f na (podskup domena) A. Dakle, f | A : A→ Y . Za

x ∈ A va`i f |A (x) = f (x), dok za x ∈ X \A, zapis f |A (x) nema smisla.

PRIMER 17. Neka f : {0,1,2,3}→ {a,b,c}:

f =
(

0 1 2 3
b c a b

)
.

Tada

f |{0,1,2}=
(

0 1 2
b c a

)
, f |{1,3}=

(
1 3
c b

)
, itd.
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LEMA 3. Ako f : X → Y i /0 6= B⊆ A⊆ X , onda je ( f |A) |B= f |B.

DOKAZ. Iz f |A= f ∩ (A×X) i ( f |A) |B= f |A ∩(B×X) sledi da je

( f |A) |B= f |A ∩(B×X) = f ∩ (A×X)∩ (B×X).

Kako je B⊆ A, zakqu~ujemo da je B×X ⊆ A×X , tj. (A×X)∩ (B×X) = B×X .
Dakle, ( f |A) |B= f ∩ (B×X) = f |B.

Kompozicija funkcija

Kompozicija dve funkcije, tako|e je funkcija.

TEOREMA 14. Neka je F : X → Y i G : Y → Z. Tada G◦F : X → Z.

DOKAZ. Jasno je da mora biti G◦F ⊆ X×Z. Proverimo uslove (F1) i (F2).
(F1) Neka je x ∈ X proizvoqno izabran element. Budu}i da F : X → Y ,
postoji element y ∈Y takav da je (x,y) ∈ F . Daqe, po{to G : Y → Z, postoji
element z ∈ Z takav da je (y,z) ∈ G. Odavde, sledi da (x,z) ∈ G◦F .
(F2) Neka su x ∈ X , z1,z2 ∈ Z proizvoqno izabrani elementi, takvi da je

(x,z1) ∈ G◦F i (x,z2) ∈ G◦F .
Iz (x,z1)∈G◦F sledi da postoji y1 ∈Y takav da (x,y1)∈ F i (y1,z1)∈G.
Iz (x,z2)∈G◦F sledi da postoji y2 ∈Y takav da (x,y2)∈ F i (y2,z2)∈G.
Po{to F : X → Y , iz (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F , zakqu~ujemo da y1 = y2.

Najzad, po{to G : Y → Z, iz y1 = y2, (y1,z1) ∈ G i (y2,z2) ∈ G, zakqu~ujemo
da z1 = z2.

NAPOMENA 13. Prema lemi 2, prethodnu teoremu mo`emo dokazati i na slede}i
na~in.

Ako F : X → Y i G : Y → Z, onda je ∆X ⊆ F−1 ◦F , F ◦F−1 ⊆ ∆Y i ∆Y ⊆ G−1 ◦G,
G◦G−1 ⊆ ∆Z . Treba da doka`emo ∆X ⊆ (G◦F)−1 ◦ (G◦F) i (G◦F)◦ (G◦F)−1 ⊆ ∆Z .

Koriste}i teoreme 8 i 9 imamo:

(G◦F)−1 ◦ (G◦F) = (F−1 ◦G−1)◦ (G◦F) = F−1 ◦ (G−1 ◦ (G◦F))

= F−1 ◦ ((G−1 ◦G)◦F)⊇ F−1 ◦ (∆Y ◦F) = F−1 ◦F

⊇ ∆X
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(G◦F)◦ (G◦F)−1 = (G◦F)◦ (F−1 ◦G−1) = G◦ (F ◦ (F−1 ◦G−1))

= G◦ ((F ◦F−1)◦G−1)⊆ G◦ (∆Y ◦G−1) = G◦G−1

⊆ ∆Z

Ako F : X → Y i G : Y → Z, tada za x iz X , element (G◦F)(x), tj. G◦F-
sliku elementa x ozna~avamo i sa G(F(x)).

1-1 i na funkcije

PRIMER 18. Inverzna relacija funkcije ne mora biti funkcija. In-

verzna relacija funkcije F : A→ B (prikazane na narednoj slici levo),

F−1 ⊆ B×A, nije funkcija iz B u A.

Inverzna relacija funkcije G : A→ B (slika dole levo), G−1 ⊆ B×A,
jeste funkcija iz B u A.

Ako F : X → Y , relacija F−1 ⊆ Y × X je funkcija iz Y u X ako va`i

(∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)(y,x) ∈ F−1, tj. (∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)(x,y) ∈ F . Posledwa

formula zapravo predstavqa uslov koji mora da zadovoqi funkcija F da

bi woj inverzna relacija tako|e bila funkcija. Taj uslov ekvivalentan je

konjunkciji slede}a dva uslova:

(S) (∀y ∈ Y )(∃x ∈ X)(x,y) ∈ F , tj. za svako y iz Y postoji x iz X takav da

(x,y) ∈ F (svaki y iz Y jeste slika nekog elementa iz X);
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(I) (∀y ∈ Y )(∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)((x1,y) ∈ F ∧ (x2,y) ∈ F ⇒ x1 = x2), tj. ako
x1 i x2 iz X imaju iste slike, onda su oni jednaki.

Uslov (I) mo`emo formulisati i u slede}em obliku:

(I) (∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)(F(x1) = F(x2)⇒ x1 = x2),
odnosno, oslawaju}i se na zakon kontrapozicije,

(I) (∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)(x1 6= x2⇒ F(x1) 6= F(x2)).
Uglavnom }emo koristiti jednu od ove posledwe dve formulacije.

DEFINICIJA 12. Neka F : X → Y .

1. F je na-funkcija ili surjekcija, u oznaci F : X na→ Y , ako zadovo-
qava uslov (S).

2. F je 1-1 funkcija ili injekcija, u oznaci F : X 1-1→ Y , ako zadovo-

qava uslov (I).

3. F je bijekcijaili obostrano-jednozna~na korespodencija, u oznaci

F : X
1-1−→na Y , ako F : X 1-1→ Y i F : X na→ Y .

Ako F : X na→ Y , ka`emo da je F funkcija iz skupa X na skup Y .

LEMA 4. Neka F : X → Y .

1. F : X 1-1→ Y akko ∆X = F−1 ◦F .

2. F : X na→ Y akko ∆Y = F ◦F−1.

DOKAZ. Ako F : X→Y , onda prema lemi 2 va`i ∆X ⊆ F−1 ◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y .

(1) (⇒) Neka F : X 1-1→ Y . Treba dokazati da je ∆X ⊇ F−1 ◦F . Primetimo da
je F−1 ◦F ⊆ X ×X . Pretpostavimo da (x1,x2) ∈ F−1 ◦F . Tada postoji y iz
Y takav da (x1,y) ∈ F i (y,x2) ∈ F−1, tj. (x2,y) ∈ F . Kako je F 1-1 funkcija,

zakqu~ujemo da je x1 = x2, odnosno (x1,x2) ∈ ∆X .

(⇐) Neka je ∆X = F−1 ◦F . Da bismo dokazali da je F 1-1 funkcija,

pretpostavimo da (x1,y) ∈ F i (x2,y) ∈ F . Tada imamo (x1,y) ∈ F i (y,x2) ∈
F−1, pa (x1,x2) ∈ F−1 ◦F = ∆X , odakle izvodimo `eqeni zakqu~ak: x1 = x2.

(2) (⇒) Neka F : X na→ Y . Treba dokazati da je F ◦F−1 ⊇ ∆Y , tj. da za bilo

koji y iz Y va`i (y,y) ∈ F ◦F−1. Neka je y iz Y proizvoqan. Kako je F na
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funkcija, postoji x iz X takav da (x,y) ∈ F , a samim tim je i (y,x) ∈ F−1,

odakle sledi da (y,y) ∈ F ◦F−1.

(⇐) Neka je F ◦F−1 ⊇ ∆Y . Tada za bilo koji y iz Y va`i (y,y) ∈ F ◦F−1,

{to zna~i da postoji x iz X da je (y,x) ∈ F−1 i (x,y) ∈ F . Dakle, F : X na→
Y .

Ako f : X 1-1→Y , onda za svaki neprazan podskup A od X va`i f |A: A 1-1→Y .
U op{tem slu~aju, restrikcije na-funkcija ne moraju biti na-funkcije.

ZADATAK 3. Neka f : X → Y i g : Y → Z.
(1) Ako f : X 1-1→ Y i g : Y 1-1→ Z, onda g◦ f : X 1-1→ Z.
(2) Ako f : X na→ Y i g : Y na→ Z, onda g◦ f : X na→ Z.

(3) Ako f : X
1-1−→na Y i g : Y

1-1−→na Z, onda g◦ f : X
1-1−→na Z.

POSLEDICA 3. F : X
1-1−→na Y akko ∆X = F−1 ◦F i ∆Y = F ◦F−1.

Ako je F ⊆ X ×Y , pa je F−1 ⊆ Y ×X , jednakosti ∆X = F−1 ◦F i ∆Y =
F ◦F−1 zapravo ka`u da su i F i F−1 funkcije, pri ~emu su obe bijekcije.

Naosnovuprethodnihrazmatrawaizvodimo slede}u zna~ajnuposledicu.

POSLEDICA 4. Neka F : X → Y .

1. Inverzna relacija funkcije F je funkcija akko je F bijekcija.

2. Ako je F bijekcija, onda je i F−1 bijekcija.

NAPOMENA 14. Ako F : X → Y , za y iz Y smemo koristiti zapis F−1(y) samo ako
znamo da je F bijekcija, jer samo tada to ima smisla.

Korisno je primetiti i slede}e. Ako F : X → Y i za G ⊆ Y ×X va`i

G ◦F = ∆X i F ◦G = ∆Y , onda su F i G jedna drugoj inverzne relacije, i

{tavi{e, obe su bijekcije. Zaista, ukoliko je G◦F = ∆X i F ◦G = ∆Y , onda

je:

F−1 = F−1 ◦∆Y = F−1 ◦ (F ◦G) = (F−1 ◦F)◦G⊇ ∆X ◦G = G

i

F−1 = ∆X ◦F−1 = (G◦F)◦F−1 = G◦ (F ◦F−1)⊆ G◦∆Y = G,

odakle sledi G = F−1, a samim tim i G−1 = (F−1)−1 = F .
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Va`ne funkcije

Funkcije zauzimaju veoma zna~ajno mesto u svim matemati~kim oblastima

{to donekle potvr|uje veliki broj sinonima koji se koriste: preslika-

vawa, transformacije, operatori itd. U nastavku }emo izdvojiti neke

najva`nije primere funkcija.

Identi~ko preslikavawe

O~igledno je ∆X jedna funcija iz X u X , ∆X : X → X . Ova funkcija je veoma
zastupqena u matematici i u literaturi se sre}e dosta wenih oznaka idX ,

IX , IdX , 1X itd, pri ~emu se indeks X izostavqa kada je jasno na koji skup

X se odnosi. Mi }emo koristiti oznaku idX : X → X . Primetimo da je

idX(x) = x, za svako x ∈ X . O~igledno, funkcija idX je bijekcija. Posebno

isti~emo slede}u posledicu prethodnih razmatrawa.

POSLEDICA 5. Ako f : X → Y i g : Y → X i va`i g ◦ f = idX i f ◦ g = idY ,

onda su f i g bijekcije, jedna drugoj inverzne.

Projekcije

Za bilo koje skupoveA iB, funkcije πA : A×B→A, πA(x,y) = x i πB : A×B→
B, πB(x,y) = y, nazivaju se projekcije. Projekcije su uvek na funkcije.

Faktor preslikavawa

Ako jeE relacija ekvivalencije skupa S, onda se funkcija k : S→ S/E, k(x)=
[x]E naziva faktor preslikavawe. Faktor preslikavawa su na funkcije.

Binarne operacije

Ako je S neki skup, svaka funkcija iz S×S u S naziva se binarna operacija

skupa S.

PRIMER 19. Binarnu operaciju ∗ : {0,1,2} × {0,1,2} → {0,1,2} skupa

{0,1,2} datu sa

∗=
(

(0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2) (2,0) (2,1) (2,2)
0 0 1 1 2 0 0 2 1

)
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predstavqamo i tzv. Kejlijevom tablicom.

∗ 0 1 2
0 0 0 2
1 1 2 0
2 0 2 0

Uobi~ajeno je da se umesto ∗(x,y) pi{e x ∗ y. Kada god je zadata neka

binarna operacija na skupu,

• ra~unamo vrednosti izraza: na primer, (0∗1)∗ ((2∗2)∗1) = 0∗ (0∗1) =
0∗0 = 0;

• re{avamo jedna~ine: na primer, re{ewa jedna~ine x∗1= 2 su 1 i 2 (x = 1
ili x = 2);

• tragamo za zakonima koje zadovoqava data operacija: na prime, za svaki
x ∈ {0,1,2} va`i: (x∗ x)∗ x = ((x∗ x)∗ x)∗ x.

Uobi~ajeno je da se binarne operacije ozna~avaju raznim specijalnim

simbolima +, ·, ∗, ?, ⊕ itd, kao i da se koristi tzv. infiksna notacija

� oznaku operacije navodimo izme|u argumenata (za razliku od prefiksne

notacije gde se oznaka operacije navodi ispred argumenata).

DEFINICIJA 13. Operacija ∗ : S×S→ S je:

• komutativna ako za sve x,y ∈ S va`i x∗ y = y∗ x;

• asocijativna ako za sve x,y,z ∈ S va`i x∗ (y∗ z) = (x∗ y)∗ z.

Grobo govore}i, komutativnost neke operacije zna~i da bilo koja dva

argumenta smeju da zamene mesta, a da se rezultat ne promeni. Asoci-

jativnost dozvoqava izostavqawe zagrada: umesto x ∗ (y ∗ z) i (x ∗ y) ∗ z
pi{emo x∗ y∗ z, jer je svejedno kako su zagrade postavqene. Naravno, zapis
x∗ y∗ z je nedopustiv ukoliko operacija ∗ nije asocijativna.

PRIMER 20. Operacija ∗ : {0,1,2} × {0,1,2} → {0,1,2} definisana u

prethodnom primeru nije komutativna, jer je, na primer, 0 ∗ 1 = 0 i

1 ∗ 0 = 1. Nije ni asocijativna, jer je, na primer, 1 ∗ (1 ∗ 2) = 1 ∗ 0 = 1
i (1∗1)∗2 = 2∗2 = 0.
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Operacija ? : {0,1,2}×{0,1,2}→ {0,1,2} data Kejlijevom tablicom:

? 0 1 2
0 0 1 1
1 1 2 2
2 1 2 2

jeste komutativna ({to se jednostavno uo~ava, jer je tablica simetri~na u

odnosu na glavnu dijagonalu), ali nije asocijativna: 0? (1?2) = 0?2 = 1
i (0?1)?2 = 1?2 = 2.

PRIMER 21. Narednim tablicama uvodimo dve va`ne binarne operacije

skupa {0,1}:
+2 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Operacija+2 se naziva sabirawe po modulu 2, a · mno`ewe (po modulu 2).
Obe operacije su komutatvne i obe su asocijativne. U asocijativnost se

jednostavnomo`emo uveriti direktnomproverom svihmogu}ih slu~ajeva.

Na primer, asocijativnost operacije +2 potvr|uju rezultati prikazani

u narednoj tabeli:

x y z y+2 z x+2 (y+2 z) x+2 y (x+2 y)+2 z
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1

PRIMER 22. Ako je S bilo koji skup, na skupuP(S) prirodno je posmatrati
operacije preseka, unije i razlike, jer za sve X ,Y ∈ P(S), skupovi X ∩Y ,
X ∪Y i X \Y tako|e pripadaju P(S). Zato uniju, presek i razliku mo`emo
posmatrati i kao operacije (bilo kog) partitivnog skupa P(S), i pisati
∪,∩,\ : P(S)×P(S)→ P(S). Sli~no tome, i komplement u odnosu na skup
S jeste funkcija iz P(S) u sebe { : P(S)→ P(S).
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Skup svih funkcija iz A u B, u oznaci BA dobijamo izdvajawem iz skupa

P(A×B) onih relacija izme|u A i B koje su funkcionalne.

PRIMER 23. Ako je S bilo koji skup, kompozicija dve funkcije iz SS tako|e

je funkcija iz SS, pa samim tim kompozicija predstavqa jednu binarnu

relaciju skupa SS, tj. ◦ : SS×SS→ SS.

Specijalno, za S = {0,1}, skup SS sadr`i slede}e elemente:

idS =

(
0 1
0 1

)
f =

(
0 1
0 0

)
g =

(
0 1
1 0

)
h =

(
0 1
1 1

)
,

a operaciji kompozicije odgovara slede}a Kejlijeva tablica:

◦ idS f g h
idS idS f g h
f f f f f
g g h idS f
h h h h h

Za bilo koji skup S, operacija ◦ na SS je asocijativna, {to direktno

sledi iz teoreme 8 (3). Da kompozicija, u op{tem slu~aju, nije komuta-

tivna, jednostavno uo~avamo iz prethodne tablice ( f ◦g 6= g◦ f ).

Karakteristi~ne funkcije

Ako je S bilo koji skup, funkcije iz S u dvo~lani skup {0,1} predstavqaju
svojevrsne reprezentacije podskupova od S. Naime, bilo koji podskup A⊆ S
reprezentuje wegova karakteristi~na funkcija χA : S→{0,1},

χA(x) =
{

1, x ∈ A,
0, x 6∈ A.

Ako 1 shvatimo kao �da� i 0 kao �ne�, onda vrednost χA(x) predstavqa
odgovor na pitawe da li x pripada A.

PRIMER 24. Ako je S = {0,1,2,3,4}, onda je:

χ{0,2,4} =

(
0 1 2 3 4
1 0 1 0 1

)
, χ /0 =

(
0 1 2 3 4
0 0 0 0 0

)
itd.
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Svaka funkcija f : S→ {0,1} odre|uje jedan podskup skupa S ~ija je

karakteristi~na funkcija upravo f ; re~ je o podskupu {x ∈ S | f (x) = 1}.
Kako za svaki A ⊆ S va`i (∀x ∈ S)(x ∈ A⇔ χA(x) = 1), zakqu~ujemo da

su podskupovi A1,A2 ⊆ S jednaki ako i samo ako (∀x ∈ S)(χA1(x) = χA2(x)).
Ovo zapa`awe mo`e biti veoma korisno priliko dokazivawa skupovnih

identiteta, {to je ilustrovano u slede}em primeru.

PRIMER 25. Simetri~na razlika skupova A i B jeste skup A4B = (A\B)∪
(B \A). Doka`imo da za bilo koja tri skupa A, B, C va`i A4(B4C) =
(A4B)4C.

Neka je S = A∪B∪C. Nije te{ko uo~iti da za bilo koje X ,Y ⊆ S, i sve
x ∈ S va`i χX4Y (x) = χX(x)+2 χY (x). Kako je A,B,C⊆ S i+2 asocijativna

operacija imamo da za sve x ∈ S va`i:

χA4(B4C)(x) = χA(x)+2 χB4C(x)
= χA(x)+2 (χB(x)+2 χC(x))
= (χA(x)+2 χB(x))+2 χC(x)
= (χA4B(x)+2 χC(x)
= χ(A4B)4C(x),

odakle sledi `eqena jednakost.

Funkcije iz praznog i u prazan skup

O~igledno je da ne postoje funkcije iz (bilo kog) nepraznog skupa u prazan

skup. Zaista, ako je f ⊆ X × /0, iz X × /0 = /0 zakqu~ujemo da je i f = /0, a
jednostavno mo`emo pokazati ¬(∀x ∈ X)(∃!y ∈ /0)(x,y) ∈ /0. Da li postoje

funkcije iz praznog skupa u neki neprazan skup? Ako je X bilo koji skup,

tada je /0×X = /0, i jedini podskup od /0×X jeste prazan skup. Kako je

/0⊆ /0×X , pitamo se da li /0 mo`emo smatrati funkcijom iz /0 u X . Odgovor
je potvrdan ukoliko mo`emo da doka`emo

(∗) (∀x ∈ /0)(∃!y ∈ X)(x,y) ∈ /0.

Posledwa formula je skra}ewe za ∀x(x ∈ /0⇒ (∃!y ∈ X)(x,y) ∈ /0), pa kako
va`i ∀x(x 6∈ /0), uo~avamo da se (∗) mo`e dokazati, tj. /0 jeste, i to jedina,

funkcija iz /0 u X . [tavi{e, /0 : /0 1-1→ X , {to se jednostavno mo`e dokazati
kori{}ewem istih argumenata kao ranije. Me|utim, ako je X 6= /0, onda
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�prazna funkcija� /0 nije na funkcija, jer se za (bilo koji) element y iz

X ne mo`e prona}i element x u /0 (jer prazan skup uop{te nema elemenata)

takav da (x,y) ∈ /0. Ali, ako je X = /0, onda trivijalno sledi da je �prazna

funkcija� i na funkcija, tj. /0 : /0
1-1−→na /0.

Direktne i indirektne slike

Neka f : X→Y . Direktna slika skupa A⊆ X jeste podskup odY koji sadr`i

samo one elemente koji su f -slike elemenata iz A. Taj skup ozna~avamo f [A]
i znamo da postoji prema aksiomi izdvajawa:

f [A] = {y ∈ Y | (∃a ∈ A) f (a) = y} ⊆ Y.

Budu}i da su svi elementi skupa f [A] oblika f (a), a ∈ A, pi{emo i f [A] =
{ f (a) | a ∈ A}. Indirektna slika skupa B ⊆ Y jeste podskup od X koji

sadr`i samo one elemente iz X ~ije f -slike pripadaju skupu B. Ovaj skup
ozna~avamo f−1[B]. Dakle,

f−1[B] = {x ∈ X | f (x) ∈ B} ⊆ X .

Primetite da upotreba oznake f−1 u navedenom kontekstu nema nikakve

veze sa pojmom inverzne funkcije.

PRIMER 26. Neka f : {0,1,2}→ {a,b,c}:

f =
(

0 1 2
b a a

)
.

Odredimo direktne slike svih podskupova domena:

f [ /0] = /0, f [{0}] = {b}, f [{1}] = {a}, f [{2}] = {a},
f [{0,1}] = {a,b}, f [{1,2}] = {a}, f [{0,2}] = {a,b}, f [{0,1,2}] = {a,b}.
Odredimo i indirektne slike svih podskupova kodomena:

f−1[ /0] = /0, f−1[{a}] = {1,2}, f−1[{b}] = {0}, f−1[{c}] = /0,
f−1[{a,b}] = {0,1,2}, f−1[{a,c}] = {1,2}, f−1[{b,c}] = {0},
f−1[{a,b,c}] = {0,1,2}.

Posebno nagla{avamo da se, na primer, f−1[{a}] bitno razlikuje od

zapisa f−1(a), koji u ovom slu~aju nema smisla jer f nije bijekcija.
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TEOREMA 15. Neka f : X →Y . Tada za proizvoqne skupove A,A1,A2 ⊆ X
i B,B1,B2 ⊆ Y va`i:
(1) A⊆ f−1[ f [A]]; (2) f [ f−1[B]]⊆ B;
(3) A1 ⊆ A2⇒ f [A1]⊆ f [A2]; (4) B1 ⊆ B2⇒ f−1[B1]⊆ f−1[B2];
(5) f [A1∩A2]⊆ f [A1]∩ f [A2]; (6) f−1[B1∩B2] = f−1[B1]∩ f−1[B2];
(7) f [A1∪A2] = f [A1]∪ f [A2]; (8) f−1[B1∪B2] = f−1[B1]∪ f−1[B2].

DOKAZ. (1) Ako x ∈ A, onda je o~igledno f (x) ∈ f [A]. Kako je f (x) ∈ f [A]
ekvivalentno sa x ∈ f−1[ f [A]], neposredno izvodimo `eqeni zakqu~ak.

(2) Ako y ∈ f [ f−1[B]], onda je y = f (x), za neko x ∈ f−1[B]. Kako je x ∈ f−1[B]
ekvivalentno sa f (x) ∈ B, zakqu~ujemo y = f (x) ∈ B.

(3) Neka je A1 ⊆ A2. Pretpostavimo da y ∈ f [A1]. Tada je y = f (x), za neko
x ∈ A1. Budu}i da je A1 ⊆ A2, iz y = f (x) i x ∈ A1 ⊆ A2 zakqu~ujemo da

y ∈ f [A2].

(4) Neka je B1 ⊆ B2. Pretpostavimo da x ∈ f−1[B1], odn. f (x) ∈ B1. Iz

f (x) ∈ B1 ⊆ B2, zakqu~ujemo da x ∈ f−1[B2].

(5) Ova inkluzija direktno sledi iz (3). Kako je A1∩A2 ⊆ A1 i A1∩A2 ⊆ A2,

prema (3) sledi f [A1∩A2]⊆ f [A1] i f [A1∩A2]⊆ f [A2], a odavde i f [A1∩A2]⊆
f [A1]∩ f [A2].

(6) Inkluziju f−1[B1 ∩ B2] ⊆ f−1[B1]∩ f−1[B2] direktno dobijamo iz (4).

Doka`imo da je i f−1[B1∩B2]⊇ f−1[B1]∩ f−1[B2]. Ako x∈ f−1[B1]∩ f−1[B2],
onda x ∈ f−1[B1] i x ∈ f−1[B2], odn. f (x) ∈ B1 i f (x) ∈ B2. Dakle, f (x) ∈
B1∩B2, {to je ekvivalentno sa x ∈ f−1[B1∩B2].

(7) Nave{}emo formalan dokaz navedene jednakosti, jer verujemo da }e on

jasnije ista}i su{tinu dokaza.

y ∈ f [A1∪A2] ⇔ ∃x(x ∈ A1∪A2∧ y = f (x))
⇔ ∃x((x ∈ A1∨ x ∈ A2)∧ y = f (x))
⇔ ∃x((x ∈ A1∧ y = f (x))∨ (x ∈ A2∧ y = f (x))
⇔ ∃x(x ∈ A1∧ y = f (x))∨∃x(x ∈ A2∧ y = f (x))
⇔ y ∈ f [A1]∨ y ∈ f [A2]

⇔ y ∈ f [A1]∪ f [A2]
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(8) Jednakost dokazuje slede}i ekvivalencijski lanac:

x ∈ f−1[B1∪B2] ⇔ f (x) ∈ B1∪B2

⇔ f (x) ∈ B1∨ f (x) ∈ B2

⇔ x ∈ f−1[B1]∨ x ∈ f−1[B2]

⇔ x ∈ f−1[B1]∪ f−1[B2].

Kolekcije i familije

U mnogim primerima skupova koje smo formirali od 0,1,2,3, . . ., nije nam
bilo va`no to {to su 0,1,2,3, . . . i sami skupovi. Me|utim, u nekim

situacijama bi}e veoma bitno to {to su elementi skupa tako|e skupovi.

Kada `elimo posebno da istaknemo da }emo koristiti ~iwenicu da su ele-

menti nekog skupa tako|e skupovi, onda taj skup nazivamo i kolekcijom

(skupova). Drugim re~ima, kolekcija nije ni{ta drugo do skup za koji

`elimo da naglasimo da su i wegovi elementi skupovi. Re~ kolekcija

je, dakle, sinonim za skup, a razlozi za upotrebu ove re~i su pre svega

psiholo{ko-jezi~ke prirode: psiholo{ki, jer se time nagla{ava na~in na

koji }emo posmatrati odgovaraju}i skup, a jezi~ki, jer �kolekcija skupova�

boqe zvu~i od �skup skupova�. Skupove koje }emo nazivati kolekcijama

~esto }emo ozna~avati kaligrafskim slovima A, B, C itd.

U literaturi se ~esto funkcije ~ije kodomene nazivamo kolekcijama,

A : I → A (I je neki skup), nazivaju familije. ^ak se familijom naziva i

direktna slika domena takve funkcije, tj. A[I]. Za i ∈ I, umesto A(i) pi{e se
Ai, i pri toj notaciji je A[I] = {Ai | i∈ I}. Jedini razlog uvo|ewa i upotrebe
svih ovih termina jeste da podr`i intuiciju i pojednostavi izra`avawe.

Tako, kada ~ujemo (pro~itamo)

�. . . familija {Ai | i ∈ I} . . . �,
treba da imamo na umu ~itavu pri~u koja se pre}utno podrazumeva � �data

familija je zapravo direktna slikafunkcijeAiz I u neku kolekciju skupova
. . . �, kao i da je ta familija tako|e jedna kolekcija skupova ~iji su elementi

indeksirani elementima skupa I.

U skladu sa prethodim razmatrawima, prirodno je za svaku familiju

{Ai | i∈ I} posmatrati uniju, u oznaci
⋃
i∈I

Ai, i presek, u oznaci
⋂
i∈I

Ai. Budu}i

da je navedena familija nastala od funkcije A : I→ A, za neku kolekciju
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skupova A, onda je
⋃
i∈I

Ai =
⋃

A[I] i
⋂
i∈I

Ai =
⋂

A[I]. Primetimo i slede}e:

x ∈
⋃
i∈I

Ai⇔ x ∈
⋃

A[I]

⇔∃X (X ∈ A[I]∧ x ∈ X)

⇔∃X ((∃i ∈ I)X = A(i)∧ x ∈ X)

⇔ (∃i ∈ I)∃X (X = Ai∧ x ∈ X)

⇔ (∃i ∈ I)x ∈ Ai

x ∈
⋂
i∈I

Ai⇔ x ∈
⋂

A[I]

⇔∀X (X ∈ A[I]⇒ x ∈ X)

⇔∀X ((∃i ∈ I)X = A(i)⇒ x ∈ X)

⇔∀X (∀i ∈ I)(X = Ai⇒ x ∈ X)

⇔ (∀i ∈ I)∀X (X = Ai⇒ x ∈ X)

⇔ (∀i ∈ I)x ∈ Ai

Specijalno, ako A : I→P(X), tada familiju {Ai | i∈ I} nazivamofamil-
ijom podskupova skupa X . Umesto �familija {Ai | i ∈ I}� pisa}emo samo

�familija Ai, i ∈ I�.

TEOREMA 16. Neka f : X → Y .
(1) Za bilo koju familiju Ai, i ∈ I podskupova od X va`i:

f

[⋃
i∈I

Ai

]
=
⋃
i∈I

f [Ai] i f

[⋂
i∈I

Ai

]
⊆
⋂
i∈I

f [Ai].

(2) Za bilo koju familiju Bi, i ∈ I podskupova od Y va`i:

f−1

[⋃
i∈I

Bi

]
=
⋃
i∈I

f−1[Bi] i f−1

[⋂
i∈I

Bi

]
=
⋂
i∈I

f−1[Bi].

NAPOMENA 15. Svaka funkcija f : X → Y odre|uje funkcije F+ : P(X)→ P(Y )

i F− : P(Y )→ P(X), date sa F+(A) def
= f [A], A ∈ P(X) i F−(B) def

= f−1[B], B ∈ P(Y ).
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Za svaku familiju A : I→ P(X) (podskupova od X) potpuno je odre|ena familija

F+ ◦A : I → P(Y ) (podskupova od Y ), pri ~emu je F+ ◦A(i) = f [Ai], i ∈ I. Tako|e,

svaka familija B : I→ P(Y ) (podskupova odY ) odre|uje familiju F− ◦B : I→ P(X)
(podskupova od X), pri ~emu je F− ◦ B(i) = f−1[Bi], i ∈ I. Tvr|ewa navedena u

prethodnoj teoremi mo`emo formulisati i u slede}em obliku:

(1) F+
(⋃

A[I]
)
=
⋃

F+ ◦A[I] i F+(
(⋂

A[I]
)
⊆
⋂

F+ ◦A[I],

odnosno

(2) F−
(⋃

B[I]
)
=
⋃

F− ◦B[I] i F−
(⋂

B[I]
)
=
⋂

F− ◦B[I].

DOKAZ . (1) Izostavi}emo detaqna obja{wewa, i navodimo samo odgo-

varaju}e ekvivalencijske lance iz kojih se vidi da su{tinu dokaza ~ini

�igra� kvantifikatorima.

y ∈ f

[⋃
i∈I

Ai

]
⇔∃x(x ∈

⋃
i∈I

Ai∧ y = f (x))

⇔∃x((∃i ∈ I)x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇔∃x(∃i ∈ I)(x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇔ (∃i ∈ I)∃x(x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇔ (∃i ∈ I)y ∈ f [Ai]

⇔ y ∈
⋃
i∈I

f [Ai]

y ∈ f

[⋂
i∈I

Ai

]
⇔∃x(x ∈

⋂
i∈I

Ai∧ y = f (x))

⇔∃x((∀i ∈ I)x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇔∃x(∀i ∈ I)(x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇒ (∀i ∈ I)∃x(x ∈ Ai∧ y = f (x))
⇔ (∀i ∈ I)y ∈ f [Ai]

⇔ y ∈
⋂
i∈I

f [Ai]

(2) Dokazi ovih jednakosti jednostavniji su od dokaza tvrdwi pod (1).
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x ∈ f−1

[⋃
i∈I

Bi

]
⇔ f (x) ∈

⋃
i∈I

Bi

⇔ (∃i ∈ I) f (x) ∈ Bi

⇔ (∃i ∈ I)x ∈ f−1[Bi]

⇔ x ∈
⋃
i∈I

f−1[Bi]

x ∈ f−1

[⋂
i∈I

Bi

]
⇔ f (x) ∈

⋂
i∈I

Bi

⇔ (∀i ∈ I) f (x) ∈ Bi

⇔ (∀i ∈ I)x ∈ f−1[Bi]

⇔ x ∈
⋂
i∈I

f−1[Bi]
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2.5 Aksiome teorije skupova - II

Aksioma zamene

Va`an metod definisawa funkcija omogu}ava nam nova aksioma �aksioma

zamene. Pre nego {to je navedemo, opisa}emo situacije u kojima je koris-

timo. Pretpostavimoda smo, za nekuformuluϕ(x,y), dokazali∀x∃!yϕ(x,y).
Ako je A bilo koji skup, tada mora da va`i i ∀x ∈ A∃!yϕ(x,y), {to zna~i

da za svaki x iz A postoji jedinstven y za koji je ϕ(x,y). Sve ovo ukazuje

na mogu}nost da se formulom ϕ defini{e jedna funkcija sa domenom A.
Me|utim, da bi na ovaj na~in bila definisana funkcija, neophodno je da

znamo u kom skupu se nalaze te jedinstvene �slike� elemenata iz A. Ak-

sioma zamene nas osloba|a svake brige po ovom pitawu, jer tvrdi da za

svaku formulu ϕ(x,y) za koju se mo`e utvrditi ∀x∃!yϕ(x,y) i svaki skup A
postoji skup koji sadr`i samo one skupove y za koje ∃x ∈ Aϕ(x,y).

AKSIOMA ZAMENE ∀x∃!yϕ(x,y)⇒∀A∃B∀y(y ∈ B⇔∃x(x ∈ A∧ϕ(x,y)))

Aksioma regularnosti

Narednom aksiomom � aksiomom regularnosti � tvrdi se da svaki neprazan

skup sadr`i element sa kojim nema zajedni~kih elemenata.

AKSIOMA REGULARNOSTI ∀X(X 6= /0⇒∃x(x ∈ X ∧ x∩X = /0))

TEOREMA 17. (1) Ne postoji skup x takav da x ∈ x.
(2) Ne postoje skupovi x i y takvi da x ∈ y ∈ x.

DOKAZ . (1) Ako bi postojao skup x takav da x ∈ x, onda skup {x} ne bi

sadr`ao element sa kojim nema zajedni~kih elemenata, jer x ∈ x∩{x}, {to
je suprotno aksiomi regularnosti.

(2) Pretpostavimo da postoje skupovi x i y takvi da je x ∈ y ∈ x, tj. x ∈ y i
y ∈ x. Tada, suprotno aksiomi regularnosti, skup {x,y} ne sadr`i element
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sa kojim nema zajedni~kih elemenata: x∩ {x,y} 6= /0, jer y ∈ x∩ {x,y}, i
y∩{x,y} 6= /0, jer x ∈ y∩{x,y}.

TEOREMA 18. Za bilo koje skupove x i y, iz x∪{x}= y∪{y} sledi x = y.

DOKAZ. Neka je x∪{x}= y∪{y}. Pretpostavimo suprotno onome {to treba
dokazati da je x 6= y. Kako x ∈ y∪{y} i x 6= y, zakqu~ujemo da x ∈ y. Sli~no
tome, iz y ∈ x∪{x} i x 6= y sledi y ∈ x. Me|utim, nije mogu}e da x ∈ y i y ∈ x,
prema prethodnoj teoremi (2). Dakle, x = y.

Oslawaju}i se na prvu grupu aksioma (odeqak 2.1) za svaki skup xpostoji
jedinstveni skup y takav da je y = x∪{x}. Skup x∪{x} naziva}emo sled-

benikom skupa x i obele`avati ga x′. Specijalno, ako se setimo skupova1)

koje smo uveli na kraju odeqka 2.1, imamo da je:

0′ = 1, 1′ = 2, 2′ = 3, 3′ = 4, 4′ = 5 . . .

Kako je x 6= x∪{x} (zapravo x⊂ x∪{x}), za svako x, polaze}i od praznog skupa
(0 = /0), opisanim postupkom generi{emo nove skupove. Intuitivno je

jasno da generisawe novih skupova na opisani na~in neograni~eno mo`emo

produ`avati � za svaki dobijeni skup, postupak mo`emo nastaviti uvo|e-

wemwegovog sledbenika. Naredna aksioma zapravo tvrdi da postoji skup u

kome }e se na}i svi skupovi koji se mogu dobiti na opisani na~in. Budu}i

da je opisani postupak veoma blizak brojawu, naredna aksioma }e biti

kqu~na za uvo|ewe skupa prirodnih brojeva.

Aksioma beskona~nosti

AKSIOMA BESKONA^NOSTI

Postoji skup koji sadr`i 0 i sledbenika svakog svog elementa.

∃I(0 ∈ I∧∀x(x ∈ I⇒ x∪{x} ∈ I))

NAPOMENA 16. Prema aksiomi zamene, za svaki skupApostoji skupB koji sadr`i

sve sledbenike elemenata iz A, pa se prirodno defini{e funkcija ′ : A→ B, koja
je zapravo 1-1 funkcija prema prethodnoj teoremi ({to je posledica aksiome

regularnosti). Skup B mo`emo ozna~iti i sa [A]′, gde je [A]′ = {a′ | a∈ A}. Aksioma
beskona~nosti zapravo tvrdi da postoji bar jedan skup I koji sadr`i 0 i va`i

[I]′ ⊆ I.

1)0 = /0, 1 = {0}= { /0}, 2 = {0,1}= { /0,{ /0}}, 3 =
⋃
{2,{2}}= {0,1,2} itd.
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Svaki skup koji sadr`i 0 i sledbenika svakog svog elementa nazivamo

induktivnim skupom. Aksiomom beskona~nosti se tvrdi da postoji bar

jedan induktivan skup. Ne mo`emo tvrditi da postoji jedinstven induk-

tivan skup, ali koliko god da ih ima svi sadr`e kao podskup jedan isti

induktivan skup, tzv. najmawi induktivan skup.

Ako je I neki induktivan skup, ozna~imo sa I(I) skup svih induktivnih
podskupova od I:

I(I) = {X | X ⊆ I∧ �X je induktivan�}
= {X | X ⊆ I∧0 ∈ X ∧∀x(x ∈ X ⇒ x′ ∈ X)}.

Neka je ω
def
=
⋂
I(I). Dokaza}emo da je ω induktivan skup i to najmawi

u slede}em smislu: ako je S induktivan i S ⊆ ω , onda je S = ω , odnosno

ne postoji strogi podskup od ω koji je induktivan, {to }emo u nastavku

pokazati.

TEOREMA 19. (1) ω je induktivan skup.

(2) Ako je S⊆ ω i va`i:

(BI) 0 ∈ S,

(IK) ako x ∈ S, onda x′ ∈ S,

onda je S = ω

DOKAZ. (1) Budu}i da 0 ∈ X , za svaki X ∈ I(I), sledi da 0 ∈
⋂
I(I) = ω .

Ostaje jo{ da se poka`e da ω sadr`i sledbenika svakog svog elementa.

Neka je x ∈ ω proizvoqan. Iz x ∈ ω =
⋂
I(I), sledi da x ∈ X , za svaki

X ∈ I(I). Kako je svaki X ∈ I(I) induktivan, svaki sadr`i i x′. Dakle,

x ∈
⋂
I(I) = ω .

(2) Neka je S ⊆ ω takav da va`e uslovi (BI) i (IK) � zna~i S je induktivan

podskup odω . Kako jeω ⊆ I, skup S je i induktivan podskup od I, tj. S∈ I(I),
pa je

⋂
I(I)⊆ S, tj. ω ⊆ S, odakle sledi da je S = ω .

Ostaje jo{ da poka`emo da za bilo koji (drugi) induktivan skup I1 va`i

ω ⊆ I1, ili ekvivalentnoω∩I1 =ω . O~igledno jeω∩I1⊆ω . Jednostavno je

uveriti se da skupω∩ I1 zadovoqava uslove (BI) i (IK), pa prema prethodnoj
teoremi (2) mora va`iti ω ∩ I1 = ω . Odavde neposredno zakqu~ujemo i da

je ω =
⋂
I(I1). Skup ω zauzima veoma zna~ajno mesto u matematici i wemu

}e biti posve}en naredni odeqak.
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2.6 Skup prirodnih brojeva

Skup ω uveden u prethodnom odeqku nazivamo skupom prirodnih brojeva

i obele`avamo ga i N. Budu}i da je ova druga oznaka mnogo uobi~ajenija,

uglavnom }emo wu koristiti u nastavku. Znamo da N sadr`i 0, 1, 2, 3, 4,
itd. i da funkcija sledbenik ′ : N→ N ima slede}e osobine:

• za svako n ∈ N, n′ 6= 0 (sledbenik nije na funkcija);

• za sve m,n ∈ N, iz m′ = n′ sledi m = n (sledbenik jeste 1-1 funkcija).

Princip matemati~ke indukcije

Su{tinski najva`nija svojstva skupa prirodnih brojeva navedena su u teo-

remi 19. Tvr|ewe (2) pomenute teoreme naziva se princip matemati~ke

indukcije. Primenu ovog principa ilustrujemo dokazivawem slede}ih

va`nih tvr|ewa.

TEOREMA 20. (1) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n⇒ m⊆ n.
(2) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n⇔ m⊂ n.
(3) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n∨m = n∨n ∈ m.

DOKAZ. (1)Dabismodokazali (∀n∈N)(∀m∈N)(m∈ n⇒m⊆ n), formira}emo
skup

S = {n ∈ N | (∀m ∈ N)(m ∈ n⇒ m⊆ n)}

i dokazati da je S = N, primenom principa matemati~ke indukcije.

(BI) Doka`imo najpre da 0 ∈ S, tj. da va`i (∀m ∈ N)(m ∈ 0⇒ m⊆ 0). Kako
je 0 = /0 i znamo da za svako m va`i m 6∈ 0, onda se iz pretpostavke m ∈ 0
izvodi bilo {ta (primenom (⊥E)), pa i m⊆ 0. Dakle, 0 ∈ S.
(IK) Pretpostavimo da n ∈ S, tj. da va`i

(IP) (∀m ∈ N)(m ∈ n⇒ m⊆ n).

Treba da doka`emo n′ ∈ S, tj. (∀m ∈N)(m ∈ n′⇒m⊆ n′). Iz m ∈ n′ = n∪{n}
sledi da m ∈ n ili m = n. U slu~aju da je m ∈ n, prema (IP) zakqu~ujemo
m ⊆ n, pa je m ⊆ n∪{n} = n′. U slu~aju m = n, neposredno zakqu~ujemo da

m = n⊆ n′.
Dakle, S = N.
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(2) I u ovom slu~aju koristimo princip matemati~ke indukcije, ali }emo

postupitu malo druga~ije u odnosu na dokaz tvr|ewa (1). Neka je m proiz-

voqan prirodan broj i

Sm = {n ∈ N | m ∈ n⇔ m⊂ n}.

Dokaza}emo da je Sm = N.
(BI) Znamo da m 6∈ 0 i m 6⊂ 0 (prazan skup nema prave podskupove), odakle

jednostavno izvodimo m ∈ 0⇔ m⊂ 0. Dakle, 0 ∈ Sm.

(IK) Pretpostavimo da n ∈ Sm, tj. (IP) m ∈ n⇔ m⊂ n.
Doka`imo m ∈ n′⇔ m⊂ n′.
Ako m ∈ n′ = n∪{n}, onda m ∈ n ili m = n. U slu~aju da m ∈ n, prema

(IP) sledi m⊂ n, a time i m⊂ n′, jer je n⊂ n′. U slu~aju da je m = n, onda je
o~igledno m⊂ n′.

Neka je m⊂ n′ = n∪{n}. Doka`imo najpre da n 6∈m. Ako bi bilo n ∈m,
imali bismo {n} ⊆m i, prema (1), n⊆m, odakle sledi n′ = n∪{n} ⊆m⊂ n′,
{to je nemogu}e. Dakle, n 6∈ m, pa iz m⊂ n∪{n}, sledi m⊆ n, tj. m⊂ n ili

m = n. U slu~aju da je m⊂ n, prema (IP) zakqu~ujemo da m ∈ n, a samim tim

i m ∈ n′. U slu~aju da je m = n, direktno dobijamo m = n ∈ n′.
Dakle, Sm =N za svaki prirodan broj m, odakle sledi `eqeno tvr|ewe.

(3) Neka je S = {m ∈ N | (∀n ∈ N)(m ∈ n∨m = n∨n ∈ m)}.
(BI) Doka`imo (∀n ∈ N)(0 ∈ n∨0 = n∨n ∈ 0).

O~igledno je da za bilo koje n ∈ N va`i n = 0 ili n 6= 0. U slu~aju da je

n = 0, direktno izvodimo 0 ∈ n∨0 = n∨n ∈ 0. Ukoliko je n 6= 0, tada je /0 =
0⊂ n, pa prema tvr|ewu (2) zakqu~ujemo 0 ∈ n, a time i 0 ∈ n∨0 = n∨n ∈ 0.
Dakle, 0 ∈ S.
(IK) Pretpostavimo da m ∈ S, tj. (IP) (∀n ∈ N)(m ∈ n∨m = n∨n ∈ m).

Da bismo dokazali

(∗) (∀n ∈ N)(m′ ∈ n∨m′ = n∨n ∈ m′),

izaberimo proizvoqan n ∈ N. Tada prema (IP) va`i m ∈ n∨m = n∨n ∈ m.
Razlikujemo tri slu~aja.

1. slu~aj: m ∈ n. Tada je, prema (2), m⊂ n, pa je m′ = m∪{m} ⊆ n. Ukoliko
je m′ ⊂ n, onda, ponovo prema (2), va`i m′ ∈ n, pa samim tim va`i (∗).
Formula (∗) svakako va`i i ukoliko je m′ = n.
2. slu~aj: m = n. Tvr|ewe (∗) va`i jer n ∈ n′ = m′.
3. slu~aj: n ∈ m. Neposredno dobijamo n ∈ m′, pa va`i (∗).
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NAPOMENA 17. Skup koji sadr`i elemente svih svojih elemenata naziva se tran-
zitivan skup. Drugim re~ima T je trazitivan ako va`i (∀x ∈ T )∀t(t ∈ x⇒ t ∈ T ).
Ova formula je ekvivalentna formuli ∀x(x ∈ T ⇒ x ⊆ T ), odnosno (∀x ∈ T )x ⊆ T
ili

⋃
T ⊆ T . Prema prethodnoj teoremi (1), svaki prirodan broj je tranzitivan.

O~igledno je i N tranzitivan skup.

Princip matemati~ke indukcije koristimo za dokazivawe formula

oblika (∀n ∈ N)ϕ(n). Dokaz izvodimo tako {to formiramo skup S = {n ∈
N | ϕ(n)} i nastojimo da doka`emo:

(BI) bazu indukcije, tj. da 0 ∈ S i

(IK) induktivni korak, tj. da iz n ∈ S sledi n′ ∈ S. Po{to u induktivnom
koraku treba dokazati implikaciju, pretpostavqamo n ∈ S, {to se

naziva induktivna pretpostavka i nastojimo da doka`emo n′ ∈ S.

Opisani postupak mo`emo skratiti tako {to ne formiramo skup S ve}

dokazujemo slede}e formule:

(BI) ϕ[0/n]

(IK) (∀n ∈ N)(ϕ(n)⇒ ϕ[n′/n]),

i iz wih izvodimo (∀n ∈N)ϕ(n). Za opisani dokaz ove formule ka`emo da
je sproveden indukcijom po n.

Ukoliko treba dokazati formulu oblika

(Φ) (∀m ∈ N)(∀n ∈ N)ϕ(m,n),

zbog ekvivalentnosti ove formule sa (∀n ∈ N)(∀m ∈ N)ϕ(m,n), mo`emo
postupiti dvojako.

Prvi na~in Drugi na~in

Formiramo skup Formiramo skup

S = {m ∈ N | (∀n ∈ N)ϕ(m,n)} S = {n ∈ N | (∀m ∈ N)ϕ(m,n)}
i nastojimo da doka`emo S = N. i nastojimo da doka`emo S = N.
Ako postupimo na prvi na~in, ka`emo da smo formulu (Φ) dokazali in-

dukcijom po m, a u drugom slu~aju da smo (Φ) dokazali indukcijom po n.
Razmotrimo malo detaqnije jedan od ova dva na~ina � na primer, prvi. Da

bismo indukcijom (po m) dokazali S = N, treba dokazati (∀n ∈ N)ϕ(0,n),
kao i (∀n ∈ N)ϕ(m′,n) pod pretpostavkom (∀n ∈ N)ϕ(m,n). Naravno, mo`e
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se dogoditi da je indukcija potrebna i u dokazima ovih formula. Na koji

na~in }emo postupiti uglavnom se opredequjemo prema formuli ϕ(m,n).
U nekim slu~ajevima, formulu (Φ) je pogodno dokazivati i na slede}e

na~ine.

Prvi na~in Drugi na~in

Za proizvoqno izabran n ∈N, for-
miramo skup

Za proizvoqno izabranm∈N, for-
miramo skup

Sn = {m ∈ N | ϕ(m,n)} Sm = {n ∈ N | ϕ(m,n)}
i indukcijom dokazujemo Sn = N. i indukcijom dokazujemo Sm = N.
Kada uspemo, zakqu~ujemo Kada uspemo, zakqu~ujemo

(∀n ∈ N)Sn = N, (∀m ∈ N)Sm = N,
odakle neposredno sledi (Φ). odakle neposredno sledi (Φ).

U prvom slu~aju (Φ) dokazujemo indukcijom po m pri fiksiranom n, a
u drugom slu~aju indukcijom po n pri fiksiranom m,

Ure|ewe prirodnih brojeva. Princip potpune indukcije

Prethodna teorema pokazuje da pripadawe (∈), odnosno stroga inkluzija

(⊂) na uobi~ajeni na~in ure|uje skup prirodnih brojeva:

0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ 3 ∈ 4 ∈ 5 · · · , odnosno 0⊂ 1⊂ 2⊂ 3⊂ 4⊂ 5 · · ·

Zaista, znamo da:

• za svaki prirodan broj n va`i n 6∈ n (ovo je posledica aksiome regu-

larnosti � teorema 17 (1), ali se mo`e izvesti i bez ove aksiome, kao

posledica prethodne teoreme (2));

• za sve prirodne brojeve k, m, n, ako k ∈ m i m ∈ n, onda k ∈ n (ovo je

direktna posledica prethodne teoreme (2)).

Dakle, binarna relacija {(m,n) ∈N×N |m ∈ n} jeste strogo ure|ewe skupa
prirodnih brojeva i obele`ava se <. Poredak 6 skupa N uvodimo kao u

teoremi 13:

m6 n def⇔ m < n∨m = n.

POSLEDICA 6. Za sve prirodne brojeve m,n va`i

(1) m6 n⇔ m⊆ n;
(2) m6 n∨n6 m; (poredak 6 je linearan)
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(3) m < n⇔ m′ 6 n;
(4) m < n′⇔ m6 n;
(5) m < n⇔ m′ < n′ (funkcija sledbenik je monotona).

DOKAZ. (1) Prema prethodnoj teoremi (2) imao da je:

m6 n ⇔ m < n∨m = n ⇔ m⊂ n∧m = n ⇔ m⊆ n.

(2) Direktno iz tvr|ewa (3) prethodne teoreme.

(3) Ako je m < n, tj. m ∈ n, onda je {m} ⊆ n i, prema teoremi 20 (1), m⊆ n, pa
je m′ = m∪{m} ⊆ n, tj. m′ 6 n.

Iz m′ 6 n sledi m′ < n ili m′ = n, i u oba slu~aja, budu}i da je m < m′,
zakqu~ujemo m < n.
(4) i (5) Dokaze ostavqamo za ve`bu.

U vezi sa ure|ewem prirodnih brojeva je i slede}e veoma zna~ajno tvr-

|ewe.

TEOREMA 21. [Princip potpune indukcije] Neka je S⊆ N. Ako va`i

(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S⇒ n ∈ S),

onda je S = N.

DOKAZ. Formulu (∀k < n)k ∈ S shvatamo, naravno, kao (∀k ∈ n)k ∈ S.
Primetimo najpre da va`i

(BI) (∀k < 0)k ∈ S.

Ova formula je zapravo skra}ewe za ∀k (k ∈ 0⇒ k ∈ S), {to se jednostavno
dokazuje, jer znamo da za svako k va`i k 6∈ 0.

Nije te{ko uo~iti, a ni formalno dokazati, da je formula

(∀k < n)k ∈ S⇒ n ∈ S

ekvivalentna formuli

(IK) (∀k < n)k ∈ S⇒ (∀k < n′)k ∈ S.

Iz (BI) i (IK), prema principu matemati~ke indukcije, sledi

(∀n ∈ N)(∀k < n)k ∈ S.

Najzad, iz posledwe formule i pretpostavke S⊆N zakqu~ujemo S =N.
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TEOREMA 22. Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva ima

najmawi element.

DOKAZ. Neka je X podskup od N koji nema najmawi element. Dokaza}emo da

X mora biti prazan, tj. da jeN\X =N. Ovu jednakost dokazujemo primenom
principa potpune indukcije.

Neka je n prirodan broj takav da je (∀k < n)k ∈ N \X . Ako bi broj n
pripadao X , onda bi on bio najmawi element skupa X , jer svaki k mawi

od n pripada N\X . Dakle, n ∈ N\X . Prema principu potpune indukcije
zakqu~ujemo da je N\X = N, odnosno X = /0.

NAPOMENA 18. Princip potpune indukcije zapravo tvrdi da za svaki S ⊆ N
va`i:

(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S⇒ n ∈ S)⇒ (∀n ∈ N)n ∈ S.

Naravno, za svaki S⊆ N va`i

(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S{⇒ n ∈ S{)⇒ (∀n ∈ N)n ∈ S{,

odn. primenom zakona kontrapozicije:

¬(∀n ∈ N)n ∈ S{⇒¬(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S{⇒ n ∈ S{).

Posledwa formula se jednostavno trasformi{e u ekvivalentnu formulu

(∃n ∈ N)n ∈ S︸ ︷︷ ︸
S je neprazan

⇒ (∃n ∈ N)((∀k < n)k 6∈ S∧n ∈ S)︸ ︷︷ ︸
S ima najmawi element

,

kojom se tvrdi da svaki neprazan podskup od N ima najmawi element.

DEFINICIJA 14. Ure|ewe6 nekog skupa X je dobro ako svaki neprazan

podskup od X ima najmawi element u odnosu na 6.

Dakle, skup prirodnih brojeva je dobro ure|en skup.

Teorema rekurzije

Teorema rekurzije omogu}ava da defini{emo funkcije ~iji je domen N, na
na~in koji potpuno odgovara �prirodi� skupa N.
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TEOREMA 23. [Teorema rekurzije � I] Neka je X bilo koji skup, a ∈ X i

h : X → X . Tada postoji jedinstvena funkcija f : N→ X takva da je

(Rec)
{

f (0) = a,
f (n′) = h( f (n)), n ∈ N.

DOKAZ. Doka`imo najpre da postoji funkcija f : N→ X koja zadovoqava

jednakosti (Rec).
Skup F ⊆ N× X nazva}emo (a,h)-skupom ako su zadovoqeni slede}i

uslovi:

1) (0,a) ∈ F i

2) za sve n ∈ N i x ∈ X , ako (n,x) ∈ F , onda i (n′,h(x)) ∈ F .

O~igledno je N×X jedan (a,h)-skup, pa je neprazna kolekcija F svih

(a,h)-skupova. Neka je f =
⋂
F. Tada je f ⊆ N×X . Doka`imo da je f jedan

(a,h)-skup.
1) Za svako F ∈ F va`i (0,a) ∈ F , odakle sledi da (0,a) ∈

⋂
F = f .

2) Pretpostavimo da (n,x) ∈ f =
⋂
F. Tada za svako F ∈ F, (n,x) ∈ F , pa

i (n′,h(x)) ∈ F , jer F (a,h)-skup. Dakle, (n′,h(x)) ∈
⋂
F = f .

Pokaza}emo da je f funkcija iz N u X . Matemati~kom indukcijom

dokazujemo da za svako k ∈ N postoji jedinstveno y ∈ X tako da (k,y) ∈ f .

BI Kako je f jedan (a,h)-skup, znamo da (0,a) ∈ f . Pretpostavimo da

postoji jo{ jedno a1 ∈ X takvo da (0,a1) ∈ f i a 6= a1. Neka je f1 =
f \{(0,a1)}. Doka`imo da je f1 jedan (a,h)-skup.

1) (0,a) ∈ f1, jer je iz f izba~en samo element (0,a1) i a1 6= a.

2) Pretpostavimo da za neke n ∈ N i x ∈ X , (n,x) ∈ f1. Budu}i da

tada (n,x)∈ f imamo i da (n′,h(x))∈ f . Kako je (n′,h(x)) 6= (0,a1),
jer je 0 6= n′, za bilo koje n, sledi da (n′,h(x)) ∈ f1.

Dakle, f1 ∈ F, pa je f =
⋂
F ⊂ f1, {to je kontradikcija. Time smo

dokazali da je a jedini element iz X takav da (0,a) ∈ f .

IK Dokazujemo induktivni korak.

IP Pretpostavimo da za k ∈ N postoji ta~no jedan y ∈ X takav da je

(k,y) ∈ f .
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Po{to je f jedan (a,h)-skup, imamo da (k′,h(y)) ∈ f . Pretpostavimo
da postoji i y1 ∈ X takav da (k′,y1) ∈ f i y1 6= h(y). Neka je f1 =
f \{(k′,y1)}. Doka`imo da je f1 jedan (a,h)-skup.

1) (0,a) ∈ f ′, jer je iz f izba~en samo element (k′,y1) koji je sigurno
razli~it od (0,a), budu}i da je 0 6= k′.

2) Pretpostavimo da za n∈N i x∈ X , (n,x)∈ f1. S obzirom na to da

(n,x) ∈ f imamo da (n′,h(x)) ∈ f . Doka`imo da va`i nejednakost
(n′,h(x)) 6= (k′,y1). Nejednakost je o~igledno ta~na ako je n′ 6= k′.
Ukoliko je n′ = k′, mora biti i n = k, pa je i x = y (jer je y jedini
element iz X takav da (k,y) = (n,x) ∈ f ). Prema izboru elementa
y1 imamo da je y1 6= h(y) = h(x), pa je (n′,h(x)) 6= (k′,y1).

Dakle, f =
⋂
F ⊂ f1, {to je kontradikcija. Zakqu~ujemo da je h(y)

jedini element iz X takav da (k′,h(y)) ∈ f .

Dokazali smo da je f funkcija iz N u X . Ova funkcija zadovoqava

jednakosti (Rec) jer je f (a,h)-skup:

Iz uslova 1) proizlazi f (0) = a;

Prema uslovu 2), iz f (n) = x sledi da je f (n′) = h(x), tj. f (n′) = h( f (n)).

Ostaje jo{ da doka`emo da je jedinstvena funkcija koja zadovoqava

jednakosti (Rec).
Pretpostavimo da funkcije f1, f2 : N→ X zadovoqavaju jednakost (Rec).

Dokaza}emo da su one jednake, tj. da za svaki n∈N va`i f1(n) = f2(n). Dokaz
izvodimo matemati~kom indukcijom.

BI f1(0) = a = f2(0).

IK Dokazujemo induktivni korak.

IP Pretpostavimo da za neko n ∈ N va`i f1(n) = f2(n).

Tada je f1(n′) = h( f1(n)) = h( f2(n)) = f2(n′).

Kao {to smo videli, skup prirodnih brojeva N je su{tinski odre|en

svojim (po~etnim) elementom 0ifunkcijom (sledbenika) ′ :N→N. Teorema
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rekurzije tvrdi da za bilo koji skup X , izabrani element a ∈ X i funkciju

h : X → X , jednakosti (Rec) odre|uju jedinstvenu funkciju f : N→ X .

f (0) = a
f (n′) = h( f (n)), tj. f ◦ ′ (n) = h◦ f (n)

Ukoliko je X neki skup, svaka funkcija iz N u X naziva se i niz u skupu

X . Nizovi su veoma va`ni u svim oblastima matematike, pa se usvajaju

razni dogovori o oznakama. Argument funkcije (niza) f : N→ X ~esto se

zapisuje kao indeks slova kojim je funkcija ozna~ena: umesto f (n) pi{e se
fn. U skladu sa tim, umesto � f : N→ X � pi{e se �( fn)n∈N�. Pored toga,

sledbenik elementa n∈N, umesto n′ ozna~ava se n+1 (ova oznaka }e i u ovoj
kwizi uskoro biti prihva}ena). Uz ove dogovore, teorema rekurzije tvrdi

da za izabrane a ∈ X i h : X → X , postoji jedinstveni niz ( fn)n∈N odre|en

jednakostima:

(Rec)
{

f0 = a,
fn+1 = h( fn), n ∈ N.

Za niz odre|en jednakostima (Rec) ka`emo da je rekurzivno (rekurentno,

induktivno) definisan.

Analogno semo`e dokazati i slede}a op{tija varijanta teoreme rekurz-

ije. Kqu~ne ideje dokaza su iste kao u dokazu prethodne teoreme samo su pri-

lago|ene {irem kontekstu, pa je ovaj dokaz tehni~ki neznatno slo`eniji.

TEOREMA 24. [Teorema rekurzije � II] Neka g : S→ X i h : S×X → X .
Tada postoji jedinstvena funkcija f : S×N→ X takva da za svako s∈ S:

(Rec)
{

f (s,0) = g(s),
f (s,n′) = h(s, f (s,n)), n ∈ N.

Druga varijanta teoreme rekurzije blisko je povezana sa prvom. Zaista,

ako g : S→ X i h : S×X → X , tada za svako s ∈ S, funkcija g �bira� jedan

element iz X � bira g(s) koji }emo ozna~iti sa as, a funkcija h odre|uje

funkciju hs : X → X , hs(x)
def
= h(s,x), x ∈ X .

Prema prvoj varijante teoreme rekurzije, za svako s∈ S,
postoji jedinstvena funkcija fs : N→ X takva da:

(Rec)
{

fs(0) = as,
fs(n′) = hs( fs(n)), n ∈ N.
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Svefunkcije fs, s∈ S, defini{u (�podizawemindeksa u argument�)funkciju
f : S×N→X , f (s,n) def

= fs(n), ~ije postojawei jedinstvenost tvrdiprethodna
teorema.

Tako|e, prva varijanta se mo`e smatrati specijalnim slu~ajem druge

ako izaberemo da S bude singlton. Neka je, na primer, S = {0}. Funkcijom

g : {0} → X zapravo biramo jedan element iz X ; neka je g(0) = a. Funkciju

h : {0}×X→ X mo`emo poistovetiti sa prirodno definisanomfunkcijom

iz X u X : x 7→ h(0,x), x ∈ X .

Sabirawe i mno`ewe prirodnih brojeva

Osnovne ra~unske operacije uvodimo primenom druge varijante teoreme

rekurzije, uzimaju}i da je S = X = N.
Neka je h :N×N→Nfunkcija data sa h(x,y)= y′, (x,y)∈N×N. O~igled-

no je h kompozicija funkcije sledbenik ′ : N→ N i druge projekcije π2 :
N×N→N, π2(x,y)= y: h= ′◦π2. Prema drugoj varijanti teoreme rekurzije,

postoji jedinstvena funkcija + : N×N→ N koja zadovoqava jednakosti:

{
+(m,0) = idN(m),
+(m,n′) = h(m,+(m,n)). odnosno

{
+(m,0) = m,
+(m,n′) = (+(m,n))′.

Umesto +(m,n) pi{emo m+ n, pa pri toj notaciji, prethodne jednakosti

postaju:

(Rec+)

{
m+0 = m,
m+n′ = (m+n)′.

NAPOMENA 19. Ovako uvedeno sabirawe verno odslikava na{u intuiciju prema
kojoj odre|ivawe zbira m+n posmatramo kao odre|ivawe n-tog sledbenika broja
m, tj. zbir m+ n ra~unamo tako {to polaze}i od m �izbrojimo� n narednih

brojeva:

m+n = m

n puta︷︸︸︷
′′ · · · ′ .

Na primer, 4+3 prema jednakostima (Rec+) ra~unamo:

4+3 = 4+2′ = (4+2)′ = (4+1′)′ = (4+1)′′ = (4+0′)′′ = (4+0)′′′ = 4′′′.
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Polaze}i od konstantne funkcije 0 : N→ N, 0(n) = 0, i sabirawa + :
N×N→ N, mno`ewe · : N×N→ N defini{emo jednakostima:

(Rec·)
{
·(m,0) = 0(m),
·(m,n′) = +(m, ·(m,n)). odnosno

{
m ·0 = 0,
m ·n′ = m+(m ·n).

NAPOMENA 20. Kao i u slu~aju sabirawa, jednakosti (Rec·) potpuno odgovaraju
na{oj intuiciji o mno`ewu. Na primer,

4 ·3 = 4 ·2′ = 4+(4 ·2) = 4+(4 ·1′) = 4+(4+(4 ·1))
= 4+(4+(4 ·0′)) = 4+(4+(4+(4 ·0))) = 4+(4+(4+0)) = 4+(4+4).

Uop{te,

m ·n = m+(m+(m+ · · ·(m+m︸ ︷︷ ︸
n puta

) · · ·)).

Naravno, zagrade u gorwem izrazu }emo izostavqati tek po{to se uverimo da je

sabirawe asocijativno.

U nastavku dokazujemo dobro poznate osobine sabirawa i mno`ewa.

Polaze}i od jednakosti (Rec+), koje }emo ozna~iti (I) i (II), najpre
dokazujemo jednakosti (I+) i (II+):

(I) m+0 = m,
(II) m+n′ = (m+n)′;

(I+) 0+m = m,
(II+) m′+n = (m+n)′.

a zatim i da je sabirawe asocijativno i komutativno.

TEOREMA 25. Za bilo koje prirodne brojeve k,m,n va`i:

(I+) 0+m = m;
(II+) m′+n = (m+n)′;
(A+) k+(m+n) = (k+m)+n (sabirawe je asocijativno);

(K+) m+n = n+m (sabirawe je komutativno).

DOKAZ . Dokaze izvodimo matemati~kom indukcijom, pri ~emu }emo na

po~etku svakog dokaza navesti na koji na~in ga sprovodimo.

(I+) Indukcijom po m.
BI Iz (I) direktno sledi 0+0 = 0.
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IK Pretpostavimo (IP) 0+m = m. Tada je 0+m′ = (0+m)′
(IP)
= m′, {to je

i trebalo dokazati.

(II+) Indukcijom po n pri fiksiranom m.
BI Iz (I) sledi m′+0 = m′ = (m+0)′.
IK Pretpostavimo (IP) m′+n = (m+n)′. Tada je

m′+n′
(II)
= (m′+n)′

(IP)
= (m+n)′′

(II)
= (m+n′)′.

(A+) Indukcijom po n pri fiksiranim k,m.

BI k+(m+0)
(I)
= k+m

(I)
=(k+m)+0

IK (IP) k+(m+n) = (k+m)+n

k+(m+n′)
(II)
= k+(m+n)′

(II)
= (k+(m+n))′

(IP)
= ((k+m)+n)′

(II)
= (k+m)+n′

(K+) Indukcijom po n pri fiksiranom m.

BI m+0
(I)
=m

(I+)
= 0+m

IK (IP) m+n = n+m

m+n′
(II)
= (m+n)′

(IP)
= (n+m)′

(II+)
= n′+m

Zbog (I) i (I+) ka`emo da je 0 neutral za sabirawe.

Asocijativnost sabirawa nam omogu}ava da u izrazima k +(m+ n) i
(k +m) + n izostavqamo zagrade i pi{emo samo k +m+ n. Pored toga,

zbog komutativnosti u posledwem izrazu bilo koja dva sabirka mogu za-

meniti mesta. ^esto je veoma zamorno dosledno se pozivati na zakone

komutativnosti i asocijativnosti. Na primer, detaqan dokaz jednakosti

(a+b)+(c+d) = (a+ c)+(d +b) je:

(a+b)+(c+d)
(A+)
= ((a+b)+ c)+d

(A+)
= (a+(b+ c))+d

(K+)
= (a+(c+b))+d

(A+)
= ((a+ c)+b)+d

(A+)
= (a+ c)+(b+d)

(K+)
= (a+ c)+(d +b).

Mi }emo dokaze nalik ovom izbegavati u nastavku, i isticati samo da je

odgovaraju}a jednakost posledica komutativnosti i asocijativnosti.

Sada }emo dokazati i neke osobine mno`ewa oslawaju}i se na dogovor

da jemno`eweprioritetnije od sabirawa,{tonamomogu}avaizostavqawe

pojedinih zagrada. Na primer, umesto a+(b · c) pi{emo a+b · c.
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TEOREMA 26. Za sve prirodne brojeve k,m,n va`i:

(N•) 0 ·m = 0;
(J•) m ·1 = m = 1 ·m (neutral za mno`ewe je 1);
(Dl) k · (m+n) = k ·m+ k ·n (levi zakon distributivnosti);

(Dd) (k+m) ·n = k ·n+m ·n (desni zakon distributivnosti);

(A•) k · (m ·n) = (k ·m) ·n (mno`ewe je asocijativno);

(K•) m ·n = n ·m (mno`ewe je komutativno).

DOKAZ. Ozna~imo jednakosti (Rec·):

(I•) m ·0 = 0,
(II•) m ·n′ = m+(m ·n).

(N•) Indukcijom po m.
BI Iz (I•) sledi 0 ·0 = 0.
IK (IP) 0 ·m = 0

0 ·m′ (II
•)
= 0+0 ·m (IP)

= 0+0
(I)
=0

(J•) Jednakost m ·1 = m jednostavno izvodimo iz (Rec·) i (Rec+):

m ·1 = m ·0′ = m+m ·0 = m+0 = m.

Jednakost 1 ·m = m dokazujemo indukcijom po m.
BI Iz (I•) sledi 1 ·0 = 0.
IK (IP) 1 ·m = m

1 ·m′ (II
•)
= 1+1 ·m (IP)

= 1+m
(II+)
= (0+m)′

(I+)
= m′

(Dl) Indukcijom po n pri fiksiranim k,m.

BI k · (m+0)
(I)
= k ·m (I)

= k ·m+0
(I•)
= k ·m+ k ·0

IK (IP) k · (m+n) = k ·m+ k ·n

k · (m+n′)
(II)
= k · (m+n)′

(II•)
= k+ k · (m+n)

(IP)
= k+(k ·m+ k ·n)

(AK+)
= k ·m+(k+ k ·n) (II

•)
= k ·m+ k ·n′
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(Dd)Indukcijompo nprifiksiranim k,m. U dokazuizostavqamoobja{ewa

pojedinih jednakosti.

BI (k+m) ·0 = 0 = k ·0 = k ·0+0 = k ·0+m ·0
IK (IP) (k+m) ·n = k ·n+m ·n

(k+m) ·n′ = (k+m)+(k+m) ·n (IP)
= (k+m)+(k ·n+m ·n)

(AK+)
= (k+ k ·n)+(m+m ·n) = k ·n′+m ·n′

(A•) Indukcijom po n pri fiksiranim k,m.
BI k · (m ·0) = k ·0 = 0 = (k ·m) ·0
IK (IP) k · (m ·n) = (k ·m) ·n

k · (m ·n′) = k · (m+m ·n) (Dl)
= k ·m+ k · (m ·n)

(IP)
= k ·m+(k ·m) ·n = (k ·m) ·n′

(K•) Indukcijom po n pri fiksiranom m.

BI m ·0 = 0
(N•)
= 0 ·m

IK (IP) m ·n = n ·n

m ·n′ = m+m ·n (IP)
= m+n ·m

(J•)
= 1 ·m+n ·m (Dd)

= (1+n) ·n = n′ ·m

Unastavku odaqka dokazujemo neka tvr|ewa o vezi sabirawa i mno`ewa

sa ure|ewem.

TEOREMA 27. Za sve k,m,n ∈ N va`i:

(1) k < m⇔ k+n < m+n;
(2) k = m⇔ k+n = m+n;
(3) m+n = 0⇔ m = n = 0.

DOKAZ. (1) Indukcijom po n pri fiksiranim k,m.
BI O~igledno: k < m⇔ k+0 < m+0.
IK (IP) k < m⇔ k+n < m+n
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Kako je k+n′ = (k+n)′, m+n′ = (m+n)′ i prema teoremi 6 (4) va`i

k+n < m+n⇔ (k+n)′ < (m+n)′,

na osnovu induktivne pretpostavke dolazimo do `eqenog tvr|ewa.

(2) Implikacija k = m⇒ k+n = m+n je o~igledna. Doka`imo obratno.

Pretpostavimo da je k + n = m+ n. Ako bi bilo k < m, prema (1) bi

va`ilo k + n < m + n, a ako bi bilo m < k, opet prema (1), va`ilo bi

m+n < k+n. U oba slu~aja, zakqu~ci protivre~e pretpostavci, pa mora

biti m = n.
(3) Implikacija m = 0∧n = 0⇒ m+n = 0 je o~igledna.

Pretpostavimo da je m+ n = 0. Ako bi bilo 0 < m, onda bismo zbog

0 6 n, prema (1) i (2), imali 0 < m = m+ 0 6 m+ n = 0, {to je nemogu}e.

Dakle, m = 0, pa samim tim mora biti i n = 0.

TEOREMA 28. Za sve k,m,n ∈ N va`i:

(1) 0 < n∧ k < m⇒ k ·n < m ·n;
(2) 0 < n∧ k ·n = m ·n⇒ k = m;
(3) 0 < n∧ k ·n < m ·n⇒ k < m;
(4) m ·n = 0⇔ m = 0∨n = 0;
(5) m ·n = 1⇔ m = 1∧n = 1.

DOKAZ. (1) Dokaz sprovodimo indukcijom po n pri fiksiranim k,m.
BI O~igledno: 0 < 0∧ k < m⇒ k ·0 < m ·0.
IK (IP) 0 < n∧ k < m⇒ k ·n < m ·n
Pretpostavimo da je k < m. Znamo da je 0 < n′, tj. 06 n, pa je n = 0 ili

0 < n. Ako je n = 0, tada je:

k ·0′ = k ·1 = k < m = m ·1 = m ·0′.

Ukoliko je 0 < n, prema (IP) imamo da je k · n < m · n. Uzimaju}i u obzir

komutativnost sabirawa, primenom tvr|ewa (1) prethodne teoreme (dva

puta) zakqu~ujemo da je

k ·n′ = k+ k ·n < m+ k ·n < m+m ·n = m ·n′.

Dakle, dokazali smo 0 < n′∧ k < m⇒ k ·n′ < m ·n′.
Preostala tvr|ewa su jednostavne posledice upravo dokazanog, pa ih

prepu{tamo ~itaocima.
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Op{ta teorema rekurzije

Ako za neku formulu ϕ(x,y) znamo da va`i ∀x∃!yϕ(x,y), opravdano je umesto
ϕ(x,y) pisati ϕ(x) = y, tj. za proizvoqan x, jedinstveni y za koji je ϕ(x,y)
ozna~iti ϕ(x). Ovaj dogovor zna~ajno pojednostavquje rad sa ovakvim

formulama i u dobroj meri podr`ava intuiciju u vezi sa tvrdwama nave-

denog oblika. Naravno, ne mo`emo tvrditi da je formulomϕ odre|ena neka

funkcija, izme|u ostalog i zato {to bi wen �domen� trebalo da sadr`i sve

skupove, a znamo da ovakav �domen� nije skup. Ipak ni{ta nas ne spre~ava

da zami{qamo da ϕ odre|uje jednu uop{tenu funkciju koja svakom skupu

dodequje jedan jedini skup. Dakle, uop{tene funkcije nisu skupovi (pa

samim tim nisu ni obi~ne funkcije).

PRIMER 27. Do sada smo dosta puta pre}uno podrazumevali sli~ne do-

govore.

Dokazali smo da va`i

∀x∃!y(∀z(z ∈ y⇔ z⊆ x))︸ ︷︷ ︸
ψ(x,y)

,

pa smo odmah nakon tog dokaza usvojili dogovor da umesto ψ(x,y) pi{emo
y = P(x). Slovo P svakako mo`emo zami{qati kao oznaku uop{tene

funkcije koja svakom skupu dodequje wegov partitivni skup.

Potpuno istu ideju smo primenili i na (dokazanu) formulu

∀x∃!y(∀z(z ∈ y⇔∃t(t ∈ x∧ z ∈ t)))︸ ︷︷ ︸
θ(x,y)

,

kada smo umesto θ(x,y) pisali y =
⋃

x. Ovoga puta, znak
⋃

je oznaka

uop{tene funkcije koja svakom skupu dodequje wegovu uniju.

Uop{tene funkcije mogu imati i vi{e argumenata. Znamo da va`i

formula

∀x∀y∃!z(∀t(t ∈ z⇔ t ∈ x∧ t ∈ y)),

pa se mo`e uvesti uop{tena funkcija dva arumenta koja svakom paru

skupova dodequje wihov presek. Sli~no tome, uniju, razliku i Dekartov

proizvod dva skupa mo`emo posmatrati kao uop{tenu funkciju du`ine

dva.

Uop{tene funkcije se ~esto nazivaju i skupovne operacije.
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Veoma va`an metod definisawa nizova zasnovan je na uop{tewu teo-

reme rekurzije koje }emo ukratko opisati. Neka je X bilo koji skup i

Φ uop{tena funkcija odre|ena formulom ϕ(x,y), za koju naravno znamo

da va`i ∀x∃!yϕ(x,y). Polaze}i od X , uzastopnim primenama uop{tene

funkcije Φ postepeno formiramo niz

F0 = X ,F1 = Φ(X),F2 = Φ(F1) = Φ(Φ(X)),F3 = Φ(F2) = Φ(Φ(Φ(X))), . . .

koji zadovoqava jednakosti:

(∗)
{

F0 = X
Fn′ = Φ(Fn).

[tavi{e, ~ini se da je navedeni niz jedinstveno odre|en jednakostima (∗).
No, bez obzira na jaku intuiciju, treba dokazati da postoji skup F ~iji su

elementi svi ~lanovi niza, kao i da postoji jedinstvena funkcijaF :N→F

koja zadovoqava jednakosti (∗).
Ukratko }emo izlo`iti samo osnovnu ideju tra`enog dokaza. Najpre se

dokazuje da postoje tzv. kona~ne aproksimacije funkcije F , tj. dokazuje se
da za svako n ∈N\{0} postoji skup Fn i funkcija fn : n→ Fn takva da va`i:

fn(0) = X
fn(k′) = Φ( fn(k)), za svako k′ < n.

Kona~ne aproksimacije mo`emo opisati i na slede}i na~in:

f0 = {(0,X)},
f1 = {(0,X),(1,Φ(X))},
f2 = {(0,X),(1,Φ(X)),(2,Φ(Φ(X)))},
...

Primetimoda svaku kona~nu aproksimaciju (osimprve) odre|uje prethodna

aproksimacija i utvr|eni na~in kako se ta prethodna aproksimacija pro-

{iruje. Od kona~nih aproksimacija defini{emo tra`enu funkciju F
uzimaju}i da je F =

⋃
n∈NFn i F : N→ F, F(n) = fn′(n).

TEOREMA 29. [Op{ta teorema rekurzije] Ako je Φ uop{tena funkcija,

za svaki skup X postoji skup F i jedinstveno odre|eni niz F : N→ F
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takav da va`i:

(Rec)
{

F0 = X
Fn′ = Φ(Fn).

Va`no je primetiti da ovako formulisana teorema nije izraziva for-

mulom teorije skupova, jer se implicitno podrazumeva da po~iwe re~ima

za svaku uop{tenu funkciju Φ . . . , tj. za svaku formulu ϕ takvu da va`i

∀x∃!yϕ(x,y) . . . , a ovakva vrsta kvantifikovawa nije dozvoqena na jeziku
teorije skupova. Zato, prethodnu teoremu treba shvatiti kao shemu koja za

svaku fiksiranu uop{tenu funkciju Φ daje jednu teoremu teorije skupova.

Prilikom primene op{te teoreme rekurzije, uobi~ajeno je da se za

zadato X i Φ, ka`e da je jednakostima (Rec) zadat (jedinstveni) niz skupova
Fn, n ∈ N, i da se bez posebnog obrazlagawa formira skup ~iji su jedini

elementi ~lanovi ovog niza; ovaj skup uglavnom ozna~avamo kao familiju

skupova {Fn | n ∈ N}= {F0,F1,F2,F3, . . .}.

PRIMER 28. Za svaki skup A, jednakostima (1) je odre|en jedinstveni niz:{
S0 = A
Sn′ = {Sn},

odakle zakqu~ujemo da postoji skup

(1) {Sn | n ∈ N}= {A,{A},{{A}},{{{A}}}, . . .}.

Za svaki skup A, jednakostima (2) je odre|en jedinstveni niz:

(2)
{

V0 = A
Vn′ = P(Vn),

odakle zakqu~ujemo da postoji skup

{Vn | n ∈ N}= {A,P(A),P(P(A)),P(P(P(A))), . . .}.

Samim tim postoji i skup Pω =
⋃

n∈NPn. Specijalno, ako je A = /0, onda se
skup Pω naziva kombinatorni univerzum.

Za svaki skup A, jednakostima (2) je odre|en jedinstveni niz:

(2)
{

A0 = A
An′ = An×A,
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odakle zakqu~ujemo da postoji skup

{An | n ∈ N}= {A,A×A,A×A×A,A×A×A×A, . . .}.

Nije te{ko primetiti da je za svako n∈N skupAn zapravoDekartov stepen

An (skup svih ure|enih n-torki elemenata iz A). Naravno, postoji i skup⋃
n∈NAn, koji se naziva skup nepraznih kona~nih nizova elemenata iz A.

Kona~ni nizovi

U posledwem primeru, skup nepraznih kona~nih nizova elemenata iz A
uveden je kao unija Dekartovih stepena An, n ∈ N+, pri ~emu je A1 = A. Za
svako n ∈ N+, ure|enu n-torku iz An nazivamo i kona~nim nizom du`ine

n elemenata skupa A. Me|utim, pod kona~nim nizom du`ine n elemenata

iz A mo`emo smatrati i bilo koju funkciju iz n u A. O~igledno je da

svaka ure|ena n-troka (a1, . . . ,an) ∈ An, odre|uje jedinstvenu funkciju iz n
u A: a : n→ A, a(n) = an. Ta~no je i obrnuto: svaka funkcija iz n u A
odre|uje jedinstvenu n-torku elemenata iz A. Prethodna zapa`awa mo`emo
pro{iriti i na slu~aj n= 0. Znamo da postoji samo jedna (prazna) funkcija
iz 0 u A, pa po dogovoru mo`emo uzeti da je A0 = { /0}.

Dakle, za bilo koje n∈N, oznakuAn koristimoi da za skup svih ure|enih

n-torki (uz dogovor da je 0-torka zapravo /0), ali i za skup svih funkcija

iz n u A, jer izme|u ova dva skupa postoji bijekcija koja nam omogu}ava da

jednostavno prelazimo sa jednog na drugo zna~ewe. Pomenutu bijekciju za-

pravo mo`emo posmatrati kao prevod jednog konteksta na drugi, i obratno.

Skup A<ω =
⋃

n∈NAn nazivamo skup svih kona~nih nizova elemenata iz A,
pri ~emu prazan skup posmatran kao element skupa A0 nazivamo i prazan

niz.
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2.7 Kardinalnost skupa

Kona~ni skupovi

TEOREMA 30. [Dirihleov princip] Za svaka dva prirodna broja m i n,
ako je m > n, onda ne postoji 1-1 funkcija iz m u n.

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po n.
(BI) Ako je m > 0, tada uop{te ne postoji funkcija iz m u 0 (m 6= /0 i 0 = /0),
pa tvr|ewe trivijalno va`i.

(IK) (IP) Neka je n prirodan broj takav da za bilo koje m > n ne postoji 1-1

funkcija iz m u n. Dokaza}emo da tada za svako m > n′, tako|e ne postoji
1-1 funkcija iz m u n′.

Pretpostavimo suprotno: neka f : m 1-1→ n′. Odavde sledi da n (n ∈ n′)
mora biti f -slika nekog elementa iz m, jer bi u suprotnom postojala 1-1

funkcija iz m u n, {to nije mogu}e. Tako|e, iz m > n′, sledi da postoji

prirodan broj k takav da je m = k′; f : k∪{k} 1-1→ n∪{n}. Kako je k′ > n′,
prema posledici 6 (5) imamo da je k > n , pa ne postoji 1-1 funkcija iz k u
n. Razlikujemo dva slu~aja: f (k) = n i f (k) 6= n.

1. slu~aj: f (k) = n. Tada f |k: k 1-1→ n, {to je nemogu}e prema (IP).
2. slu~aj: f (k) 6= n. Tada je f (`) = n, za neko ` ∈ k, tj. ` < k. Defini{imo
funkciju h : k′→ n′ na slede}i na~in:

h(x) =


f (x), x ∈ k∧ x 6= `
f (k), x = `,

n, x = k.

Nije te{ko uo~iti da h : k′ 1-1→ n′ i da je h(k) = n. Me|utim, tada h |k: k 1-1→ n,
{to nije mogu}e prema (IP).

POSLEDICA 7. Neka su m i n proizvoqni prirodni brojevi.

(1) Postoji 1-1 funkcija iz m u n ako i samo ako je m6 n.
(2) Postoji bijekcija izme|u m i n ako i samo ako je m = n.

Kao {to je dobro poznato, prirodnim brojevima izra`avamo �broj

(koli~inu)� elemenata kona~nih skupova.
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DEFINICIJA 15. Skup X je kona~an ako postoji bijekcija izme|u X i

nekog prirodnog broja n, i u tom slu~aju pi{emo |X |= n.

Prema posledici 7 (2), za svaki kona~an skup X postoji jedinstven

prirodan broj n takav da je |X | = n i tada ka`emo da je n broj elemenata

skupa X , odn. kardinalnost skupa X jednaka je n. O~igledno je |n| = n za

bilo koji prirodan broj n.

TEOREMA 31. Neka su X i Y neki kona~ni skupovi. Tada va`i:

(1) |X |= 0⇔ X = /0;
(2) |X |= |Y | ako i samo ako postoji bijekcija izme|u X i Y .
(3) |X |6 |Y | ako samo ako postoji 1-1 funkcija iz X u Y .

DOKAZ. (1) Tvr|ewe direktno sledi iz razmatrawa o funkcijama iz praznog

i u prazan skup sa strane 83.

(2) Budu}i da su X i Y kona~ni skupovi, postoje prirodni brojevi m i n i

bijekcije f : X
1-1−→na m i g : Y

1-1−→na n.
(⇒) Pretpostavimo da je m = n. Treba da defini{emo bijekciju izme|u

X i Y . Na narednoj slici, znakom ∼ iznad strelice ozna~avamo da je

odgovaraju}a funkcija bijekcija.

Funkcija h : X → Y , data sa h(x) = g−1 ◦ f (x), jeste bijekcija.

(⇐) Neka je h : X
1-1−→na Y neka bijekcija izme|u X i Y . Tada se,

analogno prethodnom slu~aju, defini{e bijekcija izme|u m
i n, {to prema posledici 7 (2) zna~i da je m = n, tj. |X |= |Y |.
(3) Dokaz ostavqamo za ve`bu.

TEOREMA 32. Neka je n bilo koji prirodan broj.

(1) Svaki podskup a od n je kona~an i va`i |a|6 n.
(2) Za svaki a⊂ n ne postoji bijekcija izme|u n i a.
(3) Za svaku funkciju f iz n u n va`i: f : n 1-1→ n akko f : n na→ n.
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DOKAZ. (1) (BI) Jedini podskup od 0, tj. od /0, jeste /0 pa tvr|ewe o~igledno

va`i.

(IP) Neka je n prirodan broj za koji va`i tvr|ewe.

Pretpostavimo da je a⊆ n′ = n∪{n}. Razlikujemo dva slu~aja.
1. slu~aj: n 6∈ a. Tada je a⊆ n, pa prema (IP) skup a je kona~an i |a|6 n < n′.
2. slu~aj: n ∈ a. Tada je a1 = a \ {n} ⊆ n, pa iz (IP) sledi da je a1 kona~an

skup i |a1|6 n. Neka je |a1|= m, za neko m6 n, i f : a1
1-1−→na m. Defini{imo

funkciju h : a→ m′:

h(x) =
{

f (x), x ∈ a1,
m, x = n.

Nije te{ko uo~iti da je h bijekcija, pa je |a|= m′ 6 n′.
(2) (BI) Ne postoje pravi podskupovi od 0, pa tvr|ewe trivijalno va`i.
(IP) Neka je n prirodan broj za koji va`i tvr|ewe.

Pretpostavimo da je a⊂ n′= n∪{n}i f : a
1-1−→na n′. Razlikujemo dva slu~aja.

1. slu~aj: n 6∈ a. Tada je a⊆ n, a1 = a\{ f−1(n)} ⊂ a⊆ n i f |a1: a1
1-1−→na n, {to

je nemogu}e prema (IP).
2. slu~aj: n ∈ a. Razlikujemo dva podslu~aja.

2.1. slu~aj: f (n) = n. Tada je a1 = a\{n} ⊂ n i f |a1: a1
1-1−→na n, pa ponovo

dolazimo do kontradikcije sa (IP).
2.2. slu~aj: f (n) 6= n. Tada f (n) = k, za neko k ∈ n. Tako|e, postoji ` ∈ n

takav da je f (`) = n. Neka je h : a→ n funkcija definisana sa

h(x) =


f (x), x ∈ a\{`,n},
n, x = n,
k, x = `.

Jednostavno se uo~ava da h : a
1-1−→na n′ i da je h(n) = n, pa se ponovo izvodi

kontradikcija kao u prethodnom slu~aju.

(3) Ako je n = 0 tvr|ewe trivijalno va`i. Pretpostavimo zato da je n 6= 0.

(⇒) Neka f : n 1-1→ n. O~igledno je f [n] ⊆ n. Ne mo`e biti f [n] ⊂ n, jer bi

tada bilo f : n
1-1−→na f [n], {to je nemogu}e prema tvr|ewu (2). Dakle, f [n] = n,

tj. f je na funkcija.
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(⇐)Pretpostavimo f : n na→ n. Tada je za svako k ∈ n, skup f−1[{k}] neprazan
podskup od n, pa ima (jedinstven) najmawi element, koji }emo ozna~iti

min f−1[{k}]. Lako se proverava da je funkcija g : n→ n, g(k) =min f−1[{k}],
k ∈ n, zapravo 1-1 funkcija: ako je k1 6= k2, onda je f−1[{k1}]∩ f−1[{k2}] = /0,
pa mora biti min f−1[{k1}] 6= min f−1[{k2}], tj. g(k1) 6= g(k2). Samim tim,

prema delu dokaza (⇒), funkcija g mora biti i na funkcija, odnosno

g : n
1-1−→na n. Primetimo da je f ◦g = idn, tj. f (g(k)) = k, za svako k ∈ n.
Na osnovu izvedenih zakqu~aka, dokazujemo da je f 1-1 funkcija. Neka

je f (k1) = f (k2). Tada postoje jedinstveni `1 i `2 takvi da je g(`1) = k1
i g(`2) = k2. Iz f (g(`1)) = f (g(`2)), sledi da je `1 = `2, pa mora biti i

k1 = k2.

POSLEDICA 8. Neka je X kona~an skup.

(1) Svaki podskup A od X je kona~an i va`i |A|6 |X |.
(2) Za svaki A⊂ X ne postoji bijekcija izme|u X i A.
(3) Za svaku funkciju f iz X u X va`i: f : X 1-1→ X akko f : X na→ X .

DOKAZ. Sva tvr|ewa su jednostavne posledice prethodne teoreme. Ukratko

}emo opisati samo dokaz tvr|ewa (1). Ostala dva ostavqamo za ve`bu.

(1) Neka je n prirodan broj i f : X
1-1−→na n. Tada je f [A]⊆ n, pa je f [A] kona~an

skup i | f [A]|6 n = |X |. Odavde izvodimo `eqeni zakqu~ak, jer su skupovi

f [A] i A iste kardinalnosti (funkcija f odre|uje jednu bijekciju izme|u A
i f [A]).

TEOREMA 33. Neka su X i Y proizvoqni kona~ni skupovi.

(1) [Princip zbira] Ako je X ∩Y = /0, onda je |X ∪Y |= |X |+ |Y |.
(2) [Princip proizvoda] X×Y = |X | · |Y |.

DOKAZ. Navedena tvr|ewa mo`emo formulisati i na slede}i na~in: za

svaka dva prirodna broja m i n, i svaka dva skupa X i Y ,
(1) ako je |X |= m, |Y |= n i X ∩Y = /0, onda je |X ∪Y |= m+n;
(2) ako je |X |= m i |Y |= n, onda je |X×Y |= m ·n.

Na osnovu ovih reformulacija tvr|ewa uo~avamo da dokaze mo`emo

sprovesti i indukcijom po n (pri fiksiranom m).
Neka je m proizvoqan prirodan broj.
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(1) (BI) Neka je |X | = m, |Y | = 0 i X ∩Y = /0. Iz |Y | = 0 sledi da je Y = /0
(teorema 31 (1)), pa je X ∪Y = X i |X ∪Y |= |X |= m = m+0.

(IP) Neka je n prirodan broj takav da za sve skupove X i Y , iz |X | = m,
|Y |= n i X ∩Y = /0 sledi |X ∪Y |= m+n.

Pretpostavimo da je |X |= m, |Y |= n′ i X ∩Y = /0. Tada postoji bijekcija
f : Y → n′. Neka je Y1 = Y \ { f−1(n)}. Koriste}i bijekciju f neposredno

mo`emo definisati bijekciju izme|uY1 i n, odakle sledi da je |Y1|= n. Kako

je X ∩Y1 = /0, prema (IP) zakqu~ujemo da postoji bijekcija g : X ∪Y1
1-1−→na m+n.

Defini{imo, najzad, funkciju h : X ∪Y → (m+n)′:

h(x) =
{

g(x), x ∈ X ∪Y1,
m+n, x = f−1(n).

O~igledno je h bijekcija, a kako je (m+n)′ = m+n′, tvr|ewe je dokazano.

(2) (BI) Neka je |X |= m, |Y |= 0. Iz |Y |= 0 sledi da je Y = /0, pa je X×Y = /0
i |X×Y |= 0 = m ·0.

(IP) Neka je n prirodan broj takav da za sve skupove X i Y , iz |X |= m i

|Y |= n sledi |X×Y |= m ·n.
Pretpostavimo da je |X |=m i |Y |= n′. Tada postoji bijekcija f : Y → n′.

Neka je y = f−1(n) i Y1 = Y \ {y}. Kako je |Y1| = n, prema (IP) zakqu~ujemo
da je |X ×Y1| = m · n. Jednostavno je uo~iti da je |X ×{y}| = |X | = m (na

primer, h : X ×{y}
1-1−→na X , h(x,y) = x, x ∈ X). Kako je Y = {y}∪Y1 (i y 6∈ Y1),

to je X ×Y = (X ×{y})∪ (X ×Y1) i (X ×{y})∩ (X ×Y1) = /0, pa prema (1)

dobijamo

|X×Y |= |X×{y}|+ |X×Y1|= m+m ·n = m ·n′.

POSLEDICA 9. (1) Ako su X i Y kona~ni skupovi, onda je

|X ∪Y |+ |X ∩Y |= |X |+ |Y |.

(2) Unija dva kona~na skupa je kona~an skup.

(3) Dekartov proizvod dva kona~na skupa je kona~an skup.
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Beskona~ni skupovi

Nisu svi skupovi kona~ni. Na primer, da skup N nije kona~an mo`emo se

uveriti na vi{e na~ina. Navodimo samo dva.

• SkupN+ =N\{0} je pravi podskup odN i postoji bijekcija izme|uN
iN+; na primer, funkcija f :N→N+, f (n) = n′, n∈N, jeste bijekcija.
Prema posledici 8 (2), skup N ne mo`e biti kona~an.

• Funkcija sledbenik ′ : N→N je 1-1 funkcija, ali nije na funkcija (0
nije sledbenik nijednog prirodnog broja), pa prema posledici 8 (3)

zakqu~ujemo da N nije kona~an.

DEFINICIJA 16. Skup je beskona~an ako nije kona~an.

Upore|ivawe beskona~nih skupova po �broju� elemenata defini{emo

po uzoru na tvrdwe (2) i (3) teoreme 31, koje se odnose na kona~ne skupove.

DEFINICIJA 17. (1) Skupovi A i B su iste kardinalnosti (imaju isti

broj elemenata), u oznaci |A|= |B| ako postoji bijekcija izme|u A i B.
(2) Kardinalnost skupa A je mawa od ili jednaka kardinalnosti skupa

B, u oznaci |A|6 |B| ako postoji 1-1 funkcija iz A u B.

TEOREMA 34. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:

(1) |A|= |A|;
(2) ako je |A|= |B|, onda je |B|= |A|;
(3) ako je |A|= |B| i |B|= |C|, onda je |A|= |C|.

DOKAZ. (1) idA : A
1-1−→na A.

(2) Ako f : A
1-1−→na B, onda f−1 : B

1-1−→na A.

(3) Ako f : A
1-1−→na B i g : B

1-1−→na C, onda g◦ f : A
1-1−→na C.
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TEOREMA 35. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:

(1) |A|6 |A|;
(2) ako je |A|6 |B| i |B|6 |C|, onda je |A|6 |C|.

DOKAZ. Tvr|ewe (1) direktno sledi iz prethodne teoreme. Tvr|ewe (2) va`i

jer iz f : A 1-1→ B i g : B 1-1→C sledi g◦ f : A 1-1→C.

TEOREMA 36. [Kantor-Bern{tajnova teorema] Neka su A i B bilo koji

skupovi. Ako je |A|6 |B| i |B|6 |A|, onda je |A|= |B|.

Najpre dokazujemo jednu korisnu lemu.

LEMA 5. Neka je A bilo koji skup i F : P(A)→ P(A) funkcija koja

zadovoqava slede}i uslov:

(∗) (∀X ,Y ∈ P(A))X ⊆ Y ⇒ F(X)⊆ F(Y ).

Tada postoji E ⊆ A takav da je F(E) = E.

DOKAZ. Neka je E = {X | X ⊆ A∧X ⊆ F(X)} i E =
⋃
E. Dokaza}emo da je E

fiksna ta~ka funkcije F , tj. F(E) = E. Primetimo najpre da va`i:

E =
⋃

X∈E
X ⊆

⋃
X∈E

F(X)
(!)
⊆F(

⋃
X∈E

X) = F(E).

Inkluzija ozna~ena znakom uzvika va`i jer za svako X ∈ E, X ⊆
⋃

X i

F(X)⊆ F(
⋃

X), prema (∗). Iz uslova (∗) dobijamo i da je F(E)⊆ F(F(E)),
odakle sledi da F(E) ∈ E, pa je F(E)⊆

⋃
E= E. Dakle, F(E) = E.

DOKAZ. [Kantor-Bern{tajnova teorema]Neka f : A 1-1→Bi g : B 1-1→A. O~igledno
je da se pomo}u funkcije f mo`e definisati bijekcija izme|u skupova A
i f [A], a pomo}u funkcije g bijekcija me|u skupovima B i g[B]. Me|utim,

mogu}e je da skupovi f [A] i g[B] budu pravi podskupovi, redom od B i A.
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Naravno, sli~no zapa`awe va`i i za podskupove od A, odn. B: ako je

X ⊆ A, onda je f odre|uje jednu bijekciju izme|u X i f [X ], a ako je Y ⊆ B,
onda g odre|uje bijekciju izme|u Y i g[Y ]. Kqu~no pitawe je da li postoji
podskup E ⊆ A takav da g odre|uje bijekciju izme|u B \ f [E] i A \E, tj. da
va`i

g[B\ f [E]] = A\E, odn. E = A\g[B\ f [E]].

Drugim re~ima, treba ispitati da li postoji fiksna ta~ka funkcije

F : P(A)→ P(A), F(X) = A \ g[B \ f [X ]], X ∈ P(A). Prema prethodnoj lemi,
dovoqno je proveriti da li va`i uslov (∗). Za bilo koje X1,X2 ⊆ A va`i:

X1 ⊆ X2⇒ f [X1]⊆ F [X2]

⇒ B\ f [X1]⊇ B\F [X2]

⇒ g[B\ f [X1]]⊇ g[B\F [X2]]

⇒ A\g[B\ f [X1]]⊆ A\g[B\F [X2]]

⇔ F(X1)⊆ F(X2).

Dakle, prema pomenutoj lemi, postoji skup E takav da je F(E) = E, tj.
g[B \ f [E]] = A \E. Primetimo da za svako x ∈ A \E, postoji jedinstveni

(jer je g 1-1 funkcija) element iz B ~ija je g-slika jednaka x; taj jedinstveni
element iz B ozna~i}emo sa g−1(x). Sada nije te{ko definisati `eqenu

bijekciju. Neka je h : A→ B funkcija data sa:

h(x) =
{

f (x), x ∈ E,
g−1(x), x ∈ A\E

Dokaz da je h bijekcija ostavqamo za ve`bu.
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Upore|ivawe beskona~nih skupova po kardinalnosti (po broju eleme-

nata) ima smisla, jer se ispostavqa da postoje razne �vrste beskona~nosti�

i da od svakog beskona~nog skupa postoji neki �beskona~niji�, tj. ve}e

kardinalnosti.

DEFINICIJA 18. Kadrinalnost skupa A je mawa od kardinalnosti

skupa B, u oznaci |A|< |B|, ako je |A|6 |B| i |A| 6= |B|.

TEOREMA 37. Za svaki skup A, |A|< |P(A)|.

DOKAZ. Nije te{ko uo~iti da je |A|6 |P(A)|. Zaista, funkcija f : A→ P(A),
f (x) = {x}, x ∈ A, jeste 1-1 funkcija.

Ostaje jo{ da poka`emo da ne postoji bijekcija izme|u A i P(A). Pret-

postavimo suprotno, da h : A
1-1−→na P(A). Defini{imo skup

K = {x ∈ A | x 6∈ h(x)}.

O~igledno K ∈ P(A), pa po{to je h na funkcija, postoji k ∈ A takav da je

h(k) = K. Da li k pripada ili ne pripada skupu K?
1. mogu}nost: k ∈ K. Iz h(k) = K sledi k ∈ h(k), {to prema definiciji

skupa K, zna~i da k 6∈ K. Kontradikcija.
1. mogu}nost: k 6∈ K. Iz h(k) = K sledi k 6∈ h(k), {to prema definiciji

skupa K, zna~i da k ∈ K. Kontradikcija.
Iz dobijenih kontradikcija zakqu~ujemo da ne postoji bijekcija izme|u

A i P(A).

NAPOMENA 21. Dokaz posledwe teoreme je star preko sto godina. Va`na ne-

posredna posledica ovog tvr|ewa je da ne postoji skup svih skupova. Ako bi

postojao takav skup V , tada bismo imali da je P(V ) ⊆ V (jer je svaki podskup od

V istovremeno i element V ) pa i |P(V )|6 |V |. Tako|e, svi jedno~lani skupovi ne

obrazuju skup, jer ako biK bio skup svih jedno~lanih skupova, tada bi za svaki skup

x bilo x ∈ {x} ∈ K, tj. x ∈ ∪K, pa bi skup ∪K sadr`avao sve skupove. Interesantno

je, tako|e, razmotriti kakve posledice ima nejednakost |x| < |P(x)|, ukoliko je x
beskona~an skup.

Upore|ivawe skupova brojeva po kardinalnosti je glavni �krivac� nastanka

teorije skupova jer se wenim prvim rezultatima smatraju Kantorove teoreme
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|N| = |Q| i |N| < |R|. Slobodnije re~eno, posledwa nejednakost nam govori da

postoji neka vrsta beskona~nosti vi{eg reda, tj. da i od beskona~nih skupova ima

strogo �brojnijih�, budu}i da je skupN beskona~an. [tavi{e, koriste}i dokazanu

nejednakost |x|< |P(x)|, mo`emo konstruisati beskona~an, strogo rastu}i po kar-
dinalnosti, niz beskona~nih skupova.

|N|< |P(N)|< |P(P(N))|< · · ·< |P(· · ·P(P︸ ︷︷ ︸
n

(N)) · · ·)|< · · ·

Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

DEFINICIJA 19. Skup X je prebrojiv ako je |X |= |N|.

Da je X prebrojiv ozna~ava se i |X |= ℵ0.

TEOREMA 38. Svaki podskup prebrojivog skupa je kona~an ili prebro-

jiv.

DOKAZ. Dokaza}emo da je svaki beskona~an podskup od N prebrojiv. Iz

toga jednostavno zakqu~ujemo da navedeno tvr|ewe va`i.

Neka je A beskona~an podskup od N. Budu}i da je |A| 6 |N| (funkcija
f : A→N, f (a) = a, a ∈ A, jeste 1-1 funkcija), prema Kantor-Bern{tajnovoj
teoremi treba jo{ pokazati da je |N|6 |A|.

Defini{imo najpre jedan niz podskupova od A. Polaze}i od /0 ∈ P(A)
i h : P(A)→ P(A), h(X) = X ∪ {min(A \X)}, primenom teoreme rekurzije

defini{emo E : N→ P(A):{
E(0) = /0,
E(n′) = h(E(n)); tj.

{
E(0) = /0,
E(n′) = E(n)∪{min(A\E(n))}.

Jednostavno se dokazuju slede}e ~iwenice:

• za svako n ∈ N, E(n) je kona~an podskup od A, pa je i A\E(n) 6= /0;

• E je strogo rastu}i (u odnosu na inkluziju) niz, tj. za sve m,n ∈ N, iz
m < n sledi E(m)⊂ E(n);

• za svako n ∈ N i svako m > n, min(A\E(n)) ∈ E(m).
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Neka je h : N→ A, h(n) = min(A \E(n)). Doka`imo da je h 1-1 funkcija.

Pretpostavimo da je n1 6= n2. Bez gubqewa op{tosti mo`emo uzeti da

je n1 < n2. Iz h(n1) = min(A \E(n1)) ∈ E(n2), zakqu~ujemo da mora biti

h(n1) 6= h(n2).

DEFINICIJA 20. Skup je najvi{e prebrojiv ako je kona~an ili prebro-

jiv. Beskona~an skup je neprebrojiv ako nije najvi{e prebrojiv.

Iz prethodne teoreme sledi da je svaki podskup prebrojivog skupa naj-

vi{e prebrojiv.

TEOREMA 39. Skup A je najvi{e prebrojiv akko je |A|6 |N|.

TEOREMA 40. Ako postoji funkcija iz N na skup A, f : N na→ A, onda je A
najvi{e prebrojiv.

DOKAZ. Neka f : N na→ A. Tada je za svako a ∈ A, skup f−1[{a}] neprazan pod-
skup od N, pa ima najmawi element. Neka je g : A→N funkcija definisana

sa:

g(a) = min f−1[{a}], a ∈ A.

Funkcija g je 1-1 funkcija, jer ako je a1 6= a2, onda je f−1[{a1}]∩ f−1[{a2}] =
/0, pa mora biti g(a1) 6= g(a2). Dakle, |A|6 |N|.

U nastavku }emo dokazati neke ~iwenice u vezi sa prebrojivim skupo-

vima koje se ~esto koriste (podrazumevaju) u mnogim matemati~kim oblas-

tima.

TEOREMA 41. (1) Skup N×N je prebrojiv. Uop{te, Dekartov proizvod

dva prebrojiva skupa je prebrojiv.

(2) Za svako n> 3, skup Nn je prebrojiv.

(3) Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

(4) Skup kona~nih nizova prebrojivog skupa je prebrojiv.

(5) Skup kona~nih podskupova prebrojivog skupa je prebrojiv.
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DOKAZ. (1) Neka je f :N→N funkcija definisana sa:{
f (0) = 0,
f (x+1) = f (x)+ x.

Jednostavno se dokazuje da slede}a osobina: za sve x,y ∈ N+, iz x < y sledi
f (x)< f (y). Umesto f (x) pi{emo

(x
2

)
.

Dokaza}emo da je funkcija K : N2→ N definisana sa

K2(x,y) =
(

x+ y+1
2

)
+ x

bijekcija.

Dokaza`imo najpre da za svaka dva para (x1,y1),(x2,y2) ∈ N2,

iz x1 + y1 < x2 + y2 sledi da je K(x1,y1)< K(x2,y2).

Zaista, ako je x1 + y1 < x2 + y2, onda je x1 + y1 +16 x2 + y2, pa imamo da je

K(x2,y2) =

(
x2 + y2 +1

2

)
+ x2 >

(
x2 + y2 +1

2

)
>

(
x1 + y1 +1+1

2

)
=

(
x1 + y1 +1

2

)
+ x1 + y1 +1

>

(
x1 + y1 +1

2

)
+ x1 = K(x1,y1).

Ovadve zakqu~ujemoda za svaka dvapara (x1,y1),(x2,y2)∈N2, izK(x1,y1)=
K(x2,y2) sledi da je x1 = x2 i y1 = y2, tj. da je (x1,y1) = (x2,y2). Time je

dokazano da je funkcija K 1-1 funkcija.

Doka`imo da je K i na funkcija. Neka je z proizvoqan prirodan broj.
Posmatrajmo skup

S =

{
n ∈N : z <

(
n+2

2

)}
.

Skup S je neprazan (jer je
( ·

2

)
strogo rastu}afunkcija naN+) pa ima najmawi

element. Neka je n0 = minS. Tada je n0 najve}i prirodan broj takav da je(n0+1
2

)
6 z. Kako je

(n0+2
2

)
=
(n0+1

2

)
+n0 +1, imamo da je(

n0 +1
2

)
6 z <

(
n0 +1

2

)
+n0 +1,
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odakle sledi da je

06 z−
(

n0 +1
2

)
6 n0.

Neka je x0 = z−
(n0+1

2

)
i y0 = n0− x0. Kako je

z =
(

n0 +1
2

)
+ x0 =

(
x0 + y0 +1

2

)
+ x0 = K2(x0,y0),

dokaz je zavr{en.

(2) Jednostavno se dokazuje indukcijom.

(3) Pod prebrojivom familijom prebrojivih skupova podrazumevamo di-

rektnu sliku funkcije A : I → A, pri ~emu je I neki prebrojiv skup, i za

svako i ∈ I, skup Ai je prebrojiv skup. Bez gubqewa op{tosti mo`emo pret-

postaviti da je I = N.

Za svako n ∈ N, skup An je prebrojiv, pa postoji bijekcija fn : N
1-1−→na An.

Neka jeA=
⋃

n∈NAn. Defini{imofunkciju f :N×N→A na slede}i na~in:

f (m,n) = fm(n), (m,n) ∈ N×N.

Funkcija f je na funkcija: za svako a ∈ A =
⋃

n∈NAn, postoji m ∈ N takav

da a ∈ Am. Kako je fm bijekcija izme|u N i Am, daqe sledi da postoji n ∈ N
takav da je fm(n) = a, pa je f (m,n) = a. Prema teoremi 40 zakqu~ujemo da je
A najvi{e prebrojiv skup, odnosno prebrojiv, jer o~igledno nije kona~an.

(4) Tvr|ewe direktno sledi iz (2) i (3):
⋃

n∈NNn je prebrojiv.

(5) Ozna~imo Pfin(N) skup svih kona~nih podskupova od N.
Za n ∈ N, skup Nn posmatramo kao skup svih funkcija iz n u N. Nije

te{ko uo~iti da je tada za svako x ∈Nn, ran(x) = x[n] jedan kona~an podskup
od N. Defini{imo funkciju f :

⋃
n∈NNn→ Pfin(N) na slede}i na~in:

f (x) = ran(x).

Funkcija f je na funkcija: za svako X ∈ Pfin(N) postoje n i h : n
1-1−→na X , pa

h ∈ Nn i ran(h) = X . Prema teoremi 40 zakqu~ujemo da je Pfin(N) prebrojiv
skup, jer nije kona~an.
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Dobra ure|ewa

Podse}amo na slede}e tvr|ewe: ako postoji funkcija iz N na skup A, f :
N na→ A, onda je A najvi{e prebrojiv. Kqu~nu ulogu u dokazu ovog tvr|ewa

ima ~iwenica da se skup N mo`e dobro urediti.

Da li va`i uop{tewe navedenog tvr|ewa: ako postoji funkcija iz X na

skup Y , f : X na→ Y , onda je |X | 6 |Y |? Analogan dokaz prethodnom mo`e se

sprovesti za bilo koji skup X koji je dobro ure|en nekom relacijom �.

DEFINICIJA 21. Ure|ewe� nekog skupa X je dobro ako svaki neprazan

podskup od X ima najmawi element u odnosu na �.

LEMA 6. Neka je � dobro ure|ewe skupa X . Tada za svaki skup Y , ako
postoji f : X na→ Y , onda je |Y |6 |X |.

U nastavku dokazujemo neke najva`nije osobine dobro ure|enih skupova.

Pre toga ukratko opisujemo intuiciju koja se krije iza dobrih ure|ewa.

Uop{teno, ako jeW neprazan skup, onda on ima najmawi element x0; akoW
sadr`i bar dva elementa, onda podskupW \{x0} sadr`i najmawi element x1
itd; ako je W kona~an skup, prethodni postupak }e se zavr{iti u kona~no

mnogo koraka (rezultat postupka je jedno nabrajawe svih elemenata skupa

W u niz); ako je W beskona~an, postoji mogu}nost da se W `iscrpi' nizom

(x0,x1, . . .), ali i da podskupW \{x0,x1, . . .} ima najmawi element xω ; postu-

pak se mo`da mo`e nastaviti novim elementom xω+1 itd. Dobro ure|ewe

podr`ava intuiciju o skupu izgra|enom element-po-element, tj. intuiciju

o induktivno izgra|enom skupu.

125
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NAPOMENA. Postoji vrlo jednostavna alternativna karakterizacija dobrih

ure|ewa. Neka je � linearno ure|ewe skupa W . Tada je � dobro ure|ewe skupa W
akko ne postoji strogo opadaju}i (u odnosu na �) niz elemenata skupa W , tj. ne

postoji funkcija f : N→W takva da za sve m,n ∈N, iz m < n sledi fm ≺ fn. Dokaz

izostavqamo.

PRIMER 29. Svaki prirodan broj sa uobi~ajenim ure|ewem jeste jedan

primer dobrog ure|ewa. Ure|ewe skupa prirodnih brojeva N tako|e je

primer dobrog ure|ewa. Skup prirodnih brojeva ~esto se ozna~ava ω ,

kada se posmatra zajedno sa uobi~ajenim ure|ewem. Skup ω ∪{ω} mo`emo
dobro urediti ako iza svih prirodnih brojeva postavimo (kao najve}i)

novi element ω .

Na skupu ω×ω tzv. leksikografsko ure|ewe

(m1,n1)6lex (m2,n2) ⇔ m1 < m2∨ (m1 = m2∧n1 6 n2),

jeste primer dobrog ure|ewa.

Izdvajamo nekoliko jednostavnih osnovnih ~iwenica u vezi sa dobrim

ure|ewima. Neka je � dobro ure|ewe skupa W .

• Ure|ewe � mora biti linearno ure|ewe: za sve x,y ∈W , skup {x,y}
sadr`i najmawi element, {to zna~i da mora biti x� y ili y� x.

• Najmawi element svakog nepraznog podskupa A odW mora biti jedin-

stven; obele`avamo ga minA.

• Posebno va`nu ulogu u dobro ure|enim skupovima imaju tzv. po~etni

segmenti: skupove oblika (−,x) = {y ∈W | y ≺ x}, x ∈ X , nazivamo
po~etnim (inicijalnim) segmentima. Podse}amo da x ≺ y ozna~ava

da je x� i x 6= y. O~igledno, najmawi element skupaW \ (−,x) jeste x.

• Ako je D⊆W , onda je relacija �D=� ∩(D×D) dobro ure|ewe skupa
D; ka`e se da je �D relacija na D indukovana relacijom �. ^esto se
izostavqa indeks D u oznaci �D; oznaka � se koristi za sva ure|ewa

indukovana na podskupovima od W .

LEMA 7. Neka je� dobro ure|ewe skupaW i A⊆W . Ako za svako x ∈W
va`i:

(∗) x ∈ A⇒ (−,x)⊆ A,



2. TEORIJA SKUPOVA 127

onda je A =W ili je A po~etni segment. [tavi{e, ako je A 6=W , onda

je A = (−,a), gde je a = min(W \A).

DOKAZ. Pretpostavimo da va`i (∗) i da je A 6= W . Ako je a = min(W \A),
onda je (−,a)⊆ A. Zaista, ako je a najmawi element koji ne pripada A, onda
svi mawi od a, tj. svi iz (−,a) moraju pripadati A.

Doka`imo obrnutu inkluziju: A⊆ (−,a). Pretpostavimo da A 6⊆ (−,a),
tj. da postoji x ∈ A i x 6∈ (−,a), tj. x 6≺ a. Iz a 6∈ A sledi a 6= x, a odavde i
iz x 6≺ a, da je a≺ x. Nasuprot tome, prema (∗), iz x ∈ A i a≺ x, sledi a ∈ A.
Kontradikcija. Dakle, ako x ∈ A, onda x ∈ (−,a), pa je A⊆ (−,a).

TEOREMA 42. [Princip transfinitne indukcije] Neka je � dobro ure-

|ewe skupa W . Ako je A⊆W takav da za svako x ∈W va`i

(?) (−,x)⊆ A⇒ x ∈ A,

onda je A =W .

DOKAZ . Pretpostavimo da je A 6= W . Tada je W \ A 6= /0, pa neka je x =
min(W \A). O~igledno je (−,x) ⊆ A, odakle (prema uslovu ?) sledi x ∈ A
{to je nemogu}e. Dakle, A =W .

Primenom Principa transfinitne indukcije dokaza}emo jedno ko-

risno tvr|ewe.

TEOREMA 43. Neka je (W,�) dobro ure|ewe i f : W → W monotona

funkcija, tj. funkcija takva da za sve x1,x2 ∈W

x1 ≺ x2⇒ f (x1)≺ f (x2).

Tada za svako x ∈W va`i x� f (x).

DOKAZ. Neka je A = {x ∈W | x � f (x)}. Pretpostavimo da za neko a ∈W
va`i (−,a) ⊆ A. Tada za svako x ∈ (−,a) va`i x � f (x) ≺ f (a). Dakle,

f (a) ∈W \ (−,a), jer je x ≺ f (a), pa i x 6= f (a), za svako x ∈ (−,a). Kako je

a = min(X \ (−,a)), sledi da je a � f (a). Dakle, a ∈ A. Prema Principu

transfinitne indukcije zakqu~ujemo da je A =W .
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DEFINICIJA 22. Ure|ewa (U,�U) i (V,�V ) su izomorfna, u oznaci

(U,�U)∼= (V,�V ), ako postoji f : X
1-1−→na Y takva da za sve x1,x2 ∈U va`i:

x1 �U x2 ⇔ f (x1)�V f (x2).

POSLEDICA 10. Dobro ure|ewe nije izomorfno nijednom svom po~etnom

segmentu.

DOKAZ. Neka je (W,�) dobro ure|ewe i a∈W . Ako bi postojao izmorfizam

f : (W,�)∼= ((−,a),�), onda bi moralo biti f (a) ∈ (−,a), tj. f (a)≺ a, {to
nije mogu}e prema prethodnoj teoremi.

POSLEDICA 11. Ne postoje razli~iti po~etni segmenti dobrog ure|ewa

koji su izomorfni.

Ako su dva dobra ure|ewa izomorfna, onda postoji samo jedan izomor-

fizam me|u wima.

POSLEDICA 12. Postoji najvi{e jedan izomorfizam izme|u dobrih ure|e-

wa (U,�U) i (V,�V ).

DOKAZ. Neka su (U,�U) i (V,�V ) dobra ure|ewa, i g,h : U
1-1−→na V dva izomor-

fizma me|u wima: za sve x1,x2 ∈U va`i

x1 �U x2 ⇔ g(x1)�V g(x2) i x1 �U x2 ⇔ h(x1)�V h(x2).

Nije te{ko proveriti da su i funkcije g−1 ◦h : U
1-1−→na U i h−1 ◦g : U

1-1−→na U
tako|e izomorfizmi. Odavde specijalno dobijamo da za sve x ∈U va`i:

x�U g−1 ◦h(x) i x�U h−1 ◦g(x), odn. g(x)�U h(x) i h(x)�U g(x).

Dakle, g(x) = h(x), za svako x ∈U .

Naredna teorema predstavqa jedno od najva`nijih svojstava dobrih

ure|ewa.
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TEOREMA 44. Za svaka dva dobra ure|ewa (U,�U) i (V,�V ) va`i ta~no
jedno od slede}a tri tvr|ewa:

1) (U,�U)∼= (V,�V ), ili

2) (U,�U) je izomorfno po~etnom segmentu ure|ewa (V,�V ), ili

3) (V,�V ) je izomorfno po~etnom segmentu ure|ewa (U,�U).

NAPOMENA. Osnovna ideja narednog dokaza mogla bi se neformalno opisati

na slede}i na~in. Izaberimo prvo najmawi element svakog od datih skupova

x0 = minU i y0 = minV ; tada je /0 = (−,x0)U ∼= (−,y0)V = /0. Neka je daqe x1 =
min(U \ {x0}) i y1 = min(V \ {y0}); tada je (−,x1)U ∼= (−,y1)V , itd. Nastavqaju}i
ovaj postupak dok god je mogu}e, naposletku }e nastupiti jedna od slede}e tri

mogu}nosti:

• kada potro{imo sve elemente iz U istovremeno }emo potro{iti i sve ele-

mente iz V ,

• kada potro{imo sve elemente iz U preosta}e jo{ elemenata u V ,

• kada potro{imo sve elemente iz V preosta}e jo{ elemenata u U .

DOKAZ. Neka je W skup svih elemenata x ∈U za koje postoji y ∈V takvo da

je (−,x) ∼= (−,y): W = {x ∈U | (∃y ∈ V )(−,x) ∼= (−,y)}. Prema posledici

11, za svako x ∈W postoji jedinstven y ∈ V takav da je (−,x) ∼= (−,y), {to
nam omogu}ava da defini{emo funkciju f : W →V ,

f (x) = y akko (−,x)∼= (−,y).

Slede}a dva tvr|ewa se jednostavno dokazuju:

• W =U ili jeW po~etni segment u (U,�U), jer iz x ∈W i a≺U x sledi
da a ∈W .

• f [W ] =V ili je f [W ] po~etni segment u (V,�V ), jer iz y∈ f [W ] i b≺V y
sledi da b ∈ f [W ].

Funkcija f jeste izomorfizam izme|u dobrih ure|ewa na W i f [W ], jer
za sve x1,x2 ∈W va`i:

x1 �U x2 ⇔ (−,x1) je po~etni segment od (−,x2)

⇔ (−, f (x1)) je po~etni segment od (−, f (x2))

⇔ f (x1)�V f (x2).
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Postoje ~etiri mogu}nosti:

1) W =U , f [W ] =V : tada je (U,�U)∼= (V,�V );

2) W = U i f [W ] je po~etni segment od (V,�V ): tada je (U,�U) je

izomorfno po~etnom segmentu ure|ewa (V,�V );

3) W je po~etni segment u (U,�U)i f [W ] =V : tada je (V,�V ) je izomorfno
po~etnom segmentu ure|ewa (U,�U);

4) W je po~etni segment u (U,�U) i f [W ] je po~etni segment od (V,�V ):
ovaj slu~aj nije mogu}. Zaista, ako je W = (−,x) za neko x ∈ U i

f [W ] = (−,y) za neko y ∈ V , onda bi bilo (−,x) ∼= (−,y), odakle bi
sledilo da x ∈W .
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Aksioma izbora

AKSIOMA IZBORA

Ako je A skup ~iji su svi elementi neprazni, onda postoji

(tzv. izborna) funkcija f : A→∪A takva da za sve X ∈ A,

f (X) ∈ X .

Jednostavna posledica Aksiome izbora jeste slede}e tvr|ewe:

(AC∗) za svaki skup A postoji funkcija f : P(A)\{ /0}→ A, takva da za sve X ,
/0 6= X ⊆ A, va`i f (X) ∈ X .

Nije te{ko uo~iti da iz (AC∗) sledi Aksioma izbora. Zaista, neka je

A proizvoqan skup ~iji su elementi neprazni skupovi. Neka je A = ∪A.
Tada, prema (AC∗) postoji funkcija f : P(A) \ { /0} → A, takva da za sve X ,
/0 6= X ⊆ A, va`i f (X)∈ X . Kako jeA⊆P(A)\{ /0}, direktno sledi da je f �A
izborna funkcija za A.

LEMA 8. Ako g : X na→ Y , onda je |Y | ≤ |X |.

DOKAZ. Treba na}i funkciju h : Y 1-1→ X . Za svako y ∈Y neka je Gy = g−1[{y}].
Budu}i da je g na-funkcija, sledi da je Gy 6= /0 za svako y ∈ Y . Neka je

G = {Gy | y ∈ Y} i f izborna funkcija za G, tj. f : G→ ∪G i f (Gy) ∈ Gy.

Funkciju h : Y → X defini{emo na slede}i na~in: h(y) = f (Gy), y ∈ Y .
Jednostavno zakqu~ujemo da je h 1-1 funkcija: ako su y1 i y2 dva razli~ita

elementa iz Y , onda su Gy1 i Gy2 disjunktni, pa je h(y1) 6= h(y2).

Jedna od najva`nijih posledica aksiome izbora jeste slede}e tvr|ewe.

TEOREMA 45. [Cermelova lema(WO)]Svaki skup semo`edobro urediti.

DOKAZ. Neka je A proizvoqan skup i F : P(A)→ A funkcija takva da F(X)∈
X , za svako X , /0 6= X ⊆ A.
NAPOMENA. Funkciju F mo`emo posmatrati i kao 'opis jednog postupka za

izgradwu skupa A element-po-element': polazimo od praznog skupa /0; zatim bi-

ramo jedan element iz A, x0 = F(A); zatim biramo novi element od preostalih

elemenata x1 = F(A \ {x0}); zatim jo{ jedan od preostalih x2 = F(A \ {x0,x1}),
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itd. Intuiciji posebno poma`e i slede}e zapa`awe: prethodnim postupkom pos-

tupno defini{emo jedno dobro ure|ewe na A tako {to postepeno izgra|ujemo

odgovaraju}e po~etne segmente.

PodskupU ⊆ A zva}emo F-dobar podskup ako postoji neko dobro ure|e-
we � na U takvo da va`i x = F(A\ (−,x)), za svako x ∈U . Drugim re~ima,

podskup U ⊆ A je F-dobar ako se mo`e dobro urediti 'postupnim izborom

elemenata' koji odre|uje funkcijaF ; za odgovaraju}e dobro ure|ewe ka`emo
da je odre|eno funkcijom izbora F . Jednostavno uo~avamo slede}e jednos-
tavne ~iwenice.

1) /0 je F-dobar podskup.

2) Ako je U neki F-dobar podskup koji je razli~it od A, onda je i

U ∪ {F(A \U)} tako|e F-dobar. Dobro ure|ewe na U ∪ {F(A \U)}
defini{e se tako da U bude po~etni segment.

3) Ako su U i V izomorfni F-dobri podskupovi, onda je U = V i iz-

morfizam je identi~ka funkcija. [tavi{e, za svaki F-dobar skupU
postoji jedinstveno dobro ure|ewe odre|eno izbornom funkcijom F .

DOKAZ. Neka su U i V neki F-dobri podskupovi i �U i �V odgo-

varaju}a dobra ure|ewa. Pretpostavimo da f : (U,�U) ∼= (V,�V ).
Neka je u najmawi element u U (naravno, u odnosu na �U ) takav da je

u 6= f (u). Tada za svako x ≺U u va`i x = f (x), pa je po~eni segment

(−,u), dobrog ure|ewa (U,�U), jednak po~enom segmentu (−, f (u)), do-
brog ure|ewa (V,�V ), (−,u) = (−, f (u)). Iz pretpostavke da su U i

V F-dobri sledi u = F(A \ (−,u)) = F(A \ (−, f (u))) = f (u), {to je u

kontradikciji sa izborom elementa u. Dakle, u= f (u), za svako u∈U .

4) Po~etni segmentF-dobrog skupa tako|e jeF-dobar, pa prema prethod-
nom tvr|ewu i Teoremi 44 sledi: ako su U i V dva F-dobra skupa,

onda je U ⊂V (U je po~etni segment od V ) ili je V ⊂U (V je po~etni

segment od U) ili je U =V .

Neka je W unija svih F-dobrih podskupova od A. Jednostavno se prove-

rava da je W tako|e F-dobar skup: W je ure|en relacijom koja pro{iruje

odgovaraju}a ure|ewa F-dobrih podskupova ~ija je unija W (zapravo svi

~lanovi ove unije su po~etni segmenti u tom dobrom ure|ewu naW ); tako|e,

za x ∈W , bilo koji F-dobar podskup koji sadr`i X sadr`i i (−,x), i va`i
x = F(A\ (−,x)).
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Preostaje jo{ samo da uo~imo da mora biti W = A. Zaista, ako bi

bilo W 6= A, onda bi W ∪ {F(A \W )} bio F-dobar podskup od A, {to je

nemogu}e.

Nije te{ko primetiti da je Aksioma izbora (AC) posledica Cermelove
leme (WO); zapravo, Cermelova lema je ekvivalentna Aksiomi izbora.
(WO)⇒ (AC) Ako je � dobro ure|ewe skupa Y , tj. svaki neprazan podskup

ima najmawi element, postoji funkcija min : P(Y )\{ /0}→Y takva da za sve

X , /0 6= X ⊆ Y , min(X) ∈ X (i {tavi{e min(X)� x) za svako x ∈ X .
Aksioma izbora ima jo{ dosta ekvivalentnih formulacija. Jedna od

najpoznatijih je svakako Cornova lema.

DEFINICIJA 23. Neka je (P,≤) ure|ewe (tj. ≤ je relacija poretka na

skupu P).
(1) Skup L ⊆ P je lanac ako su svaka dva elementa iz L uporediva u

odnosu na ≤, tj. za sve x,y ∈ L va`i x≤ y ili y≤ x.
(2) Skup X ⊆ P je odozgo ograni~en ako postoji element a ∈ P takav

da za sve x ∈ X va`i x≤ a.

TEOREMA 46. [Cornova lema (ZL)] Neka je (P,≤) ure|ewe. Ako je svaki
lanac u P odozgo ograni~en, onda u (P,≤) postoji maksimalan element.

DOKAZ . Neka je (P,≤) ure|ewe u kome je svaki lanac odozgo ograni~en.

Pretpostavimo da u (P,≤) ne postoji maksimalan element. Za svaki lanac
L neka je L skup svih strogih gorwih ograni~ewa za L u (P,≤), tj. neka je
L = {u ∈ P | (∀x ∈ L)x < u}

LEMA 1. L 6= /0, za svaki lanac L.

DOKAZ LEME 1. Ako L nema maksimalan element, onda za neko gorwe

ograni~ewe u lanca L va`i u 6∈ L, pa u ∈ L.

Ako L ima maksimalan element m, onda postoji u ∈ P tako da je m < u,
jer P nema maksimalan element. Tada za svako x ∈ L va`i x ≤ m < u,
odakle sledi da u ∈ L. Ovim je Lema 1 dokazana.
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Prema (AC) postoji funkcijaF :P(P)→P takva da za svakoX , /0 6=X ⊆P
va`i F(X) ∈ X . Neka je x0 = F(P).

Skup A⊆ P naziva}emo F-dobrim ako je≤A (pri ~emu je≤A=≤∩(A×A))
dobro ure|ewe na A ~iji je najmawi element x0 i za svaki pravi po~etni

segment C od (A,≤A) va`i jednakost min(A\C) = F(C). Nije te{ko uo~iti
da va`e slede}e dve ~iwenice:

• {x0} je F-dobar;

• ako je A F-dobar skup i A 6= P, onda je i A∪{F(P\A)} tako|e F-dobar.

Kqu~no zapa`awe (koje dokazujemo u narednoj lemi) jeste to da su F-dobri
podskupovi linearno ure|eni inkluzijom.

LEMA 2. Ako su U i V dva F-dobra podskupa, onda je U ⊆ V ili je

V ⊆U .

DOKAZ LEME 2. Pretpostavimo daU 6⊆V iV 6⊆U . Neka je u0 =min(U \
V ) i v0 = min(V \U). Iz u0 6= v0 sledi u0 6≤ v0 ili v0 6≤ u0. Bez gubqewa

op{tosti pretpostavi}emo da v0 6≤ u0. Neka je L = {x ∈U | x < u0};
prema izboru elementa u0 sledi da je L ⊆ V . Kako je u0 = min(U \L),
sledi da je u0 = F(L).

Ukoliko je L = V , onda je V ⊆U i dokaz je zavr{en. Pretpostavimo

da je L 6= V . Ako bi bilo v0 ≤ x, za neko x ∈ L, imali bismo i da je

v0 < u0, suprotno pretpostavci da v0 6≤ u0. Dakle, za sve x ∈ L va`i

x ≤ v0, jer je L lanac. Dakle, L je pravi inicijalni segment od V pa

F(L) ∈V , {to je nemogu}e jer u0 6∈V . Ovim je lema 2 dokazana.

Sli~no kao u dokazu Cermelove leme, zakqu~ujemo da je unija F-dobrih
podskupova tako|e F-dobar podskup. Neka je W unija svih F-dobrih pod-
skupova. Tada je iW ∪{F(P\W )} tako|e F-dobar podskup, odakle sledi da
F(P\W ) ∈W , {to nije mogu}e, jer je W 6= P (W je lanac, dok P nije lanac

zbog polaznih pretpostavki).

Cornova lema je ekvivalentno Aksiomi izbora. Tu ~iwenicu }emo

dokazati pre svega da bismo ilustrovali primenu Cornove leme. Ak-

sioma izbora se u drugim oblastima matematike naj~e{}e koristi u formi

Cornove leme.

(ZL)⇒ (AC) Neka je A proizvoqan skup.
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Neka jeF skup svihfunkcija f takvih da je dom( f )⊆P(A)\{ /0}i f (x)∈ x,
za sve x ∈ dom( f ). Skup F je neprazan, jer za svaki kona~an podskup od

P(A) \ { /0} postoji funkcija ~iji je domen uo~eni kona~ni skup i va`i

odgovaraju}e svojstvo. Defini{imo na skupu F relaciju ≤ na slede}i

na~in:

f ≤ g def⇔ dom( f )⊆ dom(g) ∧ (∀x ∈ dom( f )) f (x) = g(x).

Nije te{ko proveriti da je ≤ ure|ewe skupa F. Doka`imo da je svaki

lanac L, ure|ewa (F,≤), ograni~en odozgo.
Neka je L lanac u (F,≤) i L =

⋃
`∈L dom(`). O~igledno je L⊆ P(A)\{ /0}.

Za svako x ∈ L, postoji ` ∈L takva da x ∈ dom(`). [tavi{e, ako x ∈ dom(`1)
i x ∈ dom(`2), za neke `1, `2 ∈ L, tada mora biti `1(x) = `2(x), jer je L lanac

pa va`i `1 ≤ `2 ili `2 ≤ `1, a samim tim:

1. dom(`1)⊆ dom(`2) i `1(t) = `2(t), za sve t ∈ dom(`1), ili

2. dom(`2)⊆ dom(`1) i `1(t) = `2(t), za sve t ∈ dom(`2).

Drugim re~ima, za svako x ∈ L postoji jedinstveni element y ∈ A takav da je

`(x) = y, za svako ` ∈L ~iji domen sadr`i x. Neka je h : L→ A odgovaraju}a

funkcija: ako za x ∈ L izaberemo neko (bilo koje) `∈L takvo da x ∈ dom(`),
onda je h(x) = `(x) ∈ x. Prema tome, h ∈ F. O~igledno, za svako ` ∈ L va`i

`≤ h, jer je dom(`)⊆ L = dom(h) i h(x) = `(x), za sve x ∈ dom(`).

Dokazali smo da svaki lanac u (F,≤) ima gorwe ograni~ewe. Prema

Cornovoj lemi, postoji maksimalan element u (F,≤): neka je to funkcija

F . Tada je dom(F) ⊆ P(A) \ { /0} i F(x) ∈ x, za svako x ∈ dom(F). Ako bi

bilo dom(F) ⊂ P(A), postojao bi x0 ∈ P(A) \ { /0} takav da x0 6∈ dom(F).
Budu}i da je x0 6= /0, neka je t proizvoqan element iz x0. Tada je funkcija

F∗ : dom(F)∪{x0}→ A definisana sa:

F∗(x) =
{

F(x), x ∈ dom(F),
t, x = x0,

tako|e pripada F, {to je nemogu}e, jer je F < F∗, a F je maksimalan element.

Dakle, dom(F) = P(A)\{ /0}.



Potpunost i kompaktnost iskazne

logike

Pojam logi~ke posledice. Pravila prirodne dedukcije

Alfabet iskazne logike ~ine slede}i simboli:

• iskazna slova; uglavnom}emopodrazumevatida je skupiskaznih slova

prebrojiv P = {pk | k ∈ N} = {p0, p1, p2, p3, . . .}; u op{tem slu~aju, P
mo`e biti bilo koje kardinalnosti.

• logi~ka konstanta: ⊥;

• logi~ki veznici: unarni logi~ki veznik ¬ (negacija) i binarni

logi~ki veznici ∧ (konjunkcija), ∨ (disjunkcija),⇒ (implikacija) i

⇔ (ekvivalencija);

• pomo}ni znaci: leva �(� i desna zagrada �)�.

Kona~an niz simbola nekog alfabeta nazivamo re~ tog alfabeta. Is-

kazne formule jesu odre|ene re~i uvedenog alfabeta i defini{emo ih

induktivno (u narednoj definiciji). Najpre uvodimo najjednostavnije

iskazneformule: svako iskazno slovo pi i logi~ka konstanta⊥ jesu iskazne

formule. Zatim preciziramo kako se formiraju slo`enije iskazne for-

mule: polaze}i od najjednostavnijih iskaznih formula, koriste}i logi~ke

veznike gradimo nove formule, koje daqe koristimo za izgradwu jo{

slo`enijih formula. Najzad, isti~emo da se iskazne formule mogu gra-

diti samo na opisani na~in, odn. da je skup svih iskaznih formula For
najmawi skup re~i sa navedenim osobinama.

136
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DEFINICIJA 24. Skup iskaznih formula For jeste najmawi (u smislu

inkluzije) skup re~i nad alfabetom iskazne logike takav da va`i:

• P∪{⊥} ⊆ For (iskazna slova i logi~ka konstanta ⊥ su iskazne

formule);

• ako α ∈ For, onda ¬α ∈ For;

• ako α,β ∈ For, onda (α ∧β ),(α ∨β ),(α ⇒ β ),(α ⇔ β ) ∈ For.

Koristi}emo uobi~ajene konvencije o brisawu zagrada, pa ih ovde

ne}emo sve navoditi.Isti~emo samo dogovor o prioritetu logi~kih vezni-

ka: ¬ je veznik najve}eg prioriteta, za wim slede ∨ i ∧ koji su podjednakog
prioriteta, a za wima⇒ i⇔, tako|e jednakog prioriteta.

Iskazne formule su zapravo vrsta algebarskih izraza koji se odnose

na tzv. iskaznu algebru ({0,1},∨,∧,¬,⇒,⇔,0,1). Operacije ove algebre �
logi~ke operacije � uvidmo tzv. istinitosnim tablicama:

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

¬
0 1
1 0

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1

Kada se iskaznim slovima (promenqivama) dodele istinitosne vred-

nosti, onda se jednostavno ra~una istinitosna vrednost bilo koje for-

mule. Na primer, ako je p1 = 0, p2 = 1, p3 = 0, onda je vrednost formule
p1∧¬p2⇒ p3 jednaka 0∧¬1⇒ 0 = 1.

Svaku funkciju v koja skup iskaznih slova preslikava u skup {0,1},
tj. v : P→ {0,1}, nazivamo valuacija iskaznih slova. Bilo koja valuacija

v : P→ {0,1} se prirodno pro{iruje do funkcije ~iji je domen skup svih

iskaznih formula; to jedinstveno pro{irewe ozna~ava}emo na isti na~in,

v : For→{0,1}.

DEFINICIJA 25. Valuacija v : P→ {0,1} zadovoqava formulu α , u

oznaci v |= α , ako je v(α) = 1.
Valuacija v : P→{0,1} zadovoqava skup formula Γ, u oznaci v |= Γ,

ako v |= γ , za svako γ ∈ Γ.

Podse}amo na op{ti uslov koji mora ispuwavati svako pravilno za-

kqu~ivawe � salva veritate: Prilikom izvo|ewa zakqu~aka ne sme se



138 2.7. KARDINALNOST SKUPA

nanositi {teta istinitosti, odnosno ako su pretpostavke istinite, onda

je i zakqu~ak istinit. Ovaj uslov predstavqa su{tinu logi~kog za-

kqu~ivawa.

DEFINICIJA 26. Neka je Γ neki skup iskaznih formula (Γ ⊆ For) i
ϕ neka formula. Formula ϕ je logi~ka posledica skupa Γ, u oznaci

Γ |= ϕ , ako za svaku valuaciju v : P→{0,1}, iz v |= Γ sledi v |= ϕ .

PRIMER 30. Da je p1⇒ p3, p2⇒ p3 |= p1∨ p2⇒ p3 jednostavno uo~avamo

na osnovu naredne tablice: kada god su obe formule p1⇒ p3 i p2⇒ p3
ta~ne, tada je ta~na i formula p1∨ p2⇒ p3.

p1 p2 p3 p1⇒ p3 p2⇒ p3 p1∨ p2 p1∨ p2⇒ p3

0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Na po~etku smo razmatrali jo{ jedan pristup pojmu posledice koji je

bio zasnovan na pravilima prirodne deduckije. Sekvent Γ ` ϕ ozna~ava

mogu}nost da se formula ϕ izvede iz pretpostavki Γ primenom odgo-

varaju}ih pravila kona~an broj puta. Preciznije, formula ϕ se izvodi

iz pretpostavki Γ, u oznaci Γ ` ϕ , ako ϕ ∈ Γ ili se ϕ mo`e izvesti

kori{}ewem formula iz Γ primenom slede}ih pravila:

α ∧β

α
(∧L

E)
α ∧β

β
(∧D

E )
α β

α ∧β
(∧U)

α

α ∨β
(∨L

U)
β

α ∨β
(∨D

U)
α ∨β

α

...

γ

β

...

γ

γ
(∨E)
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α ⇒ β α

β
(⇒E)

α

...

β

α ⇒ β
(⇒U)

α ⇒ β β ⇒ α

α ⇔ β
(⇔U)

α ⇔ β

α ⇒ β
(⇔LD

E )
α ⇔ β

β ⇒ α
(⇔DL

E )

α ¬α

⊥
(¬E)

α

...

⊥
¬α

(¬U)

⊥
α
(⊥E)

¬¬α

α
(¬¬E)

PRIMER 31. Doka`imo p1⇒ p3, p2⇒ p3 ` p1∨ p2⇒ p3.

1. p1⇒ p3 pretpostavka

2. p2⇒ p3 pretpostavka

3. p1∨ p2 dodatna pretpostavka

4. p1 dodatna pretpostavka

5. p3 ⇒E, 1, 4

6. p2 dodatna pretpostavka

7. p3 ⇒E, 2, 6

8. p3 ∨E, 3, 4-5, 6-7

9. p1∨ p2⇒ p3 ⇒U, 3-8

Ako je Γ |= ϕ , ka`emo i da je ϕ semanti~ka posledica skupa formula Γ,

budu}i da se zakqu~ivawe zasniva na isnitosti (koja je izvorno povezana

sa zna~ewem iskaza, pa otuda upotreba re~i semantika). Ukoliko je Γ ` ϕ ,

ka`emo i da je ϕ sintaksna posledica skupa formula Γ, jer se zakqu~ivawe

zasniva na strukturi formula. Centralni rezultat iskazne logike odnosi

se na odnos izme|u ova dva koncepta posledice.
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Teorema saglasnosti iskazne logike

TEOREMA 47. [Teorema saglasnosti] Ako je Γ ` ϕ , onda je Γ |= ϕ .

DOKAZ. Pretpostavimo da je Γ ` ϕ , tj. ϕ se mo`e izvesti iz pretpostavki

Γ. Treba dokazati da je Γ |= ϕ . Dokaz izvodimo indukcijom po du`ini

izvo|ewa ϕ iz pretpostavki Γ.

Ako je du`ina izvo|ewa ϕ iz pretpostavki Γ jednaka 1, onda ϕ ∈ Γ, pa u

ovom slu~aju o~igledno va`i Γ |= ϕ .

Pretpostavimo da je tvr|ewe teoreme ta~no za sva izvo|ewa ~ije su

du`ine mawe od n. Neka je du`ina izvo|ewa formule ϕ iz Γ jednaka n.
Razlikujemo slu~ajeve u zavisnosti od toga koje je posledwe primeweno

pravilo u pomenutom izvo|ewu.

Slu~aj ∧L
E

1. γ1
...

}
pretpostavke iz Γ

k. ϕ ∧ψ

...

n. ϕ ∧L
E, k

Tada je Γ ` ϕ ∧ψ i du`ina izvo|ewa formule ϕ ∧ψ iz Γ je mawa od

n. Prema induktivnoj pretpostavci va`i Γ ` ϕ ∧ψ , pa iz v |= Γ sledi

v |= ϕ ∧ψ , a samim tim i v |= ϕ .

Slu~aj ∧D
E je sli~an prethodnom.

Slu~aj ∧U: formula ϕ je konjunkcija neke dve formule α i β .

1. γ1
...

}
pretpostavke iz Γ

k. α

...

`. β

...

n. α ∧β ∧U, k, `
Tada je Γ ` α i Γ ` β i du`ine odgovaraju}ih izvo|ewa su mawe od n.

Prema induktivnoj pretpostavci va`i Γ |= α i Γ |= β , pa iz v |= Γ sledi

v |= α i v |= β , a samim tim i v |= α ∧β .
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Slu~aj⇒E

1. γ1
...

}
pretpostavke iz Γ

k. α

...

`. α ⇒ ϕ

...

n. ϕ ⇒U, k, `
Tada je Γ ` α i Γ ` α⇒ ϕ i du`ine odgovaraju}ih izvo|ewa su mawe od

n. Prema induktivnoj pretpostavci va`i Γ |= α i Γ |= α ⇒ ϕ , pa iz v |= Γ

sledi v |= α i v |= α ⇒ ϕ , a samim tim i v |= ϕ .

Slu~aj⇒U: formula ϕ je oblika α ⇒ β za neke formule α i β .

1. γ1
...

}
pretpostavke iz Γ

k. α

...

`. β

...

n. α ⇒ β ⇒U, k-`
Tada jeΓ,α ` β idu`inaizvo|ewaformuleβ izΓ,α je mawaod n. Prema

induktivnoj pretpostavci va`i Γ,α |= β . Razlikujemo dva podslu~aja. (1)

Ako je v(α) = 1, tj. v |= α , onda iz v |= Γ i Γ,α |= β , sledi v |= β . Dakle,

u ovom podslu~aju v |= α ⇒ β , tj. v |= ϕ . (2) Ako je v(α) = 0, onda je

v(α ⇒ β ) = 1, pa i u ovom podslu~aju v |= α ⇒ β , tj. v |= ϕ .

Ostali slu~ajevi se sli~no analiziraju, i ostavqeni su za ve`bu.

Umesto /0 |= ϕ , kra}e pi{emo |= ϕ i ka`emo da je ϕ tautologija. Dakle,

formula ϕ je tautologija, ako je zadovoqava svaka valuacija, tj. za svaku

valuaciju v va`i v |= ϕ . Sli~no tome, umesto /0 ` ϕ , kra}e pi{emo ` ϕ i

ka`emo da je ϕ teorema iskaznog ra~una.

POSLEDICA 13. Ako ` ϕ , onda |= ϕ .

Unarednomodeqkudokazujemoobratprethodneposledice koji je poznat

pod nazivom teorema slabe potpunosti iskazne logike.
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Teorema slabe potpunosti iskazne logike

Naredni jednostavni zadatak izdvaja sekvente koji u odre|enom smislu

odgovaraju istinitosnim tablicama binarnih logi~kih operacija.

Zadatak. Dokazati slede}e sekvente:

1) α, β ` α ∧β

2) α, ¬β ` ¬(α ∧β )
3) ¬α, β ` ¬(α ∧β )
4) ¬α, ¬β ` ¬(α ∧β )

Napomena. Uo~ite analogiju sa:

α β α ∧β

> > >
> ⊥ ⊥
⊥ > ⊥
⊥ ⊥ ⊥

5) α, β ` α ∨β

6) α, ¬β ` α ∨β

7) ¬α, β ` α ∨β

8) ¬α, ¬β ` ¬(α ∨β )

α β α ∨β

> > >
> ⊥ >
⊥ > >
⊥ ⊥ ⊥

9) α, β ` α ⇒ β

10) α, ¬β ` ¬(α ⇒ β )
11) ¬α, β ` α ⇒ β

12) ¬α, ¬β ` α ⇒ β

α β α ⇒ β

> > >
> ⊥ ⊥
⊥ > >
⊥ ⊥ >

13) α, β ` α ⇔ β

14) α, ¬β ` ¬(α ⇔ β )
15) ¬α, β ` ¬(α ⇔ β )
16) ¬α, ¬β ` α ⇔ β

α β α ⇔ β

> > >
> ⊥ ⊥
⊥ > ⊥
⊥ ⊥ >

Da bismo sa`eto zapisali ono {to je navedeno u prethodnom zadatku,

uvodimo slede}u oznaku: ako je v neka valuacija iskaznih slova i ϕ proiz-

voqna formula, neka je

ϕ
v =

{
ϕ, ako je v(ϕ) = 1,
¬ϕ, ako je v(ϕ) = 0.

^itav prethodni zadatak kratko je formulisan u narednoj lemi.

LEMA 9. Ako je v valuacija, α,β su iskazne formule i ∗ neki binarni
veznik (∧, ∨,⇒,⇔), onda αv,β v ` (α ∗β )v.
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LEMA 10. Neka je ϕ neka formula u kojoj se pojavquju samo (ne nu`no

sva) slova p1, . . . , pk. Tada za svaku valuaciju v va`i: pv
1, . . . , pv

k ` ϕv.

DOKAZ. Indukcijom po slo`enosti formule.

Ako je ϕ neko od iskaznih slova pi (i = 1, . . .n), tvr|ewe o~igledno va`i.
Neka je ϕ oblika ¬α . Prema ind. pretpostavci va`i: pv

1, . . . , pv
k ` αv.

Razlikujemo dva slu~aja.

1. slu~aj: Ako je v(α) = 0, onda je αv = ¬α i v(ϕ) = 1, pa je ϕv = ϕ = ¬α ;

dakle αv = ϕv i tvr|ewe je dokazano.

2. slu~aj: Ako je v(α)= 1, onda jeαv =α i v(ϕ)= 0, pa jeϕv =¬ϕ . Primenom

(¬¬U)iz pv
1, . . . , pv

k `α dobijamo pv
1, . . . , pv

k `¬¬α , odn. pv
1, . . . , pv

k `¬ϕ(=ϕv),
pa i u ovom slu~aju tvr|ewe va`i.

Neka je ϕ oblika α ∗β . Prema ind. pretpostavci je pv
1, . . . , pv

k ` αv i

pv
1, . . . , pv

k ` β v. Iz prethodne leme sledi pv
1, . . . , pv

k ` (α ∗β )v(= ϕv).

U dokazunaredne teoreme koristi}emo slede}e izvedenopraviloprirodne

dedukcije:
α ⇒ β ¬α ⇒ β

β

TEOREMA 48. [Teorema slabe potpunosti] Ako |= ϕ , onda ` ϕ .

DOKAZ. Neka su p1, . . . , pk slova koja se pojavquju uϕ . Za bilo koju valuaciju

v va`i ϕv = ϕ , kao i (Lema 2) pv
1, . . . , pv

k ` ϕ .

Neka je w proizvoqna valuacija. Tada

pw
1 , . . . , pw

k−1, pk ` ϕ i pw
1 , . . . , pw

k−1,¬pk ` ϕ,

odnosno

pw
1 , . . . , pw

k−1 ` pk⇒ ϕ i pw
1 , . . . , pw

k−1 ` ¬pk⇒ ϕ,

odakle sledi pw
1 , . . . , pw

k−1 ` ϕ .

Nastavqaju}i ovaj postupak, dobijamo pw
1 , . . . , pw

k−2 ` ϕ itd., do ` ϕ .

Slede}a dva tvr|ewa iskoristi}emo da bismo dokazali obrat teoreme

saglasnosti u jednom specijalnom slu~aju.
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TEOREMA 49. (1) Γ,α ` β akko Γ ` α ⇒ β .

(2) Γ,α |= β akko Γ |= α ⇒ β .

DOKAZ. Tvr|ewe (1) jednostavno se dokazuje primenom pravila prirodne

dedukcije koja se odnose na implikaciju.

Tvr|ewe (2) dokazujemo oslawaju}i se na istinitosnu tablicu impli-

kacije.

Pretpostavimo da je Γ,α |= β . Neka je v proizvoqna valuacija takva da
v |= Γ. Dokaza}emo da mora va`iti i v |= α ⇒ β . Razlikujemo dva slu~aja.

1. slu~aj: v(α) = 0. Tada direkno na osnovu tablice za implikaciju za-

kqu~ujemo da mora biti v(α ⇒ β ) = 1, tj. v |= α ⇒ β .

2. slu~aj: v(α) = 1. Tada v |= Γ,α , pa zbog Γ,α |= β mora biti i v |= β , tj.

v(β ) = 1. Iz v(α) = 1 i v(β ) = 1, sledi v(α ⇒ β ) = 1, tj. v |= α ⇒ β .

Pretpostavimo sada da je Γ ` α ⇒ β . Neka je v proizvoqna valuacija

takva da v |= Γ,α . Iz v |= Γ i Γ ` α ⇒ β sledi v |= α ⇒ β . Najzad, iz v |= α

i v |= α ⇒ β sledi v |= β .

POSLEDICA 14. Neka je Γ kona~an skup iskaznih formula. Γ |= ϕ akko

Γ ` ϕ .

DOKAZ. Pretpostavimo da je Γ = {γ1, . . . ,γm}.

γ1, . . . ,γm |= ϕ akko |= γ1⇒ (γ2⇒ ···(γm⇒ ϕ))

[primenom tvr|ewa (2) prethodne leme m puta]

akko ` γ1⇒ (γ2⇒ ·· ·(γm⇒ ϕ))

[prema teoremi slabe potpunosti]

akko γ1, . . . ,γm ` ϕ

[primenom tvr|ewa (1) prethodne leme m puta]



2. TEORIJA SKUPOVA 145

Teorema kompaktnosti

Daliprethodnaposledica va`i za svaki (ne samokona~an, ve}ibeskona~an)

skup formula Γ? Da li za svaki (ne samo kona~an, ve} i beskona~an) skup

formula Γ i svaki formulu ϕ va`i: Γ |= ϕ akko Γ ` ϕ?

Podrazumevaju}i da izvo|ewe formule ϕ iz nekog skupa pretpostavki Γ

mora biti kona~no, prirodno se koncept sintaksne posledice pro{iruje

i na beskona~ne skupove pretpostavki:

Ako je Γ beskona~an skup formula, onda Γ ` ϕ zna~i da postoji

neki kona~an skup Γ0 ⊆ Γ takav da Γ0 ` ϕ .

Da li ovu osobinu ima i logi~ka (semanti~ka) posledica? Do potvrdnog

odgovora dolazimo primenom jednog od fundamentalnih rezultata mate-

mati~ke logike � teoreme kompaktnosti.

DEFINICIJA 27. Skup formula Γ je zadovoqiv ako postoji valuacija

v koja zadovoqava Γ, tj. v |= Γ.

Skup formula Γ je kona~no zadovoqiv ako je svaki kona~an podskup

od Γ zadovoqiv.

TEOREMA 50. [Teorema kompaktnosti]Neka je Γ⊆ For. Γ je zadovoqivo

akko je Γ kona~no zadovoqivo.

Pre dokaza ove va`ne teoreme, navodimo jedno pomo}no tvr|ewe.

LEMA 11. Ako je Γ kona~no zadovoqivo, onda je za svaku formulu α ,

Γ∪{α} kona~no zadovoqivo ili je Γ∪{¬α} kona~no zadovoqivo.

DOKAZ. Neka je Γ kona~no zadovoqiv skup formula i neka je α proizvoqna

formula. Pretpostavimo da nijedan od skupova Γ∪{α} i Γ∪{¬α} nije
kona~no zadovoqiv.

Budu}i da Γ∪{α} nije kona~no zadovoqivo, postoji kona~an podskup

Γ1 od Γ takav da Γ1∪{α} nije zadovoqivo, {to zna~i, da

(1) za svaku valuaciju v, iz v |= Γ1 sledi v |= ¬α .
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Pretpostavili smo da i Γ∪ {¬α} nije kona~no zadovoqivo, pa postoji

kona~an podskup Γ2 od Γ takav da Γ2∪{α} nije zadovoqivo, {to zna~i, da

(2) za svaku valuaciju v, iz v |= Γ2 sledi v |= α .

Me|utim, skup Γ1 ∪Γ2 je kona~an podskup kona~no zadovoqivog skupa Γ,

pa postoji valuacija v∗ takva da v∗ |= Γ1 ∪Γ2. Specijalno, tada v∗ |= Γ1,

pa iz (1) sledi da v∗ |= ¬α . Tako|e, v∗ |= Γ2, pa iz (2) sledi da v∗ |= α .

Kontradikcija.

Dakle, bar jedan od skupova Γ∪ {α} i Γ∪ {¬α} mora biti kona~no

zadovoqiv.

DOKAZ TEOREME KOMPAKTNOSTI.

Ako je Γ zadovoqiv skup formula, onda trivijalno sledi da je taj skup

i kona~no zadovoqiv.

Pretpostavimo da je Γ kona~no zadovoqiv skup formula. Posmatrajmo

skup

D= {∆⊆ For(P) | Γ⊆ ∆ i ∆ je kona~no zadovoqivo}.

O~igledno, D 6= /0, jer Γ ∈ D. Relacija inkluzije ⊆ je ure|ewe skupa D.

Pokaza}emo da svaki lanac u ovom ure|ewu ima gorwe ograni~ewe.

Neka jeL lanac u (D,⊆)iL=
⋃
L. Doka`imoda jeL kona~no zadovoqiv.

Proizvoqno izdvajamo kona~nomnogoformulaα1, . . . ,αn ∈ L. Tada postoje
∆1, . . . ,∆n ∈ L takvi da αi ∈ ∆i, i = 1, . . . ,n. Po{to je L lanac, postoji

k ∈ {1, . . . ,n} tako da je ∆1, . . . ,∆n ⊆ ∆k, {to zna~i da α1, . . . ,αn ∈ ∆k. Kako

je ∆k kona~no zadovoqiv, zakqu~ujemo da je skup {α1, . . . ,αn} zadovoqiv.
Dakle, L ∈D. Za svako ∆ ∈ L va`i ∆ ⊆ L, pa je L gorwe ograni~ewe lanca

L.

Prema Cornovoj lemi, (D,⊆) ima maksimalni element. Neka je to Γ∗.
Jasno, Γ∗ je kona~no zadovoqiv skup koji sadr`i Γ. Iz prethodne leme

izvodimo jo{ jedno va`no svojstvo skupa Γ∗: za svaku formulu α ili je

Γ∗∪{α} kona~no zadovoqivo ili je Γ∗∪{¬α} kona~no zadovoqivo. Zbog
maksimalnosti skupa Γ∗:

• ako je Γ∗∪{α} kona~no zadovoqivo, onda je Γ∗∪{α} ⊆ Γ∗, tj. α ∈ Γ∗;

• ako je Γ∗ ∪ {¬α} kona~no zadovoqivo, onda je Γ∗ ∪ {¬α} ⊆ Γ∗, tj.
¬α ∈ Γ∗.
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Dakle, za svaku formulu α , ili α ∈ Γ∗ ili ¬α ∈ Γ∗. Naravno, nije mogu}e
da va`e oba, jer je Γ∗ kona~no zadovoqivo.

Defini{imo valuaciju v∗ : P→{0,1} na slede}i na~in:

v∗(p) =
{

1, p ∈ Γ∗,
0, ¬p ∈ Γ∗.

Pokaza}emo da za svaku formulu α va`i:

(?) v∗ |= α akko α ∈ Γ
∗.

Dokaz izvodimo indukcijom po slo`enosti formule α .

Ako je α iskazno slovo, onda tvr|ewe (?) va`i direktno po definiciji
valuacije v∗.

Pretpostavimo da je α oblika ¬θ . Tada:

v∗ |= ¬θ akko v∗ 2 θ

akko θ 6∈ Γ
∗ [induktivna pretpostavka]

akko ¬θ ∈ Γ
∗.

Neka je α oblika θ ∧ψ .

Pretpostavimo da v∗ |= θ ∧ψ . Tada v∗ |= θ i v∗ |= ψ , pa po induktivnoj

pretpostavci, θ ∈Γ∗ iψ ∈Γ∗. Ako bi bilo θ ∧ψ 6∈Γ∗, onda bimoralo biti
¬(θ ∧ψ) ∈ Γ∗, {to je nemogu}e, jer skup {θ ,ψ,¬(θ ∧ψ)} nije zadovoqiv.
Dakle, θ ∧ψ ∈ Γ∗.

Pretpostavimo sada da θ ∧ψ ∈ Γ∗. Nije mogu}e da ¬θ ∈ Γ∗, jer skup

{¬θ ,θ ∧ψ} nije zadovoqiv; dakle θ ∈ Γ∗. Analogno se dokazuje da ψ ∈ Γ∗.
Prema induktivnoj pretpostavci, v∗ |= θ i v∗ |= ψ , odakle sledi da v∗ |=
θ ∧ψ .

Sli~no se dokazuju i slu~ajevi kada je α oblika θ ∨ψ , θ ⇒ ψ , θ ⇔ ψ .

Iz (?) sledi da v∗ |= Γ∗, a samim tim i v∗ |= Γ, jer je Γ⊆ Γ∗.

POSLEDICA 15. Γ |= α akko postoji kona~an podskup Γ0 od Γ takav da

Γ0 |= α .

DOKAZ. Ako postoji kona~an podskup Γ0 od Γ takav da Γ0 |= α , onda

o~igledno sledi Γ |= α .

Pretpostavimo da je Γ |= α . Ako postoji kona~an podskup Γ0 od Γ koji

nije zadovoqiv, tj. za koji ne postoji valuacija v takva da v |= Γ0, onda

trivijalno va`i Γ0 |= α .
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Pretpostavimo zato da za svaki kona~an podskup Γ0 od Γ postoji va-

luacija v takva da v |= Γ0. U ovom slu~aju, pretpostavimo i da ne va`i

ono {to treba dokazati, tj. da za svaki kona~an podskup Γ0 od Γ va`i

Γ0 6|= α . Tada, za svaki kona~an podskup Γ0 od Γ postoji valuacija v0 takva

da v0 |= Γ0∪{¬α}. Drugim re~ima, skup Γ∪{¬α} je kona~no zadovoqiv.

Prema teoremi kompaktnosti skup Γ∪{¬α} je zadovoqiv, {to zna~i da

postoji valuacija v takva da v |= Γ∪{¬α}. To nije mogu}e zbog Γ |= α .

Primetimo da je prethodna posledica ekvivalentna teoremi kompak-

tnosti. Zaista, teorema kompaktnosti je specijalan slu~aj prethodne

posledice:

Γ nije zadovoqivo akko Γ |=⊥
akko postoji kona~an podskup Γ0 ⊆ Γ takav da Γ0 |=⊥
akko Γ nije kona~no zadovoqivo

Sada je jednostavnidokazatii teoremu jake potpunostiiskaznog ra~una.

TEOREMA 51. [Teorema jake potpunosti] Neka je Γ bilo koji (kona~an

ili beskona~an) skup iskaznih formula i ϕ neka formula. Γ |= ϕ akko

Γ ` ϕ .

DOKAZ.

Γ |= ϕ akko postoji kona~an podskup Γ0 ⊆ Γ takav da Γ0 |= ϕ

akko postoji kona~an podskup Γ0 ⊆ Γ takav da Γ0 ` ϕ

[prema posledici teoreme slabe potpunosti]

akko Γ ` ϕ


