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1Prirodna dedukija
1.1 Iskazna logika i prirodna dedukijaIskazne formule i pojam posledieOsnovni pojam logike jeste pojam posledie, odnosno izvo|ewe zakqu~kaiz nekakvih pretpostavki. UmestoIz pretpostavka1,. . . , pretpostavkan izvodim zakqu~ak,kra}e pi{emo pretpostavka1, . . . ,pretpostavkanzakqu~akili pretpostavka1, . . . ,pretpostavkan ⊢ zakqu~ak.Posledwi zapis nazivamo sekventom.U ovom odeqku bavi}emo se pre svega zakqu~ivawima u kojima su pret-postavke i zakqu~i formulisani spajawem tzv. deklarativnih re~enia,tj. iskaza odre|enim vezniima. Pod deklarativnim re~eniama, odn.iskazima, podrazumevamo one re~enie ~iju istinitost na neki na~inmo`emo utvrditi, tj. re}i da li su ta~ne ili la`ne. Iskaze }emo ~estoozna~avati malim slovima latinie p, q, r, . . . , koriste}i po potrebi iindekse p1, p2, . . . ,q1, . . . Ove oznake iskaza nazivamo i iskaznim slovima.Polaze}i od nekih iskaza, gradimo slo`enije iskaze tako{to negiramo(¬) jedan od polaznih iskaza ili dva polazna iskaza povezujemo vezniimai (∧), ili (∨), ako . . . onda . . . (⇒), akko (⇔), koriste}i po potrebi zagradena uobi~ajeni na~in. Da bismo pojednostavili zapisivawe dogovaramo seo prioritetu veznika: ¬ je veznik najve}eg prioriteta, za wim slede ∨ i ∧6



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 7koji su jednakog prioriteta, a za wima⇒ i⇔, tako|e jednakog prioriteta.Primetite da postupamo potpuno analogno kao kada formiramo brojevneizraze polaze}i od promenqivih i osnovnih operaija me|u brojevima.�Logi~ke izraze� izgra|ene od iskaznih slova upotrebomveznika i zagradanazivamo iskazne formule.Slo`eni iskazi su tako|e deklaritivne re~enie ~ija se istinitostjednostavno mo`e odrediti ako za sve polazne iskaze (ozna~ene iskaznimslovima) znamo da li su ta~ni ili nisu. Istinitost slo`enih iskazaodre|ujemo na osnovu poznatih tablia (1 � ta~no, 0 � neta~no):
∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

¬
0 1
1 0

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1U ovom odeqku familijarnost sa navedenim tabliama nije od presudnogzna~aja, i na tablie }emo se oslawati samo prilikom intuitivnog oprav-davawa pravila dedukije koja navodimo u nastavku. Osnovno pitawena koje `elimo da odgovorimo jeste koja pravila koristimo da bismoneku iskaznu formulu izveli kao zakqu~ak (poslediu) datog skupa pret-postavki (premisa)?PRIMER 1. Posmatrajmo slede}a ~etiri zakqu~ivawa.(1) Ako avion ne kasni i ima slobodnog taksija na aerodromu, Anasti`e na sastanak. Ana nije stigla na sastanak. Avion ne kasni. Dakle,nema slobodnog taksija na aerodromu.(2) Ako Pera polo`i algebru i analizu, ota }e pojesti {e{ir. Otanije pojeo {e{ir. Pera je polo`io algebru. Dakle, Pera nije polo`ioanalizu.(3) Ako ~etvorougaoABCD ima jednake stranie i jednake uglove, ondaje ABCD kvadrat. ABCD nije kvadrat. Stranie ~etvrougla ABCD sujednake. Dakle, uglovi ~etvorougla ABCD nisu jednaki.(4) Ako je n deqivo sa 2 i sa 3, onda je n deqivo sa 6. Broj n nije deqivsa 6. Broj n jeste deqiv sa 2. Dakle, broj n nije deqiv sa 3.U sva ~etiri slu~aja uo~avamo isti {ablon:Pretpostavke: Ako p i q, onda r; nije r; p p∧q ⇒ r ¬r pObrazlo`ewe (?) ... ...Zakqu~ak: nije q ¬qUpotreba iskaznih slova nam omogu}ava da sa`eto opi{emo re~eniei fokusiramo se na mehanizam zakqu~ivawa.



8 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAAko avion ne kasni i ima slobodnog taksija na aerodromu, Anasti`e na sastanak. Ana nije stigla na sastanak. Avion ne kasni.(Formalizaija) p: Avion ne kasni.
q: Ima slobodnog taksija na aerodromu.

↓ r: Ana sti`e na sastanak.
p∧q ⇒ r, ¬r, p... Zakqu~ivawe (!)

¬q
↓ Povratak u neformalni kontekstNema slobodnog taksija na aerodromu.Na{ osnovni zadatak je da popunimo �prazninu� izme|u pretpostavki izakqu~ka navo|ewem odgovaraju}ih pravila zakqu~ivawa.Izvla~ewe zakqu~ka iz nekog skupa pretpostavki jeste misaona radwa,tzv. deduktivno zakqu~ivawe, kojoj se posve}uje velika pa`wa jo{ odtradiionalne logike pa sve do savremene matemati~ke logike. Davno jeformulisanop{ti uslov koji moraispuwavati svako pravilodeduktivnogzakqu~ivawa. Uslov je poznat pod nazivom salva veritate i glasi:Prilikom izvo|ewa zakqu~aka ne sme se nanositi {teta istinitosti,odnosno ako su pretpostavke istinite, onda je i zakqu~ak istinit.Osnovna pravila dedukijeKonjunkijaPrva pravila koja navodimo odnose se na konjunkiju.

α β
α ∧β

(∧U)
Iz pretpostavki α , β (direktno) zakqu~ujemo α ∧β . Ako suta~ni α i β , onda je ta~na i konjunkija α ∧β .Mo`emo razmi{qati i ovako: da bismo dokazali α ∧ β potrebno jeda doka`emo svaki konjunkt pojedina~no, i α i β . Drugim re~ima dokazza α ∧β dobijamo spajawem dokaza za α i dokaza za β . Navedeno pravilonazivamo i pravilo uvo|ewa konjunkije, pa ga zato ozna~avamo (∧U).Naredna dva pravila omogu}avaju da u dokazima koristimo konjunkijei nazavu je pravila eliminaije konjunkije.

α ∧β
α

(∧L
E)

α ∧β
β

(∧D
E)

Ako je ta~na konjunkija α ∧ β , onda je ta~an i konjunkt
α i konjunkt β . Ako imamo dokaz za α ∧ β , onda daqe za-kqu~ujemo α (odn. β ) tako {to na α ∧β primewujemo pra-vilo (∧L

E) (odn. (∧D
E)).



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 9Sekvent ϕ1, . . . ,ϕk ⊢ ψ (tj. da iz pretpostavkiϕ1, . . . ,ϕk sledi ψ) dokazu-jemo tako{to formiramo niz koji ~ine pretpostavkeϕ1, . . . ,ϕk i (me|u)zak-qu~i dobijeni primenom pravila dedukije na ve} navedene formule.Postupak zavr{avamo kada dobijemo `eqeni zakqu~ak ψ , a formiraniniz nazivamo dokazom formule ψ iz pretpostavki ϕ1, . . . ,ϕk, odn. doka-zom odgovaraju}eg sekventa. Na koji na~in koristimo pravila, odn. kakodokazujemo sekvente ilustrovano je u narednom primeru.PRIMER 2. Doka`imo sekvent (p∧q)∧ s,r∧ t ⊢ t ∧q.1. (p∧q)∧ s pretpostavka2. r∧ t pretpostavka3. p∧q ∧L
E, 1 [formula p∧q je dobijena primenom pravila ∧L

E na 1.]4. q ∧D
E , 35. t ∧D
E , 26. t ∧q ∧U, 5, 4Navedeni dokaz mo`emo prikazati i na slede}i na~in.

r∧ t
t

∧D
E

(p∧q)∧ s
p∧q

∧L
E

q
∧D

E

t ∧q
∧UU nastavku uglavnom }emo koristiti prvi zapis.ZADATAK 1. Dokazati slede}e sekvente:(1) p∧q ⊢ q∧ p(2) p∧ (q∧ r) ⊢ (p∧q)∧ r(3) (p∧q)∧ r ⊢ p∧ (q∧ r)(4) p ⊢ p∧ pDvostruka negaijaZanimqivu diskusiju koja se mo`e voditi o dvostrukoj negaiji izostav-qamo, i prihvatamo klasi~no stanovi{te da svaka formula α i wenadvostruka negaija ¬¬α �tvrde� isto.

¬¬α
α

(¬¬E)

α
¬¬α

(¬¬U)

Pravilo (¬¬E) nam dozvoqava da obri{emo dva znaka ne-gaije. Nasuprot tome, pravilo (¬¬U) dozvoqava da seispred svake formule dopi{u dva znaka negaije. Ovimpravilima zapravo izra`avamo stanovi{te da nema razlikeizme|u formule i wene dvostruke negaije.



10 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAPRIMER 3. Doka`imo sekvent p,¬¬(q∧ r) ⊢ ¬¬p∧ r.1. p pretpostavka2. ¬¬(q∧ r) pretpostavka3. q∧ r ¬¬E, 24. r ∧D
E , 35. ¬¬p ¬¬U, 16. ¬¬p∧ r ∧U, 5, 4ZADATAK 2. Dokazati slede}e sekvente:(1) p∧q ⊢ ¬¬p∧¬¬q(2) ¬¬p∧¬¬q ⊢ p∧qImplikaijaNaredno pravilo koje uvodimo jeste jedno od najpoznatijih pravila za-kqu~ivawa poznato pod latinskim nazivom modus ponens. Mi }emo ovopravilo nazivati savremenijim imenom � eliminaija implikaije.

α ⇒ β α
β

(⇒E)
Pravilo (⇒E) govori o tome kako se u dokazima mogukoristiti tvrdwe formulisane u obliku imlikaije.

α ⇒ β ¬β
¬α

(MT)
Pravilo modus tolens (MT) tako|e je veoma korisnopri upotrebi tvrdwi u obliku implikaije.NAPOMENA 1. Navedena pravila postaju o~igledna kada formule zamenimo de-klarativnim re~eniama govornog jezika koje su odgovaraju}eg oblika.

α ⇒ β α
β

(⇒E)

1. Ako Aa `ivi u Beogradu, onda Aa `ivi uSrbiji.2. Aa `ivi u Beogradu.Dakle, Aa `ivi u Srbiji.
α ⇒ β ¬β

¬α
(MT)

1. Ako Aa `ivi u Beogradu, onda Aa `ivi uSrbiji.2. Aa ne `ivi u Srbiji.Dakle, Aa ne `ivi u Beogradu.Preporu~ujemo ~itaou da i ostala pravila koja budemo uvodili ilustruje naanalogan na~in.



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 11PRIMER 4. Doka`imo sekvent p ⇒ (q ⇒ r), p,¬r ⊢ ¬q.1. p ⇒ (q ⇒ r) pretpostavka2. p pretpostavka3. ¬r pretpostavka4. q ⇒ r ⇒E, 1, 25. ¬q MT, 4, 3Snagu pravila dedukije lepo ilustruju najraznovrsniji primeri za-kqu~ivawa u kojima se ona primewuju.PRIMER 5. Mile razmi{qa koju devojku da pozove.(1) Ako pozovem Anu, ne}u zvati Bojanu.(2) Ako ne pozovem Bojanu, ne}u zvati ni Vesnu.(3) Ako ne pozovem Gou, zva}u Vesnu.(4) Ako pozovem Gou, zva}u i Draganu.(5) Ako pozovem Draganu, ne}u zvati Emu.Naposletku, pozvao je Emu. Da li }e Mile, u skladu sa svojim razmi{qa-wem pozvati Anu?Formalni dokaz1. a ⇒¬b pretpostavka2. ¬b ⇒¬v pretpostavka3. ¬g ⇒ v pretpostavka4. g ⇒ d pretpostavka5. d ⇒¬e pretpostavka6. e pretpostavka7. ¬¬e ¬¬U, 68. ¬d MT, 5, 79. ¬g MT, 4, 810. v ⇒E, 3, 911. ¬¬v ¬¬U, 1012. ¬¬b MT, 2, 1113. ¬a MT, 1, 12

Neformalni dokaz: Navedeni for-malni dokaz u potpunosti odgovaraneformalnom dokazu koji bismonaveli razmi{qu}i o zadatku.Kako je Mile pozvao Emu, prema (5)sledi da ne}e zvati Draganu. Iz (4)daqe sledi da ne}e zvati Gou. Za-tim iz (3), po{to ne}e zvati Gou,zva}e Vesnu, odakle prema (2) za-kqu~ujemo da }e zvati Bojanu. Naj-zad, iz (1) sledi da ne}e zvati Anu.Primetite da se u navedenomneformalnom obrazlo`ewu po-drazumevaju pravila dvojne ne-gaije.Navodimo i pravilo uvo|ewa implikaije koje govori kako se dokazujuimplikaije.



12 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA
α...
β

α ⇒ β
(⇒U)

Da bismo dokazali implikaiju α ⇒ β treba uvestidodatnu (privremenu) pretpostavku α i dokazati β ,pri ~emu je u tomdokazu dozvoqeno koristitiα , sve os-tale pretpostavke i me|uzakqu~ke koje smo ve} izveli.Dokaz formule β nakon uvo|ewa dodatne pretpostavke α istia}emovertikalnom rtom i nazivati poddokazom. Neposredno ispod zavr{etkavertikalne linije navodimo zakqu~ak α ⇒ β , oznaku pravila (⇒U) i bro-jeve kojima su numerisani korai poddokaza. Naredna {ema ilustrujeupotrebu pravila (⇒U).... Kada `elimo da doka`emo α ⇒ β :
j. α uvodimo dodatnu pretpostavku α... ... i nastojimo da doka`emo β .
k. β Kada uspemo,

k+1. α ⇒ β ⇒U, j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.PRIMER 6. (1) Ako nau~im da dokazujem, lako }u polo`iti logiku.(2) Ako ne razmi{qam, ne}u polo`iti logiku. (3) Ako razmi{qam, lako}u zavr{iti matematiku.Dokazati: ako nau~im da dokazujem, lako }u zavr{iti matematiku.Treba zapravo dokazati sekvent d ⇒ l,¬r ⇒¬l,r ⇒ m ⊢ d ⇒ m.Formalni dokaz1. d ⇒ l pretpostavka2. ¬r ⇒¬l pretpostavka3. r ⇒ m pretpostavka4. d dodatna pret.5. l ⇒E, 1, 46. ¬¬l ¬¬U, 57. ¬¬r MT, 2, 68. r ¬¬E, 79. m ⇒E, 3, 810. d ⇒ m ⇒U, 4-9
Neformalni dokaz: Navedeni for-malni dokaz i ovog puta odgovaraneformalnom razmi{qawu (uz po-drazumevawe pravila dvojne ne-gaije.)Pretpostavimo da sam nau~io dadokazujem. Tada }u, prema (1)lako polo`iti logiku, {to zna~i,prema (2), da razmi{qam. A po{torazmi{qam, iz (3) sledi da }uzavr{iti matematiku.PRIMER 7. Doka`imo sekvent ⊢ p ⇒ p.1. p dodatna pretpostavka2. p ⇒ p ⇒U, 1U navedenom dokazu, dodatnu pretpostavku uvodimo, jer `elimo dadoka`emo implikaiju oblika p ⇒ ·· · . Ono {to treba dokazati ~itamo



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 13sa desne strane `eqene implikaije · · · ⇒ p. U ovom slu~aju, uvo|ewemdodatne pretpostavke odmah dolazimo do iqa (p).Negaija i kontradikijaPravila dvostruke negaije malo govore o samoj negaiji, tj. o uvo|ewui eliminaiji negaije. Pre nego {to uvedemo odgovaraju}a pravila, po-zabavimo se pojmom kontradikije. Pod kontradikijom podrazumevamokonjunkiju bilo koje formule i wene negaije, a svaki skup pretpostavkiiz koga se mo`e izvesti neka formula iwena negaija nazivamo kontradik-tornim. Pogodno je uvesti poseban znak⊥ za kontradikiju (formulu kojaje sigurno neta~na).
α ¬α

⊥
(¬E)

α...
⊥

¬α
(¬U)

Iz pretpostavki α , ¬α izvodimo kontradik-iju. Pored toga, ako iz α doka`emo kon-tradikiju, onda zakqu~ujemo ¬α .
⊥

α
(⊥E)

Uvodimo i pravilo prema kome se iz kontradikije mo`ezakqu~iti bilo {ta, tj. mo`e se izvesti bilo koja formula.PRIMER 8. Detektiv razmatra slede}e evidentne ~iwenie:(1) Ako Pera nije kriv, kriv je Laza, a Mika nije.(2) Ako nije kriv Mika, nije kriv ni Laza.(3) Ako nije kriv Laza, nije kriv ni Pera.Ko je kriv?Najpre }emo neformalno, a zatim i formalno dokazati da su krivisvi. U formalnom dokazu, to }e zna~iti da iz pretpostavki ¬p ⇒ l∧¬m,
¬m ⇒ ¬l, ¬l ⇒ ¬p izvodimo i p i m i l (pri ~emu slova p, m, l redomozna~avaju iskaze �Pera je kriv�, �Mika je kriv�, �Laza je kriv�).Neformalni dokazPretpostavimo da Pera nije kriv. Tada, prema (1), Laza je kriv, aMika nije kriv. Po{to je Laza kriv, iz (2) sledi da je Mika kriv, {to jeu suprotnosti za prethodnim zakqu~kom da Mika nije kriv. Kontradik-ija! Dakle, pogre{na je pretpostavka da Pera nije kriv, {to zna~i daPera jeste kriv. Sada, iz (3) daqe zakqu~ujemo da je kriv i Laza. Najzad,prema (2) sledi da je kriv i Mika.Formalni dokaz



14 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA1. ¬p ⇒ l ∧¬m pretpostavka2. ¬m ⇒¬l pretpostavka3. ¬l ⇒¬p pretpostavka4. ¬p dodatna pret.5. l ∧¬m ⇒E, 1, 46. l ∧L
E, 57. ¬m ∧L
E, 58. ¬l ⇒E, 2, 79. ⊥ ¬E, 6, 810. ¬¬p ¬U, 4-911. p ¬¬E, 10 ◭12. ¬¬l MT, 3, 1013. l ¬¬E, 12 ◭14. ¬¬m MT, 2, 1215. m ¬¬E, 14 ◭Disjunkija

α
α ∨β

(∨L
U)

β
α ∨β

(∨D
U)

Ako znamo da je α ta~no (ako smo dokazali α), ondamora biti ta~no i α ∨ β (onda izvodimo i zakqu~ak
α ∨β ), za bilo koju formulu β . Na isti na~in, iz βizvodimo zakqu~ak α ∨β , za bilo koju formulu α .Na koji na~in u dokazima koristimoformule oblikaα∨β ? Zamislimoda `elimo da doka`emo γ pretpostavqaju}i α ∨β . Budu}i da ne znamo kojaje odformulaα ,β ta~na (a jednamora biti),moramo sprovesti dva odvojenadokaza:

• Najpre, pretpostavqamo da je α ta~no i dokazujemo γ .
• Zatim, pretpostavqamo da je β ta~no i dokazujemo γ .Na osnovu ova dva dokaza i pretpostavke α ∨ β zakqu~ujemo γ , jer dvapoddokaza pokrivaju obe mogu}nosti.

α ∨β

α...
γ

β...
γ

γ
(∨E)



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 15PRIMER 9. Dokazati ⊢ (p ⇒ q)∨ (p ⇒ r)⇒ (p ⇒ q∨ r).1. (p ⇒ q)∨ (p ⇒ r) dodatna pretpostavka2. p ⇒ q dodatna pretpostavka3. p dodatna pretpostavka4. q ⇒E, 2, 35. q∨ r ∨L
U, 46. p ⇒ (q∨ r) ⇒U, 3-57. p ⇒ r dodatna pretpostavka8. p dodatna pretpostavka9. r ⇒E, 7, 810. q∨ r ∨D
U, 911. p ⇒ (q∨ r) ⇒U, 7-1012. p ⇒ (q∨ r) ∨E, 1, 2-6, 7-1113. (p ⇒ q)∨ (p ⇒ r)⇒ (p ⇒ q∨ r) ⇒U, 1-12ZADATAK 3. Dokazati sekvent ⊢ (p ⇒ r)∧ (q ⇒ r)⇒ (p∨q)⇒ r.EkvivalenijaEkvivalenija dva iskaza α ⇔ β jeste zapravo konjunkija dve obratneimplikaije (α ⇒ β )∧ (β ⇒ α), pa se pravila uvo|ewa i eliminaijeekvivalenije sama name}u.

α ⇒ β β ⇒ α
α ⇔ β

(⇔U)
α ⇔ β
α ⇒ β

(⇔LD
E )

α ⇔ β
β ⇒ α

(⇔DL
E )PRIMER 10. Doka`imo ⊢ ¬p ⇔ (p ⇒⊥).1. ¬p dodatna pretpostavka2. p dodatna pretpostavka3. ⊥ ¬E, 1, 24. p ⇒⊥ ⇒U, 2-35. ¬p ⇒ (p ⇒⊥) ⇒U, 1-46. p ⇒⊥ dodatna pretpostavka7. p dodatna pretpostavka8. ⊥ ⇒U, 7, 69. ¬p ¬U, 7-810. (p ⇒⊥)⇒¬p ⇒U, 6-911. ¬p ⇔ (p ⇒⊥) ⇔U, 5, 9



16 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJANekoliko izvedenih pravilaSva do sada navedena pravila zakqu~ivawa naziva}emo pravilima za-kqu~ivawa iskazne logike. Me|u wima su dva pravila koja nismo moralida navodimo, jer se mogu izvesti iz ostalih. To su pravila ¬¬U i MT.1. α pretpostavka 1. α ⇒ β pretpostavka2. ¬α dodatna pret. 2. ¬β pretpostavka3. ⊥ ¬E, 1, 2 3. α dodatna pret.4. ¬¬α ¬U, 2-3 4. β ⇒E, 1, 35. ⊥ ¬E, 2, 46. ¬α ¬U, 3-5Primenuova dvapravila jednostavnomo`emo eliminisatiiz svakog dokazatako {to taj dokaz pro{irujemo navo|ewem gore navedenih dokaza pri-lago|enih konkretnom slu~aju. To je ilustrovano u narednom primeru.PRIMER 11. Doka`imo sekvent p ⇒¬q,q ⊢ ¬p.1. p ⇒¬q pretpostavka2. q pretpostavka3. ¬¬q ¬¬U, 24. ¬p MT, 1, 3Bez pravila ¬¬U i MT dati sekvent bismo dokazali na slede}i na~in.1. p ⇒¬q pretpostavka2. q pretpostavka3. ¬q dodatna pretpostavka4. ⊥ ¬E, 2, 35. ¬¬q ¬U, 3-46. p dodatna pretpostavka7. ¬q ⇒E, 1, 68. ⊥ ¬E, 2, 79. ¬p ¬U, 6-8Da bismo pojednostavili dokazivawe sekvanata, spisak pravila pro-{irujemo jo{ nekim pravilima, ~ija se upotreba, naravno, jednostavnomo`e eliminisati iz svakog dokaza.Disjunktivni silogizmi
α ∨β ¬α

β
(DS)

α ∨β ¬β
α

(DS)

Oba pravila ozna~avamo na istina~in jer }e uvek biti o~iglednokoje od ova dva pravila koristimo.



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 171. α ∨β pretpostavka2. ¬α pretpostavka3. α dodatna pretpostavka4. ⊥ ¬E, 2, 35. β ⊥E, 46. β dodatna pretpostavka7. β ∨E, 1, 3-5, 6Analogno se dokazuje i sekvent α ∨β ,¬β ⊢ α , za bilo koje formuleα,β .Tranzitivnost implikaije Zakoni kontrapoziije
α ⇒ β β ⇒ γ

α ⇒ γ
(T)

α ⇒ β
¬β ⇒¬α

(K)
¬α ⇒¬β

β ⇒ α
(K)1. α ⇒ β pretpostavka 1. α ⇒ β pretpostavka2. β ⇒ γ pretpostavka 2. ¬β dodatna pret.3. α dodatna pret. 3. ¬α MT, 1, 24. β ⇒E, 1, 3 4. ¬β ⇒¬α ⇒U, 2-35. γ ⇒E, 2, 46. α ⇒ γ ⇒U, 3-5Zakon iskqu~ewa tre}eg( tertium non datur)

α ∨¬α
(TND)

Prema zakonu iskqu~ewa tre}eg, udokazima mo`emo koristiti kao pret-postavkuα∨¬α , za bilo koju formulu
α .1. ¬(α ∨¬α) dodatna pretpostavka2. α dodatna pretpostavka3. α ∨¬α ∨L

U, 24. ⊥ ¬E, 1, 35. ¬α ¬U, 2-46. α ∨¬α ∨D
U, 57. ⊥ ¬E, 1, 68. ¬¬(α ∨¬α) ¬U, 1-79. α ∨¬α ¬¬E, 8De Morganovi zakoni

¬α ∨¬β
¬(α ∧β )

(DM)
¬α ∧¬β
¬(α ∨β )

(DM)
¬(α ∨β )
¬α ∧¬β

(DM)
¬(α ∧β )
¬α ∨¬β

(DM)Svako od ova ~etiri pravila nazva}emo De Morganovim zakonom, jerprilikom primene ne}e biti zabune.



18 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA1. ¬α ∨¬β pretpostavka 1. ¬α ∧¬β pretpostavka2. α ∧β dodatna pret. 2. ¬α ∧L
E, 13. α ∧L

E, 2 3. ¬β ∧D
E , 14. ¬¬α ¬¬U, 4. α ∨β dodatna pret.5. ¬β DS, 1, 4 5. β DS, 2, 46. β ∧D

E , 2 6. ⊥ ¬E, 3, 57. ⊥ ¬E, 5, 6 7. ¬(α ∨β ) ¬U, 2-68. ¬(α ∧β ) ¬U, 2-71. ¬(α ∨β ) pretpostavka 1. ¬(α ∧β ) pretpostavka2. α dodatna pret. 2. α dodatna pret.3. α ∨β ∨L
U, 2 3. β dodatna pret.4. ⊥ ¬E, 1, 3 4. α ∧β ∧U, 2, 35. ¬α ¬U, 2-4 5. ⊥ ¬E, 1, 46. β dodatna pret. 6. ¬β ¬U, 3-57. α ∨β ∨D
U, 6 7. ¬α ∨¬β ∨D

U, 68. ⊥ ¬E, 1, 79. ¬β ¬U, 6-8 8. ¬α dodatna pret.10. ¬α ∧¬β ∧U, 5, 9 9. ¬α ∨¬β ∨L
U, 810. α ∨¬α TND11. ¬α ∨¬β ∨E, 10, 2-7, 8-9PRIMER 12. Doka`imo sekvent p∧q ⇒ r,¬r, p ⊢ ¬q iz primera 1.1. p∧q ⇒ r pretpostavka2. ¬r pretpostavka3. p pretpostavka4. ¬(p∧q) MT, 1, 25. ¬p∨¬q DM, 46. ¬¬p ¬¬U, 37. ¬q DS, 5, 6Posebno su korisna slede}a izvedena pravila koja se odnose na ekviva-leniju. U posledwem pravilu koje navodimo, ∗ stoji umesto jednog (bilokog) veznika ∧, ∨ ili⇒.

α ⇔ α
α ⇔ β
β ⇔ α

α ⇔ β β ⇔ γ
α ⇔ γ

α ⇔ β
¬α ⇔¬β

α ⇔ β α ′ ⇔ β ′

α ∗α ′ ⇔ β ∗β ′Izvedimo samo prvo i posledwe pravilo, u slu~aju kada je ∗ znak zakonjunkiju. Izvo|ewe ostalih pravila prepu{tamo ~itaoima.



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 191. α dodatna pret.2. α ⇒ α ⇒U, 13. α ⇔ α ⇔U, 2, 2Odgovaraju}e izvo|ewe zaposledwepravilo samo}emoukratkoopisati.Iz pretpostavki α ⇔ β i α ′ ⇔ β ′, primenom pravila ⇔DL
E i ⇔LD

E , dobi-jamo α ⇒ β , β ⇒ α , α ′ ⇒ β ′ i β ′ ⇒ α ′. Ako dodatno pretpostavimo α ∧α ′,prema ∧L
E i ∧D

E redom dobijamo α i α ′. Primewuju}i ⇒E na α ⇒ β i α ,dobijamo β , a na α ′ ⇒ β ′ i α ′ dobijamo β ′. Najzad, koriste}i ∧U izvodimo
β ∧β ′. Ovime smo dokazali α ∧α ′ ⇒ β ∧β ′. Analogno se dokazuje obratnaimplikaija β ∧β ′ ⇒ α ∧α ′.Neke teoreme iskazne logikePrilikom dokazivawa sekvenata posebno je korisno koristiti slede}e dveop{te tvrdwe koje su zajedno poznate kao stav dedukije. Neka je Γ nekiniz pretpostavki.1. Ako je dokaziv sekvent Γ,α ⊢ β , onda je dokaziv i sekvent Γ ⊢ α ⇒ β .2. Ako je dokaziv sekvent Γ ⊢ α ⇒ β , onda je dokaziv i sekvent Γ,α ⊢ β .Kratko }emo obrazlo`iti oba tvr|ewa. Dokaz sekventa Γ,α ⊢ β jednos-tavno se mo`e �doraditi� u dokaz sekventa Γ ⊢ α ⇒ β .Dokaz za Γ,α ⊢ β... pretpostavke iz Γ

i. α pretpostavka... me|uzakqu~i
j. β zakqu~ak  

Dokaz za Γ ⊢ α ⇒ β... pretpostavke iz Γ
i. α dodatna pretpostavka...
j. β

j+1. α ⇒ β ⇒U, i- jTako|e, iz dokaza zaΓ ⊢α ⇒ β , jednostavnodobijamoi dokaz zaΓ,α ⊢ β .Dokaz za Γ ⊢ α ⇒ β... pretpostavke iz Γ...
j. α ⇒ β zakqu~ak  

Dokaz za Γ,α ⊢ β... pretpostavke iz Γ...
j. α ⇒ β zakqu~ak

j+1. α pretpostavka
j+2. β ⇒E, j, j+1



20 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAPRIMER 13. Doka`imo da je ⊢ ¬p∨q ⇒ (p ⇒ q).Prema tvr|ewu 1 stava dedukije (primewenom dva puta) dovoqnoje dokazati ¬p ∨ q, p ⊢ q. Ovaj posledwi sekvent je direktno dokazivprimenom pravila DS. Dakle, dokaziv je i sekvent ¬p∨q ⊢ p ⇒ q, kao i
⊢ ¬p∨q ⇒ (p ⇒ q).Mo`emo dokazati i ⊢ (p ⇒ q)⇒¬p∨q, odnosno p ⇒ q ⊢ ¬p∨q.1. p ⇒ q pretpostavka2. p∨¬p TND3. p dodatna pretpostavka4. q ⇒E, 1, 35. ¬p∨q ∨D

U, 46. ¬p dodatna pretpostavka7. ¬p∨q ∨L
U, 68. ¬p∨q ∨E, 2, 3-5, 6-7Dakle, po{to smo dokazali ⊢ ¬p∨q ⇒ (p ⇒ q) i ⊢ (p ⇒ q)⇒¬p∨q,na osnovu pravila (⇔U) zakqu~ujemo da je dokazivo ⊢ (p ⇒ q)⇔¬p∨q.Formula α je teorema iskazne logike ako je dokaziv sekvent ⊢ α .Izdavajamo neke poznate teoreme iskazne logike kojima su iskazaneekvivalentnosti neke dve formule.(1) ⊢ α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧β )∧ γ (2) ⊢ α ∨ (β ∨ γ)⇔ (α ∨β )∨ γ(3) ⊢ α ∧β ⇔ β ∧α (4) ⊢ α ∨β ⇔ β ∨α(5) ⊢ α ∧α ⇔ α (6) ⊢ α ∨α ⇔ α(7) ⊢ α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧β )∨ (α ∧ γ) (8) ⊢ α ∨ (β ∧ γ)⇔ (α ∨β )∧ (α ∨ γ)(9) ⊢ ¬(α ∧β )⇔¬α ∨¬β (10) ⊢ ¬(α ∨β )⇔¬α ∧¬β(11) ⊢ (α ⇒ β )⇔¬α ∨β (12) ⊢ ¬¬α ⇔ αNavedene teoreme iskazne logike veoma su korisne i uglavnom }emo ihpre}utno podrazumevati. Prve dve teoreme poznate su pod nazivom asoi-jativnost konjunkije, odn. disjunkije. Zbog ovih teorema smemo pisati

α ∧β ∧ γ i α ∨β ∨ γ , jer je svejedno kako su zagrade postavqene. Teoreme (3)i (4) poznate su kao komutativnost konjunkije, odn. disjunkije, i dozvo-qavaju nam da u konjunkijama (disjunkijama) konjunktima (disjunktima)mewamo mesta. Teoreme (5) i (6) se nazivaju zakonima idempotentnosti.Teoreme (7) i (8) izra`avaju tzv. distributivnost konjunkije prema dis-junkiji, odn. disjunkije prema konjunkiji. (9) i (10) su ve} poznati DeMorganovi zakoni. Najzad, (11) (bez nekog posebnog naziva) i (12) (zakon



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 21dvojne negaije) u nekim slu~ajevima omogu}avaju da se iskazna formulatransformi{e u jednostavniji oblik.PRIMER 14. Doka`imo ⊢ ¬(α ⇒ β )⇔ α ∧¬β .Dati sekvent jednostavno mo`emo dokazati primenom izvedenih pra-vila koja se odnose na ekvivaleniju i kori{}ewem odgovaraju}ih teo-rema iskazne logike navedenih iznad. Dokaz navodimo izostavqaju}idetaqna obja{wewa.
Uobi~ajeno je da se dokazi ovog tipa navode u skra}enom oblikuformirawem tzv. ekvivalenijskog lana, pri ~emu se pravila ekvi-valenije ne navode (ve} se podrazumevaju), a eventualno se navode samokori{}ene iskazne teoreme ili wihovi nazivi:

¬(α ⇒ β ) ⇔ ¬(¬α ∨β ) (jer je ⊢ (α ⇒ β )⇔¬α ∨β )
⇔ ¬¬α ∧¬β (De Morganov zakon)
⇔ α ∧¬β (Zakon dvojne negaije)



22 1.1. ISKAZNA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAZadai
α ∧β

α
(∧L

E)
α ∧β

β
(∧D

E)
α β
α ∧β

(∧U)

¬¬α
α

(¬¬E)
α

¬¬α
(¬¬U)

α ⇒ β α
β

(⇒E)
α ⇒ β ¬β

¬α
(MT)

α...
β

α ⇒ β
(⇒U)

α ⇒ β β ⇒ α
α ⇔ β

(⇔U)
α ⇔ β
α ⇒ β

(⇔LD
E )

α ⇔ β
β ⇒ α

(⇔DL
E )

α ¬α
⊥

(¬E)

α...
⊥

¬α
(¬U)

⊥

α
(⊥E)

α
α ∨β

(∨L
U)

β
α ∨β

(∨D
U)

α ∨β

α...
γ

β...
γ

γ
(∨E)

α ∨β ¬α
β

(DS)
α ∨β ¬β

α
(DS)

α ⇒ β β ⇒ γ
α ⇒ γ

(T)
α ⇒ β

¬β ⇒¬α
(K)

¬α ⇒¬β
β ⇒ α

(K)
α ∨¬α

(TND)

¬α ∨¬β
¬(α ∧β )

(DM)
¬(α ∧β )
¬α ∨¬β

(DM)
¬α ∧¬β
¬(α ∨β )

(DM)
¬(α ∨β )
¬α ∧¬β

(DM)



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 231. Dokazati slede}e sekvente:(1) ¬p ⇒ q,¬p∨ (¬q ⇒ r),¬q ⊢ r(2) ¬p∨q ⇒ r,s∨¬q,¬t, p ⇒ t,¬p∧ r ⇒¬s ⊢ ¬q(3) p∧q ⇒ r,r ⇒ s,q∧¬s ⊢ ¬p(4) p ⇒ q,r∨ s,¬s ⇒¬t,¬q∨ s,¬s,¬p∧ r ⇒ u,w∨ t ⊢ u∧w(5) c∨ e ⇒¬m,r ⇒ m,c ⊢ ¬r(6) ¬a ⇒ (b ⇒¬c),c ⇒¬a,¬d∨a ⇒ c,¬d ⊢ ¬b(7) e ⇒ f ,¬g ⇒¬ f ,h ⇒ i,e∨h ⊢ g∨ i2. Dokazati:(1) ⊢ p ⇒ (q ⇒ p)(2) ⊢ (p ⇒ q)∧ (p ⇒ r)⇒ (p ⇒ q∧ r)(3) ⊢ (p ⇒ q)∧ (r ⇒ q)⇒ (p∨ r ⇒ q)3. Ako na `urku ne do|e Sawa i do|e Nikola, onda }e do}i i Ema. Ako do|e Vasa,onda ne}e do}i Nikola i do}i }e Ema. Ako ne do}e Filip i do|e Nikola, ondane}e do}i Sawa. Ako ne do|e Vasa i do|e Ema, onda ne}e do}i Nikola. Nikoladolazi na `urku. Ko }e jo{ do}i na `urku?4. Aladin se nalazi ispred dve pe}ine A i B. Na ulazu u pe}inu A pi{e �u jednojod nas krije se blago�, a na ulazu u B �u A nema blaga�. Aladin zna da su obe izjaveta~ne ili su obe la`ne. U kojoj pe}ini se nalazi blago?Ostrvo vernika i nevernikaStanovni{tvo ovog ostrva se deli na vernike i nevernike. Vernii uvek govoreistinu dok nevernii uvek la`u. Na ostrvo dolazi inspektor Gedel koji imaodli~nu mo} rasu|ivawa.5. Jednom prilikom Gedel sretne dvojiu stanovnika A i B. Postoje tri verzijeovog doga|aja:(a) A je izjavio: "Mi smo nevernii."(b) Prema drugoj verziji, A je izjavio: "Bar jedan od nas dvojie je nevernik."(v) Prema tre}oj verziji, A je izjavio da su ili obojia vernii ili obojianevernii.[ta je Gedel mogao da zakqu~i u svakoj od verzija?6. Inspektor Gedel sre}e stanovnike A,B iC i upita A: �Da li si ti vernik ilinevernik?�
A nerazumqivo odgovara.Gedel pita B: �[ta je rekao?�
B: �Da je nevenik.�
C: �Ne veruj mu, B la`e.�Dokazati da je B nevernik, aC vernik.

Nebojsa
Rectangle



24 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA1.2 Predikatska logika i prirodna dedukijaNeformalno govore}i, iskazna logika se bavi strukturom re~enia uzi-maju}i u obzir samo na~in na koji su neki jednostavni iskazi povezanilogi~kim vezniima, dok je zna~ewe tih polaznih iskaza potpuno neva`no.Tako, iskazna logika nije dovoqno izra`ajna da bi se u woj razmotraloslede}e ~uveno zakqu~ivawe:Svi qudi su smrtni.Sokrat je ~ovek.Dakle, Sokrat je smrtan.Predikatska logikaomogu}ava darazmatramoi smisaopolaznihiskaza.Pre nego {to detaqno opi{emo pomenutu logiku, navodimo jedan primeru kome }emo objasniti neke polazne ideje u razvoju predikatske logike.PRIMER 15. Prirodni jezii nisu pogodni za preizno izra`avawesmisla iskaza. Da li re~enia Svaki momak voli jednu devojku zna~i(1) Postoji jedna devojka koju voli svaki momak ili (2) Za svakog momkase mo`e prona}i jedna devojka koju on voli?Potreba da se elimini{u dvosmislenosti prirodnog jezika dovela je,izme|u ostalog, do uvo|ewa tzv. formalnih jezika ~ije se re~enieformi-raju prema unapred utvr|enim pravilima. Re~enie (1) i (2) formalno}emo izraziti koriste}i:
• logi~ke veznike (∨, ∧, ¬,⇒,⇔),
• kvantifikatore ∀ � svaki i ∃ � neki,
• promenqive x,y,z,x1,y1,z1,x2, . . . (kojima }emo ozna~avati �proiz-voqno�, �neodre|eno� qudsko bi}e) i
• pomo}ne znake: zarez i zagrade.Pored toga, potrebno je da nekim simbolima ozna~imo i osobine bitimomak i biti devojka, kao i odnos voleti. Izjavu �x je momak� ozna~avamo

M(x), �x je devojka� ozna~avamo D(x), dok V (x,y) zna~i �x voli y�.Re~eniama (1) i (2) redom odgovaraju slede}e formule:
∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))) i ∀x(M(x)⇒∃y(D(y)∧V (x,y))),Navodimo formalizaije jo{ nekoliko re~enia prirodnog jezika.



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 25
• Svako voli nekoga � ∀x∃yV (x,y)

• Neko voli svakoga � ∃x∀yV (x,y)

• Neko ne voli nikoga � ∃x∀y¬V (x,y)ZADATAK 4. Prevesti na srpski i slede}u re~eniu:
∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒¬V (x,y))).Naravno, va`no je pravilnoprevoditi i sa srpskog naformalni jezik,pa za ve`bu dajemo dve re~enie na srpskom:
• Svakog momka voli bar jedna devojka i bar jedna devojka ga ne voli.
• Svaka devojka voli svakog momka koji wu voli.Predikatske formuleSvrha prethodnog primera je da ilustruje sa kakvim formulama radimo upredikatskoj logii. Uop{teno govore}i, pri formalizaiji u predikat-skoj logii uzimamo u obzir:
• izvesne objekte o kojima `elimo da govorimo, kao i
• {ta `elimo o wima da govorimo � koja svojstva (osobine) objekatasu nam va`na, i koje veze me|u objektima posmatramo; svojstva i vezenazivamo predikatima.Univerzum (univerzum govora) ~ine svi objekti o kojima govorimo. Uprethodnom primeru, univerzum ~ine svi qudi. Promenqive x,y,z,x1, . . .koristimo da ozna~imo proizvoqne, neodre|ene objekte univerzuma. Po-jedine, konkretne, odre|ene objekte univerzuma naziva}emo konstantama.Svaka konkretna osoba predstavqa neku konstantu univerzuma koji ~inequdi.Pri formirawu predikatskih formula koristimo i unapred izabranesimbole za osobine objekata i veze me|u wima. Ove simbole nazivamopredikatskim simbolima. Podrazumeva se i da je svakom predikatskomsimbolu pridru`ena tzv. du`ina, tj. broj objekata na koje se odnosi.U prethodnom primeru, predikatski simboli su M,D,V , pri ~emu wi-hove du`ine redom 1, 1, 2. Naravno, broj i vrsta predikata mogu biti idruga~iji u zavisnosti od situaije koju opisujemo. Predikatske simboledu`ine 1 naziva}emo unarnim, a predikatske simbole du`ine 2 nazivamo



26 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAbinarnim. U narednim primerima uglavnom ne}emo nagla{avati du`inuodgovaraju}ih predikatskih simbola, jer }e to iz konteksta biti jasno.Atomi~ne (elementarne) formule gradimo tako{to predikatskim sim-bolom pove`emo odgovaraju}i broj simbola koji se odnose na objekte uni-verzuma (konstante i/ili promenqive).PRIMER 16. Koriste}i predikatske simbole iz prethodnog primera, M,
D, V i dve konstante Mika i Ana, zapi{imo neke elementarne formule:

M(x), M(y), M(Mika), D(x), D(Ana),V (x,Ana),V (x,x1), . . .Polaze}i od atomi~nih formula, upotrebom veznika (¬,∧,∨,⇒,⇔),na uobi~ajeni na~in, i kvantifikatora (∀,∃) formiramo predikatskeformule. Kvantifikatore koristimo tako {to ispred ve} formiranepredikatske formule, postavqamo jedan od kvantifikatora zajedno sanekom promenqivom. Kada kvantifikator sa nekom promenqivom pos-tavimo ispred formule, tada sva pojavqivawa te promenqive u pomenutojformuli postaju vezana i ka`emo da su pod dejstvom postavqenog kvan-tifikatora. Ukoliko neko pojavqivawe promenqive u formuli nije poddejstvom nijednog kvantifikatora, ka`emo da je slobodno.PRIMER 17. Odredimo vezana i slobodna pojavqivawa promenqivih uformuli ∃x(V (x,y) ⇒ M(x)∨ D(y))∧¬∀yV (y,y). Strelie na narednojslii pokazuju na slobodna pojavqivawa promenqivih. Pojavqivawaostalih promenqivih su vezana.Ka`emo da je promenqiva slobodna u nekoj formuli ako ima slobodnopojavqivawe u toj formuli. Kada `elimo da istaknemo da su sve slobodnepromenqive formule α neke (ne nu`no sve) od promenqivih x1, . . . ,xn, ondapi{emo α(x1, . . . ,xn).PRIMER 18. Ako sa α ozna~imo formulu
∃x(V (x,y)⇒ M(x)∨D(y))∧¬∀yV (y,y)(iz prethodnog primera), onda bismo je, radi istiawa slobodnihpromenqivih, mogli ozna~iti α(y), ali i α(y,z), α(y,x1, . . . ,xn) i sli~no� va`no je samo da se promenqiva y pojavi na spisku promenqivih uzagradi.



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 27Pravila dedukije za kvantifikatorePored pravila dedukije koja primewujemo i na predikatske formule, ko-ristimo i u predikatskoj logii, koristimo i pravila za kvantifikatore.SupstituijaVa`no mesto u pravilima dedukije koje se odnose na kvantifikatorezauzima tzv. supstituija slobodnih promenqivih simbolima konstantiili nekim drugim promenqivama.Ako je α neka formula, x promenqiva i c konstanta, onda sa α[c/x]ozna~avamo formulu dobijenu zamenom svih slobodnih pojavqivawa pro-menqive x konstantom c. Naravno, ako x nije slobodno uα , onda je formula
α[c/x] istovetna formuli α .Prilikom zamene slobodne promenqive nekom drugom promenqivommoramo biti obazriviji. Naime, kada u α svako slobodno pojavqivawepromenqive x zamewujemo promenqivom y, nijedno pojavqivawe promen-qive y, nastalo zamenom x sa y, ne sme da postane vezano. U narednomprimeru, ilustrujemo razloge ovog ograni~ewa.PRIMER 19. Ako se oslonimo na intepretaiju iz primera 15, onda seformula

α(y) : ∀xV (x,y) � svaka osoba voli osobu ybitno ne razlikuje od formule
α(y)[z/y] : ∀xV (x,z) � svaka osoba voli osobu z.Isto va`i ako y zamenimo bilo kojom drugom promenqivom, osimpromenqivom x, jer bi to izazvalo drasti~nu promenu zna~ewa:

α(y)[x/y] : ∀xV (x,x) � svaka osoba voli sebe.Ka`emo da je promenqiva x slobodna za y u formuli α ako nijednopojavqivawe promenqive y nastalo zamenom x sa y ne postaje vezano, a sa
α[y/x] ozna~avamo formulu dobijenu nakon opisane zamene. U nastavku,kada god napi{emo α[y/x] podrazumeva}emo da je promenqiva x slobodnaza y u formuli α . Primetimo da je x uvek slobodno za x i da je formula
α[x/x] istovetna formuli α .



28 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAPravila ∀xE i ∃xUPre nego {to navedemo naslovqena pravila, motivisa}emo ih nekim in-tuitivnim argumentima. Neka je P neki unarni predikatski simbol. Akozamislimo da su nizom c1,c2,c3, . . . nabrojani svi objekti univerzuma, tadaformula ∀xP(x) �tvrdi�:
(1) P(c1)∧P(c2)∧P(c3)∧· · · ,a ∃xP(x) �tvrdi�:
(2) P(c1)∨P(c2)∨P(c3)∨· · · .Ova zapa`awanasnavode dapraviladedukije o kvantifikatorimapove`amosa odgovaraju}im pravilima za konjunkiju i disjunkiju.Pravilo �(∧E)�

P(c1)∧P(c2)∧P(c3)∧· · ·

P(ci)
(∧E)tesno je povezano sa slede}im razmi{qawem: ako je ta~no ∀xα , tada }ebiti ta~na i formula dobijena kada se u α promenqiva x zameni bilokojim objektom.

∀xα
α[v/x]

(∀E)

Ako je ∀xα ta~no, tada mora biti ta~na i formula α[v/x]dobijena iz α zamenom svih slobodnih pojavqivawa pro-menqive x u formuli α sa v, pri ~emu je v konstanta ilipromenqiva za koju je x slobodno u α .Budu}i da na raspolagawu imamo negrani~eno mnogo promenqivih, zasvaku formulu α mo`emo prona}i promenqivu v tako da nakon zamene x sa
v u α , nijedno pojavqivawe promenqive v ne postaje vezano.O~igledno je α[x/x] istovetna formuli α . Primetimo i da ukoliko sepromenqiva x ne pojavquje slobodno u formuli α , tada je formula α[v/x]identi~na formuli α .PRIMER 20.

∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)),Covek(Sokrat) ⊢ Smrtan(Sokrat)1. ∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)) pretpostavka2. Covek(Sokrat) pretpostavka3. Covek(Sokrat)⇒ Smrtan(Sokrat) ∀xE, 14. Smrtan(Sokrat) ⇒E, 3, 2



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 29Pravilo �(∨U)�
R(ci)

R(c1)∨R(c2)∨R(c3)∨· · ·
(∨U)tesno je povezano sa slede}im razmi{qawem: ako je ta~no α[v/x] za nekiobjekat v, onda je ta~na i formula ∃xα .

α[v/x]
∃xα

(∃U)
Ako je α[v/x] ta~no, za neku konstantu ili promenqivu v,tada mora biti ta~no ∃xα .PRIMER 21.

∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)),Covek(Sokrat) ⊢ ∃xSmrtan(x)1. ∀x(Covek(x)⇒ Smrtan(x)) pretpostavka2. Covek(Sokrat) pretpostavka3. Covek(Sokrat)⇒ Smrtan(Sokrat) ∀xE, 14. Smrtan(Sokrat) ⇒E, 3, 25. ∃xSmrtan(x) ∃xU, 4Pravila ∀xU i ∃xEUvo|ewe univerzalnog i eliminaija egzistenijalnog kvantifikatora sudonekle komplikovanija pravila.Neformalno, kada treba da doka`emo tvrdwu oblika ∀xα , dokaz zapo-~iwemo re~ima �neka je x proizvoqan objekat ...�, pri ~emu vodimo ra~unada je jedino {to znamo o x-u to da pripada odgovaraju}em univerzumu;ukoliko se desi da je oznaka x ve} rezervisana, onda uzimamo neku drugu,sve`u promenqivu v i ka`emo �neka je v proizvoqan objekat ...� Sli~notome, kada znamo da je ta~no ∃xα , onda }emo odgovaraju}i element ozna~itinekim �sve`im� slovom koje nije ve} rezervisano.U oba pravila se pojavquju poddokazi snabdeveni tzv. sve`om promen-qivom koja se u formulama van poddokaza ne pojavquje slobodno.
v ...

α[v/x]

∀xα
(∀xU)

Ako se kori{}ewem sve`e promenqive mo`edokazati α[v/x], onda se mo`e zakqu~iti ∀xα .Kqu~na ~iwenia za prethodno pravilo jeste da je v sve`a promenqiva,tj. da se ne pojavquje nigde van odgovaraju}eg poddokaza, pa po{to ni{ta ne



30 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJApretpostavqamo o v, svaki objekat }e �pro}i� na wegovom mestu. Slede}a{ema ilustruje upotrebu pravila (∀xU).... Kada `elimo da doka`emo ∀xα ,
j. v uvodimo sve`u promenqivu v misle}i na �nekaje v proizvoqan objekat univerzuma�.... ... Iz svega ostalog nastojimo da doka`emo α [v/x].
k. α [v/x] Kada uspemo,

k+1. ∀xα (∀xU), j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.PRIMER 22. Doka`imo sekvent
∀x(A(x)⇒ B(x)),∀x(B(x)⇒C(x)) ⊢ ∀x(A(x)⇒C(x)).1. ∀x(A(x)⇒ B(x)) pretpostavka2. ∀x(B(x)⇒C(x)) pretpostavka3. v uvodimo sve`u promenqivu4. A(v)⇒ B(v) ∀xE, 15. B(v)⇒C(v) ∀xE, 26. A(v)⇒C(v) tranzitivnost implikaije, 4, 57. ∀x(A(x)⇒C(x)) ∀xU, 3-6ZADATAK 5. Dokazati sekvente:(1) ⊢ ∀x(A(x)⇒ A(x))(2) ∀x(A(x)⇒ B(x)),∀x(B(x)⇒ A(x)) ⊢ ∀x(A(x)⇔ B(x))(3) ⊢ ∀x(A(x)⇔ A(x))(4) ∀x(A(x)⇔ B(x)) ⊢ ∀x(B(x)⇔ A(x))(5) ∀x(A(x)⇔ B(x)),∀x(B(x)⇔C(x)) ⊢ ∀x(A(x)⇔C(x))PRIMER 23. Doka`imo sekvent ∀x¬P(x) ⊢ ∀x(P(x)⇒ Q(x)).1. ∀¬P(x) pretpostavka2. v uvodimo sve`u promenqivu3. P(v) dodatna pretpostvka4. ¬P(v) ∀xE, 15. ⊥ ¬E, 3, 46. Q(v) ⊥E, 57. P(v)⇒ Q(v) ⇒U, 3-68. ∀x(P(x)⇒ Q(x)) ∀xU, 2-7



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 31ZADATAK 6. Dokazati sekvent ∀x¬P(x),∀x¬Q(x) ⊢ ∀x(P(x)⇔ Q(x)).Uvedimo najzad pravilo (∃xE). Grubo re~eno: ako znamo da je ∃xαta~no, onda je α ta~no za bar jednu �vrednost� x, pa bi trebalo obavitizakqu~ivawe po slu~ajevima za sve mogu}e vrednosti, {to posti`emo ko-riste}i sve`u promenqivu v kao �generi~ku� vrednost koja reprezentujesve mogu}e vrednosti.
∃xα

v α[v/x]...
γ

γ
(∃xE)

Ako iz α[v/x] doka`emo formulu γ u kojojse ne pojavquje v, onda γ mora biti ta~nobez obzira na �vrednost� v. I ovoga puta,od su{tinske va`nosti je da se v ne po-javquje slobodno nigde van odgovaraju}egpoddokaza, pa samim tim ni u γ .Slede}a {ema ilustruje kori{}ewe pravila (∃xE)....
i. ∃xα... Kada `elimo da iskoristimo ∃xα ,
j. v α [v/x] dod. pret. uvodimo oznaku v za objekat koji zadovoqava α .... ... Izα [v/x] i svega ostalog nastojimo da doka`emo

γ u kome se v ne pojavquje slobodno.
k. γ Kada uspemo,

k+1. γ (∃xE), i, j-k izvodimo `eqeni zakqu~ak.
PRIMER 24. Doka`imo sekvent:

∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))),M(Mile) ⊢ ∃zV (Mile,z)NeformalnoDa bismo {to jasnije obrazlo`ili navedeni sekvent, osloni}emo sena interpretaiju navedenu u primeru 15. Iz pretpostavke da postojidevojka koju voli svaki momak i pretpostavke da je Mile momak, jasno jeda postoji devojka koju Mile voli, jer to potvr|uje upravo devojka kojusvi vole, pa i Mile.Formalno



32 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA1. ∃x(D(x)∧∀y(M(y)⇒V (y,x))) pretpostavka2. M(Mile) pretpostavka3. v D(v)∧∀y(M(y)⇒V (y,v)) dodatna pretpostavka4. ∀y(M(y)⇒V (y,v)) ∧D
E , 35. M(Mile)⇒V (Mile,v) ∀xE, 46. V (Mile,v) ⇒E, 5, 27. ∃zV (Mile,z) ∃zU, 68. ∃zV (Mile,z) ∃xE, 1, 3-7PRIMER 25. Neka je B binarni predikatski simbol. Doka`imo sekvent

∀xB(x,x) ⊢ ∀x∃yB(x,y).1. ∀xB(x,x) pretpostavka2. v uvodimo sve`u promenqivu3. B(v,v) ∀xE, 14. ∃yB(v,y) ∃yU, 3 (B(v,v) je istovetna formuli B(v,y)[v/y])5. ∀x∃yB(x,y) ∀xU, 2-4Unaredna dva primera posebnu pa`wuposve}ujemoneformalnimdokaz-ima. U matematii je uobi~ajeno da se dokazi navode u neformalnomobliku, {to }emo i mi ~initi u narednim poglavqima. Naravno, u nefor-malnimdokazima uglavnomne navodimopravila dedukije koja koristimo,ali ih svakako imamo na umu, jer na osnovu wih i sastavqamo neformalnidokaz.PRIMER 26. Neka univerzum ~ine sve ta~ke neke ravni. Da bismo opisaliraspored me|u ta~kama koristi}emo ternarni (du`ine tri) predikatskisimbol O: O(x,y,z) zna~i �ta~ka y je izme|u ta~aka x i z�. Dokazati da iz�o~igledne istine�
∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x))(Ako je y izme|u x i z, onda je y izme|u z i x i nije z izme|u y i x.)sledi ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)).NeformalnoPretpostavimo da je ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x)) · · ·(∗) .Neka su a, b, c proizvoqne ta~ke.Da bismo dokazali implikaiju O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b),pretpostavimo da je O(a,b,c). (Treba dokazati ¬O(c,a,b).)Pretpostavimo (suprotno), da je O(c,a,b).Iz (∗) i O(c,a,b) sledi O(b,a,c) i ¬O(a,b,c)



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 33(Na (∗) smo primenili [c/x], [b/y], [a/z].)
O(a,b,c) i ¬O(a,b,c) daju kontradikiju.Dakle, ¬O(c,a,b).Dakle, O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b).Dakle, ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)).Formalno1. ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒ O(z,y,x)∧¬O(y,z,x)) pretpostavka2. a,b,c3. O(a,b,c) dodatna pretpostavka4. O(c,a,b) dodatna pretpostavka5. O(c,a,b)⇒ O(b,a,c)∧¬O(a,b,c) ∀xyzE, 16. O(b,a,c)∧¬O(a,b,c) ⇒E, 5, 47. ¬O(a,b,c) ∧D

E , 68. ⊥ ¬E, 3, 79. ¬O(c,a,b) ¬U, 4-810. O(a,b,c)⇒¬O(c,a,b) ⇒U, 3-911. ∀x∀y∀z(O(x,y,z)⇒¬O(z,x,y)) (∀xyzU), 2-10
PRIMER 27. Dokazati da iz(1) ∀x∃yV (x,y)(2) ∀x∀y∀u∀v(V (x,u)∧V (y,v)⇒V (u,v)∨V(v,u))(3) ∀x∀y∀z(V (x,y)∧V (y,z)⇒V (x,z))sledi ∀x∀y∃z(V (x,z)∧V (y,z)).NeformalnoNeka su a i b proizvoqni objekti.Kako, zbog (1), ∃yV (a,y), neka je a′ objekat takav da V (a,a′). Va`i i
∃yV (b,y), pa neka je b′ objekat takav da je V (b,b′). Iz (2) sledi da je
V (a′,b′) ili V (b′,a′).Prvi slu~aj: V (a′,b′). IzV (a,a′) iV (a′,b′), prema (3) slediV (a,b′). Kakoje i V (b,b′), zakqu~ujemo ∃z(V (a,z)∧V(b,z)).Drugi slu~aj: V (b′,a′). Iz V (b,b′) i V (b′,a′), prema (3) sledi V (b,a′).Kako je i V (a,a′), zakqu~ujemo ∃z(V (a,z)∧V(b,z)).Dakle, ∃z(V (a,z)∧V (b,z)), pa kako su a i b proizvoqni, kona~no do-bijamo ∀x∀y∃z(V (x,z)∧V(y,z)).Formalan dokaz prepu{tamo ~itaoima.



34 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJANeke teoreme predikatske logike
v ...

α[v/x]

∀xα
(∀xU)

Kada smo naveli pravilo (∀xU), posebno smo is-takli da v mora biti sve`a promenqiva koja sene pojavquje slobodno nigde van poddokaza (narav-no, mo`e se slobodno pojavqivati u formulamapodokaza).U formalnim dokazima, koje smo do sada navodili, pravilo (∀xU) smoprimewivali nakon {to smo u poddokazu izveli α[v/x], za neku sve`upromenqivu v. Me|utim, formulaα(v) sa slobodnom promenqivom v mo`ebiti i pretpostavka, pa nam nije potreban poddokaz da bismo je izveli.Ukoliko v nije slobodno u ostalim pretpostavkama (nizaΓ), onda je v sve`apromenqiva poddokaza koji ~ini sâmo navo|ewe pretpostavke α(v).... v nije slobodno u Γ
i. α(v) pretpostavka  

... v nije slobodno u Γ
i. v

i+1. α(v) pretpostavka
i+2. ∀xα[x/v] ∀xU, i-i+1Iz prethodnog razmatrawa sledi: Ako v nije slobodno u formulamaiz Γ, onda Γ,α(v) ⊢ ∀xα[x/v]. Speijalno, α(v) ⊢ ∀xα[x/v]. Ovo zapa`awe}emo iskoristiti da izvedemo dva pravila koja }e nam biti od koristipri formirawu ekvivalenijskih lanaa u predikatskoj logii.

α ⇔ β
∀xα ⇔∀xβ

α ⇔ β
∃xα ⇔∃xβ1. α ⇔ β 1. α ⇔ β2. ∀x(α ⇔ β ) ∀xU, 1 2. ∀x(α ⇔ β ) ∀xU, 13. ∀xα 3. ∃xα4. v 4. v α[v/x]5. α[v/x] ∀xE, 3 5. α[v/x]⇔ β [v/x] ∀xE, 26. α[v/x]⇔ β [v/x] ∀xE, 2 6. α[v/x]⇒ β [v/x] ⇔LD

U , 57. α[v/x]⇒ β [v/x] ⇔LD
U , 6 7. β [v/x] ⇒E, 4, 68. β [v/x] ⇒E, 5, 7 8. ∃xβ ∃xU, 79. ∀xβ ∀xU, 4-8 9. ∃xβ ∃xE, 3, 4-810. ∀xα ⇒∀xβ ⇒U, 3-9 10. ∃xα ⇒∃xβ ⇒U, 3-9... ...18. ∀xβ ⇒∀xα 18. ∃xβ ⇒∃xα19. ∀xα ⇔∀xβ ⇔U, 10, 18 19. ∃xα ⇔∃xβ ⇔U, 10, 18Formula α je teorema predikatske logike ako je dokaziv sekvent ⊢ α .



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 35Navodimo nekoliko va`nih teorema predikatske logike.Dva susedna kvantifikatora iste vrste mogu zameniti mesta
⊢ ∀x∀yα ⊢ ∃x∃yα

⊢ ∃x∀yα ⇒∀y∃xαDe Morganovi zakoni za kvantifikatore
⊢ ¬∃xα ⇔∀x¬α ⊢ ¬∀xα ⇔∃x¬α�∀ prolazi kroz ∧, a ∃ kroz ∨�
⊢ ∀x(α ∧β )⇔∀xα ∧∀xβ ⊢ ∃x(α ∨β )⇔∃xα ∨∃xβ

⊢ ∀xα ∨∀xβ ⇒∀x(α ∨β ) ⊢ ∃x(α ∧β )⇒∃xα ∧∃xβAko x nema slobodno pojavqivawe u β !
⊢ ∀x(α ∨β )⇔∀xα ∨β ⊢ ∃x(α ∧β )⇔∃xα ∧βDoka`imo DeMorganov zakon ⊢ ¬∃xα ⇔∀x¬α . Navodimo samo dokazesekvenata ¬∃xα ⊢ ∀x¬α i ∀x¬α ⊢ ¬∃xα .De Morganovi zakon ⊢ ¬∃xα ⇔∀x¬α1. ¬∃xα pretpostavka 1. ∀x¬α pretpostavka2. v 2. ∃xα dodatna pret.3. α[v/x] dodatna pret. 3. v α[v/x] dodatna pret.4. ∃xα ∃xU, 3 4. ¬α[v/x] ∀xE, 15. ⊥ ¬E, 4, 1 5. ⊥ ¬E, 4, 36. ¬α[v/x] ¬U, 3-5 6. ⊥ ∃xE, 2, 3-57. ∀x¬α ∀xU, 2-6 7. ¬∃xα ¬U, 2-6ZADATAK 7. Dokazati sekvente:(a) ⊢ ∀x∀yα(b) ⊢ ∃x∃yα(v) ⊢ ∃x∀yα ⇒∀y∃xαDeMorganov zakon⊢¬∀xα ⇔∃x¬α jednostavnoizvodimoizprethodnog.Dokaz navodimo u obliku ekvivalenijskog lana:

¬∀xα ⇔¬∀x¬¬α ⇔¬¬∃x¬α ⇔∃x¬α



36 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAZADATAK 8. U obliku ekvivalenijskog lana navesti dokaze sekvenata
⊢ ∃xα ⇔¬∀x¬α i ⊢ ∀xα ⇔¬∃x¬α .Da bismo dokazali da �∀ prolazi kroz ∧� dokaza}emo sekvente

∀x(α ∧β ) ⊢ ∀xα ∧∀xβ i ∀xα ∧∀xβ ⊢ ∀x(α ∧β ).Dokaz za ∀x(α ∧β ) ⊢ ∀xα ∧∀xβ1. ∀x(α ∧β ) pretpostavka2 x Doka`imo najpre ∀xα .3. α ∧β ∀xE, 14. α ∧L
E, 35. ∀xα ∀xU, 2-46. x Doka`imo daqe ∀xβ .7. α ∧β ∀xE, 18. β ∧D
E , 79. ∀xβ ∀xU, 6-810. ∀xα ∧∀xβ ∧U, 5, 9

Dokaz za ∀xα ∧∀xβ ⊢ ∀x(α ∧β )1. ∀xα ∧∀xβ pretpostavka2. ∀xα ∧L
E, 13. ∀xβ ∧D
E , 14. x5. α ∀xE, 26. β ∀xE, 37. α ∧β ∧U, 5, 68. ∀x(α ∧β ) ∀xU, 4-7Dokaz da �∃ prolazi kroz ∨� navodimo u obliku ekvivalenijskoglana.

∃x(α ∨β ) ⇔ ¬¬∃x(α ∨β )
⇔ ¬∀x¬(α ∨β )
⇔ ¬∀x(¬α ∧¬β )
⇔ ¬(∀x¬α ∧∀x¬β )
⇔ ¬∀x¬α ∨¬∀x¬β
⇔ ∃x¬¬α ∨∃x¬¬β
⇔ ∃xα ∨∃xβPod pretpostavkom da x nema slobodno pojavqivawe u β , dokaza}emo

∃x(α ∧β ) ⊢ ∃xα ∧β i ∃xα ∧β ⊢ ∃x(α ∧β ).Dokaz za ∃x(α ∧β ) ⊢ ∃xα ∧β , kada x nije slobodno u β .1. ∃x(α ∧β ) pretpostavka2 v α[v/x]∧β dodatna pret. (β [v/x] je istovetno formuli β )3. α[v/x] ∧L
E, 24. β ∧D
E , 35. ∃xα ∃xU, 36. ∃xα ∧β ∧U, 5, 47. ∃xα ∧β ∃xE, 1, 2-6



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 37Dokaz za ∃xα ∧β ⊢ ∃x(α ∧β ), kada x nije slobodno u β .1. ∃xα ∧β pretpostavka2. ∃xα ∧L
E, 13. β ∧D
E , 14 v α[v/x] dodatna pret.5. α[v/x]∧β ∧U, 4, 36. ∃x(α ∧β ) ∧D
E , 5 (β [v/x] je istovetno formuli β )7. ∃x(α ∧β ) ∃xE, 2, 4-6ZADATAK 9. U obliku ekvivalenijskog lana navesti dokaze sekvenata:(1) ⊢ ∀x(α ⇒ β ) ⇔ (∃xα ⇒ β ), pod pretpostavkom da se x ne pojavqujeslobodno u formuli β .(2) ⊢ ∀x(α ⇒ β ) ⇔ (α ⇒ ∀xβ ), pod pretpostavkom da se x ne pojavqujeslobodno u formuli α .



38 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJAZadai
∀xα

α[v/x]
(∀xE)

v
...

α[v/x]

∀xα
(∀xU)

α[v/x]
∃xα

(∃xE)
∃xα

v α[v/x]...
γ

γ
(∃xE)

¬∀xα
∃x¬α

(DM)
¬∃xα
∀x¬α

(DM)7. Imaju}i na umu univerzum svih qudi, koriste}i unarni predikat D,binarni predikat P, sa zna~ewima:
D(x) � �x je dobar (~ovek)�i
P(x,y) � �x ima prijateqa y�,i konstantu Ana izraziti formulama slede}e re~enie:(1) Svako ko ima prijateqa je dobar.(2) Postoji neko ~iji su svi prijateqi dobri.(3) Neki Anini prijateqi nisu dobri.(4) Svi Anini prijateqi su dobri.(5) Svi dobri qudi su Anini prijateqi.(6) Svi prijateqi svihAninih prijateqa, tako|e su iAnini prijateqi.(7) Neki prijateqi nekih Aninih prijateqa nisu dobri.(8) Svaki Anin prijateq ima prijateqe koji su dobri.(9) Nekim Aninim prijateqima, Ana nije prijateq.(10) Postoje Anini prijateqi koji nemaju prijateqe.8. Dokazati:(1) ∀x(P(x)⇒ Q(x)),∀xP(x) ⊢ ∀xQ(x)(2) ∀x(P(x)⇒ Q(x)),∃xP(x) ⊢ ∃xQ(x)9. Dokazati:(1) ∀x(Som(x)⇒ Riba(x)),¬Riba(Dambo) ⊢ ¬Som(Dambo)(2) ∀x(M(x)⇒∃y(D(y)∧V (x,y))),M(Mile) ⊢ ∃zV (Mile,z)



1. PRIRODNA DEDUKCIJA 3910. [Aristotelovi silogizmi] Posmatrajmo slede}a ~etiri tipa tvrdwi:
(A) svi S jesu P: ∀x(S(x)⇒ P(x)) (E) nijedan S nije P: ∀x(S(x)⇒¬P(x))
(I) neki S jesu P: ∃x(S(x)∧P(x)) (O) neki S nisu P: ∃x(S(x)∧¬P(x))Pravilima dedukije dokazati da iz pretpostavki iznad rte izvodimozakqu~ak ispod rte.(1) svi M jesu Psvi S jesu Msvi S jesu P

MS P

(2) svi M jesu Pneki M jesu Sneki S jesu P
(3) svi M jesu Pneki S jesu Mneki S jesu P

M S

P

(4) svi P jesu Mnijedan S nije Mnijedan S nije P
(5) svi P jesu Mnijedan M nije Snijedan S nije P

M

SP(6) svi P jesu Mneki S nisu Mneki S nisu P

M

S
P(7) neki M nisu Psvi M jesu Sneki S nisu P

M

S

P(8) nijedan M nije Pneki M jesu Sneki S nisu P
(9) nijedan M nije Pneki S jesu Mneki S nisu P(10) nijedan P nije Mneki S jesu Mneki S nisu P
(11) nijedan P nije Mneki M jesu Sneki S nisu P

M S

P

11. Dokazati:(1) ∀x(A(x)⇒ B(x)),∃x¬B(x) ⊢ ∃x¬A(x)(2) ∀x(A(x)∨B(x)⇒C(x)),∃x¬C(x) ⊢ ∃x¬A(x)(3) ∀x(N(x)∧S(x)⇒C(x)),∀x(T (x)⇒ N(x)),∃x(T (x)∧¬C(x)) ⊢ ∃x¬S(x)(4) ∀x(N(x)⇒ B(x)),∃x(N(x)∧D(x)) ⊢ ∃x(B(x)∧D(x))(5) ∀x((A(x)⇒ R(x))∨T (x)),∃x(T (x)⇒ P(x)),∀x(A(x)∧¬P(x)) ⊢ ∃xR(x)(6) ∀x∃y(E(x)⇒ M(x)∨N(y)),¬∀xM(x),∀xE(x) ⊢ ∃xN(x)



40 1.2. PREDIKATSKA LOGIKA I PRIRODNA DEDUKCIJA12. Dokazati:(1) ∃x∀y(M(x)∧ (D(y)⇒V (x,y))),∀x∀y(¬M(x)∨¬V (x,y)) ⊢ ∀x¬D(x)(2) ∀x(A(x)⇒ B(x)) ⊢ ∀x(∃y(A(y)∧C(x,y))⇒∃y(B(x)∧C(x,y)))13. Dokazati:(1) ∀x∀y(R(x,y)⇒¬R(y,x)) ⊢ ∀x¬R(x,x)(2) ∀x¬R(x,x),∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒ R(x,z)) ⊢ ∀x∀y(R(x,y)⇒¬R(y,x))(3) ∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒¬R(x,z)) ⊢ ∀x¬R(x,x)(4) ∀x∃yR(x,y),∀x∀y(R(x,y)⇒ R(y,x)),∀x∀y∀z(R(x,y)∧R(y,z)⇒ R(x,z)) ⊢
∀xR(x,x)14. Iz pretpostavki

∃x∃y(A(x)∧A(y)∧¬R(x,y)) i
∀x∀y(B(x)∧B(y)⇒ R(x,y))neformalno izvesti ∃x(A(x)∧¬B(x)).15. Iz pretpostavki
∃x(F(x)∧∀y(G(y)⇒ H(x,y))) i
∀x(F(x)⇒∀y(B(y)⇒¬H(x,y)))neformalno izvesti ∀x(G(x)⇒¬B(x)).16. Iz pretpostavki
∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x2,x3,x4,x1)) i
∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x3,x1,x2,x4))neformalno izvesti svaku od slede}ih formula:(1) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x3,x4,x1,x2))(2) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x4,x1,x2,x3))(3) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x2,x3,x1,x4))(4) ∀x1∀x2∀x3∀x4(P(x1,x2,x3,x4)⇒ P(x1,x2,x4,x3))



2Teorija skupova
2.1 Aksiome teorije skupova - IUniverzum skupova opisujemo koriste}i dva binarna predikata ∈ (pri-padawe) i = (jednakost). Promenqive }emo ozna~avati malim i velikimslovima latinie sa ili bez indeksa. Umesto ∈ (·, ·) i = (·, ·) koristi}emotzv. infiksnu notaiju · ∈ · i ·= ·. Za negaije atomi~nih formula koris-timo kra}e oznake: umesto ¬x ∈ y i ¬x = y redom pi{emo x 6∈ y i x 6= y.Osnovna, unapred pretpostavqena, svojstva univerzuma nazivamo ak-siomama teorije skupova. Sve deduktivne posledie koje izvodimo izaksioma nazivamo teoremama teorije skupova. Pri dokazivawu teoremakoristimo pravila dedukije i primewujemo ih na aksiome i teoreme kojesmo ve} dokazali. Iako su aksiome i teoreme zapravo formule izabra-nog predikatskog jezika, mi }emo ih formulisati i na govornom (srp-skom) jeziku, jer to zna~ajno olak{ava razumevawe onoga {to se wimatvrdi. Ipak, formulaije }e pratiti i odgovaraju}e formule, osim uslu~ajevima kada su one veoma komplikovane i te{ko ~itqive. Dokazeteorema uglavnom }emo navoditi u neformalnom obliku, pri ~emu }emoza one jednostavnije (u prvim odeqima ove glave) navoditi i formalnevarijante.Aksioma ekstenzionalnostiPrva aksioma koju navodimo opisuje vezu izme|u ∈ i =.41



42 2.1. AKSIOME TEORIJE SKUPOVA - IAKSIOMA EKSTENZIONALNOSTIDva skupa su jednaka akko i samo ako imaju iste elemente.
∀a∀b(a = b ⇔∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b))Odmah mo`emo dokazati neke o~ekivane osobine jednakosti.TEOREMA 1. (1) Za svaki skup a va`i a = a.(2) Za sve skupove a i b, iz a = b sledi b = a.(3) Za sve skupove a, b, c, iz a = b i b = c sledi a = c.DOKAZ . (1) Neka je a proizvoqan skup. Jednostavno se mo`e dokazatiformula∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ a) (videti poddokaz 5-9 dokaza navedenog u narednojnapomeni), iz koje prema aksiomi ekstenzionalnosti dobijamo a = a.NAPOMENA 1. Navedeni dokaz je neformalna varijantaformalnog dokaza sekventa

∀a∀b(a = b ⇔∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b)) ⊢ ∀a(a = a):1. ∀a∀b(a = b ⇔∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b)) aksioma ekstenzionalnosti (Ax1)2. a (�elimo da doka`emo ∀a(a = a).)3. a = a ⇔∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ a) ∀aE∀bE, 14. ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ a)⇒ a = a ⇔DL
E , 35. x (�elimo da doka`emo ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ a).)6. x ∈ a7. x ∈ a ⇒ x ∈ a ⇒U, 68. x ∈ a ⇔ x ∈ a ⇔U, 79. ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ a) ∀xU, 5-810. a = a ⇒E, 4, 911. ∀a(a = a) ∀aU, 2, 10(2) Neka su a i b proizvoqni skupovi. Iz a = b, prema aksiomi eksten-zionalnosti sledi ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b), odakle se jednostavno mo`e izvesti

∀x(x ∈ b ⇔ x ∈ a). Iz posledwe formule, prema navedenoj aksiomi, dobi-jamo b = a.(3) Neka su a, b i c proizvoqni skupovi. Pretpostavimo da va`i a = bi b = c. Prema aksiomi ekstenzionalnosti imamo ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b) i
∀x(x ∈ b ⇔ x ∈ c), odakle izvodimo ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ c). Najzad, iz posledweformule, primenom aksiome ekstenzionalnosti, dobijamo a = c.



2. TEORIJA SKUPOVA 43NAPOMENA 2. Formalni dokazi sekvenata koji se pomiwu u dokazima tvrdwi(2) i (3) prethodne leme:(2) ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b) ⊢ ∀x(x ∈ b ⇔ x ∈ a)(3) ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b),∀x(x ∈ b ⇔ x ∈ c) ⊢ ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ c)potpuno su analogni dokazima sekvenata iz zadatka 1.5 pod (4) i (5).InkluzijaNeformalno, ukoliko su svi elementi skupa a ujedno i elementi skupa b,ka`emo da je a podskup od b, odn. b je nadskup od a, i pi{emo a ⊆ b, odn.
b ⊇ a. Odnos me|u skupovima ozna~en simbolom ⊆ naziva se inkluzija.Formalno, a ⊆ b (kao i b ⊇ a) je skra}eni zapis formule ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ b).Tako|e, ka`emo da je a strogi podskup od b (b je strogi nadskup od a) ako je
a ⊆ b (b ⊇ a) i a 6= b, i pi{emo a ⊂ b (b ⊃ a). Formalno, a ⊂ b je skra}enizapis formule a ⊆ b∧a 6= b.TEOREMA 2. (1) Za svaki skup a va`i a ⊆ a.(2) Za sve skupove a i b, iz a ⊆ b i b ⊆ a sledi a = b.(3) Za sve skupove a, b, c, iz a ⊆ b i b ⊆ c sledi a ⊆ c.DOKAZ. Slede}e sekvente nije te{ko dokazati (dokazi su potpuno analognidokazima sekvenata iz primera 1.22 i zadatka 1.5 pod (1) i (2)):(1) ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ a)(2) ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ b),∀x(x ∈ b ⇒ x ∈ a) ⊢ ∀x(x ∈ a ⇔ x ∈ b)(3) ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ b),∀x(x ∈ b ⇒ x ∈ c) ⊢ ∀x(x ∈ a ⇒ x ∈ c)odakle neposredno (uz primenu aksiome ekstenzionalnosti za tvr|ewe (2))slede tvr|ewa navedena u lemi.Aksioma praznog skupaAKSIOMA PRAZNOG SKUPAPostoji skup koji nema elemenata.

∃y∀x(x 6∈ y)Skup ~ije postojawe tvrdi aksioma praznog skupa mora, prema aksiomiekstenzionalnosti, biti jedinstven. Zaista, ozna~imo sa y1 i y2 skupove zakoje va`i
∀x(¬x ∈ y1) i ∀x(¬x ∈ y2).



44 2.1. AKSIOME TEORIJE SKUPOVA - IIz ove dve formule jednostavno izvodimo ∀x(x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2), odakle, ko-riste}i aksiomu ekstenzionalnosti, zakqu~ujemo da je y1 = y2.NAPOMENA 3. Navodimo i formalni dokaz sekventa
∀x(¬x ∈ y1),∀x(¬x ∈ y2) ⊢ ∀x(x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2).1. ∀x(¬x ∈ y1)2. ∀x(¬x ∈ y2)3. x4. x ∈ y15. ¬x ∈ y1 ∀xE, 16. ⊥ ¬E, 4, 57. x ∈ y2 ⊥E, 68. x ∈ y1 ⇒ x ∈ y2 ⇒U, 4-79. x ∈ y210. ¬x ∈ y2 ∀xE, 211. ⊥ ¬E, 9, 1012. x ∈ y1 ⊥E, 1113. x ∈ y2 ⇒ x ∈ y1 ⇒U, 9-1214. x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2 ⇔U, 8, 1315. ∀x(x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2) ∀xU, 3-14Primetimo da je ovo izvo|ewe potpuno analogno izvo|ewu sekventa iz zadatka1.6.Jedinstveni skup koji nema elemenata ozna~avamo sa /0 i nazivamo gapraznim skupom. Dakle, ∀x(x 6∈ /0). U nastavku, oznaku /0 koristimo kaosimbol konstante univerzuma skupova.Postojawe i jedinstvenost praznog skupa tvrdi slede}a formula, kojaje, kao {to smo pokazali posledia uvedenih aksioma:

∃y∀x(x 6∈ y)
︸ ︷︷ ︸

ϕ(y)

∧∀y1∀y2(∀x(x 6∈ y1)
︸ ︷︷ ︸

ϕ[y1/y]

∧∀x(x 6∈ y2)
︸ ︷︷ ︸

ϕ[y2/y]

⇒ y1 = y2).Uop{te, formule oblika
(∗) ∃yϕ(y)∧∀y1∀y2(ϕ[y1/y]∧ϕ[y2/y]⇒ y1 = y2),koje kra}e ozna~avamo ∃!yϕ(y), tvrde da postoji jedinstveni objekat y kojizadovoqava izvesnu formulu ϕ .



2. TEORIJA SKUPOVA 45TEOREMA 3. Za svaki skup a va`i /0⊆ a.DOKAZ. Treba dokazati formulu ∀x(x ∈ /0⇒ x ∈ a).1. ∀x(¬x ∈ /0)2. x3. x ∈ /04. ¬x ∈ /0 ∀xE, 15. ⊥ ¬E, 3, 46. x ∈ a ⊥E, 57. x ∈ /0⇒ x ∈ a ⇒U, 3-68. ∀x(x ∈ /0⇒ x ∈ a) ∀xU, 2-7Aksiome para, izdvajawa, unije i partitivnog skupaSve preostale aksiome, koje navodimo u ovom odeqku, jesu oblika
(α∗) ∀a1 · · ·∀an∃y∀x(x ∈ y ⇔ α(x,a1, . . . ,an)),gde }e α(x,a1, . . . ,an) biti neka formula speijalnog oblika, u kojoj se yne pojavquje slobodno i svaka promenqiva koja se slobodno pojavquje uovoj formuli jeste neka (ne nu`no i svaka) od promenqivih x,a1, . . . ,an.Intuitivno, navedeni oblik razumemo na slede}i na~in: ako su a1, . . . ,anproizvoqni skupovi, tada postoji skup y koji sadr`i samo one x za kojese mo`e utvrditi veza α(x,a1, . . . ,an). Za svaku formulu α , skup y ~ijepostojawe tvrdi formula (α∗) mora biti jedinstven prema aksiomi ek-stenzionalnosti. Zaista, ako za proizvoqno izabrane a1, . . . ,an, sa y1 i y2ozna~imo skupove takve da je

∀x(x ∈ y1 ⇔ α(x,a1, . . . ,an)) i ∀x(x ∈ y2 ⇔ α(x,a1, . . . ,an)),onda se jednostavno mo`e izvesti ∀x(x ∈ y1 ⇔ x ∈ y2), a zbog aksiome ek-stenzionalnosti i y1 = y2.Postavqa se pitawe, mo`emo li za svako α , formulu (α∗) prihvatitikao aksiomu. Odgovor je negativan, kao {to pokazuje ~uveni Raselovparadoks.Raselov paradoks. Neka je α(x,a1, . . . ,an) formula x 6∈ x. Ozna~imo ovuformulu sa ρ(x). Tada (ρ∗) postaje: ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6∈ x). Me|utim, iz oveformule jednostavno izvodimo kontradikiju:



46 2.1. AKSIOME TEORIJE SKUPOVA - I1. ∃y∀x(x ∈ y ⇔ x 6∈ x)2. v ∀x(x ∈ v ⇔ x 6∈ x)3. v ∈ v ⇔ v 6∈ v ∀xE, 2...
i. ⊥

i+1. ⊥ ∃xE, 1, 2-iKontradikija je svakako ne{to {to ne smemo dozvoliti. Dakle, {ema
(α∗) je neprihvatqiva u op{tem slu~aju. Smemo je koristiti samo zaformule α(x,a1, . . . ,an) speijalnog oblika:

• x = a1∨ x = a2,
• x ∈ a∧ϕ(x,a,a1, . . . ,an), za bilo koju formulu ϕ(x,a,a1, . . . ,an),
• ∀t(t ∈ x ⇒ t ∈ a),
• ∃t(t ∈ a∧ x ∈ t).AKSIOMA PARA ∀a1∀a2∃y∀x(x ∈ y ⇔ x = a1∨ x = a2)Aksioma para tvrdi da za svaka dva skupa a1 i a2 postoji skup y~iji su jedini elementi a1 i a2. Ve} smo istakli da se mo`e izvesti

∀a1∀a2∃!y∀x(x ∈ y ⇔ x = a1∨ x = a2). Jedinstveni skup koji sadr`i a1 i
a2 kao jedine elemente ozna~avamo {a1,a2}. Speijalno, za proizvoqan a1,skup {a1,a1} ozna~avamo {a1} i nazivamo ga singltonom (ili jedno~lanimskupom). Uvedene oznake koristitimo pri zapisivawu formula, pri ~emuimamo na umu da ove oznake mo`emo eleminisati pomo}u slede}ih ekviva-lenija:

x ∈ {a1,a2}⇔ x ∈ a1∨ x = a2 i x ∈ {a1}⇔ x ∈ a1∨ x = a1 ⇔ x = a1.AKSIOMA IZDVAJAWA ∀a∀a1 · · ·∀an∃y∀x(x ∈ y ⇔ x ∈ a∧ϕ(x,a,a1, . . . ,an))Da bismo jednostavnije objasnili zna~ewe aksiome izdvajawa, posma-tra}emo wen speijalan slu~aj
∀a∃y∀x(x ∈ y ⇔ x ∈ a∧ϕ(x,a)).Ovim oblikom aksiome se tvrdi da za svaki skup a i bilo koju formulu

ϕ(x,a)mo`emoformirati skup (izdvojiti podskup od a) koji }e sadr`avatisamo one elemente x iz a za koje se mo`e utvrditi ϕ(x,a). Po{to takav skupmora biti jedinstven, uvodimo posebnu oznaku za wega {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)}



2. TEORIJA SKUPOVA 47ili {x ∈ a | ϕ(x,a)}. Primetimo da je {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)} ⊆ a. Isti~emo islede}u ekvivaleniju:
t ∈ {x | x ∈ a∧ϕ(x,a)}⇔ t ∈ a∧ϕ(t,a).AKSIOMA PARTITIVNOG SKUPA ∀a∃y∀x(x ∈ y ⇔∀t(t ∈ x ⇒ t ∈ a))Setimo se da x ⊆ a shvatamo kao skra}ewe formule ∀t(t ∈ x ⇒ t ∈ a),pa aksiomu partitivnog skupa mo`emo zapisati i u slede}em obliku:

∀a∃y∀x(x ∈ y ⇔ x ⊆ a). Dakle, ova aksioma tvrdi da za svaki skup a pos-toji skup koji sadr`i sve podskupove skupa a i drugih elemenata nema.Taj jedinstveni skup ozna~avamo P(a) i nazivamo partitivni skup od a.Posebno isti~emo ekvivaleniju koju }emo koristiti pri radu sa parti-tivnim skupovima:
x ∈ P(a)⇔ x ⊆ a.AKSIOMA UNIJE ∀a∃y∀x(x ∈ y ⇔∃t(t ∈ a∧ x ∈ t))Aksioma unije tvrdi da za svaki skup a postoji skup koji sadr`i sveelemente elemenata skupa a i drugih elemenata nema. Taj jedinstveni skupozna~avamo ⋃

a ili ⋃

t∈a
t i nazivamo unijom skupa a.

x ∈
⋃

a ⇔∃t(t ∈ a∧ x ∈ t)PRIMER 1. Polaze}i od praznog skupa /0, navodimo neke od skupova kojemo`emo izgraditi primenom navedenih aksioma.Koriste}i aksiomu para: { /0}, {{ /0}}, {{{ /0}}}, { /0,{ /0}}, { /0,{{ /0}}},
{{ /0},{{ /0}}} itd. Primetimo da su svi navedeni skupovi me|usobno raz-li~iti.Koriste}i aksiomu partitivnog skupa: P( /0) = { /0}, P({ /0}) = { /0,{ /0}},
P({ /0,{ /0}}) = { /0,{ /0},{{ /0}},{ /0,{ /0}}} itd.Koriste}i aksiomu izdvajawa, na primer, iz skupa P({ /0,{ /0}}) formu-lom /0∈ x∨{ /0} ∈ x mo`emo �izdvojiti� skup

{x | x ∈ P({ /0,{ /0}})∧ ( /0∈ x∨{ /0} ∈ x)}= {{ /0},{{ /0}},{ /0,{ /0}}}.Primenom aksiome unije mo`emo formirati, na primer, skup
{ /0,{ /0},{{ /0}}}. Zaista, formirajmo singlton { /0} i par {{ /0},{{ /0}}}, azatim od ovih skupova novi par {{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}. Tada je

⋃

{{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}= { /0,{ /0},{{ /0}}}.



48 2.1. AKSIOME TEORIJE SKUPOVA - IDa bi se lak{e uo~ilo da prethodna jednakost va`i, podvla~imo elementeskupa ~iju uniju tra`imo, a nadvla~imo elemente elemenata istog skupa:
{ { /0} , {{ /0} , {{ /0}}} }.Slobodnije re~eno, ako su skupovi zadati navo|ewem elemenata unutarviti~astih zagrada, onda ⋃

a dobijamo brisawem viti~atih zagrada kojese odnose na elemente skupa a (i izbaivawem praznog skupa ukoliko jeon element od a):ako je a = {{ /0},{{ /0},{{ /0}}}}, onda je ⋃

a = {6{ /0 6 }, 6 {{ /0},{{ /0}} 6}}Korisno je imati na umu slede}e:
• na primer, ako {a,b,c} ∈ X , onda a,b,c ⊆

⋃
X ;

• na primer, ako a,b,c ∈ X , onda {a,b,c} ∈ P(X).Za bilo koji skup a, unija ⋃
a sadr`i samo one elemente koji pripadajubar jednom elementu iz a. Oslawaju}i se na aksiomu izdvajawa, iz ⋃

amo`emo izdvojiti samo one elemente koji pripadaju svim elementima iz a:
⋂

a = {x | x ∈
⋃

a∧∀t(t ∈ a ⇒ x ∈ t)}.Skup ⋂
a ozna~avamo i ⋂

t∈a
t i nazivamo presekom skupa a.Do sada smo navedene aksiome koristili da bismo dokazali postojaweizvesnih skupova. U nastavku }emo dokazati ne{to druga~iji rezultat: dane postoji skup koji sadr`i sve skupove.TEOREMA 4. Ne postoji skup koji sadr`i sve skupove.DOKAZ. Iz navedenih aksioma izve{}emo formulu ¬∃y∀x(x ∈ y). Umestoformalnog izvo|ewa, navodimo samo osnovne korake dokaza.Pretpostavimo suprotno, da postoji skup svih skupova, ∃y∀x(x ∈ y).Ozna~imo sa v takav skup, ∀x(x ∈ v). (Nije te{ko pokazati da ovakav skup vmora biti jedinstven.) Prema aksiomi izdvajawa mo`emo formirati skup

u = {x | x ∈ v∧ x 6∈ x}. Iz ∀x(x ∈ u ⇔ x ∈ v∧ x 6∈ x), izvodimo
(∗) u ∈ u ⇔ u ∈ v∧u 6∈ u.



2. TEORIJA SKUPOVA 49Prema zakonu iskqu~ewa tre}eg, u ∈ u ili u 6∈ u.Ako u ∈ u, koriste}i implikaiju u ∈ u ⇒ u ∈ v∧u 6∈ u, dobijenu iz (∗),izvodimo u ∈ v∧u 6∈ u, tj. u 6∈ u. Kontradikija.Neka u 6∈ u. Iz ∀x(x ∈ v) zakqu~ujemo da u ∈ v (v sadr`i sve skupove,pa samim tim sadr`i i u), pa imamo u ∈ v∧u 6∈ u. Koriste}i implikaiju
u ∈ v∧u 6∈ u ⇒ u ∈ u, dobijenu iz (∗), izvodimo u ∈ u. Kontradikija.Izvedene kontradikije obaraju polaznu pretpostavku∃y∀x(x∈ y). Dak-le, ¬∃y∀x(x ∈ y).POSLEDICA 1. Za svaki skup postoji skup koji mu ne pripada.DOKAZ. Tvr|ewe direktno sledi iz prethodne teoreme i De Morganovihzakona za kvantifikatore: ¬∃y∀x(x ∈ y)⇔∀y∃x(x 6∈ y).Na kraju ovog odeqka uvodimo oznake za nekoliko skupova koje }emokasnije ~esto koristiti u primerima. Te skupove ozna~i}emo poznatimsimbolima za prirodne brojeve (iz razloga koji }e kasnije biti sasvimjasni): 0= /0, 1= {0}= { /0}, 2= {0,1}= { /0,{ /0}}, 3=

⋃
{2,{2}}= {0,1,2},

4=
⋃
{3,{3}}= {0,1,2,3} itd.ZADATAK 1. Za bilo koje skupove a, b, c, opravdati postojawe i jedin-stvenost skupa {a,b,c}.ZADATAK 2. Dokazati da za svaki skup a va`i jednakost a =

⋃
P(a).



50 2.2. BULOVE OPERACIJE I DEKARTOVPROIZVOD2.2 Bulove operaije i Dekartov proizvodVe} smo naglasili da }emo kao promenqive koristiti i velika slovalatinie, {to je u matemati~koj literaturi uobi~ajeno, pa }emo u nas-tavku sve ~e{}e tako postupati. Koriste}i navedene aksiome, uvodimotzv. Bulove (skupovne) operaije.Presek skupova A i B jeste skup A∩B kojisadr`i samo one elemente koji pripadaju iskupu A i skupu B, i drugih elemenata osimovih nema.Formalno, iz uvedenih aksioma se dokazuje:
∀A∀B∃!Y∀x(x ∈ Y ⇒ x ∈ A∧ x ∈ B

︸ ︷︷ ︸

x∈A∧α(x,A,B)

).Presek skupova A i B ozna~avamo A∩B: A∩B = {x | x ∈ A∧x ∈ B}. Skupovi
A i B su disjunktni ako je A∩B = /0.Razlika skupova A i B jeste skupkoji sadr`i samo one elementekoji pripadaju skupu A, a ne pri-padaju skupu B, i drugih eleme-nata osim ovih nema.Iz uvedenih aksioma se dokazuje:

∀A∀B∃!Y∀x(x ∈ Y ⇒ x ∈ A∧ x 6∈ B)Razliku skupova A i B ozna~avamo A\B: A\B = {x | x ∈ A∧ x 6∈ B}.Speijalno, ako je B ⊆ A, razlikuA\B nazi-vamo komplementom skupa B u odnosu na A.Kada je u nekom kontekstu jasno u odnosu nakoji skup A se odre|uju komplementi, ondaumesto A\B pi{emo B∁.Unija skupova A i B jeste skup A∪ B koji sadr`i samo one elementekoji pripadaju skupu A ili skupu B (bar jednom od skupova A, B), i drugihelemenata osim ovih nema.Formalno, unija dva skupa se uvodi na slede}i na~in: A∪B =
⋃
{A,B}.Za bilo koje x imamo:
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x ∈ A∪B ⇔ x ∈

⋃

{A,B}

⇔ ∃t(t ∈ {A,B}∧ x ∈ t)

⇔ ∃t((t = A∨ t = B)∧ x ∈ t)

⇔ ∃t((t = A∧ x ∈ t)∨ (t = B∧ x ∈ t))

⇔ ∃t(t = A∧ x ∈ t)∨∃t(t = B∧ x ∈ t)

⇔ x ∈ A∨ x ∈ B,Navedenim ekvivalenijskim lanem opravdan je uobi~ajeni zapis
A∪B = {x | x ∈ A∨ x ∈ B}.NAPOMENA 4. U prethodnom ekvivalenijskom lanu koristili smo ekvivalen-iju ∃t(t = A∧ x ∈ t)⇔ x ∈ A koju nije te{ko dokazati. Navodimo skra}eni dokazimplikaije ∃t(t = A∧ x ∈ t)⇒ x ∈ A.1. ∃t(t = A∧ x ∈ t) pretpostavka2. t t = A∧ x ∈ t3. t = A ∧L

E, 24. x ∈ t ∧D
E , 25. t = A ⇔∀u(u ∈ t ⇔ u ∈ A) aksioma

· · · i. x ∈ t ⇔ x ∈ A iz 3 i 5 primenom ⇔LD
E ,⇒E, ∀uE

i+1. x ∈ A iz 4 i i primenom ⇔LD
E ,⇒E

i+2. x ∈ A ∃xE, 1, 2-i+1Obratnu implikaiju x ∈ A ⇒∃t(t = A∧ x ∈ t) je jo{ lak{e dokazati.1. x ∈ A
· · · i. A = A
i+1. A = A∧ x ∈ A [Ova formula je zapravo (t = A∧ x ∈ t)[A/t]] ∧U, 1, i
i+2. ∃t(t = A∧ x ∈ t) ∃tU, i+1TEOREMA 5. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:1. A∩A = A 2. A∪A = A3. A∩B = B∩A 4. A∪B = B∪A5. A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C 6. A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C7. A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C) 8. A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)9. A\ (B∩C) = (A\B)∪ (A\C) 10. A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C)



52 2.2. BULOVE OPERACIJE I DEKARTOVPROIZVODDOKAZ. Sve navedene jednakosti jednostavno dokazujemoformirawem ekvi-valenijskih lanaa u kojima koristimoodgovaraju}e teoreme predikatskelogike. Navodimo samo nekoliko dokaza, a ostale prepu{tamo ~itaoima.Jednakost (1) A∩A = A potvr|uje lana
x ∈ A∩A ⇔ x ∈ A∧ x ∈ A ⇔ x ∈ A,u kome je druga ekvivaleniija poznata teorema iskazne logike α ∧α ⇔ α .Jednakost (8) A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) potvr|uje lana

x ∈ A∪ (B∩C) ⇔ x ∈ A∨ x ∈ B∩C ⇔ x ∈ A∨ (x ∈ B∧ x ∈C)

⇔ (x ∈ A∧ x ∈ B)∨ (x ∈ A∧ x ∈C)

[⊢ α ∧ (β ∨ γ)⇔ (α ∧β )∨ (α ∧β )]
⇔ x ∈ A∩B ∨ x ∈ A∩C

⇔ x ∈ (A∩B)∪ (A∩C).Jednakost (10) A\ (B∪C) = (A\B)∩ (A\C) potvr|uje lana
x ∈ A\ (B∪C) ⇔ x ∈ A∧¬x ∈ B∪C ⇔ x ∈ A∧¬(x ∈ B∨ x ∈C)

⇔ x ∈ A∧ (¬x ∈ B∧¬x ∈C)

[⊢ ¬(α ∨β )⇔¬α ∧¬β ]
⇔ (x ∈ A∧¬x ∈ B)∧ (x ∈ A∧¬x ∈C)

[⊢ α ∧ (β ∧ γ)⇔ (α ∧β )∧ (α ∧ γ)]
⇔ x ∈ A\B ∧ x ∈ A\C

⇔ x ∈ (A\B)∩ (A\C).

TEOREMA 6. Za proizvoqne skupove A, B,C va`i:1. A∩B ⊆ A, A∩B ⊆ B, 2. A ⊆ A∪B, B ⊆ A∪B,3. Ako je C ⊆ A i C ⊆ B, onda je C ⊆ A∩B,4. Ako je A ⊆C i B ⊆C, onda je A∪B ⊆C,5. Ako je B ⊆C, onda je A\C ⊆ A\B.DOKAZ. Tvrdwe (1) i (2) direktno slede iz definiija inkluzije, preseka iunije, i slede}ih teorema predikatske logike:



2. TEORIJA SKUPOVA 53(1) x ∈ A∧ x ∈ B ⇒ x ∈ A, x ∈ A∧ x ∈ B ⇒ x ∈ B,(2) x ∈ A ⇒ x ∈ A∨ x ∈ B, x ∈ B ⇒ x ∈ A∨ x ∈ B.(3) IzC ⊆ A iC ⊆ B, tj. ∀x(x ∈C ⇒ x ∈ A) i ∀x(x ∈C ⇒ x ∈ B), zakqu~ujemo
∀x(x ∈C ⇒ x ∈ A∧ x ∈ B), tj. ∀x(x ∈C ⇒ x ∈ A∩B), pa je C ⊆ A∩B.(4) Iz A ⊆C i B ⊆C, tj. ∀x(x ∈ A ⇒ x ∈C) i ∀x(x ∈ B ⇒ x ∈C), zakqu~ujemo
∀x(x ∈ A∨ x ∈ B ⇒ x ∈C), tj. ∀x(x ∈ A∪B ⇒ x ∈C), pa je A∪B ⊆C.(5) Iz B ⊆ C, tj. ∀x(x ∈ B ⇒ x ∈ C), prema zakonu kontrapoziije imamo
∀x(x 6∈C ⇒ x 6∈ B), a odatle i ∀x(x ∈ A∧ x 6∈C ⇒ x ∈ A∧ x 6∈ B), pa je A\C ⊆
A\B.POSLEDICA 2. Ako je B ⊆ A i C ⊆ A, onda je:(1) (B∩C)∁ = B∁∪C∁ i (B∪C)∁ = B∁∩C∁,(2) iz B ⊆C slediC∁ ⊆ B∁.PRIMER 2. Doka`imo da je P(A∩B) = P(A)∩P(B).Treba dokazati ekvivaleniju:

X ∈ P(A∩B)⇔ X ∈ P(A)∧X ∈ P(B),odnosno, prema definiije partitivnog skupa,
X ⊆ A∩B ⇔ X ⊆ A∧X ⊆ B.Implikaiju X ⊆ A∩B ⇒ X ⊆ A∧X ⊆ B, dokazujemo uz pomo} leme 6(1) i leme 2 (3): ako je X ⊆ A∩B, onda, zbog A∩B ⊆ A i A∩B ⊆ B, morabiti i X ⊆ A i X ⊆ B. Obratna implikaija, X ⊆ A∧X ⊆ B ⇒ X ⊆ A∩B,jeste zapravo tvrdwa teoreme 6 (3).Ispitajmo da li upravo dokazana jednakost va`i ukoliko presek za-menimo unijom. Implikaiju X ⊆ A ∨ X ⊆ B ⇒ X ⊆ A ∪ B nije te{kodokazati: ako je X ⊆ A, onda, zbog A ⊆ A∪B, dobijamo X ⊆ A∪B, a ako je

X ⊆ B, onda, zbog B ⊆ A∪B, opet dobijamo X ⊆ A∪B. Dakle, za bilo kojeskupove va`i A i B va`i P(A)∪P(B)⊆ P(A∪B).Me|utim, ako je X ⊆ A∪B, skup X ne mora biti podskup nijednog odskupova A, B. Na primer, ako je A = {0,1}, B = {1,2} i X = {0,2}, bi}e
X ⊆ A∪B, ali X 6⊆ A i X 6⊆ B. Druga~ije zapisano, X ∈P(A∪B), X 6∈P(A) i
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X 6∈ P(B). Primetimo da smo navedenim izborom skupova A, B, X zapravodokazali prvu formulu slede}eg ekvivalenijskog lana:

∃A∃B∃X(X ∈ P(A∪B)∧X 6∈ P(A)∧X 6∈ P(B))

⇔ ∃A∃B∃X¬(¬X ∈ P(A∪B)∨ (X ∈ P(A)∨X ∈ P(B))

⇔ ∃A∃B¬∀X(X ∈ P(A∪B)⇒ (X ∈ P(A)∨X ∈ P(B))

⇔ ∃A∃B¬(P(A∪B)⊆ P(A)∪P(B))

⇔ ¬∀A∀B(P(A∪B)⊆ P(A)∪P(B))Ure|en par skupova a i b, u oznai (a,b), zami{qamo kao elinu koju~ine a i b navedeni odre|enim redosledom� jasno se zna koji objekat je prvi(levi) ~lan eline, a koji je drugi (desni) ~lan eline. Kqu~na osobinaure|enih parova jeste da iz (a,b) = (c,d) sledi a = c i b = d.Formalno, ure|en par skupova a i b mo`emo definisati kao skup
{{a},{a,b}}: (a,b)

def
= {{a},{a,b}}. Primetimo da ure|en par (a,b) nijeisto {to i par {a,b}. Za ure|eni par (a,b), skup a se naziva prva koordi-nata, a skup b druga koordinata. Doka`imo da za ovako uvedene ure|eneparove va`i navedena osobina.TEOREMA 7. Neka su a, b, c i d bilo koji skupovi. Tada:

(a,b) = (c,d)⇔ a = c∧b = d.DOKAZ. Posebno dokazujemo svaku implikaiju.
(⇐) Ako je a = c i b = d, onda je {a} = {c} i {a,b} = {c,d}, pa je i
{{a},{a,b}}= {{c},{c,d}}, tj. (a,b) = (c,d).
(⇒) Neka je (a,b) = (c,d), tj. {{a},{a,b}}= {{c},{c,d}}. Znamo da su dvaskupa jednaka ako imaju iste elemente, pa iz pretpostavqene jednakostizakqu~ujemo da va`e jednakosti navedene u svakom od slede}a dva slu~aja.Dokaza}emo da u oba slu~aja mora biti a = c∧b = d.1. slu~aj: {a}= {c}, {a,b}= {c,d}. Iz {a}= {c} sledi da je a = c, a odatlei {a,b}= {c,d}, pa je i b = d.2. slu~aj: {a} = {c,d}, {a,b} = {c}. Iz {a} = {c,d} sledi a = c = d, a iz
{a,b}= {c} da je a = b = c. Samim tim, svakako va`i a = c i b = d.



2. TEORIJA SKUPOVA 55Dekartov proizvod skupova A i B jeste skup ure|enih parova ~ije prvekoordinate pripadaju skupu A, a druge skupu B. Da bismo opravdali pos-tojawe jednog ovakvog skupa, najpre }emo odrediti skup u kome se (izme|uostalog) nalaze svi ure|eni parovi navedenog oblika, a zatim }emo iz togskupa izdvojiti samo `eqene ure|ene parove.Ako a ∈ A i b ∈ B, tada a,b ∈ A∪ B, odakle sledi {a},{a,b} ⊆ A∪B,tj. {a},{a,b} ∈ P(A∪B). Daqe imamo {{a},{a,b}} ⊆ P(A∪B), odnosno
(a,b) = {{a},{a,b}} ∈ P(P(A∪B)). Naravno, skup P(P(A∪B)) sadr`i isvakakve druge skupove (koji nisu ure|eni parovi, kao i ure|ene parove~ije koordinate ne ispuwavaju postavqeni uslov), ali primenom aksiomeizdvajawa mo`emo formirati najavqeni Dekartov proizvod koji }emoozna~avati A×B:

A×B = {x | x ∈ P(P(A∪B))∧∃a∃b(a ∈ A∧b ∈ B∧ x = (a,b))}.U matemati~koj literaturi vrlo ~esto se Dekartov proizvod A×B zadajekao skup {(a,b) | a∈A∧b∈B}, {to je opravdano jer znamo da su svi elementiskupa A×B ure|eni parovi i to upravo oni ~ija prva koordinata dolaziiz A, a druga iz B. Kada `elimo da doka`emo da izvesni ure|eni par (x,y)pripada A×B, dovoqno je da doka`emo x ∈ A i y ∈ B.
(x,y) ∈ A×B ⇔ x ∈ A∧ y ∈ BPRIMER 3. Dekartov proizvod skupova A = {0,1,2} i B = {0,1} jeste skup

A×B = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}.Primetimo da je
B×A = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)},kao i da je A×B 6= B×A.Mo`emo formirati i slede}e Dekartove proizvode:

A×A = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)},

B×B = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.Budu}i da prazan skup nema elemente, ne mo`emo formirati ure|eneparove ~ija jedna koordinata dolazi iz praznog skupa. Odavde sledi da zasvaki skup A va`e jednakosti A× /0= /0= /0×A.



56 2.2. BULOVE OPERACIJE I DEKARTOVPROIZVODLEMA 1. Za sve skupove A, B, C va`e jednakosti:(1) A× (B∪C) = (A×B)∪ (A×C),(2) A× (B∩C) = (A×B)∩ (A×C),(3) A× (B\C) = (A×B)\ (A×C).DOKAZ. (1) Dokaz navodimo u obliku slede}eg ekvivalenijskog lana:
(x,y) ∈ A× (B∪C) ⇔ x ∈ A∧ y ∈ B∪C

⇔ x ∈ A∧ (y ∈ B∨ y ∈C)

⇔ (x ∈ A∧ y ∈ B)∨ (x ∈ A∧ y ∈C)

⇔ (x,y) ∈ A×B∨ (x,y) ∈ A×C

⇔ (x,y) ∈ (A×B)∪ (A×C)Za proizvoqne a, b, c, ure|eni par ((a,b),c) kra}e ozna~avamo (a,b,c)i nazivamo ure|enom trojkom, i a, b, c redom nazivamo prvom, drugom,tre}om koordinatom ure|ene trojke (a,b,c). Slede}i ekvivalenijskilana dokazuje osnovnu osobinu ure|enih trojki:
(a,b,c) = (a1,b1,c1) ⇔ (a,b) = (a1,b1)∧ c = c1

⇔ a = a1∧b = b1∧ c = c1.Skup svih ure|enih trojki ~ija prva koordinata pripada skupuA, drugaskupu B, i tre}a skupu C jeste skup (A× B)×C, koji se kra}e ozna~ava
A×B×C. Sli~no kao za Dekartove proizvode dva skupa, pi{emo

A×B×C = {(a,b,c) | a ∈ A∧b ∈ B∧ c ∈C}.Potpuno analogno uvodimo ure|ene ~etvorke, petorke itd:
(a,b,c,d)

def
= ((a,b,c),d), (a,b,c,d,e)

def
= ((a,b,c,d),e), . . . ,i Dekartove proizvode vi{e od tri skupa:

A×B×C×D = {(a,b,c,d) | a ∈ A∧b ∈ B∧ c ∈C∧d ∈ D}, . . .Ako je A bilo koji skup, Dekartove proizvode A×A, A×A×A, A×A×Aitd. nazivamoDekartovim stepenima i kra}e ih ozna~avamo A2, A3, A4 itd.



2. TEORIJA SKUPOVA 57NAPOMENA 5. Skupovi (A×B)×C i A× (B×C) nisu jednaki, pa zato u zapisu
A×B×C ne izostavqamo zagrade zbog asoijativnosti, ve} po dogovoru. Premaop{tem dogovoru o izostavqawu zagrada u ozna~avawu Dekartovog proizvodapodrazumeva se da je A1×A2×A3×A4×·· ·×An kra}i zapis za

(· · · (((A1×A2)×A3)×A4)×·· ·)×An,a ne da se zagrade mogu postavqati proizvoqno.



58 2.3. RELACIJE2.3 RelaijeDa bismo pojednostavili zapisivawe formula, usvajamo slede}e dogovore:za bilo koju formulu α :
• (∀x ∈ X)α ozna~ava ∀x(x ∈ X ⇒ α);
• (∃x ∈ X)α ozna~ava ∃x(x ∈ X ∧α);
• (∃!x ∈ X)α ozna~ava ∃!x(x ∈ X ∧α).Nije te{ko dokazati slede}u ekvivaleniju

(∃!x ∈ X)α ⇔ (∃x ∈ X)α ∧ (∀x1 ∈ X)(∀x1 ∈ X)(α[x1/x]∧α[x2/x]⇒ x1 = x2).Sli~ne dogovore primewujemo u obi~nom tekstu: �za svaki (postoji) x ∈ X�zna~i �za svaki (postoji) x koji pripada X�. Tako|e, �skup X ⊆ A� zna~i�skup X koji je podskup skupa A�.Do sada smo nove pojmove uvodili u obi~nom tekstu isti~u}i ih masnimslovima. U nastavku, za svaki va`an pojamnavodimoizdvojenu definiiju.DEFINICIJA 1. Svaki podskup od X ×Y naziva se binarna relaijaizme|uX iY . Speijalno, podskup odX ×X naziva se binarna relaijaskupa X .Dakle, P(A×B) je skup svih relaija izme|u A i B.PRIMER 4. Ako je A = {0,1,2} i B = {0,1}, onda je R =
{(0,0),(1,1),(2,0),(2,1)} binarna relaija izme|u A i B. U jednostavnimslu~ajevima, kao {to je ovaj, pogodno je relaiju R prikazati grafi~kikao {to u~iweno na narednim slikama.



2. TEORIJA SKUPOVA 59Navodimo jo{ nekoliko relaija iz A u B: P = {(1,2)}, Q =
{(0,0),(0,1)}, S = {(0,1),(1,1),(2,1)} itd. Primetimo i da su /0 i A×Btako|e dve binarne relaije izme|u A i B; /0 nazivamo praznom relaijom,a A×B punom relaijom.PRIMER 5. Neka je R neka relaija skupa A, R ⊆ A×A. Da bismo grafi~kiprikazali R ne moramo dva puta �rtati� skup A. Na primer, relaiju
R = {(0,0),(0,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2)} skupa A = {0,1,2,3,4} grafi~kimo`emo prikazati kao na narednim slikama, pri ~emu je o~igledno kakoje slika desno nastala.

Relaija ∆A = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}⊆ A×A je va`an primerrelaije skupa A � naziva se dijagonala skupa A.

DEFINICIJA 2. Dijagonala skupa X je skup
∆X = {(x,y) | (x,y) ∈ X ×X ∧ x = y}= {(x,x) | x ∈ X}.DEFINICIJA 3. Neka je R ⊆ X ×Y . Relaija R−1 ⊆Y ×X data sa R−1 =

{(y,x) | (x,y) ∈ R} naziva se inverzna relaija relaije R.



60 2.3. RELACIJENAPOMENA 6. Nije te{ko aksiomama opravdati postojawe skupa ∆X . Iz skupa
X ×X izdvajamo (oslawaju}i se, naravno, na aksiomu izdvajawa) ure|ene parove~ije su koordinate iste.

∆X = {z ∈ X ×X | (∃x ∈ X)z = (x,x)}Koriste}i se sli~nim argumentima, ako je R ⊆ X ×Y , onda je
R−1 = {z ∈Y ×X | (∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(z = (y,x)∧ (x,y) ∈ R)}.PRIMER 6. Neka je A = {0,1,2} i B = {0,1}.Ako je R ⊆ A×B i R = {(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)}, onda je R−1 ⊆ B×A i

R−1 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,2)}. Grafi~ki prikaz relaije R−1 dobijamopromenom smera svih strelia relaije R.

DEFINICIJA 4. Neka je R ⊆ X ×Y i Q ⊆ Y ×Z. Relaija Q◦R ⊆ X ×Zdata sa
Q◦R = {(x,z) ∈ X ×Z | ∃y ∈ Y ((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)}naziva se kompoziija relaija R i Q.NAPOMENA 7. Aksiomom izdvajawa jednostavno se mo`e opravdati postojaweskupa koji je kompoziija relaija R ⊆ X ×Y i Q ⊆ Y ×Z:

Q◦R = {u ∈ X ×Y | (∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(∃z ∈ Z)(u = (x,z)∧ (x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)}.



2. TEORIJA SKUPOVA 61PRIMER 7. Na slii dole levo prikazane su dve relaije P ⊆ A× B i
Q ⊆ B×C. Odredimo kompoziiju Q◦P.

Oslawaju}i se na date grafove relaija uo~avamo da (x,z) pripadarelaijiQ◦P ako postoji strelia iz x u neki element skupaY i streliaiz tog istog elementa u z, tj. ako su x i z povezani dvema nadovezanimstreliama (kraj jedne strelie poklapa se sa po~etkom druge strelie).TEOREMA 8. Neka je R ⊆ X ×Y , Q ⊆ Y ×Z i P ⊆ Z ×U . Tada je:(1) R◦∆X = R = ∆Y ◦R,(2) (R−1)−1 = R,(3) (Q◦R)−1 = R−1◦Q−1,(4) P◦ (Q◦R) = (P◦Q)◦RDOKAZ . (1) O~igledno su R ◦ ∆X i ∆Y ◦ R podskupovi od X ×Y . Dokaze`eqenih jednakosti navodimo u obliku slede}ih ekvivalenijskih lanaa:
(x,y) ∈ R◦∆X ⇔ (∃t ∈ X)((x, t)∈ ∆X ∧ (t,y) ∈ R)

⇔ (∃t ∈ X)(x = t ∧ (t,y) ∈ R)

⇔ (x,y) ∈ R

(x,y) ∈ ∆Y ◦R ⇔ (∃t ∈ Y )((x, t) ∈ R∧ (t,y) ∈ ∆Y )

⇔ (∃t ∈ Y )((x, t) ∈ R∧ t = y)

⇔ (x,y) ∈ ROpravdaweposledwih ekvivalenija u navedenimlanima sasvim je analognoonom koje je navedeno u napomeni 4 na strani 51.(2) Iz R ⊆ X ×X , sledi da je R−1 ⊆ Y ×X , pa je (R−1)−1 ⊆ X ×Y . Ostajejo{ da za proizvoqan ure|en par (x,y) iz X ×Y doka`emo ekvivaleniju
(x,y) ∈ (R−1)−1 ⇔ (x,y) ∈ R:

(x,y) ∈ (R−1)−1 ⇔ (y,x) ∈ R−1 ⇔ (x,y) ∈ R.



62 2.3. RELACIJE(3)Neka jeR⊆X×Y iQ⊆Y ×Z. Tada jeQ◦R⊆X ×Z, pa je (Q◦R)−1⊆ Z×X .Tako|e, R−1 ⊆ Y ×X i Q−1 ⊆ Z ×Y , odakle zakqu~ujemo R−1◦Q−1 ⊆ Z ×X .Ostaje jo{ da za svaki ure|eni par (z,x) iz Z ×X doka`emo ekvivaleniju
(z,x) ∈ (Q◦R)−1 ⇔ (z,x) ∈ R−1◦Q−1:

(z,x) ∈ (Q◦R)−1 ⇔ (x,z) ∈ Q◦R

⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)

⇔ (∃y ∈ Y )((y,x) ∈ R−1∧ (z,y) ∈ Q−1)

⇔ (∃y ∈ Y )((z,y) ∈ Q−1∧ (y,x) ∈ R−1)

⇔ (z,x) ∈ R−1◦Q−1(4) Neka je R ⊆ X ×Y , Q ⊆ Y × Z i P ⊆ Z ×U . Tada je Q ◦R ⊆ X × Z, paje P ◦ (Q ◦R) ⊆ X ×U . Tako|e, P ◦ Q ⊆ Y ◦U , pa je (P ◦ Q) ◦ R ⊆ X ×U .Ostaje jo{ da za svaki ure|eni par (x,u) iz X ×U doka`emo ekvivaleniju
(x,u) ∈ P◦ (Q◦R)⇔ (x,u) ∈ (P◦Q)◦R:
(x,u) ∈ P◦ (Q◦R) ⇔ (∃z ∈ Z)((x,z) ∈ Q◦R∧ (z,u) ∈ P)

⇔ (∃z ∈ Z)((x,z) ∈ Q◦R∧ (z,u) ∈ P)

⇔ (∃z ∈ Z)((∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q)∧ (z,u) ∈ P)

⇔ (∃z ∈ Z)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P)

⇔ (∃y ∈ Y )(∃z ∈ Z)((x,y) ∈ R∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P)

⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧∃z(z ∈ Z∧ (y,z) ∈ Q∧ (z,u) ∈ P))

⇔ (∃y ∈ Y )((x,y) ∈ R∧ (y,u) ∈ P◦Q)

⇔ (x,u) ∈ (P◦Q)◦R

NAPOMENA 8. Kada se promenqiva v ne pojavquje slobodno u formuli α , tada je
⊢ ∃v(α ∧β )⇔ α ∧∃vβ ,{to smo koristili u dokazu tvr|ewa (4). Pored toga, koristili smo i
⊢ ∃v1∃v2ϕ ⇔∃v2∃v3ϕ ,kao i asoijativnost konjunkije.



2. TEORIJA SKUPOVA 63TEOREMA 9. Neka je R,R1 ⊆ X ×Y i Q,Q1 ⊆ Y ×Z.(1) Ako je R ⊆ R1, onda je Q◦R ⊆ Q◦R1.(2) Ako je Q ⊆ Q1, onda je Q◦R ⊆ Q1◦R.Svaki skup R ~iji su elementi ure|eni parovi jeste zapravo binarnarelaija skupa⋃⋃
R. Zaista, koordinate bilokogpara (a,b)izRpripadajuskupu ⋃⋃

R: ako (a,b) = {{a},{a,b}} ∈ R, onda {a},{a,b} ∈
⋃

R, pa a,b ∈
⋃⋃

R. Dakle, svaki skup R ure|enih parova mo`emo smatrati binarnomrelaijom: R ⊆ (
⋃⋃

R)× (
⋃⋃

R). Skup svih prvih koordinata ure|enihparova iz R naziva se domen relaije R i obele`ava se dom(R), a skup svihdrugih koordinata naziva se kodomen relaijeR i obele`ava codom(R) ili
ran(R).

dom(R) = {a ∈
⋃⋃

R | ∃b(b ∈
⋃⋃

R∧ (a,b) ∈ R)}

ran(R) = {b ∈
⋃⋃

R | ∃a(a ∈
⋃⋃

R∧ (a,b) ∈ R)}Va`ne binarne relaijeU ovom pododeqku izdvajamo najva`nije vrste binarnih relaija.DEFINICIJA 5. Neka je R ⊆ X ×X . Relaija R je:
• refleksivna ako je ∆X ⊆ R, tj. za svako x iz X va`i (x,x) ∈ R;
• irefleksivna (ili antirefleksivna) ako je∆X ∩R = /0, tj. za svako

x iz X va`i (x,x) 6∈ R;
• simetri~na ako je R ⊆ R−1, tj. za sve x,y ∈ X , iz (x,y) ∈ R sledi
(y,x) ∈ R;

• antisimetri~na ako je R∩R−1 ⊆ ∆X , tj. za sve x,y ∈ X , iz (x,y) ∈ Ri (y,x) ∈ R sledi x = y;
• tranzitivna ako je R ◦R ⊆ R, tj. za sve x,y,z ∈ X , iz (x,y) ∈ R i
(y,z) ∈ R sledi (x,z) ∈ R;

• linearna ako je R∪R−1 = X ×X , tj. za sve x,y ∈ X , (x,y) ∈ R ili
(y,x) ∈ R.



64 2.3. RELACIJEPRIMER 8. Da bismo grafi~ki ilustrovali navedene osobine, posma-tra}emo nekoliko binarnih relaija skupa X = {0,1,2,3}.
Relaija P nije refleksivna, jer postoji x ∈ X takav da (x,x) 6∈ P:

(2,2) 6∈ P. Ali, relaija P nije ni irefleksivna. Relaija Q nije reflek-sivna, ali je irefleksivna, jer za svako x ∈ X va`i (x,x) 6∈ Q. Primetimoda nerefleksivnost nije isti {to i irefleksivnost.
Simetri~nost relaije zna~i da izme|u svaka dva elementa ili nepostoji nijedna strelia ili postoje dve suprotno orijentisane, pa jed-nostavno uo~avamo da je S simetri~na relaija. Da bismo pojednostavilirte`e, u slu~aju simetri~nih relaija dve strelie koje povezuju istipar elemenata, zamewujemo jednom du`i. Kod antisimetri~nih relaijaizme|u svaka dva razli~ita elementa mo`e postojati najvi{e jedna stre-lia; prisutstvo ili odsustvo petqi nije povezano sa osobinom anti-simetri~nosti. Relaije P i Q su antisimetri~ne.Imaju}i na umu grafi~ke reprezentaije relaija, tranzitivnostzna~i da za svake dve nadovezane strelie (kraj jedne strelie isti je kaopo~etak druge strelie), postoji strelia koja direktno povezuje po~etakprve i kraj druge. Tranzitivne relaije pojednostavqeno prikazujemotako {to izostavqamo svaku streliu izme|u x i z ukoliko postoji yi strelie koje povezuju x sa y i y sa z. Na primer, kada ka`emo da jetranzitivna relaija T data slikom dole levo, mislimo na prikaz desno.
Naravno, ako se ne istakne da je T tranzitivna relaija, onda se naslii levo ne podrazumevaju nikakve dodatne strelie.



2. TEORIJA SKUPOVA 65PRIMER 9. Ako je R binarna relaija skupa X , R ⊆ X ×X , i A ⊆ X , ondaje R∩ (A×A) o~igledno jedna binarna relaija skupa A. Ova relaija seozna~ava RA i naziva restrikija relaije R na A.Svako od svojstava refleksivnost, simetri~nost, antisimetri~nost,tranzitivnost i linearnost je univerzalno, u smislu da je opisano for-mulom u kojoj se pojavquju iskqu~ivo univerzalni kvantifikatori i tona po~etku formule. Odavde nije te{ko zakqu~iti da ako R ima bilo kojeod nabrojanih svojstava, tada to svojstvo ima i relaija RA skupa A, zabilo koje A ⊆ X . Naravno, neka od restrikija relaije R mo`e imatisvojstva koja nema relaija R.Relaije ekvivalenijeDEFINICIJA 6. Relaija R ⊆ X ×X je relaija ekvivalenije ako jerefleksivna, simetri~na i tranzitivna.PRIMER 10. Relaija E skupa {0,1,2,3,4,5} zadata je slede}im grafom.
Nije te{ko uo~iti da je E relaija ekvivalenije. Relaija je reflek-sivna, jer oko svakog elementa uo~avamo petqu. Simetri~na je zato {toza svaku streliu koja povezuje neka dva elementa postoji suprotno usme-rena strelia koja povezuje iste elemente. Tranzitivna je, jer za svaka dvaelementa povezana dvema nadovezanim streliama (kraj jedne poklapa sesa po~etkom druge strelie) postoji strelia koja ih direktno povezuje.PRIMER 11. Za svaki skup X , relaija ∆X = {(x,x) | x ∈ X} ⊆ X ×X , jestejedna relaija ekvivalenije, koja se naziva i jednakost na skupuX (videtiprimer 5).



66 2.3. RELACIJEDEFINICIJA 7. Neka je E ⊆ X ×X relaija ekvivalenije. Za svakielement x ∈ X skup
[x]E = {y ∈ X | (x,y) ∈ E}naziva se klasa ekvivalenije elementa x u odnosu na relaiju E. Skupsvih klasa ekvivalenije naziva se koli~ni~ki skup i obele`ava se

X/E. Dakle,
X/E = {[x]E | x ∈ X}.NAPOMENA 9. Klase ekvivalenije se u litraturi i druga~ije ozna~avaju. Naprimer, umesto [x]E pi{e se i x/E , ili Cx u slu~ajevima kada je jasno o kojojrelaiji ekvivalenije je re~.PRIMER 12. 1) Odredimo klase ekvivalenije relaije iz primera 10.

[0]E = {0}, [1]E = [2]E = {1,2}, [3]E = [4]E = [5]E = {3,4,5}.Koli~ni~ki skup je
{0,1,2,3,4,5}/E = {[0]E , [1]E , [2]E , [3]E , [4]E , [5]E}= {{0},{1,2},{3,4,5}}

O~igledno da je klasama ekvivalenije skup {0,1,2,3,4,5} razbijen naneprazne disjunktne podskupove ~ija je unija navedeni skup. [tavi{e,za svaku klasu ekvivalenije C, presek R∩ (C×C) je jedna puna relaijaskupaC.2)Klase ekvivalenije odre|ene relaijom∆X jesu jedno~lani skupovi:
[x]∆X = {x}, x ∈ X .



2. TEORIJA SKUPOVA 67TEOREMA 10. Neka je E ⊆ S×S relaija ekvivalenije.1. Za svako x ∈ S, x ∈ [x]E , pa je samim tim [x]E 6= /0.2. Za sve x,y ∈ S va`i (x,y) ∈ E akko [x]E = [y]E .3. Za sve x,y ∈ S va`i [x]E 6= [y]E akko [x]E ∩ [y]E = /0.4. S =
⋃

S/E =
⋃

x∈S[x]E .DOKAZ. 1. Tvr|ewe sledi direktno iz definiije klase ekvivalenije i~iwenie da je relaija ekvivalenije refleksivna.2. (⇒) Pretpostavimo da (x,y) ∈ E. Treba dokazati da je [x]E = [y]E .Ako z ∈ [x]E , onda (x,z)∈ E. Zbog simetri~nosti relaije E, iz (x,y) ∈ Esledi da (y,x) ∈ E. Kako je E tranzitivna relaija iz (y,x) ∈ E i (x,z) ∈ Esledi (y,z)∈ E, tj. z∈ [y]E . Dakle, [x]E ⊆ [y]E . Obrnuta inkluzija se dokazujena isti na~in.(⇐) Pretpostavimo da je [x]E = [y]E . Zbog refleksivnosti relaije Eimamo da y ∈ [y]E , pa y ∈ [x]E {to zna~i da (x,y) ∈ E.3. (⇒) Neka je [x]E 6= [y]E , tj. (x,y) 6∈ E (prema tvr|ewu pod 2). Trebadokazati da je [x]E ∩ [y]E = /0. Pretpostavimo suprotno, da je [x]E ∩ [y]E 6= /0,tj. da postoji z takav da je z ∈ [x]E ∩ [y]E . Tada z ∈ [x]E i z ∈ [y]E , tj. (x,z) ∈ Ei (y,z) ∈ E. Zbog simetri~nosti relaije E imamo da (z,y) ∈ E. Uzimaju}iu obzir tranzitivnost relaije E iz (x,z) ∈ E i (z,y) ∈ E zakqu~ujemo da
(x,y) ∈ E {to je suprotno polaznoj pretpostavi.(⇐) Pretpostavimo da je [x]E ∩ [y]E = /0. Ako bi bilo [x]E = [y]E , imalibismo da je [x]E = [y]E = [x]E ∩ [y]E = /0, {to je nemogu}e prema tvr|ewu pod1. Dakle, [x]E 6= [y]E .DEFINICIJA 8. Partiija (ili razbijawe) skupa S je skup Π ⊆ P(S)koji zadovoqava slede}e uslove:1. za svako X ∈ Π va`i X 6= /0;2. za sve X ,Y ∈ Π, ako je X 6=Y , onda je X ∩Y = /0;



68 2.3. RELACIJE3. S =
⋃

ΠPrema teoremi 10, svaka relaija ekvivalenije E na nekom skupu Aodre|uje partiiju A/E skupa A.TEOREMA 11. Neka su E1 i E2 dve relaije ekvivalenije skupa S takveda je S/E1 = S/E2. Tada je E1 = E2.DOKAZ . Dokaza}emo da je E1 ⊆ E2. Pretpostavimo da (x,y) ∈ E1. Tada
y ∈ [x]E1 ∈ S/E1. Kako je S/E1 = S/E2, zakqu~ujemo da [x]E1 ∈ S/E2, tj. da je
[x]E1 = [x′]E2, za neko x′ ∈ S. Iz x ∈ [x]E1 = [x′]E2, sledi da (x′,x) ∈ E2, pa je
[x]E2 = [x′]E2. Dakle, y ∈ [x]E1 = [x′]E2 = [x]E2, odakle dobijamo da (x,y) ∈ E2.Inkluzija E1 ⊇ E2 se dokazuje analogno.Svaka partiija nekog skupa odre|uje jednu relaiju ekvivalenijetakvu da je odgovaraju}i koli~ni~ki skup zadata partiija ({to tvrdinaredna teorema). [tavi{e, ta relaija ekvivalenije je jedinstvenaprema prethodnoj teoremi. Relaiju ekvivalenije rekonstrui{emo izpartije tako{tona svakom elementupartiije defini{emopunurelaiju,a zatim uzmemo uniju tih punih relaija: ako je Π partiija skupa S, ondaona odre|uje relaiju ekvivalenije E =

⋃
{P×P | P ∈ Π}. Drugim re~ima,dva elementa su u relaiji E ako i samo ako pripadaju istom ~lanu parti-ije.PRIMER 13. Relaija ekvivalenije koja je odre|ena partiijom Π =

{{0},{1,2},{3,4,5,6}}, skupa {0,1,2,3,4,5,6}, prikazana je na narednojslii (desno).
TEOREMA 12. Za svaku partiiju Π skupa S, postoji jedinstvenarelaija ekvivalenije E takva da je Π = S/E.



2. TEORIJA SKUPOVA 69DOKAZ. (Egzistenija) Neka je E ⊆ S×S definisano na slede}i na~in:
(x,y) ∈ E

def
⇔ postoji P ∈ Π tako da x,y ∈ P.(Refleksivnost) Neka je x ∈ S proizvoqan. Tada je x ∈ S =

⋃
Π, pa postoji

X ∈ Π takav da x ∈ X , i samim tim (x,x) ∈ E.(Simetri~nost) Neka x,y ∈ S. Ako (x,y) ∈ E, onda postoji X ∈ Π takav da
x,y ∈ X , odakle trivijalno sledi i da (y,x) ∈ E.(Tranzitivnost) Neka x,y,z ∈ S. Pretpostavimo da (x,y) ∈ E i (y,z) ∈ E.Tada postojeX1,X2∈Π takvi da x,y ∈ X1 i y,z∈ X2. O~igledno je X1∩X2 6= /0,odakle sledi da mora biti X1 = X2. Dakle, oba elementa x i z pripadajujednom skupu iz Π, pa prema tome (x,z) ∈ E.Po definiiji relaije E sledi da su klase ekvivalenije ove relaijeskupovi iz Π. Zaista, ako je x ∈ S proizvoqan, tada postoji X ∈ Π takav da
x ∈ X i svi elementi iz S koji su u relaiji sa x moraju pripadati skupu
X , pa je [x]E = X . Naravno, i svaki skup iz Π je klasa nekog elementa, jer jeneprazan.(Jedinstvenost) sledi direktno iz prethodne teoreme. Zaista, ako pos-toji jo{ jedna relaija ekvivalenije E ′ takva da je X/E ′ = Π, onda je
X/E ′ = X/E, pa prema prethodnoj teoremi sledi da je E = E ′.Prema prethodnoj teoremi, relaije ekvivalenije mo`emo definisatisamo zadavawem partiije.Relaije poretka
DEFINICIJA 9. Relaija R ⊆ X ×X je:

• relaija poretka, odnosno ure|ewe ako je refleksivna, anti-simetri~na i tranzitivna;
• relaija linearnog poretka, odnosno linearno ure|ewe ako je re-fleksivna, antisimetri~na, tranzitivna i za sve x,y ∈ X va`i
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(x,y) ∈ R ili (y,x) ∈ R;

• relaija strogog poretka, odnosno strogo ure|ewe ako je ireflek-sivna i tranzitivna.TEOREMA 13. 1) Ako je 4 ure|ewe skupa X , onda je relaija ≺ data sa:
x ≺ y akko x4 y∧ x 6= y,strogo ure|ewe skupa X .2) Ako je ≺ strogo ure|ewe skupa X , onda je relaija 4 data sa:
x4 y akko x ≺ y∨ x = y,ure|ewe skupa X .DOKAZ. 1) (Irefleksivnost) Relaija≺ je irefleksivna, jer je konjunkija

x4 x∧ x 6= x neta~na za svako x.(Tranzitivnost) Neka je x ≺ y i y ≺ z. Tada je
x4 y, x 6= y, y4 z,y 6= z.Kako je 4 tranzitivna, iz x 4 y i y 4 z, sledi da je x 4 z. Ostaje jo{ dase doka`e da je x 6= z. Pretpostavimo suprotno, da je x = z. Tada je x 4 yi y 4 x, pa zbog antisimetri~nosti relaije 4 va`i x = y. Dakle, imamo

x ≺ x = y, {to nije mogu}e jer je ≺ irefleksivna.2) (Refleksivnost) Relaija4 je refleksivna, jer za svako x va`i x = x,a samim tim i x ≺ x∨ x = x.(Antisimetri~nost) Pretpostavimo da je x 4 y i y 4 x. Treba dadoka`emo da je x = y. Pretpostavimo suprotno da je x 6= y. Tada morabiti x ≺ y i y ≺ x. Me|utim, iz tranzitivnosti relaije≺ sledi da je x ≺ x,{to nije mogu}e, jer je ≺ irefleksivna relaija.(Tranzitivnost) Pretpostavimo da je x 4 y i y 4 z. Treba dokazati daje x4 z. Razlikujemo nekoliko slu~ajeva.1. slu~aj. Ako je x = y i y = z, onda je x = z, pa va`i x4 z.2. slu~aj. Ako je x ≺ y i y = z, onda je i x ≺ z, pa je x4 z.3. slu~aj. Ako je x = y i y ≺ z, onda je i x ≺ z, pa je x4 z.4. slu~aj. Ako je x ≺ y i y ≺ z, onda zbog tranzitivnosti relaije ≺va`i x ≺ z, a samim tim i x4 z.



2. TEORIJA SKUPOVA 71NAPOMENA 10. Ako je neka relaija poretka prikazana grafi~ki, brisawem svihpetqi dobijamo odgovaraju}u relaiju strogog poretka. Va`i i obrnuto, dodava-wem svih petqi na prikaz relaije strogog poretka, dobijamo prikaz odgovaraju}erelaije poretka.Relaije strogog poretka uglavnom se ozna~avaju znaima poput <, ≺,
⊳, < i sli~no, a wima odgovaraju}e relaije poretka dodavawem rtieispod znaka: 6 (ili ≤), � (ili 4), E, ⊑. U nastavku }emo ovaj dogovor oozna~avawu podrazumevati.PRIMER 14. Za bilo koji skupX , inkluzija odre|uje jednu relaiju poretkana skupu P(X):
(R) za sve A ∈ P(X) va`i A ⊆ A,
(AS) za sve A,B ∈ P(X), iz A ⊆ B i B ⊆ A sledi A = B,
(T) za sve A,B,C ∈ P(X), iz A ⊆ B i B ⊆C sledi A ⊆C.Ovoj relaiji (⊆) odgovara relaija odre|ena strogominkluzijom (⊂).DEFINICIJA 10. Neka je 6 relaija poretka na skupu X .

• Element a ∈ X je 6-najmawi ako za svako x ∈ X va`i a6 x.
• Element a ∈ X je 6-najve}i ako za svako x ∈ X va`i x6 a.
• Element a ∈ X je 6-minimalan ako ne postoji x ∈ X takav da je

x < a. (Naravno, < ozna~ava strogi poredak koji odgovaraporetku 6).
• Element a ∈ X je 6-maksimalan ako ne postoji x ∈ X takav da je

a < x.U slu~ajevima kada je jasno za koju relaiju poretka 6 odre|ujemo ele-mente uvedene prethodnom definiijom, u nazivima tih elemenata izostav-qamoprefiks �6-�. Isti~emoneke zna~ajne ~iwenie u vezi sa prethodnomdefiniijom.
• Ako, u odnosu na neki poredak, postoji najmawi element, onda je onjedinstven. Isto va`i i za najve}i element.
• Najmawielement, akopostoji, ujedno je i (jedini)minimalan element;najve}i element je jedini maksimalan element.
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• Mogu}e je da u odnosu na neko ure|ewe postoji vi{e minimalnih, odn.maksimalnih elemenata.PRIMER 15. Posmatrajmo relaije odre|ene inkluzijom na nekimskupovima.
• ⊆ na skupu P({0,1,2}): najmawi element /0, pa je samim tim i jediniminimalan element; najve}i element je {0,1,2}, pa je ujedno i jedinimaksimalan element.
• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ { /0}: najmawi element ne postoji, a mini-malni elementi su {0}, {1}, {2}; najve}i element je {0,1,2}, pa je ijedini maksimalan element.
• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ {{0,1,2}}: najmawi element /0, pa je i je-dini minimalan element; najve}i element ne postoji, a maksimalnielementi su {0,1}, {1,2}, {0,2}.
• ⊆ na skupu P({0,1,2}) \ { /0,{0,1,2}}: ne postiji ni najmawi ni na-jve}i element; minimalni elementi su {0}, {1}, {2}, a maksimalni
{0,1}, {1,2}, {0,2}.
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DEFINICIJA 11. Relaija F izme|u skupova X i Y , F ⊆ X ×Y jefunkija iz X u Y , u oznai F : X → Y , ako za svako x iz X postojijedinstveno y iz Y tako da (x,y) ∈ F , {to mo`emo izraziti i slede}imuslovima:
(F1) dom(F) = X , tj. za svako x ∈ X postoji y ∈ Y tako da (x,y) ∈ F ,
(F2) za svako x ∈ X i sve y1,y2 ∈ Y , iz (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F sledi

y1 = y2.PRIMER 16. Na narednim slikama predstavqeno je nekoliko relaijaizme|u skupova A = {0,1,2,3} i B = {a,b,c,d}.Relaije P, Q i R nisu funkije iz A u B. Relaija P ne ispuwavauslov (F2), prema kome element domena ne mo`e biti po~etak vi{e odjedne strelie: (0,b) ∈ P, (0,c) ∈ P i b 6= c. Relaija Q ne ispuwava uslov
(F1), prema kome svaki element domena mora biti po~etak neke strelie:element 1 nije prva koordinata nijednog ure|enog para iz Q. Relaija Rne zadovoqava ni uslov (F1) ni (F2).

Relaije F , G i H, prikazane na slikama ispod jesu funkije iz A u B.



74 2.4. FUNKCIJEOve funkionalne relaije kra}e opisujemo slede}im �tabelama�:
F =

(
0 1 2 3
b c a b

)

,G =

(
0 1 2 3
c d a b

)

,H =

(
0 1 2 3
b b b b

)

.Zapis F : X → Y je skra}ewe za formulu (∀x ∈ X)(∃!y ∈ Y )(x,y) ∈ F ,odnosno za konjunkiju slede}e dve formule:(F1) (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )(x,y) ∈ F ,(F2) (∀x ∈ X)(∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F ⇒ y1 = y2).U narednoj lemi navodimo jednu korisnu reformulaiju navedena dvauslova.NAPOMENA 11. Teoreme koje izvodimo pre svega kao pomo}na tvr|ewa koja namolak{avaju dokazivawe zna~ajnijih rezultata naziva}emo lemama.LEMA 2. Neka je F ⊆ X ×Y (i F−1 ⊆ Y × X odgovaraju}a inverznarelaija). F : X →Y akko ∆X ⊆ F−1◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y .DOKAZ. (⇒)Pretpostavimo da F : X →Y . Treba dokazati: (1) ∆X ⊆ F−1◦Fi (2) F ◦F−1 ⊆ ∆Y .
(1)Primetimo najpre da je F−1◦F ⊆ X ×X . Da bismo dokazali (1), biramoproizvoqno x iz X , i nastojimo da doka`emo (x,x) ∈ F−1◦F . Po{to je Ffunkija, prema uslovu (F1), za svako x ∈ X postoji y ∈Y takav da (x,y) ∈ F .Tada je (y,x) ∈ F−1, odakle sledi da (x,x) ∈ F−1◦F .
(2) Primetimo da je F ◦F−1 ⊆Y ×Y . Neka su y1 i y2 proizvoqni elementiiz Y takvi da (y1,y2) ∈ F ◦F−1. Treba dokazati da je y1 = y2.Iz (y1,y2) ∈ F ◦ F−1 sledi da postoji x ∈ X takav da (y1,x) ∈ F−1 i
(x,y2) ∈ F . Tada je i (x,y1) ∈ F . Iz uslova (F2) zakqu~ujemo da mora biti
y1 = y2.
(⇐) Pretpostavimo da je ∆X ⊆ F−1 ◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y . Treba pokazatiuslove (F1) i (F2).
(F1)Neka je x proizvoqan element iz X . Kako je ∆X ⊆ F−1◦F , zakqu~ujemoda (x,x) ∈ F−1 ◦F , odakle sledi da postoji y iz Y takav da (x,y) ∈ F i
(y,x) ∈ F−1.
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(F2) Neka su x ∈ X i y1,y2 ∈ Y proizvoqni takvi da (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F .Iz (x,y1)∈F sledi da (y1,x)∈F−1, pa (y1,y2)∈F ◦F−1. Kako jeF ◦F−1⊆∆Y ,zakqu~ujemo da (y1,y2) ∈ ∆Y , tj. y1 = y2.NAPOMENA 12. Iz dokaza prethodne leme vidimo da uslovu (F1) odgovara in-kluzija ∆X ⊆ F−1 ◦F , a uslovu (F2) inkluzija F ◦F−1 ⊆ ∆Y . Ovo mo`emo veomajednostavno i formalno izvesti:

∆X ⊆ F−1◦F ⇔ (∀x ∈ X)(x,x) ∈ F−1◦F

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ F ∧ (y,x) ∈ F−1)

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )((x,y) ∈ F ∧ (x,y) ∈ F)

⇔ (∀x ∈ X)(∃y ∈ Y )(x,y) ∈ F (F1)

F ◦F−1 ⊆ ∆Y ⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((y1,y2) ∈ F ◦F−1 ⇒ (y1,y2) ∈ ∆Y )

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((∃x ∈ X)
(
(y1,x) ∈ F−1∧ (x,y2) ∈ F

)
⇒ y1 = y2)

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )((∃x ∈ X)((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F)⇒ y1 = y2)

⇔ (∀y1 ∈ Y )(∀y2 ∈ Y )(∀x ∈ X)((x,y1) ∈ F ∧ (x,y2) ∈ F ⇒ y1 = y2) (F2)U posledwoj ekvivaleniji drugog lana iskoristili smo slede}u ~iweniu (vi-deti zadatak 1.9): ako se x ne pojavquje slobodno u formuli β , onda je formula
(∃xα ⇒ β )⇔∀x(α ⇒ β ) teorema predikatske logike.Ako F : X → Y , onda umesto (x,y) ∈ F pi{emo F(x) = y ili x

F
7→ y. Ele-menti skupa X nazivaju se originali ili argumenti funkije F . Za svaki

x iz X , element y iz Y takav da je F(x) = y nazivamo F-slikom argumenta
x, pri ~emu }emo prefiks F izostavqati kada je iz konteksta jasno o kojojfunkiji F je re~. Za x iz X , zapis F(x) mo`emo koristiti i samostalnokao oznaku odgovaraju}eg elementa iz Y � oznaku F-slike elementa x.RestrikijeAko f : X → Y , tada je za svaki neprazan podskup A od X ( /0 6= A ⊆ X ), skup
f ∩ (A×Y ) funkija iz A u Y . Ova funkija se obele`ava f |A i nazivarestrikija funkije f na (podskup domena) A. Dakle, f | A : A → Y . Za
x ∈ A va`i f |A (x) = f (x), dok za x ∈ X \A, zapis f |A (x) nema smisla.



76 2.4. FUNKCIJEPRIMER 17. Neka f : {0,1,2,3}→ {a,b,c}:
f =

(
0 1 2 3
b c a b

)

.Tada
f |{0,1,2}=

(
0 1 2
b c a

)

, f |{1,3}=

(
1 3
c b

)

, itd.LEMA 3. Ako f : X →Y i /0 6= B ⊆ A ⊆ X , onda je ( f |A) |B= f |B.DOKAZ. Iz f |A= f ∩ (A×X) i ( f |A) |B= f |A ∩(B×X) sledi da je
( f |A) |B= f |A ∩(B×X) = f ∩ (A×X)∩ (B×X).Kako je B ⊆ A, zakqu~ujemo da je B×X ⊆ A×X , tj. (A×X)∩ (B×X) = B×X .Dakle, ( f |A) |B= f ∩ (B×X) = f |B.Kompoziija funkijaKompoziija dve funkije, tako|e je funkija.TEOREMA 14. Neka je F : X → Y i G : Y → Z. Tada G◦F : X → Z.DOKAZ. Jasno je da mora biti G ◦F ⊆ X ×Z. Proverimo da uslove (F1) i

(F2).
(F1) Neka je x ∈ X proizvoqno izabran element. Budu}i da F : X → Y ,postoji element y ∈ Y takav da je (x,y) ∈ F . Daqe, po{to G : Y → Z, postojielement z ∈ Z takav da je (y,z) ∈ G. Odavde, sledi da (x,z) ∈ G◦F.
(F2) Neka su x ∈ X , z1,z2 ∈ Z proizvoqno izabrani elementi, takvi da je
(x,z1) ∈ G◦F i (x,z2) ∈ G◦F .Iz (x,z1)∈ G◦F sledi da postoji y1 ∈Y takav da (x,y1)∈ F i (y1,z1)∈ G.Iz (x,z2)∈ G◦F sledi da postoji y2 ∈Y takav da (x,y2)∈ F i (y2,z1)∈ G.Po{to F : X → Y , iz (x,y1) ∈ F i (x,y2) ∈ F , zakqu~ujemo da y1 = y2.Najzad, po{to G : Y → Z, iz y1 = y2, (y1,z1) ∈ G i (y2,z1) ∈ G, zakqu~ujemoda z1 = z2.



2. TEORIJA SKUPOVA 77NAPOMENA 13. Prema lemi 2, prethodnu teoremu mo`emo dokazati i na slede}ina~in.Ako F : X → Y i G : Y → Z, onda je ∆X ⊆ F−1◦F , F ◦F−1 ⊆ ∆Y i ∆Y ⊆ G−1◦G,
G◦G−1 ⊆ ∆Z . Treba da doka`emo ∆X ⊆ (G◦F)−1◦(G◦F) i (G◦F)◦(G◦F)−1 ⊆ ∆Z .Koriste}i teoreme 8 i 9 imamo:

(G◦F)−1◦ (G◦F) = (F−1◦G−1)◦ (G◦F) = F−1◦ (G−1◦ (G◦F))

= F−1◦ ((G−1◦G)◦F)⊇ F−1◦ (∆Y ◦F) = F−1◦F

⊇ ∆X

(G◦F)◦ (G◦F)−1 = (G◦F)◦ (F−1◦G−1) = G◦ (F ◦ (F−1◦G−1))

= G◦ ((F ◦F−1)◦G−1)⊆ G◦ (∆Y ◦G−1) = G◦G−1

⊆ ∆ZAko F : X → Y i G : Y → Z, tada za x iz X , element (G ◦F)(x), tj. G ◦F-sliku elementa x ozna~avamo i sa G(F(x)).1-1 i na funkijePRIMER 18. Inverzna relaija funkije ne mora biti funkija. In-verzna relaija funkije F : A → B (prikazane na narednoj slii levo),
F−1 ⊆ B×A, nije funkija iz B u A.

Inverzna relaija funkije G : A → B (slika dole levo), G−1 ⊆ B×A,jeste funkija iz B u A.



78 2.4. FUNKCIJEAko F : X → Y , relaija F−1 ⊆ Y × X je funkija iz Y u X ako va`i
(∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)(y,x) ∈ F−1, tj. (∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)(x,y) ∈ F . Posledwaformula zapravo predstavqa uslov koji mora da zadovoqi funkija F dabi woj inverzna relaija tako|e bila funkija. Taj uslov ekvivalentan jekonjunkiji slede}a dva uslova:(S) (∀y ∈ Y )(∃x ∈ X)(x,y) ∈ F , tj. za svako y iz Y postoji x iz X takav da

(x,y) ∈ F (svaki y iz Y jeste slika nekog elementa iz X );(I) (∀y ∈ Y )(∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)((x1,y) ∈ F ∧ (x2,y) ∈ F ⇒ x1 = x2), tj. ako
x1 i x2 iz X imaju iste slike, onda su oni jednaki.Uslov (I) mo`emo formulisati i u slede}em obliku:(I) (∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)(F(x1) = F(x2)⇒ x1 = x2),odnosno, oslawaju}i se na zakon kontrapoziije,(I) (∀x1 ∈ X)(∀x2 ∈ X)(x1 6= x2 ⇒ F(x1) 6= F(x2)).Uglavnom }emo koristiti jednu od ove posledwe dve formulaije.DEFINICIJA 12. Neka F : X → Y .1. F je na-funkija ili surjekija, u oznai F : X

na
→ Y , ako zadovo-qava uslov (S).2. F je 1-1 funkija ili injekija, u oznai F : X
1-1
→ Y , ako zadovo-qava uslov (I).3. F je bijekijaili obostrano-jednozna~na korespodenija, u oznai

F : X
1-1
−→na Y , ako F : X

1-1
→ Y i F : X

na
→Y .Ako F : X

na
→ Y , ka`emo da je F funkija iz skupa X na skup Y .LEMA 4. Neka F : X → Y .1. F : X
1-1
→Y akko ∆X = F−1◦F .2. F : X
na
→Y akko ∆Y = F ◦F−1.DOKAZ. Ako F : X →Y , onda prema lemi 2 va`i ∆X ⊆ F−1◦F i F ◦F−1 ⊆ ∆Y .



2. TEORIJA SKUPOVA 79(1) (⇒) Neka F : X
1-1
→ Y . Treba dokazati da je ∆X ⊇ F−1◦F . Primetimo daje F−1 ◦F ⊆ X ×X . Pretpostavimo da (x1,x2) ∈ F−1◦F . Tada postoji y iz

Y takav da (x1,y) ∈ F i (y,x2) ∈ F−1, tj. (x2,y) ∈ F . Kako je F 1-1 funkija,zakqu~ujemo da je x1 = x2, odnosno (x1,x2) ∈ ∆X .(⇐) Neka je ∆X = F−1 ◦F . Da bismo dokazali da je F 1-1 funkija,pretpostavimo da (x1,y) ∈ F i (x2,y) ∈ F . Tada imamo (x1,y) ∈ F i (y,x2) ∈
F−1, pa (x1,x2) ∈ F−1◦F = ∆X , odakle izvodimo `eqeni zakqu~ak: x1 = x2.(2) (⇒) Neka F : X

na
→ Y . Treba dokazati da je F ◦F−1 ⊇ ∆Y , tj. da za bilokoji y iz Y va`i (y,y) ∈ F ◦F−1. Neka je y iz Y proizvoqan. Kako je F nafunkija, postoji x iz X takav da (x,y) ∈ F , a samim tim je i (y,x) ∈ F−1,odakle sledi da (y,y) ∈ F ◦F−1.(⇐) Neka je F ◦F−1 ⊆ ∆Y . Tada za bilo koji y iz Y va`i (y,y) ∈ F ◦F−1,{to zna~i da postoji x iz X da je (y,x) ∈ F−1 i (x,y) ∈ F . Dakle, F : X

na
→

Y . Ako f : X
1-1
→Y , onda za svaki neprazan podskup A od X va`i f |A: A

1-1
→Y .U op{tem slu~aju, restrikije na funkija ne moraju biti na funkije.ZADATAK 3. Neka f : X → Y i g : Y → Z.(1) Ako f : X

1-1
→ Y i g : Y

1-1
→ Z, onda g◦ f : X

1-1
→ Z.(2) Ako f : X

na
→ Y i g : Y

na
→ Z, onda g◦ f : X

na
→ Z.(3) Ako f : X

1-1
−→na Y i g : Y

1-1
−→na Z, onda g◦ f : X

1-1
−→na Z.POSLEDICA 3. F : X

1-1
−→na Y akko ∆X = F−1◦F i ∆Y = F ◦F−1.Ako je F ⊆ X ×Y , pa je F−1 ⊆ Y ×X , jednakosti ∆X = F−1 ◦F i ∆Y =

F ◦F−1 zapravo ka`u da su i F i F−1 funkije, pri ~emu su obe bijekije.Naosnovuprethodnihrazmatrawaizvodimoslede}u zna~ajnuposlediu.POSLEDICA 4. Neka F : X → Y .1. Inverzna relaija funkije F je funkija akko je F bijekija.2. Ako je F bijekija, onda je i F−1 bijekija.



80 2.4. FUNKCIJENAPOMENA 14. Ako F : X → Y , za y iz Y smemo koristiti zapis F−1(y) samo akoznamo da je F bijekija, jer samo tada to ima smisla.Korisno je primetiti i slede}e. Ako F : X → Y i za G ⊆ Y ×X va`i
G ◦F = ∆X i F ◦G = ∆Y , onda su F i G jedna drugoj inverzne relaije, i{tavi{e, obe su bijekije. Zaista, ukoliko je G◦F = ∆X i F ◦G = ∆Y , ondaje:

F−1 = F−1◦∆Y = F−1◦ (F ◦G) = (F−1◦F)◦G ⊇ ∆X ◦G = Gi
F−1 = ∆X ◦F−1 = (G◦F)◦F−1 = G◦ (F ◦F−1)⊆ G◦∆Y = G,odakle sledi G = F−1, a samim tim i G−1 = (F−1)−1 = F .Va`ne funkijeFunkije zauzimaju veoma zna~ajno mesto u svim matemati~kim oblastima{to donekle potvr|uje veliki broj sinonima koji se koriste: preslika-vawa, transformaije, operatori itd. U nastavku }emo izdvojiti nekenajva`nije primere funkija.Identi~ko preslikavaweO~igledno je ∆X jedna funija iz X u X , ∆X : X → X . Ova funkija je veomazastupqena u matematii i u literaturi se sre}e dosta wenih oznaka idX ,

IX , IdX , 1X itd, pri ~emu se indeks X izostavqa kada je jasno na koji skup
X se odnosi. Mi }emo koristiti oznaku idX : X → X . Primetimo da je
idX(x) = x, za svako x ∈ X . O~igledno, funkija idX je bijekija. Posebnoisti~emo slede}u poslediu prethodnih razmatrawa.POSLEDICA 5. Ako f : X → Y i g : Y → X i va`i g ◦ f = idX i f ◦ g = idY ,onda su f i g bijekije, jedna drugoj inverzne.ProjekijeZa bilo koje skupoveA iB, funkije πA : A×B→ A, πA(x,y) = x i πB : A×B→
B, πB(x,y) = y, nazivaju se projekije. Projekije su uvek na funkije.



2. TEORIJA SKUPOVA 81Faktor preslikavawaAko je E relaija ekvivalenije skupa S, onda se funkija k : S → S/E,
k(x) = [x]E naziva faktor preslikavawem. Faktor preslikavawa su nafunkije.Binarne operaijeAko je S neki skup, svaka funkija iz S×S u S naziva se binarna operaijaskupa S.PRIMER 19. Binarnu operaiju ∗ : {0,1,2} × {0,1,2} → {0,1,2} skupa
{0,1,2} datu sa
∗=

(
(0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2) (2,0) (2,1) (2,2)

0 0 1 1 2 0 0 2 1

)predstavqamo i tzv. Kejlijevom tabliom.
∗ 0 1 2
0 0 0 2
1 1 2 0
2 0 2 0Uobi~ajeno je da se umesto ∗(x,y) pi{e x ∗ y. Kada god je zadata nekabinarna operaija na skupu,

• ra~unamo vrednosti izraza: na primer, (0∗1)∗ ((2∗2)∗1) = 0∗ (0∗1) =
0∗0= 0;
• re{avamo jedna~ine: na primer, re{ewa jedna~ine x∗1= 2su 1i 2 (x = 1ili x = 2);
• tragamo za zakonima koje zadovoqava data operaija: na prime, za svaki
x ∈ {0,1,2} va`i: (x∗ x)∗ x = ((x∗ x)∗ x)∗ x.Uobi~ajeno je da se binarne operaije ozna~avaju raznim speijalnimsimbolima +, ·, ∗, ⋆, ⊕ itd, kao i da se koristi tzv. infiksna notaija� oznaku operaije navodimo izme|u argumenata (za razliku od prefiksnenotaije gde se oznaka operaije navodi ispred argumenata).



82 2.4. FUNKCIJEDEFINICIJA 13. Operaija ∗ : S×S → S je:
• komutativna ako za sve x,y ∈ S va`i x∗ y = y∗ x;
• asoijativna ako za sve x,y,z ∈ S va`i x∗ (y∗ z) = (x∗ y)∗ z.Grobo govore}i, komutativnost neke operaije zna~i da bilo koja dvaargumenta smeju da zamene mesta. Asoijativnost dozvoqava izostavqawezagrada: umesto x∗(y∗z) i (x∗y)∗z pi{emo x∗y∗z, jer je svejedno kako su za-grade postavqene. Naravno, zapis x∗y∗ z je nedopustiv ukoliko operaija

∗ nije asoijativna.PRIMER 20. Operaija ∗ : {0,1,2} × {0,1,2} → {0,1,2} definisana uprethodnom primeru nije komutativna, jer je, na primer, 0∗ 1 = 0 i
1∗ 0 = 1. Nije ni asoijativna, jer je, na primer, 1∗ (1∗ 2) = 1∗ 0 = 1i (1∗1)∗2= 2∗2= 0.Operaija ⋆ : {0,1,2}×{0,1,2}→ {0,1,2} data Kejlijevom tabliom:

⋆ 0 1 2
0 0 1 1
1 1 2 2
2 1 2 2jeste komutativna ({to se jednostavno uo~ava, jer je tablia simetri~na uodnosu na glavnu dijagonalu), ali nije asoijativna: 0⋆ (1⋆2) = 0⋆2= 1i (0⋆1)⋆2= 1⋆2= 2.PRIMER 21. Narednim tabliama uvodimo dve va`ne binarne operaijeskupa {0,1}:

+2 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1Operaija+2 se naziva sabirawe po modulu 2, a · mno`ewe (po modulu 2).Obe operaije su komutatvne i obe su asoijativne. U asoijativnost sejednostavnomo`emo uveriti direktnomproverom svihmogu}ih slu~ajeva.Na primer, asoijativnost operaije +2 potvr|uju rezultati prikazani



2. TEORIJA SKUPOVA 83u narednoj tabeli:
x y z y+2 z x+2 (y+2 z) x+2 y (x+2 y)+2 z
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1PRIMER 22. Ako je S bilo koji skup, na skupuP(S) prirodno je posmatratioperaije preseka, unije i razlike, jer za sve X ,Y ∈ P(S), skupovi X ∩Y ,

X ∪Y i X \Y tako|e pripadaju P(S). Zato uniju, presek i razliku mo`emoposmatrati i kao operaije (bilo kog) partitivnog skupa P(S), i pisati
∪,∩,\ : P(S)×P(S)→ P(S). Sli~no tome, i komplement u odnosu na skup
S jeste funkija iz P(S) u sebe ∁ : P(S)→ P(S).Skup svih funkija iz A u B, u oznai BA dobijamo izdvajawem iz skupa

P(A×B) onih relaija izme|u A i B koje su funkionalne.PRIMER 23. Ako je S bilo koji skup, kompoziija dvefunkije iz SS tako|eje funkija iz SS, pa samim tim kompoziija predstavqa jednu binarnurelaiju skupa SS, tj. ◦ : SS ×SS → SS.Speijalno, za S = {0,1}, skup SS sadr`i slede}e elemente:
idS =

(
0 1
0 1

)

f =

(
0 1
0 0

)

g =

(
0 1
1 0

)

h =

(
0 1
1 1

)

,a operaiji kompoziije odgovara slede}a Kejlijeva tablia:
◦ idS f g h

idS idS f g h
f f f f f
g g h idS f
h h h h hZa bilo koji skup S, operaija ◦ na SS je asoijativna, {to direktnosledi iz teoreme 8 (3). Da kompoziija, u op{tem slu~aju, nije komuta-tivna, jednostavno uo~avamo iz prethodne tablie ( f ◦g 6= g◦ f ).



84 2.4. FUNKCIJEKarakteristi~ne funkijeAko je S bilo koji skup, funkije iz S u dvo~lani skup {0,1} predstavqajusvojevrsne reprezentaije podskupova od S. Naime, bilo koji podskupA⊆ Sreprezentuje wegova karakteristi~na funkija χA : S →{0,1},
χA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x 6∈ A.Ako 1 shvatimo kao �da� i 0 kao �ne�, onda vrednost χA(x) predstavqaodgovor na pitawe da li x pripada A.PRIMER 24. Ako je S = {0,1,2,3,4}, onda je:

χ{0,2,4} =

(
0 1 2 3 4
1 0 1 0 1

)

, χ /0 =

(
0 1 2 3 4
0 0 0 0 0

) itd.Svaka funkija f : S → {0,1} odre|uje jedan podskup skupa S ~ija jekarakteristi~na funkija upravo f ; re~ je o podskupu {x ∈ S | f (x) = 1}.Kako za svaki A ⊆ S va`i (∀x ∈ S)(x ∈ A ⇔ χA(x) = 1), zakqu~ujemo dasu podskupovi A1,A2 ⊆ S jednaki ako i samo ako (∀x ∈ S)(χA1(x) = χA2(x)).Ovo zapa`awe mo`e biti veoma korisno priliko dokazivawa skupovnihidentiteta, {to je ilustrovano u slede}em primeru.PRIMER 25. Simetri~na razlika skupova A i B jeste skup A△B = (A\B)∪
(B \A). Doka`imo da za bilo koja tri skupa A, B, C va`i A△(B△C) =
(A△B)△C.Neka je S = A∪B∪C. Nije te{ko uo~iti da za bilo koje X ,Y ⊆ S, i sve
x ∈ S va`i χX△Y (x) = χX(x)+2 χY (x). Kako je A,B,C ⊆ S i+2 asoijativnaoperaija imamo da za sve x ∈ S va`i:

χA△(B△C)(x) = χA(x)+2 χB△C(x)

= χA(x)+2 (χB(x)+2 χC(x))

= (χA(x)+2 χB(x))+2 χC(x)

= (χA△B(x)+2 χC(x)

= χ(A△B)△C(x),odakle sledi `eqena jednakost.



2. TEORIJA SKUPOVA 85Funkije iz praznog i u prazan skupO~igledno je da ne postoje funkije iz (bilo kog) nepraznog skupa u prazanskup. Zaista, ako je f ⊆ X × /0, iz X × /0 = /0 zakqu~ujemo da je i f = /0, ajednostavno mo`emo pokazati ¬(∀x ∈ X)(∃!y ∈ /0)(x,y) ∈ /0. Da li postojefunkije iz praznog skupa u neki neprazan skup? Ako je X bilo koji skup,tada je /0×X = /0, i jedini podskup od /0× X jeste prazan skup. Kako je
/0⊆ /0×X , pitamo se da li /0mo`emo smatrati funkijom iz /0 u X . Odgovorje potvrdan ukoliko mo`emo da doka`emo
(∗) (∀x ∈ /0)(∃!y ∈ X)(x,y) ∈ /0.Posledwa formula je skra}ewe za ∀x(x ∈ /0⇒ (∃!y ∈ X)(x,y) ∈ /0), i da va`i
∀x(x 6∈ /0), pa uo~avamo da se (∗) mo`e dokazati, pa /0 jeste, i to jedina,funkija iz /0 u X . [tavi{e, /0 : /0

1-1
→ X , {to se jednostavno mo`e dokazatikori{}ewem istih argumenata kao ranije. Me|utim, ako je X 6= /0, onda�prazna funkija� /0 nije na funkija, jer se za (bilo koji) element y iz

X ne mo`e prona}i element x u /0 (jer prazan skup uop{te nema elemenata)takav da (x,y) ∈ /0. Ali, ako je X = /0, onda trivijalno sledi da je �praznafunkija� i na funkija, tj. /0 : /0
1-1
−→na /0.Direktne i indirektne slikeNeka f : X →Y . Direktna slika skupa A ⊆ X jeste podskup odY koji sadr`isamo one elemente koji su f -slike elemenata iz A. Taj skup ozna~avamo f [A]i znamo da postoji prema aksiomi izdvajawa:

f [A] = {y ∈ Y | (∃a ∈ A) f (a) = y} ⊆Y.Budu}i da su svi elementi skupa f [A] oblika f (a), a ∈ A, pi{emo i f [A] =
{ f (a) | a ∈ A}. Indirektna slika skupa B ⊆ Y jeste podskup od X kojisadr`i samo one elemente iz X ~ije f -slike pripadaju skupu B. Ovaj skupozna~avamo f−1[B]. Dakle,

f−1[B] = {x ∈ X | f (x) ∈ B} ⊆ X .Primetite da upotreba oznake f−1 u navedenom kontekstu nema nikakveveze sa pojmom inverzne funkije.



86 2.4. FUNKCIJEPRIMER 26. Neka f : {0,1,2}→ {a,b,c}:
f =

(
0 1 2
b a a

)

.Odredimo direktne slike svih podskupova domena:
f [ /0] = /0, f [{0}] = {b}, f [{1}] = {a}, f [{2}] = {a},
f [{0,1}] = {a,b}, f [{1,2}] = {a}, f [{0,2}] = {a,b}, f [{0,1,2}] = {a,b}.Odredimo i indirektne slike svih podskupova kodomena:
f−1[ /0] = /0, f−1[{a}] = {1,2}, f−1[{b}] = {0}, f−1[{c}] = /0,
f−1[{a,b}] = {0,1,2}, f−1[{a,c}] = {1,2}, f−1[{b,c}] = {0},
f−1[{a,b,c}] = {0,1,2}.Posebno nagla{avamo da se, na primer, f−1[{a}] bitno razlikuje odzapisa f−1(a), koji u ovom slu~aju nema smisla jer f nije bijekija.TEOREMA 15. Neka f : X →Y . Tada za proizvoqne skupove A,A1,A2 ⊆ Xi B,B1,B2 ⊆ Y va`i:(1) A ⊆ f−1[ f [A]]; (2) f [ f−1[B]]⊆ B;(3) A1 ⊆ A2 ⇒ f [A1]⊆ f [A2]; (4) B1 ⊆ B2 ⇒ f−1[B1]⊆ f−1[B2];(5) f [A1∩A2]⊆ f [A1]∩ f [A2]; (6) f−1[B1∩B2] = f−1[B1]∩ f−1[B2];(7) f [A1∪A2] = f [A1]∪ f [A2]; (8) f−1[B1∪B2] = f−1[B1]∪ f−1[B2].DOKAZ. (1) Ako x ∈ A, onda je o~igledno f (x) ∈ f [A]. Kako je f (x) ∈ f [A]ekvivalentno sa x ∈ f−1[ f [A]], neposredno izvodimo `eqeni zakqu~ak.(2) Ako y ∈ f [ f−1[B]], onda je y = f (x), za neko x ∈ f−1[B]. Kako je x ∈ f−1[B]ekvivalentno sa f (x) ∈ B, zakqu~ujemo y = f (x) ∈ B.(3) Neka je A1 ⊆ A2. Pretpostavimo da y ∈ f [A1]. Tada je y = f (x), za neko

x ∈ A1, a budu}i da je A1 ⊆ A2. Iz y = f (x) i x ∈ A1 ⊆ A2 zakqu~ujemo da
y ∈ f [A2].(4) Neka je B1 ⊆ B2. Pretpostavimo da x ∈ f−1[B1], odn. f (x) ∈ B1. Iz
f (x) ∈ B1 ⊆ B2, zakqu~ujemo da x ∈ f−1[B2].(5) Ova inkluzija direktno sledi iz (3). Kako je A1∩A2 ⊆ A1 i A1∩A2 ⊆ A2,prema (3) sledi f [A1∩A2]⊆ f [A1] i f [A1∩A2]⊆ f [A2], a odavde i f [A1∩A2]⊆
f [A1]∩ f [A2].(6) Inkluziju f−1[B1 ∩ B2] ⊆ f−1[B1]∩ f−1[B2] direktno dobijamo iz (4).Doka`imo da je i f−1[B1∩B2]⊇ f−1[B1]∩ f−1[B2]. Ako x ∈ f−1[B1]∩ f−1[B2],



2. TEORIJA SKUPOVA 87onda x ∈ f−1[B1] i x ∈ f−1[B2], odn. f (x) ∈ B1 i f (x) ∈ B2. Dakle, f (x) ∈
B1∩B2, {to je ekvivalentno sa x ∈ f−1[B1∩B2].(7) Nave{}emo formalan dokaz navedene jednakosti, jer verujemo da }e onjasnije ista}i su{tinu dokaza.

y ∈ f [A1∪A2] ⇔ ∃x(x ∈ A1∪A2∧ y = f (x))

⇔ ∃x((x ∈ A1∨ x ∈ A2)∧ y = f (x))

⇔ ∃x((x ∈ A1∧ y = f (x))∨ (x ∈ A2∧ y = f (x))

⇔ ∃x(x ∈ A1∧ y = f (x))∨∃x(x ∈ A2∧ y = f (x))

⇔ y ∈ f [A1]∨ y ∈ f [A2]

⇔ y ∈ f [A1]∪ f [A2](8) Jednakost dokazuje slede}i ekvivalenijski lana:
x ∈ f−1[B1∪B2] ⇔ f (x) ∈ B1∪B2

⇔ f (x) ∈ B1∨ f (x) ∈ B2

⇔ x ∈ f−1[B1]∨ x ∈ f−1[B2]

⇔ x ∈ f−1[B1]∪ f−1[B2].Kolekije i familijeU mnogim primerima skupova koje smo formirali od 0,1,2,3, . . ., nije nambilo va`no to {to su 0,1,2,3, . . . i sami skupovi. Me|utim, u nekimsituaijama bi}e veoma bitno to {to su elementi skupa tako|e skupovi.Kada `elimo posebno da istaknemo da }emo koristiti ~iweniu da su ele-menti nekog skupa tako|e skupovi, onda taj skup nazivamo i kolekijom(skupova). Drugim re~ima, kolekija nije ni{ta drugo do skup za koji`elimo da naglasimo da su i wegovi elementi skupovi. Re~ kolekijaje, dakle, sinonim za skup, a razlozi za upotrebu ove re~i su pre svegapsiholo{ko-jezi~ke prirode: psiholo{ki, jer se time nagla{ava na~in nakoji }emo posmatrati odgovaraju}i skup, a jezi~ki, jer �kolekija skupova�boqe zvu~i od �skup skupova�. Skupove koje }emo nazivati kolekijama~esto }emo ozna~avati kaligrafskim slovima A, B, C itd.U literaturi se ~esto funkije ~ije kodomene nazivamo kolekijama,
A : I → A (I je neki skup), nazivaju familije. ^ak se familijom naziva idirektna slika domena takve funkije, tj. A[I]. Za i ∈ I, umesto A(i) pi{e se
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Ai, i pri toj notaiji je A[I] = {Ai | i ∈ I}. Jedini razlog uvo|ewa i upotrebesvih ovih termina jeste da podr`i intuiiju i pojednostavi izra`avawe.Tako, kada ~ujemo (pro~itamo)�. . . familija {Ai | i ∈ I} . . . �,treba da imamo na umu ~itavu pri~u koja se pre}utno podrazumeva � �datafamilija je zapravodirektna slikafunkijeAiz I uneku kolekiju skupova. . . �, kao i da je tafamilija tako|e jedna kolekija skupova ~iji su elementiindeksirani elementima skupa I.U skladu sa prethodim razmatrawima, prirodno je za svaku familiju
{Ai | i ∈ I} posmatrati uniju, u oznai ⋃

i∈I
Ai, i presek, u oznai ⋂

i∈I
Ai. Budu}ida je navedena familija nastala od funkije A : I → A, za neku kolekijuskupova A, onda je ⋃

i∈I
Ai =

⋃
A[I] i ⋂

i∈I
Ai =

⋂
A[I]. Primetimo i slede}e:

x ∈
⋃

i∈I

Ai ⇔ x ∈
⋃

A[I]

⇔∃X (X ∈ A[I]∧ x ∈ X)

⇔∃X ((∃i ∈ I)X = A(i)∧ x ∈ X)

⇔ (∃i ∈ I)∃X (X = Ai ∧ x ∈ X)

⇔ (∃i ∈ I)x ∈ Ai

x ∈
⋂

i∈I

Ai ⇔ x ∈
⋂

A[I]

⇔∀X (X ∈ A[I]⇒ x ∈ X)

⇔∀X ((∃i ∈ I)X = A(i)⇒ x ∈ X)

⇔∀X (∀i ∈ I)(X = Ai ⇒ x ∈ X)

⇔ (∀i ∈ I)∀X (X = Ai ⇒ x ∈ X)

⇔ (∀i ∈ I)x ∈ AiSpeijalno, akoA : I →P(X), tada familiju {Ai | i ∈ I} nazivamofamil-ijom podskupova skupa X . Umesto �familija {Ai | i ∈ I}� pisa}emo samo�familija Ai, i ∈ I�.TEOREMA 16. Neka f : X → Y .



2. TEORIJA SKUPOVA 89(1) Za bilo koju familiju Ai, i ∈ I podskupova od X va`i:
f

[
⋃

i∈I

Ai

]

=
⋃

i∈I

f [Ai] i f

[
⋂

i∈I

Ai

]

⊆
⋂

i∈I

f [Ai].(2) Za bilo koju familiju Bi, i ∈ I podskupova od Y va`i:
f−1

[
⋃

i∈I

Bi

]

=
⋃

i∈I

f−1[Bi] i f−1

[
⋂

i∈I

Bi

]

=
⋂

i∈I

f−1[Bi].

NAPOMENA 15. Svaka funkija f : X → Y odre|uje funkije F+ : P(X) → P(Y )i F− : P(Y )→ P(X), date sa F+(A)
def
= f [A], A ∈ P(X) i F−(B)

def
= f−1[B], B ∈ P(Y ).Za svaku familiju A : I → P(X) (podskupova od X ) potpuno je odre|ena familija

F+ ◦A : I → P(Y ) (podskupova od Y ), pri ~emu je F+ ◦A(i) = f [Ai], i ∈ I. Tako|e,svaka familija B : I → P(Y ) (podskupova odY ) odre|uje familiju F− ◦B : I → P(X)(podskupova od X ), pri ~emu je F− ◦ B(i) = f−1[Bi], i ∈ I. Tvr|ewa navedena uprethodnoj teoremi mo`emo formulisati i u slede}em obliku:
(1) F+

(⋃

A[I]
)

=
⋃

F+ ◦A[I] i F+(
(⋂

A[I]
)

⊆
⋂

F+ ◦A[I],odnosno
(2) F−

(⋃

B[I]
)

=
⋃

F− ◦B[I] i F−
(⋂

B[I]
)

=
⋂

F− ◦B[I].DOKAZ . (1) Izostavi}emo detaqna obja{wewa, i navodimo samo odgo-varaju}e ekvivalenijske lane iz kojih se vidi da su{tinu dokaza ~ini�igra� kvantifikatorima.
y ∈ f

[
⋃

i∈I

Ai

]

⇔∃x(x ∈
⋃

i∈I

Ai ∧ y = f (x))

⇔∃x((∃i ∈ I)x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇔∃x(∃i ∈ I)(x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇔ (∃i ∈ I)∃x(x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇔ (∃i ∈ I)y ∈ f [Ai]

⇔ y ∈
⋃

i∈I

f [Ai]
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y ∈ f

[
⋂

i∈I

Ai

]

⇔∃x(x ∈
⋂

i∈I

Ai ∧ y = f (x))

⇔∃x((∀i ∈ I)x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇔∃x(∀i ∈ I)(x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇒ (∀i ∈ I)∃x(x ∈ Ai ∧ y = f (x))

⇔ (∀i ∈ I)y ∈ f [Ai]

⇔ y ∈
⋂

i∈I

f [Ai](2) Dokazi ovih jednakosti jednostavniji su od dokaza tvrdwi pod (1).
x ∈ f−1

[
⋃

i∈I

Bi

]

⇔ f (x) ∈
⋃

i∈I

Bi

⇔ (∃i ∈ I) f (x) ∈ Bi

⇔ (∃i ∈ I)x ∈ f−1[Bi]

⇔ x ∈
⋃

i∈I

f−1[Bi]

x ∈ f−1

[
⋂

i∈I

Bi

]

⇔ f (x) ∈
⋂

i∈I

Bi

⇔ (∀i ∈ I) f (x) ∈ Bi

⇔ (∀i ∈ I)x ∈ f−1[Bi]

⇔ x ∈
⋂

i∈I

f−1[Bi]



2. TEORIJA SKUPOVA 912.5 Aksiome teorije skupova - IIAksioma zameneVa`an metod definisawa funkija omogu}ava nam nova aksioma �aksiomazamene. Pre nego {to je navedemo, opisa}emo situaije u kojima je koris-timo. Pretpostavimoda smo, za nekuformuluϕ(x,y), dokazali∀x∃!yϕ(x,y).Ako je A bilo koji skup, tada mora da va`i i ∀x ∈ A∃!yϕ(x,y), {to zna~ida za svaki x iz A postoji jedinstven y za koji je ϕ(x,y). Sve ovo ukazujena mogu}nost da se formulom ϕ defini{e jedna funkija sa domenom A.Me|utim, da bi na ovaj na~in bila definisana funkija, neophodno je daznamo u kom skupu se nalaze te jedinstvene �slike� elemenata iz A. Ak-sioma zamene nas osloba|a svake brige po ovom pitawu, jer tvrdi da zasvaku formulu ϕ(x,y) za koju se mo`e utvrditi ∀x∃!yϕ(x,y) i svaki skup Apostoji skup koji sadr`i samo one skupove y za koje ∃x ∈ Aϕ(x,y).
AKSIOMA ZAMENE ∀x∃!yϕ(x,y)⇒∀A∃B∀y(y ∈ B ⇔∃x(x ∈ A∧ϕ(x,y)))Aksioma regularnostiNarednom aksiomom � aksiomom regularnosti � tvrdi se da svaki neprazanskup sadr`i element sa kojim nema zajedni~kih elemenata.AKSIOMA REGULARNOSTI ∀X(X 6= /0⇒∃x(x ∈ X ∧ x∩X = /0))TEOREMA 17. (1) Ne postoji skup x takav da x ∈ x.(2) Ne postoje skupovi x i y takvi da x ∈ y ∈ x.DOKAZ . (1) Ako bi postojao skup x takav da x ∈ x, onda skup {x} ne bisadr`ao element sa kojim nema zajedni~kih elemenata, jer x ∈ x∩{x}, {toje suprotno aksiomi regularnosti.(2) Pretpostavimo da postoje skupovi x i y takvi da je x ∈ y ∈ x, tj. x ∈ y i

y ∈ x. Tada, suprotno aksiomi regularnosti, skup {x,y} ne sadr`i element



92 2.5. AKSIOME TEORIJE SKUPOVA - IIsa kojim nema zajedni~kih elemenata: x ∩ {x,y} 6= /0, jer y ∈ x ∩ {x,y}, i
y∩{x,y} 6= /0, jer x ∈ y∩{x,y}.TEOREMA 18. Za bilo koje skupove x i y, iz x∪{x}= y∪{y} sledi x = y.DOKAZ. Neka je x∪{x}= y∪{y}. Pretpostavimo suprotno onome {to trebadokazati da je x 6= y. Kako x ∈ y∪{y} i x 6= y, zakqu~ujemo da x ∈ y. Sli~notome, iz y ∈ x∪{x} i x 6= y sledi y ∈ x. Me|utim, nije mogu}e da x ∈ y i y ∈ x,prema prethodnoj teoremi (2). Dakle, x = y.Oslawaju}i se na prvu grupu aksioma (odeqak 2.1) za svaki skup xpostojijedinstveni skup y takav da je y = x∪{x}. Skup x∪{x} naziva}emo sled-benikom skupa x i obele`avati ga x′. Speijalno, ako se setimo skupova1)koje smo uveli na kraju odeqka 2.1, imamo da je:

0′ = 1, 1′ = 2, 2′ = 3, 3′ = 4, 4′ = 5. . .Kako je x 6= x∪{x} (zapravo x⊂ x∪{x}), za svako x, polaze}i od praznog skupa(0 = /0), opisanim postupkom generi{emo nove skupove. Intuitivno jejasno da generisawe novih skupova na opisani na~in neograni~enomo`emoprodu`avati � za svaki dobijeni skup, postupak mo`emo nastaviti uvo|e-wemwegovog sledbenika. Naredna aksioma zapravo tvrdi da postoji skup ukome }e se na}i svi skupovi koji se mogu dobiti na opisani na~in. Budu}ida je opisani postupak veoma blizak brojawu, naredna aksioma }e bitikqu~na za uvo|ewe skupa prirodnih brojeva.Aksioma beskona~nostiAKSIOMA BESKONA^NOSTIPostoji skup koji sadr`i 0 i sledbenika svakog svog elementa.
∃I(0∈ I ∧∀x(x ∈ I ⇒ x∪{x} ∈ I))NAPOMENA 16. Prema aksiomi zamene, za svaki skupA postoji skupB koji sadr`isve sledbenike elemenata iz A, pa se prirodno defini{e funkija ′ : A → B, kojaje zapravo 1-1 funkija prema prethodnoj teoremi ({to je posledia aksiomeregularnosti). Skup B mo`emo ozna~iti i sa [A]′, gde je [A]′ = {a′ | a ∈ A}. Aksiomabeskona~nosti zapravo tvrdi da postoji bar jedan skup I koji sadr`i 0 i va`i

[I]′ = I.
0= /0, 1= {0}= { /0}, 2= {0,1}= { /0,{ /0}}, 3=

⋃
{2,{2}}= {0,1,2} itd.



2. TEORIJA SKUPOVA 93Svaki skup koji sadr`i 0 i sledbenika svakog svog elementa nazivamoinduktivnim skupom. Aksiomom beskona~nosti se tvrdi da postoji barjedan induktivan skup. Ne mo`emo tvrditi da postoji jedinstven induk-tivan skup, ali koliko god da ih ima svi sadr`e kao podskup jedan istiinduktivan skup, tzv. najmawi induktivan skup.Ako je I neki induktivan skup, ozna~imo sa I(I) skup svih induktivnihpodskupova od I:
I(I) = {X | X ⊆ I ∧ �X je induktivan�}

= {X | X ⊆ I ∧0∈ X ∧∀x(x ∈ X ⇒ x′ ∈ X)}.Neka je ω =
⋂
I(I). Dokaza}emo da je ω induktivan skup i to najmawiu slede}em smislu: ako je S induktivan i S ⊆ ω , onda je S = ω , odnosnone postoji strogi podskup od ω koji je induktivan, {to }emo u nastavkupokazati.TEOREMA 19. (1) ω je induktivan skup.(2) Ako je S ⊆ ω i va`i:(BI) 0∈ S,(IK ) ako x ∈ S, onda x′ ∈ S,onda je S = ωDOKAZ. (1) Budu}i da 0∈ X , za svaki X ∈ I(I), sledi da 0∈

⋂
I(I) = ω .Ostaje jo{ da se poka`e da ω sadr`i sledbenika svakog svog elementa.Neka je x ∈ ω proizvoqan. Iz x ∈ ω =

⋂
I(I), sledi da x ∈ X , za svaki

X ∈ I(I). Kako je svaki X ∈ I(I) induktivan, svaki sadr`i i x′. Dakle,
x ∈

⋂
I(I) = ω .(2) Neka je S ⊆ ω takav da va`e uslovi (BI) i (IK ) � zna~i S je induktivanpodskup odω . Kako jeω ⊆ I, skup S je i induktivan podskup od I, tj. S ∈ I(I),pa je ⋂I(I)⊆ S, tj. ω ⊆ S, odakle sledi da je S = ω .Ostaje jo{ da poka`emo da za bilo koji (drugi) induktivan skup I1 va`i

ω ⊆ I1, ili ekvivalentnoω∩I1 =ω . O~igledno jeω∩I1⊆ω . Jednostavno jeuveriti se da skup ω∩ I1 zadovoqava uslove (BI) i (IK ), pa prema prethodnojteoremi (2) mora va`iti ω ∩ I1 = ω . Odavde neposredno zakqu~ujemo i daje ω =
⋂
I(I1). Skup ω zauzima veoma zna~ajno mesto u matematii i wemu}e biti posve}en naredni odeqak.



94 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVA2.6 Skup prirodnih brojevaSkup ω uveden u prethodnom odeqku nazivamo skupom prirodnih brojevai obele`avamo ga i N. Budu}i da je ova druga oznaka mnogo uobi~ajenija,uglavnom }emo wu koristiti u nastavku. Znamo da N sadr`i 0, 1, 2, 3, 4,itd. i da funkija sledbenik ′ : N→ N ima slede}e osobine:
• za svako n ∈ N, n′ 6= 0 (sledbenik nije na funkija);
• za sve m,n ∈ N, iz m′ = n′ sledi m = n (sledbenik jeste 1-1 funkija).Prinip matemati~ke indukijeSu{tinski najva`nija svojstva skupa prirodnih brojeva navedena su u teo-remi 19. Tvr|ewe (2) pomenute teoreme naziva se prinip matemati~keindukije. Primenu ovog prinipa ilustrujemo dokazivawem slede}ihva`nih tvr|ewa.TEOREMA 20. (1) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n ⇒ m ⊆ n.(2) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n ⇔ m ⊂ n.(3) Za sve prirodne brojeve m,n va`i m ∈ n∨m = n∨n ∈ m.DOKAZ. (1)Dabismodokazali (∀n∈N)(∀m∈N)(m∈ n⇒m⊆ n),formira}emoskup

S = {n ∈ N | (∀m ∈ N)(m ∈ n ⇒ m ⊆ n)}i dokazati da je S = N, primenom prinipa matemati~ke indukije.
(BI) Doka`imo najpre da 0∈ S, tj. da va`i (∀m ∈ N)(m ∈ 0⇒ m ⊆ 0). Kakoje 0 = /0 i znamo da za svako m va`i m 6∈ 0, onda se iz pretpostavke m ∈ 0izvodi bilo {ta (primenom (⊥E)), pa i m ⊆ 0. Dakle, 0∈ S.
(IK) Pretpostavimo da n ∈ S, tj. da va`i
(IP) (∀m ∈ N)(m ∈ n ⇒ m ⊆ n).Treba da doka`emo n′ ∈ S, tj. (∀m ∈N)(m ∈ n′ ⇒ m ⊆ n′). Iz m ∈ n′ = n∪{n}sledi da m ∈ n ili m = n. U slu~aju da je m ∈ n, prema (IP) zakqu~ujemo
m ⊆ n, pa je m ⊆ n∪{n} = n′. U slu~aju m = n, neposredno zakqu~ujemo da
m = n ⊆ n′.Dakle, S = N.



2. TEORIJA SKUPOVA 95(2) I u ovom slu~aju koristimo prinip matemati~ke indukije, ali }emopostupitu malo druga~ije u odnosu na dokaz tvr|ewa (1). Neka je m proiz-voqan prirodan broj i
Sm = {n ∈ N | m ∈ n ⇔ m ⊂ n}.Dokaza}emo da je Sm = N.

(BI) Znamo da m 6∈ 0 i m 6⊂ 0 (prazan skup nema prave podskupove), odaklejednostavno izvodimo m ∈ 0⇔ m ⊂ 0. Dakle, 0∈ Sm.
(IK) Pretpostavimo da n ∈ Sm, tj. (IP) m ∈ n ⇔ m ⊂ n.Doka`imo m ∈ n′ ⇔ m ⊂ n′.Ako m ∈ n′ = n∪{n}, onda m ∈ n ili m = n. U slu~aju da m ∈ n, prema
(IP) sledi m ⊂ n, a time i m ⊂ n′, jer je n ⊂ n′. U slu~aju da je m = n, onda jeo~igledno m ⊂ n′.Neka je m ⊂ n′ = n∪{n}. Doka`imo najpre da n 6∈ m. Ako bi bilo n ∈ m,imali bismo {n} ⊆ m i, prema (1), n ⊆ m, odakle sledi n′ = n∪{n} ⊆ m ⊂ n′,{to je nemogu}e. Dakle, n 6∈ m, pa iz m ⊂ n∪{n}, sledi m ⊆ n, tj. m ⊂ n ili
m = n. U slu~aju da je m ⊂ n, prema (IP) zakqu~ujemo da m ∈ n, a samim timi m ∈ n′. U slu~aju da je m = n, direktno dobijamo m = n ∈ n′.Dakle, Sm = N za svaki prirodan broj m, odakle sledi `eqeno tvr|ewe.(3) Neka je S = {m ∈ N | (∀n ∈ N)(m ∈ n∨m = n∨n ∈ m)}.
(BI) Doka`imo (∀n ∈ N)(0∈ n∨0= n∨n ∈ 0).O~igledno je da za bilo koje n ∈ N va`i n = 0 ili n 6= 0. U slu~aju da je
n = 0, direktno izvodimo 0∈ n∨0= n∨n ∈ 0. Ukoliko je n 6= 0, tada je /0=
0⊂ n, pa prema tvr|ewu (2) zakqu~ujemo 0∈ n, a time i 0∈ n∨0= n∨n ∈ 0.Dakle, 0∈ S.
(IK) Pretpostavimo da m ∈ S, tj. (IP) (∀n ∈ N)(m ∈ n∨m = n∨n ∈ m).Da bismo dokazali
(∗) (∀n ∈ N)(m′ ∈ n∨m′ = n∨n ∈ m′),izaberimo proizvoqan n ∈ N. Tada prema (IP) va`i m ∈ n∨m = n∨n ∈ m.Razlikujemo tri slu~aja.
1. slu~aj: m ∈ n. Tada je, prema (2), m ⊂ n, pa je m′ = m∪{m} ⊆ n. Ukolikoje m′ ⊂ n, onda, ponovo prema (2), va`i m′ ∈ n, pa samim tim va`i (∗).Formula (∗) svakako va`i i ukoliko je m′ = n.
2. slu~aj: m = n. Tvr|ewe (∗) va`i jer n ∈ n′ = m′.
3. slu~aj: n ∈ m. Neposredno dobijamo n ∈ m′, pa va`i (∗).



96 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVANAPOMENA 17. Skup koji sadr`i elemente svih svojih elemenata naziva se tran-zitivan skup. Drugim re~ima T je trazitivan ako va`i (∀x ∈ T )∀t(t ∈ x ⇒ t ∈ T ).Ova formula je ekvivalentna formuli ∀x(x ∈ T ⇒ x ⊆ T ), odnosno (∀x ∈ T )x ⊆ Tili ⋃
T ⊆ T . Prema prethodnoj teoremi (1), svaki prirodan broj je tranzitivan.O~igledno je i N tranzitivan skup.Uop{teno govore}i, prinip matemati~ke indukije dosta ~esto ko-ristimo za dokazivawe formula oblika (∀n ∈ N)ϕ(n). Dokaz izvodimotako {to formiramo skup S = {n ∈ N | ϕ(n)} i nastojimo da doka`emo:

(BI) bazu indukije, tj. da 0∈ S i
(IK) induktivni korak, tj. da iz n ∈ S sledi n′ ∈ S. Po{to u induktivnomkoraku treba dokazati implikaiju, pretpostavqamo n ∈ S, {to senaziva induktivna pretpostavka i nastojimo da doka`emo n′ ∈ S.Opisani postupak mo`emo skratiti tako {to ne formiramo skup S ve}dokazujemo slede}e formule:
(BI) ϕ[0/n]

(IK) (∀n ∈ N)(ϕ(n)⇒ ϕ[n′/n]),i iz wih izvodimo (∀n ∈ N)ϕ(n). Za opisani dokaz ove formule ka`emo daje sproveden indukijom po n.Ukoliko treba dokazati formulu oblika
(Φ) (∀m ∈ N)(∀n ∈ N)ϕ(m,n),zbog ekvivalentnosti ove formule sa (∀n ∈ N)(∀m ∈ N)ϕ(m,n), mo`emopostupiti dvojako.Prvi na~in Drugi na~inFormiramo skup Formiramo skup

S = {m ∈ N | (∀n ∈ N)ϕ(m,n)} S = {n ∈ N | (∀m ∈ N)ϕ(m,n)}i nastojimo da doka`emo S = N. i nastojimo da doka`emo S = N.Ako postupimo na prvi na~in, ka`emo da smo formulu (Φ) dokazali in-dukijom po m, a u drugom slu~aju da smo (Φ) dokazali indukijom po n.Razmotrimo malo detaqnije jedan od ova dva na~ina � na primer, prvi. Dabismo indukijom (po m) dokazali S = N, treba dokazati (∀n ∈ N)ϕ(0,n),kao i (∀n ∈ N)ϕ(m′,n) pod pretpostavkom (∀n ∈ N)ϕ(m,n). Naravno, mo`e



2. TEORIJA SKUPOVA 97se dogoditi da je indukija potrebna i u dokazima ovih formula. Na kojina~in }emo postupiti uglavnom se opredequjemo prema formuli ϕ(m,n).U nekim slu~ajevima, formulu (Φ) je pogodno dokazivati i na slede}ena~ine.Prvi na~in Drugi na~inZa proizvoqno izabran n ∈ N, for-miramo skup Za proizvoqno izabranm ∈N, for-miramo skup
Sn = {m ∈ N | ϕ(m,n)} Sm = {n ∈ N | ϕ(m,n)}i indukijom dokazujemo Sn = N. i indukijom dokazujemo Sm = N.Kada uspemo, zakqu~ujemo Kada uspemo, zakqu~ujemo

(∀n ∈ N)Sn = N, (∀m ∈ N)Sm = N,odakle neposredno sledi (Φ). odakle neposredno sledi (Φ).U prvom slu~aju (Φ) dokazujemo indukijom po m pri fiksiranom n, au drugom slu~aju indukijom po n pri fiksiranom m,Ure|ewe prirodnih brojeva. Prinip potpune indukijeO~igledne ~iwenie
0∈ 1∈ 2∈ 3∈ 4∈ 5· · · , kao i 0⊂ 1⊂ 2⊂ 3⊂ 4⊂ 5· · · ,prethodnom teoremom su uop{tene, odakle vidimo da pripadawe (∈), od-nosno stroga inkluzija (⊂) na uobi~ajeni na~in ure|uju skup prirodnihbrojeva. Zaista, znamo da:

• za svaki prirodan broj n va`i n 6∈ n (ovo je posledia aksiome regu-larnosti � teorema 17 (1), ali se mo`e izvesti i bez ove aksiome, kaoposledia prethodne teoreme (2));
• za sve prirodne brojeve k, m, n, ako k ∈ m i m ∈ n, onda k ∈ n (ovo jedirektna posledia prethodne teoreme (1)).Dakle, binarna relaija {(m,n)∈N×N | m ∈ n} jeste strogo ure|ewe skupaprirodnih brojeva i obele`ava se <. Poredak 6 skupa N uvodimo kao uteoremi 13:

m6 n
def
⇔ m < n∨m = n.POSLEDICA 6. Za sve prirodne brojeve m,n va`i(1) m6 n ⇔ m ⊆ n;



98 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVA(2) m6 n∨n6 m; (poredak 6 je linearan)(3) m < n ⇔ m′ 6 n;(4) m < n′ ⇔ m6 n;(5) m < n ⇔ m′ < n′ (funkija sledbenik je monotona).DOKAZ. (1) Prema prethodnoj teoremi (2) imao da je:
m6 n ⇔ m < n∨m = n ⇔ m ⊂ n∧m = n ⇔ m ⊆ n.(2) Direktno iz tvr|ewa (3) prethodne teoreme.(3) Ako je m < n, tj. m ∈ n, onda je {m} ⊆ n i, prema teoremi 20 (1), m ⊆ n, paje m′ = m∪{m} ⊆ n, tj. m′ 6 n.Iz m′ 6 n sledi m′ < n ili m′ = n, i u oba slu~aja, budu}i da je m < m′,zakqu~ujemo m < n.(4) i (5) Dokaze ostavqamo za ve`bu.U vezi sa ure|ewem prirodnih brojeva je i slede}e veoma zna~ajno tvr-|ewe.TEOREMA 21. [Prinip potpune indukije] Neka je S ⊆ N. Ako va`i

(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S ⇒ n ∈ S),onda je S = N.DOKAZ. Formulu (∀k < n)k ∈ S shvatamo, naravno, kao (∀k ∈ n)k ∈ S.Primetimo najpre da va`i
(BI) (∀k < 0)k ∈ S.Ova formula je zapravo skra}ewe za ∀k (k ∈ 0⇒ k ∈ S), {to se jednostavnodokazuje, jer znamo da za svako k va`i k 6∈ 0.Nije te{ko uo~iti, a ni formalno dokazati, da je formula

(∀k < n)k ∈ S ⇒ n ∈ Sekvivalentna formuli
(IK) (∀k < n)k ∈ S ⇒ (∀k < n′)k ∈ S.Iz (BI) i (IK), prema prinipu matemati~ke indukije, sledi

(∀n ∈ N)(∀k < n)k ∈ S.Najzad, iz posledwe formule i pretpostavke S ⊆N zakqu~ujemo S = N.



2. TEORIJA SKUPOVA 99TEOREMA 22. Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva imanajmawi element.DOKAZ. Neka je X podskup od N koji nema najmawi element. Dokaza}emo da
X mora biti prazan, tj. da jeN\X =N. Ovu jednakost dokazujemo primenomprinipa potpune indukije.Neka je n prirodan broj takav da je (∀k < n)k ∈ N \X . Ako bi broj npripadao X , onda bi on bio najmawi element skupa X , jer svaki k mawiod n pripada N \X . Dakle, n ∈ N \X . Prema prinipu potpune indukijezakqu~ujemo da je N\X = N, odnosno X = /0.NAPOMENA 18. Prinip potpune indukije zapravo tvrdi da za svaki S ⊆ Nva`i:

(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S ⇒ n ∈ S)⇒ (∀n ∈N)n ∈ S.Naravno, za svaki S ⊆ N va`i
(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S∁⇒ n ∈ S∁)⇒ (∀n ∈ N)n ∈ S∁,odn. primenom zakona kontrapoziije:

¬(∀n ∈ N)n ∈ S∁⇒¬(∀n ∈ N)((∀k < n)k ∈ S∁⇒ n ∈ S∁).Posledwa formula se jednostavno trasformi{e u ekvivalentnu formulu
(∃n ∈ N)n ∈ S
︸ ︷︷ ︸

S je neprazan ⇒ (∃n ∈ N)((∀k < n)k 6∈ S∧n ∈ S)
︸ ︷︷ ︸

S ima najmawi element ,kojom se tvrdi da svaki neprazan podskup od N ima najmawi element.DEFINICIJA 14. Ure|ewe6 nekog skupa X je dobro ako svaki neprazanpodskup od X ima najmawi element u odnosu na 6.Dakle, skup prirodnih brojeva je dobro ure|en skup.Teorema rekurzijeTeorema rekurzije omogu}ava da defini{emo funkije ~iji je domen N, nana~in koji potpuno odgovara �prirodi� skupa N.



100 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVATEOREMA 23. [Teorema rekurzije � I] Neka je X bilo koji skup, a ∈ X i
h : X → X . Tada postoji jedinstvena funkija f : N→ X takva da je

(Rec)

{
f (0) = a,
f (n′) = h( f (n)), n ∈ N.DOKAZ. Doka`imo najpre da postoji funkija f : N→ X koja zadovoqavajednakosti (Rec).Skup F ⊆ N× X nazva}emo (a,h)-skupom ako su zadovoqeni slede}iuslovi:1) (0,a) ∈ F i2) za sve n ∈ N i x ∈ X , ako (n,x) ∈ F , onda i (n′,h(x)) ∈ F .O~igledno je N×X jedan (a,h)-skup, pa je neprazna kolekija F svih

(a,h)-skupova. Neka je f =
⋂
F. Tada je f ⊆ N×X . Doka`imo da je f jedan

(a,h)-skup.1) Za svako F ∈ F va`i (0,a) ∈ F , odakle sledi da (0,a) ∈ ⋂
F = f .2) Pretpostavimo da (n,x) ∈ f =

⋂
F. Tada za svako F ∈ F, (n,x) ∈ F , pai (n′,h(x)) ∈ F , jer F (a,h)-skup. Dakle, (n′,h(x)) ∈ ⋂

F = f .Pokaza}emo da je f funkija iz N u X . Matemati~kom indukijomdokazujemo da za svako k ∈ N postoji jedinstveno y ∈ X tako da (k,y) ∈ f .
BI Kako je f jedan (a,h)-skup, znamo da (0,a) ∈ f . Pretpostavimo dapostoji jo{ jedno a1 ∈ X takvo da (0,a1) ∈ f i a 6= a1. Neka je f1 =

f \{(0,a1)}. Doka`imo da je f1 jedan (a,h)-skup.1) (0,a) ∈ f1, jer je iz f izba~en samo element (0,a1) i a1 6= a.2) Pretpostavimo da za neke n ∈ N i x ∈ X , (n,x) ∈ f1. Budu}i datada (n,x)∈ f imamo i da (n′,h(x))∈ f . Kako je (n′,h(x)) 6= (0,a1),jer je 0 6= n′, za bilo koje n, sledi da (n′,h(x)) ∈ f1.Dakle, f1 ∈ F, pa je f =
⋂
F ⊂ f1, {to je kontradikija. Time smodokazali da je a jedini element iz X takav da (0,a) ∈ f .

IK Dokazujemo induktivni korak.
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IP Pretpostavimo da za k ∈ N postoji ta~no jedan y ∈ X takav da je
(k,y) ∈ f .Po{to je f jedan (a,h)-skup, imamo da (k′,h(y)) ∈ f . Pretpostavimoda postoji i y1 ∈ X takav da (k′,y1) ∈ f i y1 6= h(y). Neka je f1 =
f \{(k′,y1)}. Doka`imo da je f1 jedan (a,h)-skup.1) (0,a)∈ f ′, jer je iz f izba~en samo element (k′,y1) koji je sigurnorazli~it od (0,a), budu}i da je 0 6= k′.2) Pretpostavimo da za n ∈N i x ∈ X , (n,x)∈ f1. S obzirom na to da

(n,x) ∈ f imamo da (n′,h(x)) ∈ f . Doka`imo da va`i nejednakost
(n′,h(x)) 6= (k′,y1). Nejednakost je o~igledno ta~na ako je n′ 6= k′.Ukoliko je n′ = k′, mora biti i n = k, pa je i x = y (jer je y jedinielement iz X takav da (k,y) = (n,x) ∈ f ). Prema izboru elementa
y1 imamo da je y1 6= h(y) = h(x), pa je (n′,h(x)) 6= (k′,y1).Dakle, f =

⋂
F ⊂ f1, {to je kontradikija. Zakqu~ujemo da je h(y)jedini element iz X takav da (k′,h(y)) ∈ f .Dokazali smo da je f funkija iz N u X . Ova funkija zadovoqavajednakosti (Rec) jer je f (a,h)-skup:Iz uslova 1) proizlazi f (0) = a;Prema uslovu 2), iz f (n)= x sledi da je f (n′) = h(x), tj. f (n′) = h( f (n)).Ostaje jo{ da doka`emo da je jedinstvena funkija koja zadovoqavajednakosti (Rec).Pretpostavimo da funkije f1, f2 :N→ X zadovoqavaju jednakost (Rec).Dokaza}emo da su one jednake, tj. da za svaki n∈N va`i f1(n)= f2(n). Dokazizvodimo matemati~kom indukijom.

BI f1(0) = a = f2(0).
IK Dokazujemo induktivni korak.

IP Pretpostavimo da za neko n ∈ N va`i f1(n) = f2(n).Tada je f1(n′) = h( f1(n)) = h( f2(n)) = f2(n′).



102 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVAKao {to smo videli, skup prirodnih brojeva N je su{tinski odre|ensvojim (po~etnim) elementom0ifunkijom (sledbenika) ′ :N→N. Teoremarekurzije tvrdi da za bilo koji skup X , izabrani element a ∈ X i funkija
h : X → X jednakostima (Rec) odre|uju jedinstvenu funkiju f : N→ X .

f (0) = a
f (n′) = h( f (n)), tj. f ◦ ′ (n) = h◦ f (n)Ukoliko je X neki skup, svaka funkija iz N u X naziva se i niz u skupu

X . Nizovi su veoma va`ni u svim oblastima matematike, pa se usvajajurazni dogovori o oznakama. Argument funkije (niza) f : N→ X ~esto sezapisuje kao indeks slova kojim je funkija ozna~ena: umesto f (n) pi{e se
fn. U skladu sa tim, umesto � f : N → X � pi{e se �( fn)n∈N�. Pored toga,sledbenik elementa n ∈N, umesto n′ ozna~ava se n+1 (ova oznaka }e i u ovojkwizi uskoro biti prihva}ena). Uz ove dogovore, teorema rekurzije tvrdida za izabrane a ∈ X i h : X → X , postoji jedinstveni niz ( fn)n∈N odre|enjednakostima:

(Rec)

{
f0 = a,
fn+1 = h( fn), n ∈ N.Za niz odre|en jednakostima (Rec) ka`emo da je rekurzivno (rekurentno,induktivno) definisan.Analogno semo`e dokazati i slede}a op{tija varijanta teoreme rekurz-ije. Kqu~neideje dokaza suiste kao udokazuprethodne teoreme samo supri-lago|ene {irem kontekstu, pa je ovaj dokaz tehni~ki neznatno slo`eniji.TEOREMA 24. [Teorema rekurzije � II] Neka g : S → X i h : S×X → X .Tada postoji jedinstvena funkija f : S×N→ X takva da za svako s ∈ S:

(Rec)

{
f (s,0) = g(s),
f (s,n′) = h(s, f (s,n)), n ∈ N.Druga varijanta teoreme rekurzije blisko je povezana sa prvom. Zaista,ako g : S → X i h : S×X → X , tada za svako s ∈ S, funkija g �bira� jedanelement iz X � bira g(s) koji }emo ozna~iti sa as, a funkija h odre|ujefunkiju hs : X → X , hs(x)

def
= h(s,x), x ∈ X .



2. TEORIJA SKUPOVA 103Prema prvoj varijante teoreme rekurzije, za svako s∈ S,postoji jedinstvena funkija fs : N→ X takva da:
(Rec)

{
fs(0) = as,
fs(n′) = hs( fs(n)), n ∈ N.Svefunkije fs, s∈ S, defini{u (�podizawemindeksa u argument�)funkiju

f : S×N→X , f (s,n)
def
= fs(n), ~ije postojawei jedinstvenost tvrdiprethodnateorema.Tako|e, prva varijanta se mo`e smatrati speijalnim slu~ajem drugeako izaberemo da S bude singlton. Neka je, na primer, S = {0}. Funkijom

g : {0} → X zapravo biramo jedan element iz X ; neka je g(0) = a. Funkiju
h : {0}×X → X mo`emo poistovetiti sa prirodno definisanomfunkijomiz X u X : x 7→ h(0,x), x ∈ X .Sabirawe i mno`ewe prirodnih brojevaOsnovne ra~unske operaije uvodimo primenom druge varijante teoremerekurzije, uzimaju}i da je S = X = N.Neka je h :N×N→Nfunkija data sa h(x,y)= y′, (x,y)∈N×N. O~igled-no je h kompoziija funkije sledbenik ′ : N → N i druge projekije π2 :
N×N→N, π2(x,y)= y: h= ′◦π2. Prema drugoj varijanti teoreme rekurzije,postoji jedinstvena funkija + : N×N→ N koja zadovoqava jednakosti:

{
+(m,0) = idN(m),
+(m,n′) = h(m,+(m,n)).

odnosno {
+(m,0) = m,
+(m,n′) = (+(m,n))′.Umesto +(m,n) pi{emo m+ n, pa pri toj notaiji, prethodne jednakostipostaju:

(Rec+)

{
m+0= m,
m+n′ = (m+n)′.NAPOMENA 19. Ovako uvedeno sabirawe verno odslikava na{u intuiiju premakojoj odre|ivawe zbira m+n posmatramo kao odre|ivawe n-tog sledbenika broja

m, tj. zbir m + n ra~unamo tako {to polaze}i od m �izbrojimo� n narednihbrojeva:
m+n = m

n puta
︷︸︸︷
′′ · · · ′ .



104 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVANa primer, 4+3 prema jednakostima (Rec+) ra~unamo:
4+3= 4+2′ = (4+2)′ = (4+1′)′ = (4+1)′′ = (4+0′)′′ = (4+0)′′′ = 4′′′.Polaze}i od konstantne funkije 0 : N → N, 0(n) = 0, i sabirawa + :

N×N→ N, mno`ewe · : N×N→ N defini{emo jednakostima:
(Rec·)

{
·(m,0) = 0(m),
·(m,n′) = +(m, ·(m,n)).

odnosno {
m ·0= 0,
m ·n′ = m+(m ·n).NAPOMENA 20. Kao i u slu~aju sabirawa, jednakosti (Rec·) potpuno odgovarajuna{oj intuiiji o mno`ewu. Na primer,

4·3 = 4·2′ = 4+(4·2) = 4+(4·1′) = 4+(4+(4·1))

= 4+(4+(4·0′)) = 4+(4+(4+(4·0))) = 4+(4+(4+0)) = 4+(4+4).Uop{te,
m ·n = m+(m+(m+ · · ·(m+m

︸ ︷︷ ︸

n puta ) · · · )).Naravno, zagrade u gorwem izrazu }emo izostavqati tek po{to se uverimo da jesabirawe asoijativno.U nastavku dokazujemo dobro poznate osobine sabirawa i mno`ewa.Polaze}i od jednakosti (Rec+), koje }emo ozna~iti (I) i (II), najpredokazujemo jednakosti (I+) i (II+):
(I) m+0= m,
(II) m+n′ = (m+n)′;

(I+) 0+m = m,
(II+) m′+n = (m+n)′.a zatim i da je sabirawe asoijativno i komutativno.TEOREMA 25. Za bilo koje prirodne brojeve k,m,n va`i:

(I+) 0+m = m;
(II+) m′+n = (m+n)′;
(A+) k+(m+n) = (k+m)+n (sabirawe je asoijativno);
(K+) m+n = n+m (sabirawe je komutativno).



2. TEORIJA SKUPOVA 105DOKAZ . Dokaze izvodimo matemati~kom indukijom, pri ~emu }emo napo~etku svakog dokaza navesti na koji na~in ga sprovodimo.
(I+) Indukijom po m.

BI Iz (I) direktno sledi 0+0= 0.
IK Pretpostavimo (IP) 0+m = m. Tada je 0+m′ = (0+m)′

(IP)
= m′, {to jei trebalo dokazati.

(II+) Indukijom po n pri fiksiranom m.
BI Iz (I) sledi m′+0= m′ = (m+0)′.
IK Pretpostavimo (IP) m′+n = (m+n)′. Tada je

m′+n′
(II)
= (m′+n)′

(IP)
= (m+n)′′

(II)
= (m+n′)′.

(A+) Indukijom po n pri fiksiranim k,m.
BI k+(m+0)

(I)
= k+m

(I)
=(k+m)+0

IK (IP) k+(m+n) = (k+m)+n

k+(m+n′)
(II)
= k+(m+n)′

(II)
= (k+(m+n))′

(IP)
= ((k+m)+n)′

(II)
= (k+m)+n′

(K+) Indukijom po n pri fiksiranom m.
BI m+0

(I)
=m

(I+)
= 0+m

IK (IP) m+n = n+m

m+n′
(II)
= (m+n)′

(IP)
= (n+m)′

(II+)
= n′+mZbog (I) i (I+) ka`emo da je 0 neutral za sabirawe.Asoijativnost sabirawa nam omogu}ava da u izrazima k + (m+ n) i

(k +m) + n izostavqamo zagrade i pi{emo samo k +m+ n. Pored toga,zbog komutativnosti u posledwem izrazu bilo koja dva sabirka mogu za-meniti mesta. ^esto je veoma zamorno dosledno se pozivati na zakonekomutativnosti i asoijativnosti. Na primer, detaqan dokaz jednakosti
(a+b)+(c+d) = (a+ c)+(d+b) je:

(a+b)+(c+d)
(A+)
= ((a+b)+ c)+d

(A+)
= (a+(b+ c))+d

(K+)
= (a+(c+b))+d

(A+)
= ((a+ c)+b)+d

(A+)
= (a+ c)+(b+d)

(K+)
= (a+ c)+(d+b).



106 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVAMi }emo dokaze nalik ovom u nastavku izbegavati, i istiati samo da jeodgovaraju}a jednakost posledia komutativnosti i asoijativnosti.Sada }emo dokazati i neke osobine mno`ewa oslawaju}i se na dogovorda jemno`eweprioritetnije od sabirawa,{tonamomogu}avaizostavqawepojedinih zagrada. Na primer, umesto a+(b · c) pi{emo a+b · c.TEOREMA 26. Za sve prirodne brojeve k,m,n va`i:
(N•) 0 ·m = 0;
(J•) m ·1= m = 1 ·m (neutral za mno`ewe je 1);
(Dl) k · (m+n) = k ·m+ k ·n (levi zakon distributivnosti);
(Dd) (k+m) ·n = k ·n+m ·n (desni zakon distributivnosti);
(A•) k · (m ·n) = (k ·m) ·n (mno`ewe je asoijativno);
(K•) m ·n = n ·m (mno`ewe je komutativno).DOKAZ. Ozna~imo jednakosti (Rec·):

(I•) m ·0= 0,
(II•) m ·n′ = m+(m ·n).

(N•) Indukijom po m.
BI Iz (I•) sledi 0 ·0= 0.
IK (IP) 0 ·m = 0

0 ·m′ (II
•)
= 0+0 ·m

(IP)
= 0+0

(I)
=0

(J•) Jednakost m ·1= m jednostavno izvodimo iz (Rec·) i (Rec+):
m ·1= m ·0′ = m+m ·0= m+0= m.Jednakost 1 ·m = m dokazujemo indukijom po m.

BI Iz (I•) sledi 1 ·0= 0.
IK (IP) 1 ·m = m

1 ·m′ (II
•)
= 1+1 ·m

(IP)
= 1+m

(II+)
= (0+m)′

(I+)
= m′

(Dl) Indukijom po n pri fiksiranim k,m.
BI k · (m+0)

(I)
= k ·m

(I)
= k ·m+0

(I•)
= k ·m+ k ·0
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IK (IP) k · (m+n) = k ·m+ k ·n

k · (m+n′)
(II)
= k · (m+n)′

(II•)
= k+ k · (m+n)

(IP)
= k+(k ·m+ k ·n)

(AK+)
= k ·m+(k+ k ·n)

(II•)
= k ·m+ k ·n′

(Dd)Indukijompo nprifiksiranim k,m. U dokazuizostavqamoobja{ewapojedinih jednakosti.
BI (k+m) ·0= 0= k ·0= k ·0+0= k ·0+m ·0

IK (IP) (k+m) ·n = k ·n+m ·n

(k+m) ·n′ = (k+m)+(k+m) ·n
(IP)
= (k+m)+(k ·n+m ·n)

(AK+)
= (k+ k ·n)+(m+m ·n) = k ·n′+m ·n′

(A•) Indukijom po n pri fiksiranim k,m.
BI k · (m ·0) = k ·0= 0= (k ·m) ·0

IK (IP) k · (m ·n) = (k ·m) ·n

k · (m ·n′) = k · (m+m ·n)
(Dl)
= k ·m+ k · (m ·n)

(IP)
= k ·m+(k ·m) ·n = (k ·m) ·n′

(K•) Indukijom po n pri fiksiranom m.
BI m ·0= 0

(N•)
= 0 ·m

IK (IP) m ·n = n ·n

m ·n′ = m+m ·n
(IP)
= m+n ·m

(J•)
= 1 ·m+n ·m

(Dd)
= (1+n) ·n = n′ ·mU nastavku odaqka dokazujemo neka tvr|ewa o vezi sabirawai mno`ewasa ure|ewem.



108 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVATEOREMA 27. Za sve k,m,n ∈ N va`i:(1) k < m ⇔ k+n < m+n;(2) k = m ⇔ k+n = m+n;(3) m+n = 0⇔ m = n = 0.DOKAZ. (1) Indukijom po n pri fiksiranim k,m.
BI O~igledno: k < m ⇔ k+0< m+0.
IK (IP) k < m ⇔ k+n < m+nKako je k+n′ = (k+n)′, m+n′ = (m+n)′ i prema teoremi 6 (4) va`i

k+n < m+n ⇔ (k+n)′ < (m+n)′,na osnovu induktivne pretpostavke dolazimo do `eqenog tvr|ewa.(2) Implikaija k = m ⇒ k+n = m+n je o~igledna. Doka`imo obratno.Pretpostavimo da je k + n = m+ n. Ako bi bilo k < m, prema (1) biva`ilo k + n < m + n, a ako bi bilo m < k, opet prema (1), va`ilo bi
m+n < k+n. U oba slu~aja, zakqu~i protivre~e pretpostavi, pa morabiti m = n.(3) Implikaija m = 0∧n = 0⇒ m+n = 0 je o~igledna.Pretpostavimo da je m+ n = 0. Ako bi bilo 0 < m, onda bismo zbog
06 n, prema (1) i (2), imali 0 < m = m+06 m+ n = 0, {to je nemogu}e.Dakle, m = 0, pa samim tim mora biti i n = 0.TEOREMA 28. Za sve k,m,n ∈ N va`i:(1) 0< n∧ k < m ⇒ k ·n < m ·n;(2) 0< n∧ k ·n = m ·n ⇒ k = m;(3) 0< n∧ k ·n < m ·n ⇒ k < m;(4) m ·n = 0⇔ m = 0∨n = 0;(5) m ·n = 1⇔ m = 1∧n = 1.DOKAZ. (1) Dokaz sprovodimo indukijom po n pri fiksiranim k,m.

BI O~igledno: 0< 0∧ k < m ⇒ k ·0< m ·0.
IK (IP) 0< n∧ k < m ⇒ k ·n < m ·nPretpostavimo da je k < m. Znamo da je 0< n′, tj. 06 n, pa je n = 0 ili

0< n. Ako je n = 0, tada je:
k ·0′ = k ·1= k < m = m ·1= m ·0′.



2. TEORIJA SKUPOVA 109Ukoliko je 0 < n, prema (IP) imamo da je k · n < m · n. Uzimaju}i u obzirkomutativnost sabirawa, primenom tvr|ewa (1) prethodne teoreme (dvaputa) zakqu~ujemo da je
k ·n′ = k+ k ·n < m+ k ·n < m+m ·n = m ·n′.Dakle, dokazali smo 0< n′∧ k < m ⇒ k ·n′ < m ·n′.Preostala tvr|ewa su jednostavne posledie upravo dokazanog, pa ihprepu{tamo ~itaoima.Op{ta teorema rekurzijeAko za neku formuluϕ(x,y) znamo da va`i ∀x∃!yϕ(x,y), opravdano je umesto

ϕ(x,y) pisati ϕ(x) = y, tj. za proizvoqan x, jedinstveni y za koji je ϕ(x,y)ozna~iti ϕ(x). Ovaj dogovor zna~ajno pojednostavquje rad sa ovakvimformulama i u dobroj meri podr`ava intuiiju u vezi sa tvrdwama nave-denog oblika. Naravno, nemo`emo tvrditida je formulomϕ odre|enanekafunkija, izme|u ostalog i zato {to biwen �domen� trebalo da sadr`i sveskupove, a znamo da ovakav �domen� nije skup. Ipak ni{ta nas ne spre~avada zami{qamo da ϕ odre|uje jednu uop{tenu funkiju koja svakom skupudodequje jedan jedini skup. Dakle, uop{tene funkije nisu skupovi (pasamim tim nisu ni obi~ne funkije).PRIMER 27. Do sada smo dosta puta pre}uno podrazumevali sli~ne do-govore.Dokazali smo da va`i
∀x∃!y(∀z(z ∈ y ⇔ z ⊆ x))

︸ ︷︷ ︸

ψ(x,y)

,pa smo odmah nakon tog dokaza usvojili dogovor da umestoψ(x,y) pi{emo
y = P(x). Slovo P svakako mo`emo zami{qati kao oznaku uop{tenefunkije koja svakom skupu dodequje wegov partitivni skup.Potpuno istu ideju smo primenili i na (dokazanu) formulu

∀x∃!y(∀z(z ∈ y ⇔∃t(t ∈ x∧ z ∈ t)))
︸ ︷︷ ︸

θ (x,y)

,kada smo umesto θ(x,y) pisali y =
⋃

x. Ovoga puta, znak ⋃ je oznakauop{tene funkije koja svakom skupu dodequje wegovu uniju.



110 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVAUop{tene funkije mogu imati i vi{e argumenata. Znamo da va`iformula
∀x∀y∃!z(∀t(t ∈ z ⇔ t ∈ x∧ t ∈ y)),pa se mo`e uvesti uop{tena funkija dva arumenta koja svakom paruskupova dodequje wihov presek. Sli~no tome, uniju, razliku i Dekartovproizvod dva skupa mo`emo posmatrati kao uop{tenu funkiju du`inedva.Uop{tene funkije se ~esto nazivaju i skupovne operaije.Veoma va`an metod definisawa nizova zasnovan je na uop{tewu teo-reme rekurzije koje }emo ukratko opisati. Neka je X bilo koji skup i

Φ uop{tena funkija odre|ena formulom ϕ(x,y), za koju naravno znamoda va`i ∀x∃!yϕ(x,y). Polaze}i od X , uzastopnim primenama uop{tenefunkije Φ postepeno formiramo niz
F0 = X ,F1 = Φ(X),F2 = Φ(F1) = Φ(Φ(X)),F3 = Φ(F2) = Φ(Φ(Φ(X))), . . .koji zadovoqava jednakosti:

(∗)

{
F0 = X
Fn′ = Φ(Fn).[tavi{e, ~ini se da je navedeni niz jedinstveno odre|en jednakostima (∗).No, bez obzira na jaku intuiiju, treba dokazati da postoji skup F ~iji suelementi svi ~lanovi niza, kao i da postoji jedinstvenafunkijaF :N→Fkoja zadovoqava jednakosti (∗).Ukratko }emo izlo`iti samo osnovnu ideju tra`enog dokaza. Najpre sedokazuje da postoje tzv. kona~ne aproksimaije funkije F , tj. dokazuje seda za svako n ∈N\{0} postoji skup Fn i funkija fn : n →Fn takva da va`i:

f0 = X
fn(k′) = Φ( fn(k)), za svako k′ < n.Kona~ne aproksimaije mo`emo opisati i na slede}i na~in:

f0 = {(0,X)},
f1 = {(0,X),(1,Φ(X))},
f2 = {(0,X),(1,Φ(X)),(2,Φ(Φ(X)))},...



2. TEORIJA SKUPOVA 111Primetimoda svaku kona~nu aproskimaiju (osimprve) odre|uje prethodnaaproksimaija i utvr|eni na~in kako se ta prethodna aproksimaija pro-{iruje. Od kona~nih aproksimaija defini{emo tra`enu funkiju Fuzimaju}i da je F =
⋃

n∈NFn i F : N→ F, F(n) = fn′(n).TEOREMA 29. [Op{ta teorema rekurzije] Ako je Φ uop{tena funkija,za svaki skup X postoji skup F i jedinstveno odre|eni niz F : N → Ftakav da va`i:
(Rec)

{
F0 = X
Fn′ = Φ(Fn).Va`no je primetiti da ovako formulisana teorema nije izraziva for-mulom teorije skupova, jer se impliitno podrazumeva da po~iwe re~imaza svaku uop{tenu funkiju Φ . . . , tj. za svaku formulu ϕ takvu da va`i

∀x∃!yϕ(x,y) . . . , a ovakva vrsta kvantifikovawa nije dozvoqena na jezikuteorije skupova. Zato, prethodnu teoremu treba shvatiti kao shemu koja zasvaku fiksiranu uop{tenu funkiju Φ daje jednu teoremu teorije skupova.Prilikom primene op{te teoreme rekurzije, uobi~ajeno je da se zazadato X i Φ, ka`e da je jednakostima (Rec) zadat (jedinstveni) niz skupova
Fn, n ∈ N, i da se bez posebnog obrazlagawa formira skup ~iji su jedinielementi ~lanovi ovog niza; ovaj skup uglavnom ozna~avamo kao familijuskupova {Fn | n ∈ N}= {F0,F1,F2,F3, . . .}.PRIMER 28. Za svaki skup A, jednakostima (1) je odre|en jedinstveni niz:

{
S0 = A
Sn′ = {Sn},odakle zakqu~ujemo da postoji skup

(1) {Sn | n ∈ N}= {A,{A},{{A}},{{{A}}}, . . .}.Za svaki skup A, jednakostima (2) je odre|en jedinstveni niz:
(2)

{
V0 = A
Vn′ = P(Vn),odakle zakqu~ujemo da postoji skup

{Vn | n ∈ N}= {A,P(A),P(P(A)),P(P(P(A))), . . .}.



112 2.6. SKUP PRIRODNIH BROJEVASamim tim postoji i skup Pω =
⋃

n∈N Pn. Speijalno, ako je A = /0, onda seskup Pω naziva kombinatorni univerzum.Za svaki skup A, jednakostima (2) je odre|en jedinstveni niz:
(2)

{
A0 = A
An′ = An ×A,odakle zakqu~ujemo da postoji skup

{An | n ∈ N}= {A,A×A,A×A×A,A×A×A×A, . . .}.Nije te{ko primetitida je za svako n∈N skupAn zapravoDekartov stepen
An (skup svih ure|enih n-torki elemenata iz A). Naravno, postoji i skup
⋃

n∈N An, koji se naziva skup nepraznih kona~nih nizova elemenata iz A.Kona~ni nizoviU posledwem primeru, skup nepraznih kona~nih nizova elemenata iz Auveden je kao unija Dekartovih stepena An, n ∈ N+, pri ~emu je A1 = A. Zasvako n ∈ N+, ure|enu n-torku iz An nazivamo i kona~nim nizom du`ine
n elemenata skupa A. Me|utim, pod kona~nim nizom du`ine n elemenataiz A mo`emo smatrati i bilo koju funkiju iz n u A. O~igledno je dasvaka ure|ena n-troka (a1, . . . ,an) ∈ An, odre|uje jedinstvenu funkiju iz nu A: a : n → A, a(n) = an. Ta~no je i obrnuto: svaka funkija iz n u Aodre|uje jedinstvenu n-torku elemenata iz A. Prethodna zapa`awa mo`emopro{iriti i na slu~aj n= 0. Znamo da postoji samo jedna (prazna) funkijaiz 0 u A, pa po dogovoru mo`emo uzeti da je A0 = { /0}.Dakle, za bilo koje n∈N, oznakuAn koristimoi da za skup svih ure|enih
n-torki (uz dogovor da je 0-torka zapravo /0), ali i za skup svih funkijaiz n u A, jer izme|u ova dva skupa postoji bijekija koja nam omogu}ava dajednostavno prelazimo sa jednog na drugo zna~ewe. Pomenutu bijekiju za-pravomo`emo posmatratikao prevod jednog konteksta na drugi, i obratno.Skup A<ω =

⋃

n∈N An nazivamo skup svih kona~nih nizova elemenata iz A,pri ~emu prazan skup posmatran kao element skupa A0 nazivamo i prazanniz.



2. TEORIJA SKUPOVA 1132.7 Kardinalnost skupaKona~ni skupoviTEOREMA 30. [Dirihleov prinip] Za svaka dva prirodna broja m i n,ako je m > n, onda ne postoji 1-1 funkija iz m u n.DOKAZ. Dokaz izvodimo indukijom po n.(BI) Ako je m > 0, tada uop{te ne postoji funkija iz m u 0 (m 6= /0 i 0= /0),pa tvr|ewe trivijalno va`i.(IK) (IP) Neka je n prirodan broj takav da za bilo koje m > n ne postoji 1-1funkija iz m u n. Dokaza}emo da tada za svako m > n′, tako|e ne postoji1-1 funkija iz m u n′.Pretpostavimo suprotno: neka f : m
1-1
→ n′. Odavde sledi da n (n ∈ n′)mora biti f -slika nekog elementa iz m, jer bi u suprotnom postojala 1-1funkija iz m u n, {to nije mogu}e. Tako|e, iz m > n′, sledi da postojiprirodan broj k takav da je m = k′; f : k ∪{k}

1-1
→ n∪{n}. Kako je k′ > n′,prema posledii 6 (5) imamo da je k > n , pa ne postoji 1-1 funkija iz k u

n. Razlikujemo dva slu~aja: f (k) = n i f (k) 6= n.1. slu~aj: f (k) = n. Tada f |k: k
1-1
→ n, {to je nemogu}e prema (IP).2. slu~aj: f (k) 6= n. Tada je f (ℓ) = n, za neko ℓ ∈ k, tj. ℓ < k. Defini{imofunkiju h : k′ → n′ na slede}i na~in:

h(x) =







f (x), x ∈ k∧ x 6= ℓ
f (k), x = ℓ,

n, x = k.Nije te{ko uo~iti da h : k′
1-1
→ n′ i da je h(k) = n. Me|utim, tada h |k: k

1-1
→ n,{to nije mogu}e prema (IP).POSLEDICA 7. Neka su m i n proizvoqni prirodni brojevi.(1) Postoji 1-1 funkija iz m u n ako i samo ako je m6 n.(2) Postoji bijekija izme|u m i n ako i samo ako je m = n.Kao {to je dobro poznato, prirodnim brojevima izra`avamo �broj(koli~inu)� elemenata kona~nih skupova.



114 2.7. KARDINALNOST SKUPADEFINICIJA 15. Skup X je kona~an ako postoji bijekija izme|u X inekog prirodnog broja n, i u tom slu~aju pi{emo |X |= n.Prema posledii 7 (2), za svaki kona~an skup X postoji jedinstvenprirodan broj n takav da je |X | = n i tada ka`emo da je n broj elemenataskupa X , odn. kardinalnost skupa X jednaka je n. O~igledno je |n| = n zabilo koji prirodan broj n.TEOREMA 31. Neka su X i Y neki kona~ni skupovi. Tada va`i:(1) |X |= 0⇔ X = /0;(2) |X |= |Y | ako i samo ako postoji bijekija izme|u X i Y .(3) |X |6 |Y | ako samo ako postoji 1-1 funkija iz X u Y .DOKAZ. (1) Tvr|ewe direktno sledi iz razmatrawao funkijama iz praznogi u prazan skup sa strane 85.(2) Budu}i da su X i Y kona~ni skupovi, postoje prirodni brojevi m i n ibijekije f : X
1-1
−→na m i g : Y

1-1
−→na n.

(⇒)Pretpostavimo da je m = n. Tada prema posledii 7 (2) postoji bijek-ija s : m
1-1
−→na n. Treba da defini{emo bijekiju izme|u X i Y . Na narednojslii, znakom ∼ iznad strelie ozna~avamo da je odgovaraju}a funkijabijekija.

Funkija h : X → Y , data sa h(x) = g−1◦ s◦ f (x), jeste bijekija.
(⇐) Neka je h : X

1-1
−→na Y neka bijekija izme|u X i Y . Tada se,analogno prethodnom slu~aju, defini{e bijekija izme|u mi n, {to prema posledii 7 (2) zna~i da je m = n, tj. |X |= |Y |.(3) Dokaz ostavqamo za ve`bu.



2. TEORIJA SKUPOVA 115TEOREMA 32. Neka je n bilo koji prirodan broj.(1) Svaki podskup a od n je kona~an i va`i |a|6 n.(2) Za svaki a ⊂ n ne postoji bijekija izme|u n i a.(3) Za svaku funkiju f iz n u n va`i: f : n
1-1
→ n akko f : n

na
→ n.DOKAZ. (1) (BI) Jedini podskup od 0, tj. od /0, jeste /0 pa tvr|ewe o~iglednova`i.(IP) Neka je n prirodan broj za koji va`i tvr|ewe.Pretpostavimo da je a ⊆ n′ = n∪{n}. Razlikujemo dva slu~aja.

1. slu~aj: n 6∈ a. Tada je a ⊆ n, pa prema (IP) skup a je kona~an i |a|6 n < n′.
2. slu~aj: n ∈ a. Tada je a1 = a \ {n} ⊆ n, pa iz (IP) sledi da je a1 kona~anskup i |a1| 6 n. Neka je |a1|= m, za neko m6 n, i f : a1

1-1
−→na m. Defini{imofunkiju h : a → m′:

h(x) =

{
f (x), x ∈ a1,
m, x = n.Nije te{ko uo~iti da je h bijekija, pa je |a|= m′ 6 n′.(2) (BI) Ne postoje pravi podskupovi od 0, pa tvr|ewe trivijalno va`i.(IP) Neka je n prirodan broj za koji va`i tvr|ewe.Pretpostavimo da je a⊂ n′= n∪{n}i f : a

1-1
−→na n′. Razlikujemo dva slu~aja.

1. slu~aj: n 6∈ a. Tada je a ⊆ n, a1 = a\{ f−1(n)} ⊂ a ⊆ n i f |a1: a1
1-1
−→na n, {toje nemogu}e prema (IP).

2. slu~aj: n ∈ a. Razlikujemo dva podslu~aja.
2.1. slu~aj: f (n) = n. Tada je a1 = a \ {n} ⊂ n i f |a1: a1

1-1
−→na n, pa ponovodolazimo do kontradikije sa (IP).

2.2. slu~aj: f (n) 6= n. Tada f (n) = k, za neko k ∈ n. Tako|e, postoji ℓ ∈ ntakav da je f (ℓ) = n. Neka je h : a → n funkija definisana sa
h(x) =







f (x), x ∈ a\{ℓ,n},
n, x = n,
k, x = ℓ.Jednostavno se uo~ava da h : a

1-1
−→na n′ i da je h(n) = n, pa se ponovo izvodikontradikija kao u prethodnom slu~aju.



116 2.7. KARDINALNOST SKUPA(3) (⇒)Neka f : n
1-1
→ n. O~igledno je f [n]⊆ n. Ne mo`e biti f [n]⊂ n, jer bitada bilo f : n

1-1
−→na f [n], {to je nemogu}e prema tvr|ewu (2). Dakle, f [n] = n,tj. f je na funkija.

(⇐)Pretpostavimo f : n
na
→ n. Tada je za svako k ∈ n, skup f−1[{k}] neprazanpodskup od n, pa ima (jedinstven) najmawi element, koji }emo ozna~iti

min f−1[{k}]. Lako se proverava da je funkija g : n→ n, g(k)=min f−1[{k}],
k ∈ n, zapravo 1-1 funkija: ako je k1 6= k2, onda je f−1[{k1}]∩ f−1[{k2}] = /0,pa mora biti min f−1[{k1}] 6= min f−1[{k2}], tj. g(k1) 6= g(k2). Samim tim,prema delu dokaza (⇒), funkija g mora biti i na funkija, odnosno
g : n

1-1
−→na n. Primetimo da je f ◦g = idn, tj. f (g(k)) = k, za svako k ∈ n.Na osnovu izvedenih zakqu~aka, dokazujemo da je f 1-1 funkija. Nekaje f (k1) = f (k2). Tada postoje jedinstveni ℓ1 i ℓ2 takvi da je g(ℓ1) = k1i g(ℓ2) = k2. Iz f (g(ℓ1)) = f (g(ℓ2)), sledi da je ℓ1 = ℓ2, pa mora biti i

k1 = k2.POSLEDICA 8. Neka je X kona~an skup.(1) Svaki podskup A od X je kona~an i va`i |A|6 |X |.(2) Za svaki A ⊂ X ne postoji bijekija izme|u X i A.(3) Za svaku funkiju f iz X u X va`i: f : X
1-1
→ X akko f : X

na
→ X .DOKAZ. Sva tvr|ewa su jednostavne posledie prethodne teoreme. Ukratko}emo opisati samo dokaz tvr|ewa (1). Ostala dva ostavqamo za ve`bu.(1) Neka je n prirodan broj i f : X

1-1
−→na n. Tada je f [A]⊆ n, pa je f [A] kona~anskup i | f [A]|6 n = |X |. Odavde izvodimo `eqeni zakqu~ak, jer su skupovi

f [A] iA iste kardinalnosti (funkija f odre|uje jednu izme|uA i f [A]).TEOREMA 33. Neka su X i Y proizvoqni kona~ni skupovi.(1) [Prinip zbira] Ako je X ∩Y = /0, onda je |X ∪Y |= |X |+ |Y |.(2) [Prinip proizvoda] X ×Y = |X | · |Y |.DOKAZ. Navedena tvr|ewa mo`emo formulisati i na slede}i na~in: zasvaka dva prirodna broja m i n, i svaka dva skupa X i Y ,(1) ako je |X |= m, |Y |= n i X ∩Y = /0, onda je |X ∪Y |= m+n;(2) ako je |X |= m i |Y |= n, onda je |X ×Y |= m ·n.



2. TEORIJA SKUPOVA 117Na osnovu ovih reformulaija tvr|ewa uo~avamo da dokaze mo`emosprovesti i indukijom po n (pri fiksiranom m).Neka je m proizvoqan prirodan broj.(1) (BI) Neka je |X | = m, |Y | = 0 i X ∩Y = /0. Iz |Y | = 0 sledi da je Y = /0(teorema 31 (1)), pa je X ∪Y = X i |X ∪Y |= |X |= m = m+0.(IP) Neka je n prirodan broj takav da za sve skupove X i Y , iz |X |= m,
|Y |= n i X ∩Y = /0 sledi |X ∪Y |= m+n.Pretpostavimo da je |X |= m, |Y |= n′ i X ∩Y = /0. Tada postoji bijekija
f : Y → n′. Neka je Y1 = Y \ { f−1(n)}. Koriste}i bijekiju f neposrednomo`emo definisatibijekiju izme|uY1 i n, odakle sledi da je |Y1|= n. Kakoje X ∩Y1 = /0, prema (IP) zakqu~ujemo da postoji bijekija g : X ∪Y1

1-1
−→na m+n.Defini{imo, najzad, funkiju h : X ∪Y → (m+n)′:

h(x) =

{
g(x), x ∈ X ∪Y1,

m+n, x = f−1(n).O~igledno je h bijekija, a kako je (m+n)′ = m+n′, tvr|ewe je dokazano.(2) (BI) Neka je |X |= m, |Y |= 0. Iz |Y |= 0 sledi da je Y = /0, pa je X ×Y = /0i |X ×Y |= 0= m ·0.(IP) Neka je n prirodan broj takav da za sve skupove X i Y , iz |X |= m i
|Y |= n sledi |X ×Y |= m ·n.Pretpostavimo da je |X |=m i |Y |= n′. Tada postoji bijekija f : Y → n′.Neka je y = f−1(n) i Y1 = Y \ {y}. Kako je |Y1| = n, prema (IP) zakqu~ujemoda je |X ×Y1| = m · n. Jednostavno je uo~iti da je |X ×{y}| = |X | = m (naprimer, h : X ×{y}

1-1
−→na X , h(x,y) = x, x ∈ X ). Kako je Y = {y}∪Y1 (i y 6∈ Y1),to je X ×Y = (X ×{y})∪ (X ×Y1) i (X ×{y})∩ (X ×Y1) = /0, pa prema (1)dobijamo

|X ×Y |= |X ×{y}|+ |X ×Y1|= m+m ·n = m ·n′.

POSLEDICA 9. (1) Ako su X i Y kona~ni skupovi, onda je
|X ∪Y |+ |X ∩Y |= |X |+ |Y |.(2) Unija dva kona~na skupa je kona~an skup.(3) Dekartov proizvod dva kona~na skupa je kona~an skup.



118 2.7. KARDINALNOST SKUPABeskona~ni skupoviNisu svi skupovi kona~ni. Na primer, da skup N nije kona~an mo`emo seuveriti na vi{e na~ina. Navodimo samo dva.
• SkupN+ =N\{0} je pravi podskup odN i postoji bijekija izme|uNiN+; na primer, funkija f :N→N+, f (n) = n′, n∈N, jeste bijekija.Prema posledii 8 (2), skup N ne mo`e biti kona~an.
• Funkija sledbenik ′ : N→N je 1-1 funkija, ali nije na funkija (0nije sledbenik nijednog prirodnog broja), pa prema posledii 8 (3)zakqu~ujemo da N nije kona~an.DEFINICIJA 16. Skup je beskona~an ako nije kona~an.Upore|ivawe beskona~nih skupova po �broju� elemenata defini{emopo uzoru na tvrdwe (2) i (3) teoreme 31, koje se odnose na kona~ne skupove.DEFINICIJA 17. (1) Skupovi A i B su iste kardinalnosti (imaju istibroj elemenata), u oznai |A|= |B| ako postoji bijekija izme|u A i B.(2) Kardinalnost skupa A je mawa od ili jednaka kardinalnosti skupa

B, u oznai |A|6 |B| ako postoji 1-1 funkija iz A u B.TEOREMA 34. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:(1) |A|= |A|;(2) ako je |A|= |B|, onda je |B|= |A|;(3) ako je |A|= |B| i |B|= |C|, onda je |A|= |C|.DOKAZ. (1) idA : A
1-1
−→na A.(2) Ako f : A

1-1
−→na B, onda f−1 : B

1-1
−→na A.(3) Ako f : A

1-1
−→na B i g : B

1-1
−→na C, onda g◦ f : A

1-1
−→na C.



2. TEORIJA SKUPOVA 119TEOREMA 35. Za proizvoqne skupove A, B, C va`i:(1) |A|6 |A|;(2) ako je |A|6 |B| i |B|6 |C|, onda je |A|6 |C|.DOKAZ. Tvr|ewe (1) direktno sledi iz prethodne teoreme. Tvr|ewe (2) va`ijer iz f : A
1-1
→ B i g : B

1-1
→C sledi g◦ f : A

1-1
→C.TEOREMA 36. [Kantor-Bern{tajnova teorema] Neka su A i B bilo kojiskupovi. Ako je |A|6 |B| i |B|6 |A|, onda je |A|= |B|.Najpre dokazujemo jednu korisnu lemu.LEMA 5. Neka je A bilo koji skup i F : P(A) → P(A) funkija kojazadovoqava slede}i uslov:

(∗) (∀X ,Y ∈ P(A))X ⊆ Y ⇒ F(X)⊆ F(Y ).Tada postoji E ⊆ A takav da je F(E) = E.DOKAZ. Neka je E= {X | X ⊆ A∧X ⊆ F(X)} i E =
⋃
E. Dokaza}emo da je Efiksna ta~ka funkije F , tj. F(E) = E. Primetimo najpre da va`i:

E =
⋃

X∈E

X ⊆
⋃

X∈E

F(X) = F(
⋃

X∈E

X) = F(E).Iz uslova (∗) dobijamo da je F(E)⊆ F(F(X)), odakle sledi da F(E) ∈ E, paje F(E)⊆
⋃
E= E. Dakle, F(E) = E.DOKAZ. [Kantor-Bern{tajnova teorema]Neka f : A

1-1
→Bi g : B

1-1
→A. O~iglednoje da se pomo}u funkije f mo`e se definisati bijekija izme|u skupova Ai f [A], a pomo}u funkije g bijekija me|u skupovima B i g[B]. Me|utim,mogu}e je da skupovi f [A] i g[B] budu pravi podskupovi, redom od B i A.



120 2.7. KARDINALNOST SKUPANaravno, sli~no zapa`awe va`i i za podskupove od A, odn. B: ako je
X ⊆ A, onda je f odre|uje jednu bijekiju izme|u X i f [X ], a ako je Y ⊆ B,onda g odre|uje bijekiju izme|u Y i g[Y ]. Kqu~no pitawe je da li postojipodskup E ⊆ A takav da g odre|uje bijekiju izme|u B \ f [E] i A \E, tj. dava`i

g[B\ f [E]] = A\E, odn. E = A\g[B\ f [E]].

Drugim re~ima, treba ispitati da li postoji fiksna ta~ka funkije
F : P(A)→ P(A), F(X) = A \ g[B \ f [X ]], X ∈ P(A). Prema prethodnoj lemi,dovoqno je proveriti da li va`i uslov (∗). Za bilo koje X1,X2 ⊆ A va`i:

X1 ⊆ X2 ⇒ f [X1]⊆ F [X2]

⇒ B\ f [X1]⊇ B\F[X2]

⇒ g[B\ f [X1]]⊇ g[B\F[X2]]

⇒ A\g[B\ f [X1]]⊆ A\g[B\F[X2]]

⇔ F(X1)⊆ F(X2).Dakle, prema pomenutoj lemi, postoji skup E takav da je F(E) = E, tj.
g[B \ f [E]] = A \E. Primetimo da za svako x ∈ A \E, postoji jedinstveni(jer je g 1-1 funkija) element iz B ~ija je g-slika jednaka x; taj jedinstvenielement iz B ozna~i}emo sa g−1(x). Sada nije te{ko definisati `eqenubijekiju. Neka je h : A → B funkija data sa:

h(x) =

{
f (x), x ∈ E,

g−1(x), x ∈ A\EDokaz da je h bijekija ostavqamo za ve`bu.Upore|ivawe beskona~nih skupova po kardinalnosti (po broju eleme-nata) ima smisla, jer se ispostavqa da postoje razne �vrste beskona~nosti�i da od svakog beskona~nog skupa postoji neki �beskona~niji�, tj. ve}ekardinalnosti.



2. TEORIJA SKUPOVA 121DEFINICIJA 18. Kadrinalnost skupa A je mawa od kardinalnostiskupa B, u oznai |A|< |B|, ako je |A|6 |B| i |A| 6= |B|.TEOREMA 37. Za svaki skup A, |A|< |P(A)|.DOKAZ. Nije te{ko uo~iti da je |A|6 |P(A)|. Zaista, funkija f : A →P(A),
f (x) = {x}, x ∈ A, jeste 1-1 funkija.Ostaje jo{ da poka`emo da ne postoji bijekija izme|u A i P(A). Pret-postavimo suprotno, da h : A

1-1
−→na P(A). Defini{imo skup

K = {x ∈ A | x 6∈ h(x)}.O~igledno K ∈ P(A), pa po{to je h na funkija, postoji k ∈ A takav da je
h(k) = K. Da li k pripada ili ne pripada skupu K?
1. mogu}nost: k ∈ K. Iz h(k) = K sledi k ∈ h(k), {to prema definiijiskupa K, zna~i da k 6∈ K. Kontradikija.
1. mogu}nost: k 6∈ K. Iz h(k) = K sledi k 6∈ h(k), {to prema definiijiskupa K, zna~i da k ∈ K. Kontradikija.Iz dobijenih kontradikija zakqu~ujemoda ne postoji bijekija izme|u
A i P(A).NAPOMENA 21. Dokaz posledwe teoreme je star preko sto godina. Va`na ne-posredna posledia ovog tvr|ewa je da ne postoji skup svih skupova. Ako bipostojao takav skup V , tada bismo imali da je P(V ) ⊆ V (jer je svaki podskup od
V istovremeno i element V ) pa i |P(V )| 6 |V |. Tako|e, svi jedno~lani skupovi neobrazuju skup, jer ako biK bio skup svih jedno~lanih skupova, tada bi za svaki skup
x bilo x ∈ {x} ∈ K, tj. x ∈ ∪K, pa bi skup ∪K sadr`avao sve skupove. Interesantnoje, tako|e, razmotriti kakve posledie ima nejednakost |x| < |P(x)|, ukoliko je xbeskona~an skup.Upore|ivawe skupova brojeva po kardinalnosti je glavni �kriva� nastankateorije skupova jer se wenim prvim rezultatima smatraju Kantorove teoreme
|N| = |Q| i |N| < |R|. Slobodnije re~eno, posledwa nejednakost nam govori dapostoji neka vrsta beskona~nosti vi{eg reda, tj. da i od beskona~nih skupova imastrogo �brojnijih�, budu}i da je skupN beskona~an. [tavi{e, koriste}i dokazanu



122 2.7. KARDINALNOST SKUPAnejednakost |x|< |P(x)|, mo`emo konstruisati beskona~an, strogo rastu}i po kar-dinalnosti, niz beskona~nih skupova.
|N|< |P(N)|< |P(P(N))| < · · ·< |P(· · ·P(P

︸ ︷︷ ︸

n

(N)) · · · )|< · · ·Prebrojivi i neprebrojivi skupoviDEFINICIJA 19. Skup X je prebrojiv ako je |X |= |N|.Da je X prebrojiv ozna~ava se i |X |= ℵ0.TEOREMA 38. Svaki podskup prebrojivog skupa je kona~an ili prebro-jiv.DOKAZ. Dokaza}emo da je svaki beskona~an podskup od N prebrojiv. Iztoga jednostavno zakqu~ujemo da navedeno tvr|ewe va`i.Neka je A beskona~an podskup od N. Budu}i da je |A| 6 |N| (funkija
f : A →N, f (a) = a, a ∈ A, jeste 1-1 funkija), prema Kantor-Bern{tajnovojteoremi treba jo{ pokazati da je |N|6 |A|.Defini{imo najpre jedan niz podskupova od A. Polaze}i od /0∈ P(A)i h : P(A) → P(A), h(X) = X ∪ {min(A \X)}, primenom teoreme rekurzijedefini{emo E : N→ P(A):

{
E(0) = /0,
E(n′) = h(E(n));

tj. { E(0) = /0,
E(n′) = E(n)∪{min(A\E(n))}.Jednostavno se dokazuju slede}e ~iwenie:

• za svako n ∈ N, E(n) je kona~an podskup od A, pa je i A\E(n) 6= /0;
• E je strogo rastu}i (u odnosu na inkluziju) niz, tj. za sve m,n ∈ N, iz

m < n sledi E(m)⊂ E(n);
• za svako n ∈ N i svako m > n, min(A\E(n)) ∈ E(m).Neka je h : N → A, h(n) = min(A \E(n)). Doka`imo da je h 1-1 funkija.Pretpostavimo da je n1 6= n2. Bez gubqewa op{tosti mo`emo uzeti daje n1 < n2. Iz h(n1) = min(A \E(n1)) ∈ E(n2), zakqu~ujemo da mora biti

h(n1) 6= h(n2).



2. TEORIJA SKUPOVA 123DEFINICIJA 20. Skup je najvi{e prebrojiv ako je kona~an ili prebro-jiv. Beskona~an skup je neprebrojiv ako nije najvi{e prebrojiv.Iz prethodne teoreme sledi da je svaki podskup prebrojivog skupa naj-vi{e prebrojiv.TEOREMA 39. Skup A je najvi{e prebrojiv akko je |A|6 |N|.TEOREMA 40. Ako postoji na funkija iz N u skup A, onda je A najvi{eprebrojiv.DOKAZ. Neka f : N
na
→ A. Tada je za svako a ∈ A, skup f−1[{a}] neprazan pod-skup od N, pa ima najmawi element. Neka je g : A →N funkija definisanasa:

g(a) = min f−1[{a}], a ∈ A.Funkija g je 1-1 funkija, jer ako je a1 6= a2, onda je f−1[{a1}]∩ f−1[{a2}] =
/0, pa mora biti g(a1) 6= g(a2). Dakle, |A|6 |N|.U nastavku }emo dokazati neke ~iwenie u vezi sa prebrojivim skupo-vima koje se ~esto koriste (podrazumevaju) u mnogim matemati~kim oblas-tima.TEOREMA 41. (1) Skup N×N je prebrojiv. Uop{te, Dekartov proizvoddva prebrojiva skupa je prebrojiv.(2) Za svako n> 3, skup Nn je prebrojiv.(3) Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.(4) Skup kona~nih nizova prebrojivog skupa je prebrojiv.(5) Skup kona~nih podskupova prebrojivog skupa je prebrojiv.DOKAZ. (1) Neka je f :N→N funkija definisana sa:

{
f (0) = 0,
f (x+1) = f (x)+ x.Jednostavno se dokazuje da slede}a osobina: za sve x,y ∈ N+, iz x < y sledi

f (x)< f (y). Umesto f (x) pi{emo (x
2

).



124 2.7. KARDINALNOST SKUPADokaza}emo da je funkija K : N2 → N definisana sa
K2(x,y) =

(
x+ y+1

2

)

+ xbijekija.Dokaza`imo najpre da za svaka dva para (x1,y1),(x2,y2) ∈ N2,iz x1+ y1 < x2+ y2 sledi da je K(x1,y1)< K(x2,y2).Zaista, ako je x1+ y1 < x2+ y2, onda je x1+ y1+16 x2+ y2, pa imamo da je
K(x2,y2) =

(
x2+ y2+1

2

)

+ x2 >

(
x2+ y2+1

2

)

>

(
x1+ y1+1+1

2

)

=

(
x1+ y1+1

2

)

+ x1+ y1+1

>

(
x1+ y1+1

2

)

+ x1 = K(x1,y1).Ovadve zakqu~ujemoda za svaka dvapara (x1,y1),(x2,y2)∈N2, izK(x1,y1)=
K(x2,y2) sledi da je x1 = x2 i y1 = y2, tj. da je (x1,y1) = (x2,y2). Time jedokazano da je funkija K 1-1 funkija.Doka`imo da je K i na funkija. Neka je z proizvoqan prirodan broj.Posmatrajmo skup

S =

{

n ∈N : z <

(
n+2

2

)}

.Skup S je neprazan (jer je ( ·2) strogo rastu}afunkija naN+) pa ima najmawielement. Neka je n0 = minS. Tada je n0 najve}i prirodan broj takav da je
(n0+1

2

)
6 z. Kako je (n0+2

2

)
=
(n0+1

2

)
+n0+1, imamo da je

(
n0+1

2

)

6 z <

(
n0+1

2

)

+n0+1,odakle sledi da je
06 z−

(
n0+1

2

)

6 n0.Neka je x0 = z−
(n0+1

2

) i y0 = n0− x0. Kako je
z =

(
n0+1

2

)

+ x0 =

(
x0+ y0+1

2

)

+ x0 = K2(x0,y0),



2. TEORIJA SKUPOVA 125dokaz je zavr{en.(2) Jednostavno se dokazuje indukijom.(3) Pod prebrojivom familijom prebrojivih skupova podrazumevamo di-rektnu sliku funkije A : I → A, pri ~emu je I neki prebrojiv skup, i zasvako i ∈ I, skup Ai je prebrojiv skup. Bez gubqewa op{tosti mo`emo pret-postaviti da je I = N.Za svako n ∈ N, skup An je prebrojiv, pa postoji bijekija fn : N
1-1
−→na An.Neka jeA=

⋃

n∈NAn. Defini{imofunkiju f :N×N→ A na slede}i na~in:
f (m,n) = fm(n), (m,n) ∈ N×N.Funkija f je na funkija: za svako a ∈ A =

⋃

n∈NAn, postoji m ∈ N takavda a ∈ Am. Kako je fm bijekija izme|u N i Am, daqe sledi da postoji n ∈ Ntakav da je fm(n) = a, pa je f (m,n) = a. Prema teoremi 40 zakqu~ujemo da je
A najvi{e prebrojiv skup, odnosno prebrojiv, jer o~igledno nije kona~an.(4) Tvr|ewe direktno sledi iz (2) i (3): ⋃n∈NN

n je prebrojiv.(5) Ozna~imo Pfin(N) skup svih kona~nih podskupova od N.Za n ∈ N, skup Nn posmatramo kao skup svih funkija iz n u N. Nijete{ko uo~iti da je tada za svako x ∈Nn, ran(x) = x[n] jedan kona~an podskupod N. Defini{imo funkiju f :
⋃

n∈NN
n → Pfin(N) na slede}i na~in:

f (x) = ran(x).Funkija f je na funkija: za svako X ∈ Pfin(N) postoje n i h : n
1-1
−→na X , pa

h ∈ Nn i ran(h) = X . Prema teoremi 40 zakqu~ujemo da je Pfin(N) prebrojivskup, jer nije kona~an.



3Bulove algebre
3.1 Algebarske struktureAko je k ∈ N+ i A neki skup, operaija du`ine k skupa A jeste bilo kojafunkija f : Ak → A. S obzirom na to da je A0 jedno~lan skup, definisawefunkije iz A0 u A predstavqa zapravo izbor jednog elementa iz A, pa zatoovakve funkije i identifikujemo sa odgovaraju}im elementom i nazivamoih konstantama skupa A. Dakle, konstante (elemente) skupa smatramo ioperaijama du`ine nula.Alebarsku strukturu, ili kra}e algebru, ~ini skup zajedno sa nekimoperaijama. Skup ~ije operaije posmatramo nazivamo domenom algebre.U ovom poglavqu uglavnom }emo posmatrati algebarske strukture formi-rane od kona~no mnogo operaija istog skupa, pa }emo ih ozna~avati kaokona~ne nizove ~iji je prvi ~lan domen algebre i za kojim slede operaijepore|ane po opadaju}oj du`ini. Ina~e, redosled navo|ewa operaija nijeod neke velike va`nosti.PRIMER 1. (1) Ako na skupu 2= {0,1} posmatramo dve binarne (du`ine 2)operaije ∨,∧ : 2×2→ 2, jednu unarnu (du`ine 1) ¬ : 2→ 2, definisanenarednim tabliama,

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

¬=

(
0 1
1 0

)i dve konstante 0 i 1, onda od svega navedenog formiramo algebarskustrukturu (2,∨,∧,¬,0,1). 126



3. BULOVE ALGEBRE 127Posmatrajmo jo{ dve �srodne� algebarske strukture.(2) Na skupu D6 = {1,2,3,6} (svih delilaa broja 6) posmatrajmoslede}e operaije:
nzs 1 2 3 6
1 1 2 3 6
2 2 2 6 6
3 3 6 3 6
6 6 6 6 6

nzd 1 2 3 6
1 1 1 1 1
2 1 2 1 2
3 1 1 3 3
6 1 2 3 6

6/ =

(
1 2 3 6
6 3 2 1

)

i dve konstante 1 i 6. Odgovaraju}a algebra je (D6,nzs,nzd,6/ ,1,6).(3) Na skupu [−2,2]Z = {−2,−1,0,1,2} posmatrajmo slede}e operaije:
max −2 −1 0 1 2
−2 −2 −1 0 1 2
−1 −1 −1 0 1 2
0 0 0 0 1 2
1 1 1 1 1 2
2 2 2 2 2 2

min −2 −1 0 1 2
−2 −2 −2 −2 −2 −2
−1 −2 −1 −1 −1 −1
0 −2 −1 0 0 0
1 −2 −1 0 1 1
2 −2 −1 0 1 2

− =

(
−2 −1 0 1 2
2 1 0 −1 −2

)i dve konstante −2 i 2. U ovom slu~aju dobijamo algebru
([−2,2]Z,max,min,−,−2,2).Za svaku algebru, koriste}i promenqive (koje ozna~avaju proizvoqneelemente domena te algebre), izabrane konstante i operaije formiramoizraze na uobi~ajeni na~in. Posmatrajmo po jedan izraz u svakoj od trinavedene algebre.Za algebru
(2,∨,∧,¬,0,1) (D6,nzs,nzd,6/ ,1,6) ([−2,2]Z,max,min,−,−2,2)posmatrajmo izraz
(0∨¬x)∧1 nzd(nzs(1,6/x),6) min(max(−2,−x),2).Jednostavno se pokazuje da za svako x iz:
2 D6 [−2,2]Zva`i:
(0∨¬x)∧1= ¬x nzd(nzs(1,6/x),6) = 6/x min(max(−2,−x),2) =−x.Ove jednakosti jednostavno slede iz ~iwenia da za svako x iz:
2 D6 [−2,2]Zva`i:
0∨ x = x nzs(1,x) = x max(−2,x) = x
x∧1= x nzd(x,6) = x min(x,2) = x.



128 3.1. ALGEBARSKE STRUKTUREPrethodna razmatrawa mo`emo zna~ajno uop{titi. Posmatrajmobilo koju algebru (A,F,F, f ,c,c), pri ~emu F,F : A×A → A, f : A → A,
c,c ∈ A. Ako za bilo koje x ∈ A va`i:

(Zakon1) F(c,x) = x i (Zakon2) F(x,c) = x,onda lako dokazujemo da }e za svako x ∈ A va`iti i
F(F(c, f (x)),c) = f (x).Po{to su (Zakon1) i (Zakon2), univerzalno kvantifikovani, x smemozameniti bilo ~ime. Ako u (Zakon1) x zamenimo sa f (x) dobijamo

(1) F(c, f (x)) = f (x).Ako u (Zakon2) x zamenimo sa F(c, f (x)) dobijamo
(2) F(F(c, f (x)),c) = F(c, f (x)).Najzad, koriste}i ~iweniu da je jednakost traniztivna iz (1) i (2) dobi-jamo F(F(c, f (x)),c) = f (x).U prethodmo dokazu potpuno je neva`no {ta je domen algebre i kakosu definisane odgovaraju}e operaije. Su{tinu dokaza ~ine pretpostav-qeni zakoni i op{te osobine jednakosti i operaija.Algebraski jezik i interpretaijaPrethodni primer pokazuje da bi bio veoma koristan op{ti pristup uprou~avawu algebri istog tipa, tj. algebri koje imaju isti broj operaijaiste du`ine. Tip algebri opisujemo skupom L i funkijom ar :L→N, pri~emu svaki element S ∈ L nazivamo operaijskim simbolom du`ine ar(S).SkupL nazivamo algebraskim jezikom. Interpretaija algebarskog jezika

L na nekom skupu A jeste funkija I koja svakom S ∈L pridru`uje jednu op-eraiju I(S) du`ine ar(S) skupa A, tj. I(S) : Aar(S) → A. Svaka intepretaija
I jezika L = {S1,S2, . . . ,Sn} na skupu A, odre|uje jednu algebru sa domenom
A i odgovaraju}im funkijama, (A,I(S1),I(S2), . . . ,I(Sn)). Uobi~ajeno je dase algebra ozna~ava boldiranim slovom, eventualno sa indeksom, kojim jeozna~en wen domen, A = (A, · · ·), kao i da se umesto I(S) pi{e SA.



3. BULOVE ALGEBRE 129PRIMER 2. Svaki algebarski jezikmo`emona razne na~ineintepretiratina bilo kom skupu.Neka je L= {F ,F, f ,c,c} i
ar=

(
F F f c c
2 2 1 0 0

)

.Sve algebre navedene u prethodnom primeru jesu interpretaije jezika
L na odgovaraju}im skupovima. Na primer, na skupu 2 interpretaija je

I=

(
F F f c c
∨ ∧ ¬ 0 1

)

.Naravno, na 2 mo`emo i druga~ije interpretirati jezik L. Navodimojo{ dve interpretaije jezika L.Ako L interpretiramo na N na slede}i na~in:
(

F F f c c
+ · ′ 0 1

)

,tj. F
N
=+, FN = ·, fN = ′, cN = 0, cN = 1, dobijamo algebru (N,+, ·, ′,0,1).Evo jedne intepretaije jezika L na skupu P(N):

(
F F f c c
∪ ∩ ∁ /0 N

)

.

TermiPolaze}i od algebarskog jezika L i prebrojivog skupa promenqivih Var,pri ~emu je Var∩L= /0, gradimo tzv. terme koji reprezentuju izraze formi-rane za bilo koju algebru jezika L. Elemente skupa {S ∈ L | ar(S) = 0}nazivamo simbolima konstanti i ovaj skup ozna~avamo ConstL.Terme jezika L nad skupom promenqivih Var defini{emo kao elementeskupa TermL koji je unija slede}eg niza skupova (formiranog primenom



130 3.1. ALGEBARSKE STRUKTUREop{te teoreme rekurzije):
T0 = Var∪ConstL

Tn+1 = Tn ∪{(S, t1, . . . , tar(S)) | S ∈ L,ar(S)> 0, t1, . . . , tar(S) ∈ Tn}

TermL =
⋃

n∈N

Tn.Dakle, promenqive i simboli konstanti jesu termi. Tako|e, ako S ∈ L,
ar(S) = n > 0 i t1, . . . , tn ∈ TermL, o~igledno je (S, t1, . . . , tn) jedan term; ovajterm ozna~ava}emo S(t1, . . . , tn). Speijalno, ako je ar(S) = 2, umesto S(t1, t2)pisa}emo i (t1St2).PRIMER 3. Navodimo neke me|usobno razli~ite terme jezika L =
{F,F, f ,c,c} iz prethodnog primera, pri ~emu je Var= {x,y,z, . . .}:
0) c, c, x, y, z itd.
1) F(c,c), F(c,c), F(x,c), F(c,y), f (z), f (c), itd.
2) F(c, f (z)), F(c,F(c,c)) itd....Skup TermL je induktivno definisan. Najpre su uvedeni najjednos-tavniji termi: promenqive i simboli konstanti su termi. Zatim je pre-izirano kako se formiraju slo`eniji termi: polaze}i od najjednostavni-jih gradimo nove terme, koje daqe koristimo za izgradwu jo{ slo`enijih.Pritom, termi se mogu graditi samo na ovaj na~in.Slo`enost terma �merimo� funkijom koja svakom termu dodequje jedanprirodan broj: slo`enost terma t, u oznai s(t), jeste najmawi prirodanbroj n takav da t ∈ Tn.Ako je s(t) = 0, onda je t promenqiva ili simbol konstante. Ako je

s(t)> 0, ondapostoji S∈L, ar(S)> 0i postoje termi t1, . . . , tar(S), slo`enostimawe od s(t), takvi da je t term S(t1, . . . , tar(S)).Defini{imo jo{ jednu korisnu funkiju ~iji je domen TermL. Zazadati term t, intuitivno je jasno kako bismo odredili skup V(t) svihpromenqivih koje se pojavquju u t. Stroga definiija funkije t 7→ V(t)jeste induktivna:
• V(v) = {v}, v ∈ Var;
• V(c) = /0, c ∈ ConstL;



3. BULOVE ALGEBRE 131
• V(S(t1, . . . , tar(S))) = V(t1)∪· · ·∪V(tar(S)), S ∈ L, ar(S)> 0.PRIMER 4. Na osnovu definiije funkije t 7→ V(t), za svaki term t jed-nostavno �izra~unavamo� skup promenqivih koje se u woj pojavquju.Na primer, za jezik L = {F ,F, f ,c,c} iz prethodnih primera i term

F(x,F(c, f (y)))

V(F(x,F(c, f (y)))) = V(x)∪V(F(c, f (y)))

= {x}∪V(c)∪V( f (y))

= {x}∪ /0∪V(y)

= {x}∪{y}

= {x,y}LEMA 1. Za svaki term t, skup V(t) je kona~an.DOKAZ. Bez obzira na o~iglednost navedenog tvr|ewa, dokaza}emo ga presvega da bismo ilustrovali dokaze indukijom po slo`enosti terma, koje}emo u nastavku ~esto koristiti (naravno, sa mawe detaqanego ovoga puta).(BI) Neka je s(t) = 0. Tada je t promenqiva ili simbol konstante, pa je V(t)jedno~lan ili prazan skup, a samim tim i kona~an.(IK) (IP) Pretpostavimo da je n prirodan broj takav da je za svaki term tslo`enosti ne ve}e od n, s(t)6 n, skup V(t) kona~an.Neka je t formula slo`enosti n + 1, s(t) = n + 1. Tada je t oblika
S(t1, . . . , tar(S)), za neko S ∈ L, ar(S) > 0 i neke terme t1, . . . , tar(S) slo`enostimawe od s(t) = n+ 1. Prema induktivnoj pretpostavi skupovi V(ti) sukona~ni, pa takavmora biti i skupV(t), kao unija kona~nomnogo kona~nihskupova.Kada`elimodaistaknemoda jeV(t)= {x1, . . . ,xn}, za neke x1, . . . ,xn ∈Var,term t ozna~avamo sa t(x1, . . . ,xn).Vrednost terma u algebri za zadatu valuaijuU op{tim razmatrawima, algebru koja se dobija interpretaijom jezika Lna nekom skupu A ozna~ava}emo A = (A,SA)S∈L.



132 3.1. ALGEBARSKE STRUKTUREValuaija promenqivih u skupu A jeste svaka funkija µ : Var→ A. Akoje zadata algebra A jezika L i valuaija µ : Var→ A, onda svakom termu t ∈
TermL pridru`ujemo jedinstvenu vrednost tA[µ]∈A koju nazivamo vrednostizraza t u algebri A za valuaiju µ . Funkiju t 7→ tA[µ] defini{emoindukijom po slo`enosti terma t:

• xA[µ] = µ(x), x ∈ Var;
• cA[µ] = cA, c ∈ ConstL;
•
(
S(t1, . . . , tar(S))

)A
[µ] = SA(tA

1 [µ], . . . , t
A
ar(S)[µ]), S∈L, ar(S)>0i t1, . . . , tar(F) ∈

TermL.Formula oblika t1 = t2, t1, t2 ∈ TermL naziva se algebarski zakon. Al-gebra A, jezika L, zadovoqava zakon t1 = t2, u oznai A |= t1 = t2 akkoza svaku valuaiju µ : Var→ A va`i tA
1 [µ] = tA

2 [µ]....
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