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ITpearosop

HeBepoBaTHa KOMOWHAIIM]A TEITKO CXBATIHUBE IIPUPOJIE U OTIIIITE TT03-
HaTe, 6ap elneMeHTapHe, MPUMEHE JeTHOT ariCTPaKTHOT MojmMa Beh xusba-
Jama TOJIWHA YWHU OPOj YBEK MHTEPECAHTHOM TEMOM 3a MPOYy4YaBarbe.
OcraBspajyhu 1Mo cTpaHu IOKyIIaje AepuHUCcCama IojMa Opoja, KOju Cy
npuya 3a cede, caMo poydaBame BerOBUX OCOOUHA je KOMILIEKCHA UTpa
YHjU ce Kpaj He BUAMN. Y H0j paBHOMPABHO MOTY YUECTBOBATU CKOPO CBU
KOjuMa Cy I03HaTe OCHOBHE OCOOMHE M OTepaliuje, a ako Impu TOME UMajy
U uuejy, oHga cy pobpu pesynratu yBek moryhu. OHO mITO je HajuH-
TepecaHTHHU]e jecTe ga BehnHa perema mmpobiiemMa Koju ce THYy OpojeBa
M3TIIeajy jeAHOCTaBHO, alli JI0 HhUX Hajuyenihe HUje TaKo CTHhH.

OBa kmHTa UMa 3a UWb Ja MPEICTABU BEIUKU Opoj uaeja koje he
OouTH o moMohu cBMMa KOjM Ce€ UecTo, ca HamMepoM WiIu He, cycpehy ca
3a/1a1IMa 34 YHje je pelllaBambe MOTPEeOHO AeTalbHIje TO3HABAKE OCOOMHA
OpojeBa U BLUXOBUX Mel)ycoOHMX oHOCA.

Kmura je mpe cBera HaMemeHa HaJTAPEHUM YUSHHUIITMMA CPEIEHbUX KO-
Ja, KOJU BOJIE MaTEeMAaTHUKy W TIPUTIPEMajy ce 3a HalMOHaliHA U Mmehy-
HapoJHa TaKMUuYerma. MelhyTum, oHa caJpKd U OCHOBHE MOJMOBE, TBP-
hema M jemHOCTaBHU]jE 3aJaTKe, TAaKO Ja MOTY Jia je KOPUCTE U YUTAOIH
Koju ce mpBu myT cpehy ca Teopujom OpojeBa. CmaTpamo 1a MOXKe
OUTH OJ1 BEJTMKE KOPUCTU U MpodecopuMa KOjU MPHUIIPEMA]y yUEHUKE
KaKO CPEIbUX, TAKO U OCHOBHUX ITKOJIA 32 MAaTEMAaTUYKA TAKMHUYCH-A.
Benuku 6poj 3amaTaka je mpeys3eT ca pa3HHX HAlIMOHAITHUX U MehyHa-
pOIHUX TakMudema. Ko 3ajaTaka ca HAllMOHATHUX TaKMUYEHha HaBe-
JIeHa je 3eMJba (aKO HMjE ped O HaIll0j), CTEIeH TaKMHUYCHAa, pa3pea U
TOJIMHA KaJ1a jeé TAKMUYCHE OJIPXKAHO, a KOJI Me)yHAPOTHUX TAaKMHUYCHA
kopwuithene cy yoouuajene ckpahenunie: JbBMO (Jyauopcka 6ankancka
MateMaTthuka onummujana), bMO (bankaHcka MaTeMaTU4YKa OJTUMIIHU-
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jama), MMO (MenutepaHcka MaTeMaTH4ka onumiujaaa) 1 UMO (Un-
TepHAIIMOHATTHA MaTeMAaTUYKa OJIMMITH]aIa).

Umajyhu y Buay ma cy OpojeBUM TJIABHM W3BOP HACTAHKA MHOTHX
MAaTEMaTHYKHUX (HAPOUHUTO ajrebapcKux) Teoprja BEPYjeMO J1a OBa KEbH-
ra Moke OWTH KOPHCHA CTY/IEHTUMA Y pa3HUM KypceBUMa, Ha TIPUMeEp Y
3aCHMBAKby MAaTEMATHUKE aHAJIU3E, 3aTUM Y PauyHAPCTBY M JUCKPETHO]
MaTeMaTHIIM, HAPABHO Y alIreOpu UT/I.

3axBasbyjeMo ce pelieH3eHTHMa, 1p PagocaBy Bophesuhy u np [ejany
bojoBuhy, K0ju Cy MaXJbUBO MPOUYUTAIM PYKOMHUC U JTAJIM HU3 KOPUCHUX
MPUMEI0N U CyTecTHja KOje Cy JIOTMPUHENIE KBAUTETY Kibure. Takobe,
3aXBAJIHOCT AYTYjeMO WjJaHOBUMa MaTeMaTHUYKe PaJWMOHMIIEC MJIATUX W
konerama ap bpanucnasy Ilonmosuhy, mp bojann bopoBuhanuH, Mp AHu
Kammapesuh—Manumuh n Cnahanun JlumutpujeBuh Ha momohwu.

IToceOHO ce 3aXBasbyjeMO CBUM YUEHUIINMA Ca KOJUMa CMO TTOCIETHUX
TOJIMHA PAJIAIN U KOjU Cy TJIaBHA MHCIMpAIMja 3a MHUCAe OBE KIbUTE.

V Kparyjeeny, Ayitiopu
aBrycra 2004.



1. ®dynkumja 1eo aeo

JEOUHULWIA 1.1. 3a peanan 6poj x ca [x] o3nauasamo ueo geo opoja .,
wj. najeehu yeo 6poj xoju nuje eehu og .

MpuMeP L1, [3] =3, [4,5] =4, [-V3] = -2, [1] =3.

JEOUHULWIA 1.2. 3a peannu 6poj x ca {x} o3navasamo paznomwenu geo
opoja x, wyj. ysumamo ga je {r} = xr — [x].

IMeuMer 1.2. {3} =3, {2,178} = 0,178,
[V} =—v3—[v8] = V3 (-2 =25
{-1,253} = —1,253 — [—1,253] = —1,253 + 2 = 0, 747.

Ha crnenehum cnvkama natu cy rpadunn pyHkumja = — [x] wu
x— {x}.

Yy Ys
z — [z] 13 e z— {z}
2 — 21
1
VT SN
4 -3 -2 -1 1 2 3 4 4 3 2 10 1 2 3
—t 1 -7
— 12 -2r
— T-3
— 1-4

TEOPEMA 1.1. 3a iipoussomne peanne bpojese T u 'y eaxcu:

() z—1<[z]<x<z]+1;
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(2) 0<{z} <1

(3) [x + n| = [z] + n, 3a ceaxu yeo Opoj n;

x x
(4) {u] = [—] , tpu uemy je x > 0 u n dpouszsomsan dpupogar 6poj;
n n

2] + [y < [v+y] < [z]+ [y] + 1

[nx] > nlx], 3a ceaxu apupogan 6poj n,

[zy] > [2] - [y], akojex >0uy > 0;
(9) {x " ﬂ — [24] - [a];

(10) 22 +2y] = [2] + [y] + [z + y].

JTOKA3. (1) JTokas crenu qUMpeKTHO U3 Jedununuje GyHkuuje  — [x].
(2) U3 (1) cmemmn

{z}=z—-[z]22—2=0 u {ae}=x—-[z]<z—(r—-1)=1.
(3)Hekajen € Nux € R. U3 (1) umamo naje [z] <z < [z]+1 ma
g [z]+n<z+n<[z]+n+1,
omakine je [z + n] = [z] + n.
(4 Hekaje n€ N u z € R, z > 0. Axo je [ﬂ =k, Tana je
k<%<k+l, 1. kn <z <kn+mn, mau kn < [z] < kn +n. Axo

(]

MOCIEAbY JeAHAKOCT MOJEIUMO ca n Jooujamo k < —
n

-1

<k+1, 1.
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(5) Baxu:

@+ y) = [[a] + {2} + [y + ()] © (2] + [o) + o} + {u}] > 2] + ),
jepje [{z} +{y}] = 0. Kaxoje {z} +{y} <2, roje [{z} +{y}] <1,
mna je

[z +y] =[] + [y] + [{a} +{y}] <[z + [y] + 1.

(6) Heka je n mpousBoJbaH mpupoaaH 6poj. Tana je
[na] = [nfa] + n{z}] = nfz] + [n{z}] = nlz].
(7) Baxu:
[v =yl = [[z] +{z} = [yl = {v}] = [o] = [yl + [{o} = {w}] <[] - [y,

jepje 0 < {z},{y} <1, maje

{2} - ()] = { 0. {o} > {u)

(®)
[zy] = [([z] + {=})([v] + {y})]
= [2] - [y] + [[z] - {y} + {z} - [y] + {=} - {y}]
z [z [y).

(9) Paznukyjemo Ba criydaja:

1. Akoje 0 < {z} < BT Taa je

o] = i+ o+ 5] =

2] = [2([z] + {2})] = [2[x] + 2{z}] = 2[z],
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na je {r ; ;] — [20] — [al;

1 1
2. Axo je 5 < {z} < 1, Tmamaje [z] = [[m]—l—a—f—ﬂ, TIe je
1 1 .
a:{$}—§H0<a<§,naJe

[Hf _ [[x]+a+1+1

5 2} =[z]+1+a]=[z]+1

pﬂ::20ﬂ+a+%ﬂ::MM+1+mﬂ:ﬂﬂ+L

2
(10) Joka3 mpemyImraMo YATAOoIly. [ |

1
OJIaKIIe CIIEIN /1A je {x + —} = [22] — [x].

1.1. 3anamm

1. Hexa cy 7, y, 2 mpon3BOJbHU peaaHu OpojeBu. [{okazaTu ma je
ztlyt+a=y+lztz]=z+[z+y

axo u camo ako je {z} = {y} = {z}.

Pewerve. Huje Tenko qoka3aT Aa jeTHAKOCTH
t+y+tzl=y+lzt+zl=z+[z+y]
BaXXE€ aKO U CAMO aKO j& UCITYHEHO

() {oet + Hyd + {2 = {u} + Ha} + {23 = {2} + [z} + {u}].
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Ouurnenno, ako je {x} = {y} = {2z}, Baxu u (x). Ilopex Tora, ako BaKu
(%), IMaMo 11a je, Ha TIpUMeED,

{z} —{y} = {o} + {H - Hy} — {2} € Z,
na momro {x},{y} € [0,1), 6uhe {z} = {y}. Cnuuno ce nokasyje na
je {y} = {z}, maje tume nokaszano maje {r} = {y} = {z}.

2. JlokasaTu Jla aKo 3a HeKW peanaH 6poj = Baxu {8z} = {15z},
onya je u {26z} = {75x}.

Pewerve. TIpumeTnmo J1a 3a TIpou3BoJbHE OpojeBe a = [a] + {a} u
b = [b] + {b} Baxu: {a} = {b} axo u camo ako a — b = [a] — [b] ako u
camo ako a — b € Z. laxne, {8z} = {152} maje Tx € Z, omakie uMmaMo
u 49z € Z n {26z} = {75z},

3. Pemmrtu jequaunny {z} + {2z} + {3z} = .

Pewerse. Hexka je = penieme nate jenqHaunne, k = [x] u o = {x}.
IToctoje cnenehe moryhHocTH:

1
1. Axoje a € {0,5), Taga je 6 =k + «, 1. da = k, a Kako

1 5
je O<a<§, ouhe 0<k<§, Tj. Kk =0umu k = 1, na je, y oBom

1 1
cmydajy, * = k+ o =0 win x:k—i-oz:l—i-g:lg;
11
2. Axoje a € {5,5), Tanaje a+2a0+3a—1=Fk+a, 1.
2 3
S5a =k + 1, a xaxko je —<a<§, ouhe §<k<§, ). k=1, maje

[P

2
x:k—l—a:l—l—g:l

3. Axoje a € , Tagaje a+2a—1+3a—-1=k+a, T1j.
2 1 4
<a<-, ouhe - <k <2,
a <3, buhe o 3

Y

| — |
DN | —

RO = W NG| pow | =
N—

Sa = k + 2, a kako je 1. k=1, maje
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3 3
T +« —1—5 5’

4. Axkoje o € {5,1), Tanaje a+2a0—1+3a—2=k+a, 1.

2 1
S5a = k + 3, a kako je §<Oz<1, ouhe §<k<2, ). k=1, maje

4 4
=k =14+-=1-.
T + o + 5 5
. 1 2 3 .4
Haxkie, pemiema nate jeqHaunde cy 0, 1—, 1—, 1—- 1.
5 5 5 5
. 5+ 6z 150 — 7
4. PemutH jeqHAYMHY 3 = R
546
Pewerwe. AKO cTaBUMO J1a je [ —; i - m, m € 7, iMaMoO Oa
. 1bx—7 . Sm—+7 .
je 5 = m, OHaKjie je T = 5 JlaTa jemHaumMHA Ce MOXKeE
3aMKUCATH Y OOJTUKY
5m+ 7
0+0 15 S m 39
—=2 | = Tj. —+—| =
8 N R}
m 39 )
3Haum, m < T + E < m + 1. PemaBameM mocCieImHUX HejeHAUNHA

1 13

—%,1—0}, omakiejem = 0umwmm = 1, jepm € Z.

mooujaMo 1a m € (

7
3am = 0 gobujace x = 5 azam=1, x = 5 Jlako ce mpoBepaBa

na 006e oBe BPEeTHOCTH TPE/ICTABIbA]y pellieihe MOoNIa3He jeTHAUNHE.

5. Pemurtu cucteM jeTHaYMHA:
r+ [yl +{z} =11
y+ [zl +{r} =2,2
z+ [z] +{y} =3,3.
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Pewerve. CabupameM JaTHX jeTHaAYNHA JOOHjaMo 1a je
r+y+z=33.

Kakoje v +y+ 2z =z+ [z] + {y}, umamo maje = +y = [z] + {y} =

[z] +y — [y], omHOCHO * = [x] — [y], omakie ciemu na je x 1eo 6poj.

3Haun © = [z], ma je [y] = 0, kxao u {z} = 0m y = {y}. Cana, u3 npse

jemnaunne cuctemaje * + {z} = 1,1 omaknejex = 1lu {2z} =0,1. U3

Apyre jeHaunHe cucteMa je ¥y + [2] = 2,2 maje y =0,2u [z] = 2.
Hakme, x =1, y=0,2 u 2z = 2,1 je pelieme cucrema.

6. Pemutu cucrem jemHauWHA:

r—y=2001
[z] + [y] = 2003.

Pewerse. Heka je map (x, y) peieme gator cuctema. [IpBy jeqHAUNHY
JaTOT CHCTEMAa MOKEMO 3aIIMCATH U y OOIIUKY

[z] + {z} = [y] = {y} = 2001,

OAKIIE CIIE/ /1A {z}—{y} € Z, 1j. {z} ={y}, 360r 0 < {z},{y} <1,
na je:

[z] — [y] = 2001

[2] + [y] = 2003,

1j. [2] =2002 u [y] = 1. daxie, natu cucrem jeiHauMHA UMa GECKOHA-
YHO MHOTO PEIICHA.

Ckym pemema je R = {(2002+w,1 +w) |0 <w < 1},

7. Pemwtu jeqnaunny z2 — 2[z] + {z} = 0.

Pewerve. AKO IPETIOCTABUMO /1A /1aTA jeHAUYMHA UMa pellierha U 1a
je = jemHO meHo pelleme, momro je {x} > 0 u z? > 0, umamo naa je
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[#] > 0. Hekaje [#] =k u {z} =a. Tamaje (k+a)? —2k+a =0,
Tj.

(%) o®+ 2k + Da+k* — 2k = 0.

W3 nocnenmwe jemHaUMHE M YdbeHHIIE 11a je « > 0 gobujaMo na je

(2k + 1) + /(2k + 1)2 — 4(k2 — 2k)
2 )

o =

Tj.
o= (zkH); vize+1 12k +1 > (2k +1)%
V ckyny nenux 6pojeBa (k € Z) nejennaunna 12k + 1 > (2k + 1)%, 1.
4k(k —2) < 0, uma tpu perewa: k € {0,1,2}.
Axo je k = 0, jemnaumna (*) mocraje o’ + a = 0, ma je, 360r
a€l0,1), a=0. Hakne, z =k +a =0.
Axojek = 1, jemqnaunna (*) mocraje o*+3a—1 = 0, ma je, omer 360r

34 V13 L3V VB
2 — .

aecl0,l), a= 5 5
Hajsan, akoje k = 2,3 o> +5a =0 u a € [0,1), nobujamo na je

a=0, naje v =2.
V13 -1
2 9
8. (Cage3no raxmuuerme 1987, I paspen) [at je mpupomgan 6poj n.

Onpenutu 6poj pelema jeTHAYnHE

v* = [2%] = (z — [x])?,

. Haxme, v =1

Haxkie, pemema gate jeqHaunse cy 0, 2.

3akojeje l <o < n.

Pewere. Ako ctaBumo jaje © = m+ao, m € {1,2,...,n — 1},
0 < a < 1, nmara jemHaYMHA ITOCTaje

m? + 2ma = [m2 + 2ma + 042} )



1. ®YHKLIMJA LIEO JEO 15

Haxine, 6poj m + «, je pelieme AaTe jeTHaUUHEe aKO U caMo aKo je 2mao
11eo 6poj, Tj. aKO U caMo aKo je

clo 1 2 2m — 1
a — .
2m’2m’ T 2m ’

na y uHTepBany |m,m + 1) marta jeqHaunHa uMa 2m pemema. Kako
T =N jecTe pelieme, TO je TpakeHu Opoj jeTHaAK

1+2(1+24+-+n—-1))=14+n-1)n=n>—n+1.

9. (XX Mockoscka onumnujana) Pemmitu jennaunny z° — [z] = 4.

Pewemwe. U3 2° — 4 = [z] < o cnemn na je 2® —x < 4, omaxie je
r <2, jep3a z >2 umamo maje z(z?—1) > 2.3 > 4. Taxobe, us
v’ —4=[x]>x—-1, 1. 23— 2 >3 3akmyuyjemo gaje r > —1, jep
3ax < —lumamo naje 2° —z = z(z? — 1) < 0.

Jakne, x € [—1,2), maje [z] € {—1,0,1}.

3a [r] = —1 nara jeqHauyMHa ce CBOIM Ha 23 + 1 = 4, onakie je
x = /3, wro je nemoryhe jepje [V/3] =1 # —1.

3a [2] = 0 mobujamo = =4, 1j. x = /4, mrTo je Takohe Hemoryhe
360r [V4] =1#0.

3a [z] =1 nobujamo jeauHO pellerhe naTe jeIHAUNHE T = /5.

10. (CaBe3no takmuuewe 1989, I paspen) Onpenutu cBe mpupoIHE
OpojeBe 1 3a KOje BaXKH JeTHAKOCT

V1] + [V2] + - + [/n] = 2n.

Pewerve. Heka je a,, = [</m] —2, m € N. Tpeba onpenutu cse
MpUpOTHE OpojeBe N 3a KOje BaXu

a1+a2+-~-+an:0.
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Kako je
am=—1 33 1<m<7
am =0 3a 8<m<26
am = 1 3a 27 <m <63
Gy = 2 38 m = 64

30up ai+as+- - -+a, jeaHaK je HyJu aKo U camo ako je n = 2647 = 33.
11. (IlpormehHo MaTemMaTHUKO TakMHuewe, byrapcka 2002, 8. pa3s-
pen) Hahu cBe mpupomue 6pojese n 3a koje je n — [n{y/n}] = 2.

Pewerve. Ako jen = p* Tamaje /n =pu {y/n} =0, majen = 2.
Kontpanukimja ca n = p®. Jlakie, TOCTOjU MPUPOaH 6poj ¢ Takas 1a
je (t —1)? < n <t Tanmaje [\/n] =t — 1, na Baku (xopuuhemem
YHELEHHUIIE J1a AKO je a 1eo Opoj Baxu [a + b = a + [b]):

n—[n{vn}] =n—[n(Va—=[vn])] =n—[n(Vn—t+1)]
:n—[n\/ﬁ]—{—nt—n:nt—[n\/ﬂ.

ITpema Tome, nt = 2 + [ny/n).
Hexka je n = t> — k u npernoctaBumo 1a je k > 2. Tana je

nvn+2 < nt
1 TIOIITO je
2+ [n n} < 24+ nyvn,

nobujamo ma je ny/n +2 < 2 + ny/n. 3anucyjyhu oBy HejeITHAKOCT y
00Ky N (\/n +2— \/ﬁ) < 2 u mHOXehu je ca vn + 2+ y/n 1obujamo

() n<vn+2++/n.

[Mowrro je y/n(n +2) < n + 1, nocie KBagpUpamba HEjeHAKOCTH ()
nobujamo n? < 3(n + 1). OBa HejerHAKOCT je TauHa camo 3a n = 1,2
WK 3 U HETIOCPEIHOM MTPOBEPOM MOKEMO BHIETH Ja HHUjeIHA O]l OBUX
BPETHOCTH HHjE PelICHhe.
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[Ipema Tome, k£ = 1 u mocne cTUYHUX TpaHchopManuja T0O0HjaMo

n<2(vVn+1++/n). U3
2<\/n+1—|—\/ﬁ> <4v/nti

crem n < 4v/n + 1. TlomTo je n = t? — 1 mobujamo t? — 1 < 4t, mro
je Tau"o camo 3a t < 4. Ilpema Tome, cBe Moryhe BpeIHOCTH 3a 1 Cy
n =3,n =8un = 15. IIpoBepom yTBphyjemo na camo n = 8 un = 15
3a/I0BOJbaBa]y YCIIOBE 3a/1aTKa.

12. (HammoHamHa MaTeMaTHYKa OTUMITHjala—TIpBa pyHaa, PymyHuja
2003, 9. paspen) Hahu nieo neo 6poja

an:§/24+ {’/24+---+\3/24 (n xopeHa),

raejen > 1.
Pewerve. QuurnemHo je
i1 =24 +a, u 2<V24=aqa, <3.
[IpernoctaBuMo 1a je 3a Heko n € N ucnymeno 2 < a,, < 3. Tana je

Unp1 = V24t a, <V24+3=3 u  a, >V24>2

Jaxne, Baxu 2 < a, < 3,3acBen > 1, ma je [a,] = 23acBen > 1.
13. (Hanuonamna maTemMaTHuka OJIMMIHjaga—TpBa pyHaa, PymyHnuja
2003, 10. pa3pen) Heka cy n 1 p O3UTUBHHU 1IeTTH OpOjEBH 3a KOj€ BaXKH

n

j 1.
k> JemHaK n +

p > 2", Jloka3aTu 1a je 11eo 1eo 6poja Z (/14 (
k=0

Pewerve. Tpeba mokazaTtu 1a je

n+1<y 1+<Z) <n+2.
k=0
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n
k

HaKOCT uckopuctuhemo BepHynHjeBy HejeTHAKOCT:

1/n\\" 1/n n
14+ = >1 - =1 ,
< +p(k)> r p(k‘> +(k‘)
OJlaKIIe je
1/n n
14— > (14 3acee k=0,1,...,n.
p\k k

CalbupameM TPeTXOIHUX HEJeTHAKOCTH J100UjamMo

JleBa HejemHAKOCT je ounrienHa jep je {/ 1 + ( > > 1. 3a mecHy Hejen-

n

- 1 ¢ 2
St (V) <nrr+ 23 (V) =nr1+ S <nt2
k p k p
k=0 k=0
14. (Xepmur) Ako je x peanmad 6poj a n MpUpOIaH Opoj, OHTA BaXKU:
1 2 n—1
|+ |z +—|+|z+—|+ -+ |2+ ——| = [nz].
n n n
Pewerve. Ilomro je

[33]+{x+ﬂ+{x+%]+...+{x+n7—l]

=l + o+ [t 2] [ty 2] ok [+ 2]

u [nz] = nlx] + [n{x}], 1OBOBHO je moKazaTH 1A JATA JEHAKOCT BAKHU
3a cBe peaiiHe 6pojese  u3 [0, 1).
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Heka © € [0,1) u Heka je k 6poj u3z {0,1,...,n — 1} TakaB na je

k k+1 .
— <z < —— Tagaje
n n
1 2 n—k—1
n n n
—k—1 k+1 —k—-1
jep je x-l—n < + +n = 1. Takobe je
n
[ n—k} [ n—k—l—l} [ n—l}
T+ =lot—"|== |zt =1,
n n n
.. n—k _k n—k n—1 k+1 n-1
jepje v+ —— = — + =1lwuaz+ < + <
n n n n n n
n n-—1
— < 2. 3Hauu
n
1 2 n—k—1
[+ o+ |+ |+ |+ + |2+
n n n
n—k n—k+1 n—1
+tlr+—+|rt+t—| +-+ T+
n n n
=0+ - +0+1+ -+ 1=F
n—/;,ny'ra kl;;/Ta
k k+1
Uz —<z< i ciemn na je k < nx < k+1, 1j. naje [nx] =k,

n
YuMe je TBpheme T0Ka3aHo.

15. (CnoBenauka matematuuka onummnujana 1999, IV paspen) Heka
je m mpupoaaH O6poj u 11, T2, ..., Ty MO3UTUBHU pAllMOHATHU OpOjeBU
TakBU Aaje 71+ 7o+ - +1, = 1. Jlebunucana je pynkuuja f: N — 7Z

f(n)=n—[rn] —[ran] — - — [rpunl.
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Hahu MuarMMyM 1 MakcuMyM QyHKIHje f.

Pewere. 3a cBaxkur;, 1 = 1,2, ..., m, u cBaKU mpupoaaH Opoj 1 BaXu
Hejerrakoct 0 < rn — [rn] < 1.

Hexka je s HajMamU 3ajeTHUUKY capsKaall IMEHUIALA PalliOHATHIX
opojeBa 7,7 = 1,2,...,m. Tana je

I

(rin — [rin]) = 0, 3a cBaku mpupoman 6poj n,

f(n) =

=1

u f(s) =0, na je 0 Munumym dpynxumje f. Jabe, 300r

f(n) = Z (rin — [rin]) < m, 3a cBaku mpupoaaH 6poj n,
i=1

m

f(s—=1) = s—l—Z[ris—n]

= S—l—Z(ﬁS—l)

i=1
= s—1—-s+m=m-—1

MakcumyM ¢yHKIje f je m — 1.

16. (CaBe3no Ttaxmuuewme 1985, II paspem) Heka je dynkumja
f : N — N szagara dopmynom f(m) = m + [\/m]. [lokazatu na 3a
cako m € N nocroju k € N, Tako maje f¥(m) = f(f...(f(m))...)
MOTIIYH KBapart.

Pewerve. IlpuMeTuMo 11a 3a CBAKH MPUPOIAH OPOj 1M MOCTOjU IPUPO-
IaH Opoj 1 TaKaB J1a BaXU

n<m<n?+2n=n+1)>*-1
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Axo je m = n?, onna je:
f(m) = f(n?) = n*+n,
f?(n?) =n? + 2n,
n?)=n>+3n=mn+1)>%*+n-1,
fFn?)=m+1)2+n—-1+4+2(n+1)=n+2)?2+n-2,
ffn)=mn+2*+n—-2+42n+2)=(n+2)>*+n-3,

fz.”_l(nQ) =(n+n-12+1,
) =2n -1 +1+22n—1) = (2n)%

Comunoce3a m=n’+an+ 3, a € {0,1}, B €{1,2,...,n} nobuja

fP(m) = 777 (n* + an+ B) = (m+ B)°.
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JE®UHULIUIA 2.1. []eo 6poj a gewus je yeaum opojem b, paznuuuizium og
HYJle, aKo U Camo ako dociiioju yeo opoj q wakas ga je a = bq. Arxo je 6poj
a gemus 6pojem b, iuwemo b | a (b genu a). Kasicemo ga je 6poj b genunay
bpoja a, ognocHo ga je opoj a cagpacanay dopoja b.

Axo 6poj a Huje nesbuB 6pojem b mucahemo b1 a (b He nenu a).

OuurieIHO je U3 MPETXOIHE TeUHUIIN]E Ja 32 CBAKH 11€0 OpOj @ BaXu

a|a. AxkoBaxu a|bwua # b, Tamga kaxeMmo 11a je a dpasu geaunay O
b.

TEOPEMA 2.1. 1. b | a = b | ac 3a céaxo ¢ € Z.
2.a|bAb|lc=a]c
3.albANa|c=a|bxr+cysaceer,y <l
4. a|lbAb|la=a=bVa=—b.
5. Ako 3a iosuitiusne Opojese a,b eaxncu a | b, onga je
a<b.

JTOKA3. 1. Kako b | a tama moctoju ueo 6poj m Takas jaa je a = mb.
Tana 3a cee ¢ € Z Baxu ac = (mc)b = nb, tae je n = me € 7, opakie
cem 1a b | ac.

2. Ako a | bu b | ¢ Taga mocroje uenu GpojeBH M U N TAKBH Ja je
b =mauc=nb,najec=nma,akakoje nm € Z cneau na a | c.

3. Axo a | bu a | ¢ Tama mocroje nenu 6GpojeBU M U N TAKBU JIa je
b =mau c = na. Taga je 3a IpoU3BOJLHE IIeJiec OpojeBe T U Y

bx + cy = max + nay = a(mzx + ny),

ma Kako je mz +ny € Z 1o Baxu a | bz + cy.
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4. Axojeb=0,Tamajeua =0, maje a = b. Heka je b # 0. Tama us
a|bub | acnenu ma mocroje menu 6POjEBH M U N TAKBU 14 je b = ma u
a = nb, omakine je a = nma, na je nm = 1. Kako cy n u m uenu 6pojeBu
Tojewmun =m = luwmn =m = —1, oqHOCHO @ = b uinu a = —D.

5. U3 a | b cnenm ma moctoju ¢ € Z TakaB jaje b = aq, a Kako je
b>0wu a>0, Tojeun g > 0, omHOCHO, 300T ¢ € Z, q > 1, na Baxu
b=aqg>a-1=a. [ |

TEOPEMA 2.2. Ako ce y jeguaxocitiu a, + as + - - - +a, = 0 3a cee cabupxe
cem jegnoZ 3Ha ga cy gemusu yeaum opojem b, onga je u iiaj cabupak genus

cab.

JIOKA3. Heka je a; cabupak 3a KOju ce He 3Ha J1a Jiu je aesbuB ca b. Tana
je

a; = bqi, az = bqa, ..., a;—1 = bgi_1, a1 =bqiy1, ..., ax = bay,

3a Heke 1eae 0pojeBe qi,qo, - -, qi—1,Git1, - - -, qr. Taja U3 aTe jeaHa-
KOCTH J00HUjaMo

a;==blq1+q@+ -+ g1+ g+ +a) = by,
meje ¢ =—(n+@+ - +g1+tgnat-+q)€Z 1. bla. W

TEOPEMA 2.3. (Teopema o ocitiaitixy) Hexa je a € Z ub € N. Taga
focitioje jequHcitieenu Opojesu q,r € 7 fWaxeu ga je

a=bq+r, 0<r<hb.

bpoj q nasuea ce koauunuk, a 6poj r ocmamak iipu gemervy bpoja a bpojem

b.

JoKA3. TTocmaTpajmo cBe 6pojeBe obnuka a — kb, tie je k € Z. N3abe-
pumo Mehy TuM OpojeBuMa HajMamu 6poj Koju npunaga ckymy N U {0}
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(TakaB OpOj CUTYPHO ITOCTOjH jep je CKYIT IPUPOIHUX OpojeBa 100po ype-
hen). Heka je Taj uzabpanu 6poj a — qb. Ob6enexxuhemo ra ca r. Tama
je

(1) a="bq+r, 0<r <y,

jep 6m y cnydajy r > b u 6poj a — (¢ + 1)b < a — ¢gb 6uo u3 ckyma
NU{0}, mro je y koHTpaaukuuju ca u36opom 6poja a — bq. IIpema Tome,
JIOKa3alli CMO €T3UCTEHIN]y OpojeBa ¢ u r. OcTaje joun ga JOKaXeMo U
IBUXOBY JeAUHCTBEHOCT. lIpeTmocTtaBuMoO aa moctoje u OpojeBH ¢ U 7'y
TaKBU J1a je

(2) a=bgp+r, 0<r <b
Tana us (1) u (2) cnenm
0=0bqg—q)+ (r—m1),

omakie ciemu ga b | r — . Kaxkoje|r — | < b, tojer —r; =0, T1j.
r=ry,najeuq=q. [ |

ITpeTxogHOM TeopeMoM je oMoTyheHOo TIpeIcTaBbamhe OpojeBa y Imo3u-
IIUOHOj HOTAIUJHU Y JaTOj OpojeBHO] 6a3u. AKo je b > 1 maTu mpUpoIaH
Opoj, Tama 3a CBaKM MPHUPOJAH OpOj a MOCTOje jeAUHCTBEHU MPUPOTHU
opojeBu n, ag, ay, . .., a, TAKBH Ja je:

(*)

a=a,b"+---+a1b+ap
O<a07a'17"'7an71<b71<0Jn<b

Hexka cy npupoguu 6pojeu 0, 1, ..., b — 1 03HaUeHH MOCCOHUM 3Ha-
uMa, Koje HazuBamo nudpama y 6pojeBHoj 6a3u b. AKo ¢y Co, C1, - .., Cp
udpe Koje oarosapajy 6pojeBuma ag,ay, . .., G, y MPEACTaBbamy (%),
Ta/1a TUIIEMO

a=(cp...c100)p
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V nekagHOM CHCTEMY, KOJU KOPUCTUMO 3a 3aIllUCHUBAIbe IIPUPOTHUX Opo-
jeBa, mudpe cy 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 u mumemMo a = ¢, . .. c1Cy, YMECTO
a=(¢p...c100)10.

ITPUMEP 2.1. Basza bunapnoé cucitiema je opoj 2, gok ¢y yugpe O u 1. Ha
apumep, axo je a = 11011015, onga je a = 2% + 25 + 23 4+ 22 4+ 20 = 109.

ITPUMEP 2.2. Xekcageyumannu cucitiem 3a 6azy uma b = 16, a yugpe oso
cuciiema ¢y 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F. Jlakze, osge cum-
oo A, B,C, D, E| F cimioje pegom 3a 10,11,12,13,14,15. Ha apumep,
E07A = 14163+ 7161 + 10 - 16° = 57466.

ITPUMEP 2.3. Ilpegcitiasumo opoj a = 973 y bpojesrnom cucitiemy ca 6azom
b="17. Kako je
973 =139-7+0

139=19-7+6
19=2-74+5
2-0-T+2

umamo ga je a = 25607.

HAMOMEHA. Axo cy b u B 6pojesne 6a3e Takse 1a je B = b* 3a Hexn
npupoaH 0poj k, Taga mocToju ,,0p3° alropuTam 3a nmpeinas u3 6pojeBHOT
cuctema ca 6asom b y 6a3y B, omHocHO u3 6ase B y 6a3y b, xoju je
CHEIMjalTHO BakKaH 3a Mpena3 U3 OMHapHe Oase y XeKcaJelUMallHy, H
00pHyTO. UHTAOIy IPEnyIITaMO Ja CAMOCTATHO JI0hje 1O aaropuTtMa, Ha
OCHOBY HApEIHOT MPUMeEpa.

TIPUMEP 2.4. 3ab =2, B =2* = 16 u a = AT0F\ umamo

a= 1(1}0 01711 00000 11F11 = 10100111000011115.

Axo je a = 101010100011004, onga je
a = 0010101010001100 = 2A8C"s.
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JEOUHULIWIA 2.2. I]eo Opoj d je 3ajegnuuku geaunay opojesa o u b axo
dlaud]|b.

JEOUHULIUIA 2.3. Hajsehu mehy 3ajequuuxum genuoyuma opojeea a u b
Je najechu 3ajegnuuxu genmunay o6pojesa a u b. Obenesxcasa ce ca (a,b) um
H3/1 (a,b).

[Towrto cBaku 11eo 6poj pazmuuut o1 0 iMa KOHAYHO MHOTO JIeNTjIala,
TO j& CKYIT 3ajeJHUYKUX ACNMIalia JBa 1ena Opoja KOHAYaH U y HeMy
noctoju Hajehu Opoj. Ilpema Tome, HajBehu 3ajeTHUUKYU JETUIIAIL IBA
nema Opoja yBek moctoju. Mu hemo 3a HajBehm 3ajeTHMYKU JTeTUIall
OpojeBa a 1 by 0BOj KIbM3H KOPUCTUTH O3HAKY (a, b), OCHM y cliydajeBUMa
Kama OU Ta 03HaKa JIoBena J10 3a0yHe (jep ce McTa 03HaKa KOPUCTH U 3a
ypehenu map), kaga hemo kopucrutu o3naxy H3/ (a,b).

JEOUHUILNIA 2.4. 3a bpojese a u b kasxcemo ga cy y3ajamno (peraitiueno)
iipociniu axo je (a,b) = 1.

TEOPEMA 2.4. Hajechu 3ajequuuku genunay gea yeia opoja, og Kojux je
bap jegan paznuyuiti og 0, je jequucitieen.

JTOKA3. Heka je d = (a,b) u dy = (a,b). Taga Baxu d | dy u d; | d,
oxakie cieau aa je d = d;. [

Ha ocHoBy medununmja 2.2. u 2.3. cmeam jga ako je d 3ajeTHUYKU
menunar 6pojea a u b, ouma d | (a,b).

TEOPEMA 2.5. Akoje a =bqub > 0, onga je (a,b) = b.

JTOKA3. Kako b | au b | b, To je b 3ajenuuuku nenunar 6pojesa a u b.
Hwujenan nieo 6poj ¢ > b He moxe 6utu menwnarn Opoja b, (36or b > 0),
naje (a,b) =b. |
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TEOPEMA 2.6. Ako je d = (a,b) onga dociwioje bpojesu o, € 7 iHaxeu
gaje aa+ b= d. Hajsehu sajegnuuru genunay bpojesa a u b je najmarsu
dosuimiuear 6poj ooauxa oa+ b, o, p € Z.

JIOKA3. VY ckyny nenux 0pojeBa obmuka aa + b, «, 8 € Z wuzabepumo
HajMamu mo3uTuBaH 6poj. Heka je To 6poj ¢ = aa + Bb. Jlokazahemo
714 je ¢ 3ajeIHuuKY enuian 6pojesa a ub. AKo ¢ { a oHJA MOCTOje Lenn
opojeBugur, 0 <r < c, TakBu 1a je a = cq + r. Tanma je

r=a—cq=a—q(aa+ pb) = (1 - ag)a — Bqb.

W3 mipeTXo/iHe jeHAKOCTH CIeTd 14 je T MO3UTHBAH Opoj MambH OJ1 ¢, a
npunajaa ckymy OpojeBa obmuka aa + b, MITO je KOHTpaJUKIMja ca
NPETIOCTABKOM JIa j€ ¢ HajMam¥ Takas 0poj. daxie, ¢ | a. AHaIOTHO ce
nokasyje a ¢ | b.

Tpeba nokasatu jomr 1a je d = ¢. Kako d | a u d | b, To
je a =md u b= nd, 3a Heke lienle Opojeee m u n. Tana je
¢ =amd+ pnd = d(am+ fn), na d | c,aTo3nauu naje d < c. Kako
je d HajBehu 3ajeHUYKM IenuIal OpojeBa a v b, a ¢ 3ajeTHUYKH JIeITHIIAL]
OpojeBa a u b To Mmopa 6utu d > ¢, na je d = ¢, oqHOCHO d = aa + SbA

TEOPEMA 2.7. Axo je k > 0, onga je (ka, kb) = k(a,b).

JIOKA3. TIpema mpeTxoaHoj TeopeMn HajBehu 3ajeHUYKYM Aenmval Opo-
jeBa a u b je HajMawU MO3UTUBAH Opoj obnuka aa + Bb, o, € Z, a
HajBehu 3ajeHUYKM Jenuiarn opojeBa ka u kb je HajMarmbU MO3UTHBAH
6poj oonuka aka+ Bkb, o, B € Z, onakie 300t ycnosa k > 0 tupekTHO
cnenu TBpheme. [ |

TEOPEMA 2.8. Axo c| ab uakoje (c,a) =1, waga c|b.

JTIOKA3. U3 npernocraske (c¢,a) = 1 crneau ga nocroje «,y € Z TakBH
naje aa+yc =1, nmajewu aab+ ycb = b. U3 npernocraske ¢ | ab u
unmbeHuIe qa ¢ | cb, cnemu na c | b. [
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V mpeTxo/1HOj TEOPEMHU MPETIIOCTABKA /1A CY @ U € y3a]aMHO TIPOCTH je
BeoMa OMTHa, jep Oe3 Tor ycrmosa He creau 1a ¢ | b. Ha mpumep, 10 | 5 - 8,
amm 104 5u 101 8.

Kako nmespuBOCT menmx OpojeBa He 3aBUCH O] 3HAKA, MOXEMO Ce
OTPAaHUYUTU Ha JIeJbUBOCT MpupoaHux OpojeBa. Cana hemo natu jenan
anroputam 3a oapehuBame HajBeher 3ajeTHUUIKOT JIeNHOolIa IBa TPUPOTHA
Opoja, KOju ce 3aCHMBA HA TEOPEMHU O OCTATKY.

Eyxmmnos aaropuram. Ha ocHOBY Teopeme 2.3. MOKEMO UCTTMCATH Clie-
nehu HU3 jeTHAKOCTH:

b=r1ga + 1o, 0 <y <y,
r1 = T2q3 + T3, 0 <3 <y,
Tn—2 = Tn-1qn + Tn, 0 < Tn < Th-1,

'n—1 = "nqn+1-

Kaxko OpojeBu 1, unHe cTporo omnajiajyhu Hu3 npupogHux OpojeBa MamuX
ox b, To hemo HakoH KOHa4YHOT Opoja kopaka aohu 1o 7,11 = 0, Tj. 10
JEIHAKOCTH Ty—1 = TpGn+1, KOja TOBOPU O JIEJBUBOCTH JBA Yy3aCTOITHA
OCTaTKa.

TEOPEMA 2.9. 1. Ako je a = bq + r, onga je (a,b) = (b, 7).
2. Ilocregrou octmiattiax r,, Koju je pazmuyuiti og uyre y Eykuugosom anzo-
puitimy dpegcitiasnsa Hajeehu 3ajequuuxu genunay opojesa a u b.

JIOKA3. 1. Heka je d 3ajenHuuku jenuian opojeBa a u b. Tama us
a = bq+rcnenu na d | r, ogHOCHO 14 je d 3ajeHruKy genunan opojesa b
ur. AKO je ¢ 3ajeJHUYKH Jeaunan Opojesa b u r, Taja, OmneT U3 jeTHAKOCTH
a = bq+r,crnemu na ¢ | a, ma je ¢ 3ajeqHuuku aenunan opojesa a u b.
[IpeMa ToMe, CKYIT 3ajeJHMYKHUX JIeTMIala OpojeBa a U b mokjama ce ca
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CKYIIOM 3ajeTHIUKMX Jemiana opojeBa b u r, ma cy Mel)ycoOHO jeTHaku
U BuxoBu HajBehu enementn, Tj. (a,b) = (b, 7).
2. Ha ocnoBy 1. Baxe cnenehe jeqHakoCTH:

(a,0) = (b,r1) = (r1,72) = -+ = (P2, 70-1) = (Tn-1,70).
IMowrto 7, | Th1 TOje (Tp_1,7n) = Ty, maje (a,b) =r,. |
TIPUMEP 2.5. Ogpequmo (942, 444). Ipumenom EykiugosoZ anZopuitiva
gobujamo

942 = 2 - 444 + 54
444 = 8- 54 4+ 12
54 =4-12+6
12=2-6
ogaxne crequ ga je (942,444) = 6.
Teopema 2.6. TBpIM J1a 3a cBaKa JBa Iieia Opoja a U b mocToje menu
OpojeBu o u S TakBu 1a je aa+b = (a,b). 3uajyhu Eyknuios anropuram
HUje Tenrko Hahu mocTymak kako 3a 3aj1ate a u b epekTHBHO OJIpeTUTH (v U

(. Taj moctynak HeheMo eTaJbHO onMcuBaTH, Beh hemo ra miycTpoBatu
Ha crefehem mpumepy.

I[IPUMEP 2.6. Ogpegumo yene bpojese o u 3 iwiaxee ga je
a-942 4 5 - 444 = (942,444).
Ha ocnosy dpumepa 2.5. umamo ga je (942, 444) = 6, kao u

54 = 942 + (—2) - 444
12 = 444 + (—8) - (942 + (—2) - 444) = (—8) - 942 + 17 - 444
6 =54+ (—4)-12 = 33942 4 (—70) - 444,
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JE®UHUIWIA 2.5. Hajeehum 3ajeguuuxum genuoyem n yeaux Opojesa
ai,Qs, - ..,04, 308eM0 Hajeehu og 3ajegnuukux geaunaya 08ux Opojeea u
obenesicasamo 2a ca (ay,as,...,a,) ww H3(ay,as,...,a,). Ako je
(ay,a9,...,a,) = 1, 6pojesu ai,as,...,a, cy yzajamno (peaaimiueno)
ipocitiu. bpojesu ay,as, . . ., a, cy y3ajamno (peraitiueno) iipocitiu y iapo-
euma axo je (a;,a;) =1lsai=1,2,...,n, j=1,2,...,n, i #j.

CrnraHO Kao U Ko HajBeher 3aje THUUKOT JIeTTHola 1Ba Opoja, 3a Haj-
Behu 3ajegHuyku nenwnan Opojesa aj, ds, . .., d, KOPUCTUhEMO O3HAKY
(ay,az,...,a,), OCUM y CllyyajeBUMa KaJla Ta O3HAKA MOKE JJOBECTU J10
3a0yHe u tajga hemo ucatu H3 (ay, as, . .., a,).

[IpuMeTuMO 1a GpOjeBH aq, A, . . . , Ay, (N > 2) MOTY OMTH y3ajaMHO
MPOCTH, a Ja MPUTOM HEe MOpPajy OMTH y3ajaMHO MPOCTH 10 TTAPOBUMA.

ITpuMEP 2.7. (55,100,205) =5, (3,7,12) = 1, @wj. 6pojesu 3,7 u 12 cy
y3ajamno apociau, Mehymum, oHu HUCY VY3ajamMHO Apocitiu y daposuma jep
je (3,12) = 3.

Hajehu 3ajemnuukum menmumar OpojeBa aj, s, ..., a4, MOXKE C€ JIO-
OMTHU BHUILIECTPYKOM MPUMEHOM EyKIMIOBOT alropurma, 0 4eMy roBOpU
cneneha Teopema.

TEOPEMA 2.10. 3a ipupogne 6pojese ay,as, . .., a, (n > 3) eaxcu
(al, ag, ... ,Cln) = ((al, ag, . .. ,an_l), an).

JIOKA3. Heka je

d=(a,as,...,a,) mu d = ((ar,a9,...,0,_1),a0).
Kako d | a; 3a i =1,2,...,n, 10 d]| (a1,as,...,a,_1) u d| a,, na
npema tome d | d'. Cmwuno, 360t d' | (ai,az,...,a,-1) u d' | a,, Baxn

d|a; 3ai=1,2,...,n, mad |d. Ilpema tome, d =d'. [
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JAE®UHNIMNIA 2.6. 3ajegnuukum  cagpoicaoyem 1 yeaux  Opojesa
a1, a9, ..., 0y, PA3IULUIAUX OF HY]e, HA3UBAMO C8AKU OPOj Koju je gemus
ceaxkum og opojesa a,Qs, . . ., G,. Hajmarou mehy tosuiiuenum 3ajeqHuy-
Kum cagpatcaoyuma opojesa ai,Qs, . .., a0, 308¢ Ce HAJMArbU 3AjeqHUYKU
cagpxcanay wux Opojesa u obenexcasa ce ca [ai,as,...,a,] wwm ca
H3C ((11, as, . .. ,an).

Ha ocHoBy nedunummje 2.6. ciemu aa ako je § = [ay, as, ..., a,] 1S
Ma KOjH 3ajelHMYKH cajapkanal 6pojesa aj, as, . .., d,, oHIA S | S.

VYV oBoj k®U3M hemMo 3a HajMamH 3ajeTHMYKU caJpikaialn OpojeBa
ai,as, ..., a, yBEK KOPUCTUTU O3HAKY [a1, A, . . ., Ay).

TEOPEMA 2.11. (a,b) - [a,b] = | ab|.

JIOKA3. Jlokazahemo TBpheme 3a mpupoHe OpojeBe (JTaKo ce Mpera3u
Ha 11ee OpojeBe).
Heka je S 3ajenqnnuku caapskanan 6pojeBa a u b. Taga je S = ak, 3a
a

Heku npuponan 6poj k. Kako b | S, To je > € N. Heka je d = (a,b).
Tama mocToje y3ajaMHO MPOCTU MPUPOTHU OPOJEBH M U N TAKBH Ja je&
a=mdub=nd,naje

ak  mdk mk

—=—=—c¢N.

b nd n
Kako n | mk u (n,m) = 1, To n | k, omHOCHO TIOCTOj1 TipUpOaaH 6poj ¢,

) a
TakaB Ja je k = nt = Et' Haxme, S = Et'

. ao . .
C npyre cTpaHe, cBaku Opoj 00IMKa Et je caapokanail 6pojesa a u b.
ITpema ToMe, S je 3ajeqHHUYKH caapiKajaall OpojeBa a M b ako U caMo aKo

ab
jesS= Et, t € N. Hajmamu TakaB 6poj noduja ce 3a t = 1. Jlakie, ako
. ) ab
je s =[a,b], Tama je s = —. |

d
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2.1. 3amamm

17. JlokxasaTu j1a 3a CBaKM MpupoaaH 6poj n, 584 | 8" 4 8"+ 4 82,
Pewere: 8" + 8"t 4 82 = 8771 (8 + 82 4 8%) = 8" 1. 584,

18. doxazartu na:

(1) cy cBu 6pojeu oomka 1 007,10017,100117,1001 117, . .. (u3me-
hy nudapa 0 u 7 ymehe ce mpousBospHO MHOTO myTa 1udpa 1) nesprsu ca
53;

(2)3a cBakon € N, 133 | 11772 + 122+,

(3) 3a ceako n € N, 3" | aa...a 3a ma Kojy mudpy a.

371

Pewerve. (1) JemHOCTaBHO, JIeTbeHEM, MOKEMO C€ YBEPHUTH JIa Cy JATH
opojeBu cnoxenu: 1007 : 53 =19, 10017 : 53 = 189, ...,

10011...17 : 53 =188...89
—53
471
—424
471

471
—424
CAT7
— 477

0

Wuaue, TBpheme crequ Ha OCHOBY MPUHIIMIIA MATEMAaTHYKE MH/YK-
[Mje, U3 YUILEHUIIE J1a j€ TaTH HU3 OpojeBa 3aJ1aT PEKYPEHTHUM (hOpMY-
Jama

a; = 1007, a,41 = (a, —6)-10+ 7 = 10a,, — 53,
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a caM JIoKa3 MpemymTaMo YUTAOILY.
(2) Tepheme mokaszyjeMo UHIYKIHjOM TIO 7.

Ban =1,133 | 11172 4 12211 = 1331 + 1728 = 3059 = 23 - 133.

[IpernocraBumo 1a TBpheme Baxu 3a Heko 1 € N.

Tana je

1174 4122048 = 111172 4 144 - 1227+
=11 (11" 4+ 12°"71) + 133 - 12*"*1,

a HAa OCHOBY MHyKIHUjcKe mpeTrocTaske 133 | 11773 + 122713, axre,
3acakon € N, 133 | 1172 4 122+,
(3) Tepheme Takohe mokazyjeMo HHIYKITHjOM TIO 7.
3an=1,3]aaa.
IT 3" | aa...a .
perrnocTaBumo jia 3" | 3

.a = aa...qaa...qaa...q
\v/ v\v/\v/
3n+1

=10*%"aa...a +10*" aa...a + aa...a
SN—~— N~ Y~
3n 3n 3n

= (100...0100..01) - ga...q .
—— =~ ——

3n_1  3n-1 3n
Kako 3| 100...0100...0 1 u mo HHAYKIIN]CKO] TIPETIIOCTABIHU 3" | aa...q
| 100..0100...0 JIYKIMCKOj TP m 3" | ga...q,,
gn—1  3n—1 3n
10 3" | ga...q, .
N——
3n+1

19. OnpenuTH ocTaTak Jejbemba 6poja 652 + 853 ca 49,

Pewerve:

683 + 883 — (7_ )83 (7+ 1)83

= 7% _ (83)782 et <§2)7— 1+
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83 83
+783+( )782+---+( )7+1

1 82
83
= N-49+2-
R
= N-4942-(11-7+6)-7
= N 49421149 + 49 + 35.

)-7:N-49+2-83-7

Jlakne, ocTaTak jesbera opoja 653 + 853 ca 49 je 35.

20. JlokaszaTu ja 3a CBaKu IPUPOIAH OpOj N BaXKHU:
(1) 6]n3+5n; (2) 30|n°>—n; (3) 120 |n° —5n® + 4n.

Pewerve. OBa TBphema ce 10Ka3yjy MPUMEHOM MPUHIIUAINA MATEMa-
TUYKE WHIYKIIH]E, aJIv J1a OHA BaXK€ MOXKeE Ce ,,BUJIETH " U3 oJroBapajyhux
JETHAKOCTH.

(D) n¥+5n=n3-n+6n=(n—1)n(n+1)+6n.

Kako 2| (n—1)n(n+1), 3| (n—1)n(n+1)u(2,3) = 1, To Baxu
2:3=6]|(n—1n(n+1).

Q2 n’—n=nn*-1)=(n—-Dnn+1)(n*+1).

IMpema (1) 6 | (n — 1)n(n + 1). Moryhe je na nactyme crnenehu
CITyYajeBu:

(1) n =5k, 3aneku k € Z;

(11) n="5k+1, sanexku k € Z, tanajen — 1 = bk;
(iii) n=>5k+2, sanexu k € Z, tanaje n®> + 1 = 5(5k* + 2k + 1);
(iv) n=>5k+3, saneku k € Z, tana je n® + 1 = 5(5k? + 6k + 2);
(v) n=>5k+4, sauexu k € Z, tamajen +1=5(k +1).

(3) n® —5n3 +4n =n(n* — 5n* +4) = n(n* — 4)(n? — 1)
=(mn—-2)n—1n(n+1)(n+2).
IIpou3Bo MMET y3aCTOIMHUX OpojeBa aesbuB je ca b! = 120.

21. Axo je 30up 2004 mpupoaHa 6poja nepuB ca 6, oHIa je 1 30up
IbUXOBHUX KyOOBa JieJbuB ca 6. Jloka3aTw.
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Pewerse. Kako je 3a cBaku IpupoaaH O0poj a 6poj
a®—a=(a—1)ala+1)
nepuB ca 6, To je 1 6poj

3 3 3

ay —ap+ay — Gz + -+ ayo4 — 2004
— 3 3 3
—(a1+a2+"'+a2004)_(a1+a2+"'+a2004)

Je/buB ca 6, Ta Kako je Opoj ay + as + - - - 4 g4 JeTBUB ca 6, TO je 1 Opoj
ai + a3 + -+ + adyy, nemwus ca 6.

22. JlokasaTH 1a je 3a CBaKH IIpUpoaH 6poj n 6poj 23" + 1 nemmus ca
3""! u Huje nespuB ca 372,
Peweme. Jlokas 06a TBphema U3BOTUMO UHAYKIIUJOM IO 7.
3a n = 1, HemocpeTHO ce MpoBepasa aa 32 | 23 + 1.
n K n 3 .
TMpetroctasimo ma 3"+ | 23" + 1. Tama (3"1)° | (2%" +1)°, .

g3 |93 414328 (27 4 1),
Kako je 3n + 3 > n + 2, uz ropme popmyme cieau 1a
3228 143028 (28 1)
o uaaykTHBHOj MpeTnocTasuy 3™ | 23" + 1, ma 3772 | 3. (28" +1) .
Taxne, 32| 23" 4 1.
Taxkobe, 3a n = 1 HenmocpeaHo MpoBepaBamo aa 32 123 + 1.

IIpetnoctasumo na 3"+2 { 23" + 1, 3a mexu npuponan 6poj n. IMoc-
Tynajyhu kao y oka3y mpeTxoHor TBphema Jo0ujaMo 1a BaKH:

3823 1 1328 (23 4 1),

Cana, ako 3" | 25" 4+ 1, oma 3743 | 323" - (23" + 1), omaxue cnenu

na 372 | 23" 4 1, cynmpoTHO MHAYKTUBHO] mpeTnocTasuu. Jakne, 3"+
n+1 . .

He gemu 22" + 1, unMe je OKA3 MHIYKIIH]jOM 3aBpIICH.
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23. Heka je n mpupoaaH 0poj. Jlokazatu aa je 6poj
m+1)(n+2)---(n+n)

nesbyB ca 2", a Huje fesbuB ca 2L

Pewere. Jloxkazahemo MHIYKIIMjOM Ja ce Opoj 2 MmojaBibyje TAYHO N
myTa Kao unHunan 6poja (n + 1)(n+2)--- (n +n).

3a n = 1 TBpheme je OUnrIeIHO TaYHO, jep je Tajaa JATH IPOU3BO/T
JenHak 2.

IIpernocraBuMo 11a ce, 32 HEKU TPUPOIaH Opoj 1, OPoj 2 y MpoU3BOIY
(n+1)(n+2)---(n + n) nojaBibyje K&0 YNHUIALL TAYHO N MYTA.

Tana je

m+1+1)n+14+2)---(n+14+n—-1)n+1+n)(n+1+n+1)
=n+2)(n+3)---(n+n)2n+1)(2n+2)
=n+2)n+3)---(n+n)2n+1)2(n+ 1)
=2n+1)(n+2)(n+3)---(n+n)(2n+1)

Ta TOIITO Ce, TpeMa WHIYKIH]CKO] TIPETIIOCTABIM, 2 TI0jaBJbyje TAYHO N
nyTa Kao yuHWian y nmpoussoay (n + 1)(n +2) -+ (n + n), a unaumaig
2n + 1 je HemapaH Te OH HHje JIEJbUB ca 2, CIIEIU J1a C€ Y MPOU3BOIY
m+1+)(n+141)---(n+1+n—-1)(n+14+n)(n+ 1+n+1)6poj
2 Xao YMHUIAI MTOjaBIbyje TauHO N + 1 myTa.

24. Konmuko uMa MpUpOTHUX OpojeBa Koju Hucy Behum ox 2004 3a
Koje Baxu [\/n] | n?

Pewerve. Heka je [\/n] = k. Tana je
<Vn<k+1, 1. BP<n<k+2k+1.

Wsmely yzacronnux kBaapata k2 u (k+1)? camo cy 6pojesu k2, k*+k
u k?+ 2k nemusu ca k. Ilpema ToMe, y cBakoM off MHTepBana [1%,22),
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[22,32), ..., [432,44%) mocroje Tpu mpupoHa 6poja KOju 3a10B0bABA]Y
nath ycnoB. Kaxoje 442 = 1936, 442 +44 = 1980 u 44%+2-44 = 2024,
OpojeBa ca TpakeHOM 0coOMHOM nma 3 - 43 + 2 = 131.

25. HNoxkazatu na je 30up 2n + 1 y3acTomHHMX mpuUpoAHUX OpojeBa
neJpuB ca 2n + 1.

Pewerve. TBpheme cieu Ha OCHOBY JeAHAKOCTH

k+(k+1)+(k+2) +-+ (k+2n) = (k+n)(2n + 1),

26. Jlokas3aTu J1a HU 3a jeflaH IIpUPOJIaH Opoj n O6poj
12005 4 92005 4 2005

HUje IeJbUB ca N + 2.

Pewerve. TBphemwe 3agaTKa CIeIM HA OCHOBY JEIHAKOCTU

9 (1 192005 4 . 4 n2005) — 94 (22005 4 n2005) i <32005 +(n— 1)2005)
4ot (n2005 + 22005) -9 + (n + 2)M,
rae je M ueo 6poj.

27. Axo cyy TpormdpeHoM Opojy IeTbUBOM ca 7 TToCeImbe ABe Iudpe
jenaHake, 1oKa3aTH jAa je 30up mudapa Tor Opoja JieJbUB ca 7.

Pewermwe. Heka cy a,b € {0,1,2,...,9}, a # 0 Taksu na
7| abb = 100a + 10b + b = 100a + 11b = 98a + 7b + 2(a + b+ b).

Tama 7 | a + b+ b, 1j. 36up nudapa TpouudpeHor 6poja abb emuB
jecaT.

28. Heka cy M u N nBa geBetormdpeHa 6poja ca 0COOMHOM Ja aKo
ce 6o xoja mudpa 6poja M 3amenu nudpoM ca ogropapajyher mecra y
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6pojy N (na mpumep, mudpa aecetuna y M 3ameHu ce UppOM JTeceTHIa
u3 V), mobuja ce 6poj nesbuB ca 7. Jloka3aTu 1a je cBaku Opoj, KOju ce
nobuje kaj ce Heka uugpa O6poja N 3amenu oarosapajyhom nudpom us3
M, nepuB ca 7.

Pewerve. Heka je

8
M = megmzmmetnsmnigMgImamm 1My = E 1OZmZ
=0

8
N = ngn7NgnsMgaNgNoliNg = E 101717, .
1=0

Kana ce y M ymecto mudpe m,; Hanuiie onrosapajyha uudpa n; uz N,
no6uje ce 6poj M + 10°(n; — m;). Kaxko je Taj 6poj nemus ca 7, 3a
i=0,1,...,8, moxemo mucatu M + 10°(n; —m;) = 7M;. O3HaunMo ca
N; = N +10"(m; —n;),i = 0,1,...,8, 6poj koju ce nobuja kana ce y N
mudpa n; 3ameHn oarosapajyhom mmmppom m; u3z M. Tpeba nokazatu ga
je cBaku N; nespuB ca 7.

Cabupamem no6ujamo

8 8
7> M= 9M + > 107(n; — my) = 9M + (N — M) =8M + N,
=0 =0
ma je

8
N; = N + 10/ (m; — n;) = <7ZM¢ —8M | + (M —7M;)

=0

(g0

JIETBUB ca 7, IITO je U TpedaJIo TOKa3aTH.
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29. (UMO 1998) Onpenutu cBe mapose (a,b) mpupoaHuX OGpojeBa,
TakBe 1a je 6poj a’b + a + b nemus ca ab® + b+ 7.

Pewere. Heka map (a, b) 3a10B0/paBa yCiIoB 3a/laTKa, Tj. HEKa
ab®> +b+7]a*h+a+b.

Pasmotpumo Hajmipe ciydajeBe b = 1 u b = 2.
3ab=1no6ujacenaa+8|a*+a-+1.

Kakojea’*+a+1= (a+8)(a—7)+ 57,70 a+8 |57 =319,
na nocroje ase moryhHoctu a = 11 u a = 49. IlpoBepom ce nmokasyje j1a
naposu (11,1) u (49, 1) 3a10B0sbaBajy yCioB 3a/1aTKA.

3a b = 2 mobujamo ycnos 4a + 9 | 2a® + a + 2.

Kaxo je 8(2a%>+a+2) = (4a+9)(4a—7)+79 cnemu na 4a+9 | 79,
IITO je OYMTIIENHO HeMoTyhe, Ia y OBOM cllyuajy HeMa pellieba.

Heka je caga b > 3. Kako je

b(a2b+a+b) :a(ab2+b+7)+62—7a,

To cnemu ga ab® + b + 7| b — Ta. Ilpu Tom 6poj b* — Ta He MOXke OGUTH
MO3UTHUBAH, jep je, 30or a > 1, b? — 7a < ab® + b+ 7. C mpyre cTpaHe je
(36or b > 3)

Ta—b* <7a<9a<ab> +b+7,

a Kako je 6poj 7a — b* nemus ca ab® + b + 7, To HM OH He MOKe OUTH
nosutusan. Jlakne, b> = 7a. Onatne cnenqu na 7 | b,maje b= 7k, k € N.
TMposepa nokasyje 1a ceaku nap obnuka (7k? 7k), k € N, 3anoBo/masa
YCITOB 3a/1aTK4.

Jaxne, cBa pemema cy: (11,1), (49,1) u (7k%,7k), k € N,

30. Axo cy a, b, c uenu 6pojeBu, m,n € N, rokazaTh ga BaxKH:
(1) (a,c) =1, (byc) =1= (ab,c) = 1;

2) (a,b) =1= (a™,b") =1;

B)ale ble, (a,b)=1=ab]|ec.
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Peweme. (1) Kaxo je (a,c) = 1, To mocroje 6pojeBu «,y; € Z TaKkBU
maje aa+vyc=1. Cmmuno uz (b,c) = 1 cienu ma mocroje 6pojeBu
B,72 € Z taksu gaje fb+yec = 1. Tamaje aafb = (1 —1¢)(1—s0),
OMHOCHO affab+ (71 + 72 —y1y2c)c = 1, onaxie cnenu na je (ab,c) = 1.

(2) TIpema (1) umamo :

(a,b)=1 = (a*,b)=1=---= (a™,b) =1
= (@™ b)=1=- = (a™ ") =1

(3) 36or (a,b) =1 je [a,b] = ab. Kako a|cu b|c tou [a,b]|c,
oaHocHo ab | c.

31. Pasznuka gBa HemapHa Opoja jenHaka je 2". JlokazaTu 1a cy OHU
y3ajaMHO TIPOCTH.

Pewerse. Heka cy a u b Henapuu 6pojesu. Tana je d = (a, b) Hemapan
6poj. MehyTum, o ycrnoy 3amatka d | 2", omakie je d = 1.

32. Axoje(a,b) = 1,ounmaje (a+b,a—0b)jennax 1 unum 2. JlokazaTu.

Pewere. Ako je (a +b,a —b) =d, tanajea+b=drua—b=dy,
onakine jgobujamo 2a = d(x + y) u 2b = d(x — y). To 3Haum na je d
3ajeTHUYKHU Jienunarn opojeBa 2a u 2b. Kako cy a u b y3ajaMHO TIpocTH
6pojesu, To je (2a,2b) =2,mad | 2,1j. d = 1uma d = 2.
2In+4
dn+3 "

33. (MMO 1959) Hoxka3zatu na ce 3a n € N pasznomax
MO’KE€ CKPATHUTH.

Pewerve. TBphemwe cnenu u3 cieneher HU3a jeTHAKOCTH:
2In+4,14n+3) = (14n+3,7n+1) = (Tn+1,1) = 1.
34. Axo cy a u b pemema jennaunne x2 + pr — 1 = 0, re je p Hema-

paH 0poj, Taga Cy, 3a CBAKM HEHETATUBAH 11e0 Opoj n, OpojeBu a™ + b u
a™ + b"! nenu u yzajamuo npoctu. JlokasaTu.
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Pewerve. Ilpema BuetoBum dopmynama jea +b = —puab = —1.
Joxazahemo TBpheme 3a1aTka HHAYKITHjOM.
3an = 0umamo: a’ +0° = 2ma' + b' = —p cy yzajamno npoctu.

Heka cy a" +b" u o™ + b nenu u yzajamao mpoctu 6pojeBu.
Bpoj

a4+ 0" = (a+b) (" + ") —ab(a" +b")
=—p (an—H + bn—i—l) + (an + bn)

je Taxohe eo. Ako 6pojesu a2 +0"2 u a1 +b" ! ne 6u Gunu y3ajamuo
MPOCTH, Tajga He Ou OUIHM y3ajaMHO MPOCTH HU Opojesu a1 + v y
a™ + b". Onmatie cienu TBpheme 3a1aTKa.

35. 36up 49 npupoaaux 6pojeBa jeaHak je 999. Hahu HajBehy Mory-
hy BpeHOCT BUXOBOT HajBeher 3aje AHUYKOT AETHOLIA.

Pewerse. Heka je 30up nmpupoHux OpojeBa aq, as, . . . , a49 jeaHak 999
u Heka je d = (a1, as, . .., a49). Jacno, d | 999 = 3% - 37. Taxobe, d | a;
md < a),i=1,2,...,49. aknae, 999 = a; +as + -+ + aq9 = 49d,
oJTakJIe cieau fa je d < 19 < 21. Jenunm nenmoru 6poja 999, mamu o1

21 cy: 1,3 u 9. Bpeanoct d = 9, moxke OUTH ,,JOCTUTHYTA* Ha cienehu
Ha4YUH

999 =9+ 9+ - + 9 +567.
18

36. 3a mpuponan Opoj Kaxemo na je daiungpom (WA Oa je cume-
Wipu4an) axo je jemHak Opojy 3amucaHOM HCTHM Iudpama y oOpHYTOM
penocneny. (Ha mpumep 6pojeBu 121, 1331, 56 788765, 45699 654 cy
MATMHIPOMHU. )

Hahu najBehm 3ajeqHUYKM Jenmuiar] CBUX JAeceTONU(PEHUX MaTruH-
JpoMa.

Pewerse. CBaku necetonudpenn naauHapoM je neibus ca 11. ITopen
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TOra, Kako je
9999999999 = 11 - 909 090 909

1000000001 = 11 -90909 091,

a 90909 091 u 909 090 909 cy y3zajamuo poctu 6pojesu (90 909 091 - 10 —
909090909 = 1), cneu na je HajBehu 3ajeMHUYKH JTeaunal jeqHak 11.

37. (Yemko—cnmoBauka MaTeMaTH4yKa OJUMMHjafa — APyra pyHIa,
2003) Hahu HajBehu neTorudpeHn maaTuHIpOM Koju je aespuB ca 101.

Pewerve. Bumno xoju netouudpeHu manuHapom abcba Moxe ce mpuka-
3aTH Y OOJIUKY

abcba = 10001a + 10106 4+ 100¢ = 101(99a + 10b + ¢) + 2a — c.

To 3nauu 1a je Taj maauHAapoMm nesbuB ca 101 ako u camo ako je 2a —c = 0
(jep je 3a 6u0 Koje nMdpe a u ¢ ucnymeno |2a — ¢| < 101). Jennaunna
2a = c umruanmpa 1a je a < 4. IMomro Tpaxumo HajBehu 6poj, yzehemo
na je a = 4. Tama je ¢ = 8. Kaxko 3a nudpy b HeMaMo HUKaKBe YCIIOBE,
To hiemo y3etu b = 9 ma 6ucmo nobuam Hajsehu moryhu 6poj. [lakie,
TpaxxeHu 0poj je 49 894.

38. Oppenutu HajMarbU MPUPOJIAH OPOj KOJHU TIPH Jesberby ca 4, 6, 8,
10 u 12 naje ocratke peaom 2,4, 6,8 u 10.

Pewerve. Heka je n mpupoaaH Opoj TakaB fa je n = 4q; + 2, 3a HEKO
q1, n = 6qo + 4, 3a HEKO @2, N = 8q3 + 6, 3a Heko g3, n = 10gy + 8, 3a
HEKO ¢4, n = 12¢5 + 10, 3a HEKO ¢5.

Tama 4 |n+2,6 | n+2,8| n+2 10| n+2, 12|n+ 2, na
[4,6,8,10,12] | n + 2. Hajmamu npupoaan 6poj Takas ga 120 | n + 2
([4,6,8,10,12] = 120) je 118.

39. Hahu Hajmamu 6poj Koju Ipu fie/bemwy can, n+1, ..., n+m naje
penoM octatke 7,1 + 1,..., 17+ m.
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Peweme. To je 6poj [n,n+1,....,n+m|—n+r.

40. ITpuponan 6poj n moaesbeH ca 6 gaje ocrarak 4, a mojesbeH ca 15
naje ocratak 7. Komuku je ocratak mpu aesbemy 0poja n ca 307

41. Axo cy a u b mpupoIHu OPOjeBH, TOKa3aTH J1a je

a" +b" < (a,b)" + [a,b]" 3zaneN.

Pewere. Heka je d = (a,b) u s = [a,b]. Tamajes > a, s > bu
ab = ds. U3
s — (ds)™ + s — a"s™ — b"s" _ (s" —a™)(s" —b") >0
s" s"

criemu TBpheme 3amaTka.

42. (Mana omummjana 1969) Heka cy a u b mpupoiHu 6pojeBH, TAKBU
na je a < b. Jlokazatu ga ce mel)y mpon3BOJbHUX b y3aCTOTTHUX MPUPOI-
HUX OpojeBa MoTy Halin 1Ba YHjH je IPOM3BOJI JIeJbUB ca ab.

Pewere. Heka je {1, xs,..., Ty} CKyll 01 b y3aCTOIMHUX TPHUPOTHUX
opojeBa. Tama ce mely muma Hanaszu Opoj x; mesbuB ca b u 360r a < b,
Opoj =; neTbUB ca a. AKO je i # j Tanua je MpOU3BOM T;%; ACJbUB ca ab.

[MpernocraBumo caja jiaje ¢ = j. O3Hauumo ca d HajBehu 3ajeJHUUKH
Jenunal OpojeBa a u b, a ca S BUXOB HajMarbU 3ajeJHUUYKH caapiKaail.
Tanajeds = abu s | x;.

Jokaxxumo aa 6ap jenaH ox 6pojeBa x; + d u x; — d (KOjU Cy JIeJbUBU
ca d) mpumaja ckymy {zi,rs,...,Zp}. AKo TO He 6M OGHO clydaj, OUITO
ouzxr; +d>xy,ux; —d < xy, ogakie ou cineauio 2d > x, —x1 + 1 =b.
Mehytum, 360r d | b, To 61 3HaumIO a je d = b > a, na He 6U MOTJIO J1a
Baxu d | a, mro je cynpotHo pedunumju 6poja d.

Axo z; +d € {z1,x9,...,x}, Tana je npousBox z;(x; + d) nespus ca
ds = ab, a'y cynpoTHOoM je z;(x; — d) nebuso ca ab.
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43. Akoje !+ 2!+ .-+ nl =ml, tagaje 1! +2! 4+ .- - +m! = nl.
JlokazaTu.

Pewerve. TlpernocraBumo na je n > 1. CBu cabupum, OCUM MPBOT,
y 36upy 1! 4+ 2! + --- + n! cy mapuu. Crora je 36up Hemapas, ma je u
m! Hemapas 6poj. To je moryhe camo 3a m = 1. Melytum, 3a n > 1 je
m > 1. Oryna je m = n = 1 1 jeTHAKOCTH TPUBHjaTTHO Baxe.

44. Axo cy a, b, m,n npupoauu 6pojesu, (a,b) = 1 ua > 1, nokasa-
TU UMIUTUKAITHA]Y

a+b" [a" +b" = m|n.

Pewere. Heka cy a,b, m,n npupoauu 6pojesu, (a,b) =1, a > 1un
a™ 4+ b™ | a™ + b". IlpernocraBumo ga m { n. Tanga je n = qgm + r,
0<r<m.

™ Haitomena. a —b | a™ — b", 3a cBaku ipupogan Opojnua+b | a™ +b",
3a CBAKU HEmapaH O6poj n. g
Moryha cy cneneha nBa cydaja:
1. ciydaj: ¢ je HemapaH;

a® + b = a?™ T 4 P = i 4 b
— aqmar + quar + qub'r o quar
— ((am)q + (bm)Q) ar + bmq (br o CLT) .

a4+ b | at+ b, IO MPETIOCTABLIH,
a™ 4+ b | (a™)? 4+ (™), jep je ¢ HemapaH 6poj,
(™4, a™ 4+ ™) = 1, jepje (a,b) =1,

b7 —a"| < a”"+ b <a™4bm, jep je r < m. KoHTpaaukimja.
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2. cmyyaj: ¢ je mapaH; ¢ = s + 1, s je HemapaH.

a + hr = amsam—i-r + bmsbm+r
— amsaerr + bmsam+r + bmsberr
+ambms+r _ bmsam+r _ ambms-i—r
= @™ (™) (07)) + U (0 a™)
—ab™ (a”" 4+ b") .

TTomro je (a™+b™,a™b™*) = 1, jepje (a,b) = 1, cnuuHUM PE30HOBAHEM
Kao y CIIy4ajy moj 1. TomasuMo 10 KOHTpaIUKIIMje.

45. (Casesno takmuuewe 1969, II paspen) Jlokasatu 1a je 3a CBaku
npuponal 6poj n 6ap jenan ox 6pojesa 3" + 25" u 33" — 23" nemus ca
35.

Pewerse. AKo je n HemapaH 6poj, onna je 3% + 23" = 27" + 8", ma
27+8=35|27"+ 8"
Axo je n = 2k, 3a Hexku k € N, onma je

k—1
g — 29 = 30K — 26F = 729% — 64% = (729 — 64) ) 72957164’
1=0

na TBpheme crenu, jep je 729 — 64 = 19 - 35.

46. Hexka cy a, bu c nenu 6pojeBd TAKBH 14 Baxku a+b+c | a®+b*+c2.
JloKasaTH /1a TTOCToju GeckOHAYHO MHOTO IIPUPOTHUX 6pojeBa 1 3a Koje

a+b+cla”+0"+c".

Pewerve. JIokaxuMo MHIYKIIJOM IO Opojy k J1a je 3a CBE MPUPOJIHE
OpojeBe 06mKa n = 2F ucnymeHo:

at+b+cla"+b"+", a+b+c|2ab” +0"c" 4 "a").
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3a k = 1 npBo TBphembe je OUUTIIENHO, & IPYTO CIEIU U3
2(ab +be + ca) = (a+b+c)*> — (a* + bV* + ).

Heka TBpheme Baxxu 3a Heko k. U3
2
k+1 k+1 k+1 k k k k k k k k k
> b 4P :(a2 + b 4 ) —2(&2 v+ bt P a? )

mobujamo mpBo TBpheme u3a k + 1, a u3

k+1, 9k+1 k+1 gk+1 k+1 ok+1
a2 2 2 62 —1—02 a2

b +b
— (a2k b2 + p2* 2t + c2ka2k>2 -2 <a2k + b2 + ch) a2 b2t 2
U IPYTO.

47. Hahu cBe mpupoaHe 6pojeBe KOjU Ce 3aBpIIaBajy JBeMa UCTUM
nidpama KojuMa ce 3aBpIlaBajy U lbUXOBU KBaIPATH.

Pewere. Heka je a mpupogaH Opoj KOjU ce 3aBpIllaBa ca JIBE HUCTE
nudpe Kao 1 mweros kpagpat. Tazga 100 | a® — a = a(a — 1), Tj.

ala—1) =100k =4-25 -k 3awuexku k.
[Towro je (a — 1,a) = 1, umamo ja:
(25|awn4|a—1) wmm (25| a—1 u 4| a) wm 100 | a wam 100 | a—1.

V npsom ciyuajy, kaga 25 | a u 4 | a — 1, 6poj a ce 3aBpiasa
udpama 00, 25, 50 umu 75, Tj.
a=..0uma=...25umm a=...50 wm a=...75

ma je

a—1=... 9 muma—-1=...24duwma—1=...49 wm a—1=...74.
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JenuHo y crydajy kaga ce a 3aBpiraBa mudpama 25, 6poj a — 1 je nepuB
ca4,ma 100 | a* — a.

V apyrom cnyuajy, kaga 25 | a — 1 u 4 | a, 6poj a — 1 ce 3aBpiasa
mudpama 00, 25, 50 wmm 75, T1j.

a—1=...00uma—1=...2bumn a—1=...50 wm a—1=...75,

ma je

a=..0luma=...20 umma=...51 wmm a=...76.

Jenuno y cydajy kana ce a — 1 3aBpimaBa nudpama 75, Tj. a ce 3aBpiiaBa
uudpama 76, 6poj a je nembus ca 4, ma 100 | a® — a.

Axo 100 | a, Tama cy 00 mocnename ase mudpe 6poja a, ma 100 | a® —a.

Hajzan, ako 100 | a — 1, mocnenmwe ase uudpe 6poja a cy 01, u
100 | a® — a.

Jlaxe, TpaXxeHH OpPOjeBH Cy CBH OPOjeBH KOje Ce 3aBpIliaBajy Iudpama
25, 76, 00 mmu 01.

48. (MMO 2002) Hahu cBe mpupoHe 6pojese x, y Takpe 1a y | x%+1
uz? |y + 1.

Pewerwe. Axo je x = y, Tafga je x = y = 1 jemHo pememe. Taxobe,
akojey = 2, Taga je x = 1 unu x = 3. Jlakje, HAllUIM CMO TPH PEIICHbA:
(1,7), (1,2), (3,2),

Heka je cama (x,y) peleme TakBo ga je © # y uy > 2. Tana
2?2+1 P+

1 2

cy O6pojeBu MPUPOJTHA U FHUXOB MPOU3BOJI j& Takohe

x
npupoaan 0poj. Kaxko je

?4+1 P +1 >+ yP +1

Y x? 2y
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2, .3
YT+ 1 .
u Opoj Tyg/ je Takohe mpuponan. Mehytum, Tana je

Pryrlzalyetly—1) <y +1
3
+1 2
P iy+i+——
y—1 y—1
=" <y +y+1+1
= 22 < (y+1)?

=z<y+1

@)x2<

Jlakie, axo je (x,y) pelleme TAKBO la je T # y uy > 2, Tafa je ¢ < y.
Jame, u3 y | 22+ 1 cnenu na je 22+1= YY1, 32 HEKU IPUPOTAH OPOj 1.
Ouurnento je x > 1. Ako 6u 6mno y; > =, UMaau OUCMO

yy1 = (2 4+ Do = 2> + 2> 2% + 1,

mTo je Hemoryhe. [axkme, y; < z. W3 jemHaKocTH 2% + 1 = yy, cnequ na

2 +1
y1 |22+ 1, kaounajey = ) u
1
2 4 1)3 2 4 1)3 4 o3
y3+1:(95";)+1:<x+;+y17
Y1 Y1
2 3. .3
+1)% + .
na r? | w, omakne cnemn ga 22 | (22 + 1% +yf, 1j. nma

Y1
v? |y + 1.
Ha kpajy umamo na y; | 22 + 1, 22 | ¥} + 1 m y; < x, ma Mopa 6utn
Y1 < 2. Jlakine, mpobiiem ce cBojiu Ha cnejnehe ciyuajeBe:
(1) yy=l:ramajey=2>+ 1, 1. 2> =y—1u(y—1) | y*+ L
Mebhytum,

Prl=y—1+42=(y-D@2+y+1)+2
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may — 1 | 2, omakne je y = 3, a AMPEKTHOM IIPOBEPOM BHIUMO 14 OBO
HHUje pellebe.

(2) yy=2tamaje2y =22+ 1, 1. 22 =2y —1u2y—1|y>+1,
nau 2y — 1|8y + 8 Mehyrum, us

SyP +8=(2y—1)(4y* +4y+1)+9

nobujamo na 2y — 11 9. Tagauz y > 2, 1j. 2y — 1 > 3, nobujamo y = 5,
OJaKJIe TUPEKTHO HATA3MMO 1a je & = 3.
Jakne, pemema cy: (1,1), (1,2), (3,2), (3,5).



3. Ilpoctu OpojeBu

JE®UHUIWIA 3.1. I]eo opoj p > 1 je @ipocimi ako nema nujeqarn genunay
d, 1 < d < p. IJeo bpoj m > 1 koju nuje @pociu je coxcen 6poj.

TEOPEMA 3.1. Ilpupogan 6poj n > 1 je cnoscen ako u camo ako uma
apocit aximiop p, wWaxas gaje p < /n.

JIOKA3. Axo n uMa mpocT GakTop p < /7, OHAA j€ OH OUMIJIETHO
crnoxkeH 0poj. OOpHYTO, aKo je p HajJMamkH MPOCT (GAKTOP CITIOKEHOT OPO-
ja m, Tajaa MoCcToju MpUpoAaH Opoj ¢ TaKaB Ja je N = pq, U TIPH TOM je
q = p. Onatne cmenu 1a je p < \/ﬁ [ ]

TEOPEMA 3.2. (Eykaug) Ilocitioju 6eckonauno miuo2o ipociuux 6pojesa,
iij. 0og ceakoZ Apocitio bpoja iocitioju eehu Apocit Opoj.

JIOKA3. [IlpermocraBUMO CympoOTHO, Tj. Jia MOCTOjU KOHAYHO MHOTO
npoctux OpojeBa. Heka cy To OpojeBu pi,pa,...,Dk, U HEKA Cy CBHU
octanu mpupoauu O6pojeBu (Behu omx 1) cmoxenun. Ilocmarpajmo 6poj
n = p1p2 - - - pr+ 1. Ilpema HalIO] MPeTHOCTABLU OH MOPa OUTH CIIOXKEH,
ma Mopa OUTH JIeJbUB HEKUM IMTPOCTUM OpojeM. Mehytum, To je Hemoryhe
Jep TIpH JeJbery OMITO KOjUM o1 OpojeBa pi, po, ..., Pk Jaje ocraTak 1.
KonTpanuknmja. [ |

TEOPEMA 3.3. Ako je gaiu tipousso.van iipupogan 6poj k, yeex ce moowce
nahu k ysacimioninux ciodicenux opojesa.

JIOKA3. TTocMaTpajmo crnenehux k y3acTOIMHUX MPUPOAHUX OpojeBa:
Ay =(k+1Dk(k—-1)---3-2-1+2
Ay =(k+1Dk(k—-1)---3-2-1+43

Ay =(k+1k(k—1)---3-2-1+k+ 1.
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Iomrro je 6poj Ay nemwuB ca 2, Ay ca 3, ..., Ay cak + 1, cBux k 6pojeBa
CY CITOKEHH. [

TEOPEMA 3.4. (Eykaugosa aema) Axo je p tipocii 6poju p | ab, ongap | a
wm p | b.

JIOKA3. Tlperniocrasumo aa p { a. Tana je (p,a) = 1, ma p | b (Teopema
2.8.). [ |

TEOPEMA 3.5. (Ocnosnu cimias apuitimeiniuxe) Ceaxu iipupogan 6poj N
eehu og 1 mooice ce jegnoznauno fipegciiasuitiu y 001uKy fdpouseoga upoc-
wux yuHuaaya (ca waunowthy go rwuxoeol opettixa). Ilpeyusnuje, 3a céaxu

apupogan opoj N > 1 iiocimioje jequncitieenu apocitu Opojesu D1, P2, - - - , Pk,
wakeu ga je p1 < po < -+ < pg, U jequHCTABeHU TAPUPOGHU Opojesu
o1, Qa, . .., 0 TAKO ga je

(695

N = pi'p3* - ) (Kanoncka ¢paxiwiopuzauyuja 6poja N.)

JOKA3. Axo je N npoct 0poj TBpheme ounrnenno Baxu. IIpermocra-
BMMO J1a TBpheme BaKM 3a CBAKU CIIOKeH O0poj mamu og N. Axo je N
CITOXeH Opoj, Tajla MOCTOjH MpupoaaH Opoj d TakaB qa je 1 < d < N
u d | N. OsHauumo HajMamM TakaB O6poj ca p;. Tama p; Mopa 6UTH
npoct 6poj (ako O6u OUO CrokeH Taga Ou MoCTOjao mpoct 6poj p < pi,
Takas a p | py, amu taga p | N, mto je y cynpoTHOCTH ca u3bopom 6poja
P1 Kao HajMamer mpupoaHor Opoja Beher ox 1 koju menmu N). Tana je
N = ping, toeje 1 < ny < N. Ilo HHIYKIUjCKO]j MPETIOCTABIU OpOj 1y
ce MOJKe TIPEJICTABUTH Kao MPOU3BOJI MMPOCTUX (pakTopa, IMa IpeMa ToOMe
Moxe u V. I'pynuinyhu jennake nmpocte pakrope 6poja N, 3aK/bydyjeMo
J1a ce cBaku mpupoaaH 6poj N > 1 Moxke MpeCcTaBUTH y OOIUKY

N = pi'ps? - ppk,

raecy p1 < py < --- < pr IPOCTH OPOJEBU U (1, Qg, ..., € N,
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JlokakMMO cajia J1a je ImpeJcTaBlbambe 0poja N y 00Ky MpOU3BO/Ia
MIPOCTHX YHHUITAIA jJeAUHCTBEHO. I1peTrnocTaBUMO CyIPOTHO, Tj. 1a TIPH-
ponan 0poj N uma jBe TakBe (hakTOopHU3alHje:

N =p"ps®---p¥, pr<p2<---<pp, oq,Q,...,00 €N
NZQlﬁIQQﬁ2”'q£ﬁeu qr < gz < ---<qy, 617627"'75€€N-

C 063upoM Ha TO J1a p; | qllqg2 e qf’“’, 1 < ¢ < k, TO mOCTOjU MHJEKC
Takas Jia je p; = ¢j, 1 < j < (. dakne, {p1,p2,....px} S {q1, 00, ..., @}
U CUMETPUYHO {q1,q2,---,q} € {p1,p2,--.,px}. Ilpema Tome, k = £
U ¢ 003MpOM Ha TO 14 CY HU30BH P1, P2, - - -, Pk M q1, q2, - . . , ¢ pacTyhu,
CIeIM 1A & P1 = 1, P2 = 42, - - - s Pk = k-

IMpeTnocraBuMo 1a je oy # (1, Ha npumep a; = [1 +, v > 0. Tana
pipst - o =y i

ma py JIENU JIEBYy U HE JIENIA JECHY TPETXO/HE jeHAKOCTH, IITO je KOH-
TpaauKIuja, na je a; = [y. Cimuno ag = Pa, . .., o = L, OMAKIIE CIIEH
JEMMHCTBEHOCT (paKTOpHU3aIIHje. [ |

Kopucrehn ocHOBHU cTaB apuTMETHKE TaKo ce oapelyje Hajehu 3a-
JEOIHWYKY JENUIAIl M HajMarby 3ajeTHIYKN caapiKamall 3aJaTuX MPUPO/I-
HUX O6pojeBa. Hanme, ako je

a=ppstpt, b=prpy e
(nexu ox1 6pojeBa oy, 5; MOTY OUTH U jeTHAKH HYJIHM), IMaMo 114 je:

_ min{a1,81} min{as,B2} . min{ay,Bk }
(a,0) = p, P Pk

)

IlnaX{a1,ﬁ1}p12naX{Oé2,52} . _plglaX{akﬁk}.

M? b] =D
Opnagne, 300T jeTHAKOCTH
min{a, f} + max{a,f} = a+f

moOujaMo eleraHTaH qoka3 Teopeme 2.11.
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TEOPEMA 3.6. Axo je iipouzseoq gea ysajamHo #Gpociia dpupogHa Opoja
Keagpaili yenoZ 6poja, @j. axo je ab = ¢, (a,b) = 1, iwaga cy u a u b
Keagpaitiu yeaux opojesa: a = as, b = b3,

JIOKA3. Jla 6u 6poj 6mo kBajapat 1enor 0poja, HEOTTXOIHO je U JOBOJHHO
JIa Cy My CBH €KCITOHEHTH y KaHOHCKO] (akTopu3auuju nmapu. Kaxko cy a
1 b y3ajaMHO TIPOCTH, TO OHU HeMajy 3ajeTHUUKUX JeTuala, Ia je CBaku
npoct genunan 6poja ¢ unu genunarn 6poja a wam genunan 6poja b, amu
He ¥ Jienuial o0a oBa Opoja. 3aTo cBU mpocTu GhakTopu OpojeBa a u by
KaHOHCKO]j (pakTOpU3aIuju MOpajy UMaTH TTapHE eKCIIOHEHTE, Tj. a U b ¢y
KBaJpaTu 1iefTux OpojeBa. [

TEOPEMA 3.7. Hekaje a = py'py? - - - pi* kanoncka gakimiopusayuja 6po-
ja a. Taga cy ceu fio3uiiiuenu geauoyu opoja a oouKa

dzpflpg”--pf’“, 0< B <y (i =1,k).

Citeyujanno, axo ykyian 6poj iiosuitiuenux geaunaya opoja a (yrwyuyjyhu
1 u camo a) osnauumo ca 7(a), waga je

T(a) = (g + 1)(ag+ 1)+ (g + 1).

Axo 36up ceux flosuitiuenux geaunaya bpoja a oznauumo ca o(a), waga je

a1+1 ao+1 ap+1
-1 -1 -1
o(a) _a g RS < .
pr—1 p2— 1 pr— 1

JIOKA3. Baxwu na d | a jep je a = md, rae je m = p{'p)”--- p)*, rne je
Vi = a; — Bi,3a1 = 1,2,..., k. OuurnemHo je ga aearonu 6poja a He
MOTY caJipXKaTH y CBOjOj KAHOHCKO] (haKTOpU3AIIHMjH TTpOocTe OpojeBe KOju
HHUCY y KAHOHCKO] (hakTOopH3anuju Opoja a, HUTH MOKE HEKO [3; OuTu Behe
on oaromapajyher «;.

W3 mpBor j1e1a TeopeMe BUTUMO Jia Ce KOJI MPOU3BOJBHOT Jenuona d
Opoja a, eKCIIOHEHT [3;, ca KOjUM Ce IPOCT OPOj p; TOjaBIbyje Y KAHOHCKO]
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¢dakTopuzanuju 6poja d, Moke n3abpaTu Ha «; + 1 HAUMHA, O/TAKIIe CITEeAH
ma je
7(a) = (a1 + 1)(az +1) -+~ (ar + 1).

Ocraje jomn a JOKaXeMo J1a Baxku JaTta ¢hopMyna 3a 30up aenunama
6poja a. To hemo moka3aTH HHIYKIH]OM IO OPOjy (Pa3IMUIUTHX ) TPOCTUX
nenunarna opoja a.

Ako je a = p%, 3a Heku npoct Opoj p u Heko « € N, Tana cy

1,p,p%, ..., p* CBU IO3UTUBHHU JETHOLH OpOja @, U BaXKH
a+l 1
L4 p+pftpr =T
p—1

[TpernocraBuMoO /12 jeTHAKOCT BaXKM 3a CBE MPUPOJHE OPOjeBE KOjU
nMajy k (pa3muuuThX) MPOCTUX JeTuala.
o 3 a1, a2 (7% Q1 . a1, 09 oy R
Hekaje a = pi'p”* -+ p" - Py - AKoje ag = py'py” -+ -p,", Tama
“MaMo Ja Cy:

di, di-pry1, ., di 'p:ﬁl
do, dy - pry1, -, do -pi‘iﬁl
CBU jienuonu Opoja a, rjae cy dy,ds, ... CBM JeIuol Opoja ap, ma je
ola) =Y d=> (d+d-pu1+--+d-ppi7")
dla dlao
= (L4 prar + -+ pet') D d
dlag
et N e SN i | .
Pr+1 — 1 p—1 pr—1

JEOUHULIWIA 3.2. @yukyuja [ : N — 7 je mynmuiinuxkaiviugha axko:
(1) 3a nexo ng € N je f(ng) # 0,
(2) axoje (m,n) =1, ongaje f(mn)= f(m)f(n).
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TEOPEMA 3.8. @yuxyuje T u 0 cy My tiuiiukaiiugHe.

JIOKA3. Ako cy m U n y3ajaMHO IIPOCTH OpOjeBH, Tajaa je

m=ppst et m n=qa” g,
IpU YeMy ce HUjeaH o/ OpojeBa p; He IMOKJIaIa HH ca jeJHUM o1 OpojeBa
q;- Tana je

a B

mn = p§ps? - gl gl - q)”

KaHOHCKa (akTopHu3anuja Opoja mn, 1ma Ha OCHOBY Teopeme 3.7. cienu

T(mn) = (a1 + 1) (ar + DB+ 1) - (Be+ 1) = 7(m)7(n)

"
a1+1 ap+1 Br+1 Br+1

Y St SO /Y ISt SO S S
p—1 p—1 @a-1 q—1

Haxkne, pyHKIMje T 1 0 Cy MYJATUTUTMKATUBHE. ]

Ha xpajy hieMo 1aTu elneraHTHHUjU, alld TeKe YUTIbUB, 3aIlMC JIOKa3a
dbopmyne 3a 36up nenunana 6poja a (teopema 3.7.). 30up CBUX JeauIana
Opoja a je

D 2D DU Sy

ﬂl 0 B2=0 Br=0

H L pi+p} + -+ )
=1
e

i=1 pi—1
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3.1. ®epmaoBu OpojeBH

Benuku 6poj MmaTemaTuuapa je 0e3ycrenHo mokymasao ga Hahe orm-
Ty GopMyiy 3a mpocte 6pojeBe, Tj. moiauHoM P(x) unje 61 BpeIHOCTH
3a CBe HEHeTaTUBHE Iielie OpojeBe Oue MpocT 6pojeBu. MHTepecaHTaH je
nomuHoM P(n) = n?—79n+1601koju3a0 < n < 79,n € Z, najenpocte
6pojese, anmu 3a n = 80 je f(80) = 80% — 79 - 80 + 1601 = 1681 = 412

JIEMA 3.1. 3a ceaxu worunom P(x), ciieniena eehez og 1, ca yenoopojuum
koeuyujenitiuma, ocimioju wpupogan 6poj n waxae ga P(n) nuje apociu
opoj.

JTIOKA3. 3a cBaku npupojiad 6poj a nmoctoju monuuoM A(x) ca nenodpo-
JHUM KOe(pUIMjEeHTHMA TaKaB J1a je

P(z) = (x —a)A(z) + P(a).

Axo noHoM P(x) uMa KOpeH Koju je mpupojaH 6poj, Tj. MOCToju
npupoiaH 6poj ag Takas ja je P(ag) = 0, tanaje P(x) = (x—ag)Ao(z),3a
x € N, mpu uemy je Ay HEKM TTOJTMHOM ca LETOOPOjHUM KOEPHUIIMjEHTHMA,
o/laKJie HUje TEIIKO 3aKJbYUYHUTH JIa IIOCTOJU TIPUPOJIaH Opoj 1 TaKaB /a je
P(n) cnoxeH.

Axo nonunom P(x) Hema KOpeH Koju je mpupoaaH 6poj, Tajia mocToju
npupoan 6poj a takas 1na je P(a) > 1 (wm P(a) < —1), a Takobe u,
JIOBOJLHO BEJIMKHU, IPUPOJIAH Opoj m Takas 1a je 3a ng = a + mP(a),
no € N, A(ng) # 0 (monusom A(z) uMa HajBUIllE KOHAYHO MHOTO KO-
pera) u 1 +mA(ng) & {—1,0,1}. Tana je

P(ng) = P(a)(mA(ng) + 1),

1j. P(no) je cnoxen 6poj. [
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HAMOMEHA. Ckyn mpocTux 06pojeBa je CKYIl CBUX MO3UTUBHUX Bpe-
HOCTH TToJTMHOMA (MMa 26 TPOMEHIBUBHX U 25-0T je CTEIeHa):
(k+2)(1—(wz+h+j—q*—((gk+29+k+1)(h+j)+h—2)*—
(2n+p+ q+z—e)?— (16(k: + 13k +2)(n+ 1) +1— f2)*—
(e (e+2)(a+1) +1-0%)%—((a®> = 1)y* + 1 —2?)%—
(16r%y ( —1)+1—u?)?-
(((a +u?(u® — a))* — 1)(% +4dy)® + 1 — (z + cu)?)*—
(n+L+v—y)?—((a®>—1)L*+1—m?*)?—(ai+k+1—L—1i)—
(p+ L(a —n —1) + b(2an + 2a — n? —2n—2) m)?—
(g+yla—p—1)+s(2ap+2a — p* — 2p — 2) — x)*—
(2 +pL(a —p) +t(2ap — p* — 1) — pm)?)
Y Besu ca TpaxemeM Gpopmyia Koje 1ajy mpocte 6pojeBe moMmeHyhemo
norpettHy Pepmaosy xuiioitiezy. DepMma je u3yuaBao OpojeBe 00OIHMKa

fa=2""4+1  (neNu{o}),

KOjU ce o ’eMy HazuBajy Pepmaosu opojesu. 3a MPBUX O BPETHOCTH O]
n depma je 10O6Mo peaom OpojeBe

f0:37 fl :57 f2: 177 f3:2577 f4:65537

[IpoBepoM je yTBpauo Aa cy ¢cBU OoHHU TIpocTU. OH je U3peKao XUTMOoTe3y
Ja je ¥ 3a cBe n = 5 0poj f, mpocT. Mehytum, Ojnep je mokaszao Ja je
0poj

f5 =4294967297 = 641 - 6700417

CITOKEH.
Hanomenumo joun n1a no ganac uuje nponahex uu jenan nmpoct dep-
MaoB Opoj Behu of fj.
ITokazano je ma je mutame na au je Heku depamMoB OPOj MPOCT UITH
CITOEH TTOBE3aHO ca MPOOIJIEMOM KOHCTPYKIIH]e TPAaBUITHUX MHOTOYTJIOBA
nomohy Jemupa u mecrapa.
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TEOPEMA 3.9. (TIayc) Ilpasunan MmHoZ0y2ao ca n CHApaHuya Moxice ce KoH-
Clpyucatiiv wecitiapom u 1erupom aKko u camo ako je n apupogau 6poj
obnuka n = 2°p1py . .. P, 2ge je s HeneZaimiusan yeo 6poj, a Pi, P2, - - -, Pk
paznunuitiu Pepmaosu fapocitiu oOpojesu unu je n = 2°, 2ge je s > 1 yeo
opoj.

Hanomenumo n1a je I'ayc 6mo ,,01y11€BIbEH TOKA30M J1a CE MPABUITHU
17-Toyrao Moxe KOHCTpyHCATH JICHLUPOM M IIECTAPOM U Ja j€ HeroBa
KeJba Ouia 1a My Ha HAIrpOOHOM CTOMEHMKY Oy 1€ ype3aH Oali mpaBuiiaH
17-Toyrao.

3.2. MepcenoBu OpojeBu
TEOPEMA 3.10. Ako je n dpupogan 6poj u 2" — 1 épociwi 6poj, onga je un
dpocit 6poj.

JIOKA3. Jokazahemo ekBHBaJeHTHO TBpheme, Tj. aa je 2" — 1 crmoxeH
Opoj ako je n cnoxkeH 6poj. Heka jen =rs,r > 1,5 > 1. Taga je

M —1=2"-1=(2")’ -1
— (27" o 1) ((2r>s—1 + (2r)s—2 44 1) ’
Tj. 6poj 2" — 1 je clmoskeH. [ |

OOpat nmpeTxogHe TeopeMe He BaXKH IITO ToKa3yje cnenehu mpumep
2l 1 =2047 =23 -89.

Bpojesu obmuka M, = 2" — 1, n € N nHazuajy ce MepceHOBU
o6pojeBu. Bumemu cmo (teopema 3.10.) ma oHM MOTy OUTH MPOCTU CAMO
aKo je n mpocT 0poj.
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3a mpocte Opojese p, 6pojeBu M, = 2P — 1, KOju cy U caMU IIPOCTH,
Ha3uBajy ce ipociiu Mepcenosu opojesu.

WMuaue, MepceH je oBe OpojeBe n3yyaBao y BE3U ca CaBPIIEHUM Opo-
jeBuMa.

JAE®UHNIMWIA 3.3. IIpupogan 6poj n je caspuien 6poj axko je jeguax 3oupy
ceux ceojux ozuimusnux genunaya (uckmyuyjyhu cam bpoj n), wj. axo je
o(n) = 2n.

[IpBa Tpu caBpiieHa 6pojacy 6 = 1+243, 28 =1+24+447+14,
496 = 1+2+4+8+ 16431+ 62+ 124 4 248, u TO Cy jeAMHU CABPIICHH
opojeBu mamwu o1 1 000. YerBptu caBpien 6poj je 8 128. Tlpumerumo
J1a BaXKU:

6=2-3, 28=4-7, 496=16-31, 8128 =64-127.

TEOPEMA 3.11. Ako je 2P — 1 tipociti 6poj onga je 2P~ (2P — 1) caspwen
Opoj u ceéaxu dapau cagpuier Opoj je wWoZ 0o.uKaA.

JIOKA3. Heka je k = 2P — 1 mpoct 6pojun = 2P~ 1 (27 — 1). Jla 6ucmo
nokasaiu jia je 6poj n caBpiueH Tpeda nokasatu ja je o(n) = 2n. IowmTo
je dynkmja o mynturmikatusa u o (k) = k + 1 = 2P, 1o je

o(n) =0 (27 - o(k)
= (142422442071 .27
= (2P —1)-2-2""1 =2n,
OJAKJIe CIIeSN 11a je Opoj 1 CaBpIICH.
OOpHyTO, HEKA je 1 MPOU3BOJbAH MapaH CaBpIleH O0Poj. 3amUIIMMo

ra y ob6mauky n = 2P~'m, rie je m Hemapa 6poj u p > 2. W3 MyITHILTH-
KaTUBHOCTH (PYHKIIU]E O CIICIIH:

o (277'm) =0 (2""") o(m) = (2° = 1) - o(m).
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[Tomrro je n caBpIeH Opoj TO je
o(n) =2n = 2m.
W3 nmpeTxoiHe 1BE jeTHAKOCTHU CIIeIN
2Pm = (2 —1)-o(m),

na 3akbydyjemo ga 2P — 1 | 2Pm, 1j. ma 2P — 1 | m. IIpema ToMme,
m = (2P — 1) M. 3amemyjyhu TO y IPeTXOIHY jeTHAKOCT TOOHjaMO

20 (2P —1)M = (2 —1)-0(m), 1. 2°M = o(m).
Kaxko cy u m u M nenuouu om m TO je
2’M =o(m) >2m+ M =2PM,

na je o(m) = m-+ M. To 3Hauu 1a je 6poj m MPOCT U jeIMHA IeroBa 1B
nenuomna cy m u 1 = M. TIpema tome, m = 2P — 1 je mpoct 6poj, ITO je
U Tpebajo J0Ka3aTH. u

HamomeHnmo 1a HUje Mo3HATO /1a JIU TOCTOje HeMapHU caBpIIeHH Opo-
jeBu. OBO je jemaH oJ1 HajCTapHjuX HepeIlIeHuX MpobjieMa y MaTeMaTHIIH.
ITo3HaTo je jemuHo ga 61 TakaB Opoj, aKO IMTOCTOJU, MOPAO UMATH HajMabhe
300 uudapa y aexaaHoM 3amnucy 4 aa OM MOpao MMATH MPOCT JIETUIALL
sehu on 10%°. Muave, mapHu caBpIeHH OPOjeBU ce MOTY 3aBPHIABATH
jemuHO 1Uppama 6 m 8, MTO ce JTAaKO MOXKE IMOKa3aTH KopHIIhemeM
MIPETXOTHE TEOpEME.

Hanaxeme mro Behier mpoctor 6poja je BeJHMKH M3a30B 34 MHOTE
MaTeMaTHuape. JlaHac ce TO YIIIABHOM CBOJM Ha HallaXewe mTo Beher
MepceHOBOT MmpocTor 6poja.

[lopu Boatman je 1996. romune ocHoBao mMehyHapomaHO yIapyKeme
GIMPS (the Great Internet Mersenne Prime Search) xoje uma Buie
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on 100 000 unaHoBa KOju Tparajy 3a mrto Behum MepceHOBUM MPOCTUM
opojeM. Ilpu ToM KOpHCTe UHTEPHET U 3ajeTHUYKU LIEHTPATTHU payyHap
(GIMPS) 3a tectupame u nposepy. J1o OCHUBaHa OBOI YAPYKEeHa Ouia
cy mo3Hata 34 MepceHoBa Opoja, a 10 cajia je OTKpUBEHO joir 6.

38. Mepcenos mpoct 6poj 2997259 — 1 je otkpusen 1999. (Clark-
son, Woltman, Kurowski), u To je 610 mpBu OTKpHBEHH MPOCT 6Poj ca
Buire o 1 000 000 mudapa. YV meroBom JaekaaHoM 3amucy uma 2 098 960
uudapa.

ITocne Tora cy oTkpuBeHa jomn 1Ba MepceHoBa mpocta 6poja, u TO
213466917 _ 1 (Cameron, Woltman, Kurowski 2001. rogune, 4053 946

nudapa) u
920996011 _ q

(Shafer, Woltman, Kurowski 17. HoBemGpa 2003. romune), anu jorn
Tpaje IpoBepa J1a M je A0 cajla HajBehn OTKpUBEHU MPOCT Opoj (Y urjeM
nekagHoM 3amucy yuectByje 6 320 430 mudapa) 40. MepceHOB mpocT Opoj
WM MOYX/Ia MMa JOIII HEKU MambHu O] Iera Koju Huje mo3Hat. Moxa he
TO OUTH MO3HATO Kajia BU OyeTe unTaau OBy KibuTy. Moxa he 1o Tana
OUTH OTKPUBEH jOIT HEKM MepceHOB TTPOCT Opoj. 3aTO MOCETUTE CajT

http://www.mersenne.org/status.htm

TJIe ce pe3yITaTH AKypUPajy Ha CBAKUX CAT BPEMEHA.
TpenytHo je akTyenmHa Harpaga oa 100000 amepuukux momapa 3a
pBY ocoba koja mpoHalhe mpoct 6poj ca Bute o 10 000 000 mudapa.

3.3. /ducTpubyuuja npocTux dpojeBa

TEOPEMA 3.12. (Teopema o npocrum Gpojesuma) Obenexcumo ca m(n)
opoj apocitiux bpojesa ne sehux og n. Taga easicu

n
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. . n
(Yuiwia ce: m(n) je acumiiiolicku jeqnaxo ca o )
nn

Jloka3 mpeTxo/IHe TeOPEeMe 3aXTeBa CIIOKEH MaTEMATUUKH anapar, ma
hemo ra uzocraButu. TeopeMa o MpocTUM OPOjeBUMa 3aIIpaBO TBP/IU /14
3a CBakM peasrlaH O6poj € > 0 (Ma KOMMKO OH OMO Majii) IMOCTOJU HEKH
npuposiaH O0poj 1y (KOjU 3aBUCH Of €), TaKaB Jla je 3a CBe MPUPOIHE
OpojeBe 1 > Ny UCITYHEHO

m(n)

1_5<T<1+5-

Inn

Hamomennmo camo 11a je oBo TBpheme u3Heo Kao xurotesy ['ayc 1840.
roAMHE, a JIOKa3alu cy je He3aBHcHO Bame-Ilycen u Amamap 1896. Ilpe
BuX, TauHuje 1850. rogune, YeOuImes je qoka3ao 1a 3a CBaKH MPUPOIAH

opoj n > 1 Baxu
T o)
8 Inn m(n) S 8 Inn’
Hagsenrhemo 6e3 mokasa joru jefHy TeopeMy Koja TOBOPH O JUCTPUOY-
[IAjU TTPOCTUX OpojeBa:

TEOPEMA 3.13. (Jupuxne) Hexa cy a u m ysajamno dpocitiu apupogHu

opojesu. Taga ceaxu apuitimeiivuxu huz (a+km), k= 0,1,2... cagpicu
OecKoHauHo MHOZ0 APOCTIUX Opojesa.

3.4. 3amamm

49. Jloxa3aTu 1a je CBakH IpocT 6poj p > 3 obauka 6k + 1 v 6k 4 5
(k e NU{0}).
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Pewerve. CBY HeHETaTUBHU LIeJTH OpojeBH cy oonuka 6k, 6k+1, 6542,
6k + 3, 6k + 4 wnu 6k + 5 (k € NU {0}). IowmTto 6pojesu 6k, 6k + 2,
6k + 3 u 6k + 4 He Mory OMTH ITPOCTH, CBAKHU MPocT Opoj Behu ox 3 je
obnuka 6k + 1 wim 6k + 5.

" Haiiomena. ExBuBaneHTHa (hopMyanuja TBpherma MpeTXoTHOT 3a/1aTKa
je a je cBaku mpoct 6poj p > 3 obmuka 6k + 1 wnmm 6k — 1 (k € N), mTo
ce yecto kpahe 3anucyje p = 6k £ 1 (k € N). J

50. (1) Axo je p mpoct 6poj Behu ox 3, nokaszaTu na 24 | p*> — 1.

(2) Axo cy p u ¢ mpoctu OpojeBu Behn o 3, MOKa3aTH 1A BaXu
24 | p* — ¢%

Pewere. (1) Tlomtoje p>—1= (p—1)(p+1) ukako je p Hemapan
6poj, Tocy p — 1 u p + 1 1Ba y3acronHa napHa 6poja u BUXOB MPOU3BO/I
je nemwuB ca 8. Harpe, p — 1, p, p + 1 cy 3 y3acTonna npupoaHa Opoja, ma
je jenan o1 \ux esbuB ca 3. To curypHo HUje p jep je p mpocT 6poj Behu
on 3, ma je jeman o 6pojeBa p — 1 u p + 1 mespuB ca 3, a OH/IA je ¥ BbHUXOB
Npou3Boz, Tj. p° — 1, nesbuB ca 3.

Haxne, 3 | p*> —1 u 8 | p*> — 1, ma kaxko je (3,8) = 1, To cnemu na
24=3-8|p*—1.

(2) Tepheme (2) cnequ u3 TBphema (1) 360r

- =0p"-1)-(7-1).

51. Hahwu cBe nmpocte 6pojeBe p TakBe Aa Cy U OpojeBU

(@ 8?+1;, (6) p+10up+14; (B) p*+4up*+6
MPOCTH.

Pewerve. (a) Axo je p = 2, Tana 8p? + 1 = 33 Huje mpocT 6poj.

Axo je p = 3, Tama 8p? + 1 = 73 jecte mpocT 6po;j.

3a p = 5 6poj 8p? + 1 = 201 Huje mpocT.

Heka je cama p mpoct 6poj Behn o 5. Tana je p obnuka 6k + 1 umu
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6k +5 (k€ N). Akojep = 6k + 1, Tana je
8(6k +1)* +1 = 8(36k* + 12k + 1) + 1 = 3 - (96K + 32k + 3)
croxeH 6poj. Ako je p = 6k + 5, Tana je
8(6k +5)% + 1 = 8(36k* + 60k + 25) + 1 = 3 - (96k* + 160k + 67)

CIIOKeH OPoj.

Jaxie, jequHO penieme je p = 3.

(6) (I1Ipso pewerve) 3a p = 2 6poj p + 10 = 12 Huje mpocT.

3ap=306pojeBup+ 10 =13 up+ 14 = 17 cy nmpocru.

Axo je p = 9, Taga omet 6poj p + 10 = 15 Huje mpocT.

Hexka je p mpoct 6poj Behu ox 5. Moryha cy nBa ciydaja:

p = 6k + 1 3a neku k —tana je p+ 14 = 6k + 15 = 3(2k + 5) cnoxen
6poj;

p = 6k + 5 3a neku k —tana je p+ 10 = 6k + 15 = 3(2k + 5) cnoxen
opoj.

(/Ipyéo pewerse) CBaku mipupoaan 6poj je obmuka 3k, 3k + 1 wmn
3k + 2. Mebhy 6pojeBuma obnuka 3k jenuHo je p = 3 mpoct 6poj. Y Tom
ciyuajy ¢y u 6pojeBu p+ 10 = 13 up+ 14 = 17 Takohe nmpoctu, ma p = 3
JecTe perreme.

3ap =3k+16pojp+ 14 = 3(k+5) je cnoxen, a 3a p = 3k + 2 6poj
p+ 10 = 3(k + 4) je cnmoxeH.

Jake, jequHu mpocT Opoj ca TpaXeHOM OCOOMHOM je Opoj 3.

(8) Axo je p = 2, Taza je p? + 4 = 8 croxeH 6poj.

3a p = 3je p? + 6 = 15 coxen 6poj.

3a p =5 cy 6pojeu p? + 4 = 29 u p? + 6 = 31 mpocTw.

AKxo je p ipoct 6poj Behu o1 5, Tama pasnukyjemo cienehe ciydajese:

1. p=5k+ 13anexo k: p* +4 = (bk +1)> +4 = 5(5k* + 2k + 1)
je crosxxeH 0poj;

2. p =5k +23amnexo k: p*> + 6 = (5k + 2)? + 6 = 5(5k? + 4k + 2)
je cimoxkeH Opoj;
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3. p =5k + 33amnexo k: p*> + 6 = (5k + 3)? + 6 = 5(5k? + 6k + 3)
j€ cImoXxeH 0poj;

4. p=>5k+43amneko k: p* +4 = (5k +4)? + 4 = 5(5k* + 8k + 4)
j€ cimoxeH 0poj.

Jlakite, jequHO penieme je p = d.

52. Axo cy 6pojesu p u 2p? + 1 mpocTu, 1oKasaTu aa je u 3p* + 2
Takohe mpocr.

Pewerve. Axo je p mpoct 0poj Behu o1 3, Tana je p obauka 6k + 1 unu
6k+53aneko k. Akojep = 6k+1, Tangaje 6poj2p*+1 = 2(6k+1)*+1 =
2(36k* + 12k + 1) + 1 = 3(24k* + 8k + 1) cnoxen. Ako je p = 6k + 5,
Taza je onet 6poj 2p* + 1 = 2(6k + 5)% + 1 = 2(36k* + 60k + 25) + 1 =
3(24k? + 40k + 17) coxken.

Jaxkite, p je mpocT Opoj Marmu OO, Tj. p = 2 AU p = 3.

Axo je p = 2, Tana je 2p? + 1 = 9 cnoxkeH 6poj.

3ap =3, 2p% + 1 = 19 je mpoct 6poj, a mpocT je u 3p? + 2 = 29.

53. (a) Axo cy p u 8p — 1 mpoctu OpojeBu, gokazaTu 1a je 8p + 1
CIoXeH 0Poj.

(6) Ako cy pu2p+ 1 npoctu 6pojesu (p > 3), nokaszatu jaa je 4p + 1
CIIOKEH Opoj.

Pewerve. () BaxHo je mpuMeTUTH 1a je TBpHeme OBOT Jena 3a/1aTka
€KBUBAJICHTHO Ca:

aKo je p mpoct 0poj, Tama je 8p — 1 crmoxken mnm je 8p + 1 croxeH.

3aucra, ako je ¢ = "6poj p jempoct’, r = "6poj 8p — 1 je mpoct’,
s ="0poj 8p + 1 je mpoct”, TBphemwe noj (a) je

g Nr = —s,

na momrto je Gopmyna (¢ A r = —s) < (¢ = —r V —s) TayToNOTHja,
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TBpheme mos (a) Moxe ce GopMyITUCATH U Ha cliefichn HauuH:

(%) aKo je p mpoct 0poj, Taza je 6ap jemaH o OpojeBa
8p — 1 unu 8p + 1 crmoxeH.

3ap = 2 6poj 8p — 1 Huje mpoct. 3a p = 3 TBpheme OUUTIIETHO BAXKHU.
Caaku ripocT 6poj p > 3 je obnmuka 3k — 1 wnm 3k + 1, 3a Hexu mpuUpoIaH
opoj k.

AKko je p mpoct 0poj obnuka 3k — 1, 3a Heku k, Taga je Sp — 1 =
24k — 9 = 3(8k — 3) cnoxken jepje 8k —3 > 13ak > 1.

Axko je p mpoct 6poj obmuka 3k + 1, 3a Heku k, Taga je 8p + 1 =
24k +9 = 3(8k + 3) cnoxen jep je 8k +3 > 13a k > 1.
(6) Cnmuuno Kao y neny (a), TOBOJBHO je MOKa3aTH Ja BaXKH:

aKo je p mpoct 0poj Behu ox 3, Taga je 6ap jeman
on OpojeBa 2p + 1 wmm 4p + 1 croxeH.

54. 3a npuposHe 6pojese a, b, ¢, d Baxu a® + b* = ¢® + d?. Jla nmu je
a + b+ ¢ + d cnoxen 6poj?

Pewerve:

(a+b+c+d)? =a*+ b+ +d°+2ab+ 2ac
+2ad + 2bc + 2bd + 2cd
= 2(a® 4+ b* + ab + ac + ad + be + bd + cd).

3uaun, (a + b+ c + d)? je nmapan 6poj, ma je u a + b + ¢ + d mapan, nakie
CJIOKEH.

55. Jloxaszatu n1a cy cBu 6pojeBu
(1) 10001,100010001, 1000 100010 001, . ..
(2) n*+4" 3aceakon € N

CITO’KEHH.
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Pewere. (1) Bpoj 10001 = 73 - 137 je cnoxeH.
3a k > 1, k—Tu eeMeHT HU3a ce MOXKe MPEICTABUTU Y OOJIUKY

1+10* 4 - +10%

U BAXU:

104k+4 —1 102k+2 -1 102k+2 + 1
10°—1  102—1  102+1
(10% + - 4+ 1)(10%2 + 1)
101 '

1+ 10"+ -+ 10% =

Bpoj 101 je mpocr, ma on nemu 6ap jenaH ox 6pojea 102 + --- 4+ 1 u
10%%+2 1+ 1, xoju cy 3a k > 1 curypno Belin o 101, ma je 6poj

(10% 4 -+ +1)(10%%+2 + 1)
101

CITOYKEH.
(2) Pasnukyjemo cienehe crnyvajese:
1. Ako je n mapa#, Taza je n* + 4™ Takohe mapan 6poj Behu ox 2, ma
j€ CITOXeH.
2. Axojen = 2k + 1,3a Heku k € Z, oHna je

n* 44" =nt + 4.4 =p* 4. (204
mTo je Ha ocHoBY uaeHTUTeTa Codu XKepMmeH cioxkeH Opoj.

56. Cpaku Opoj obmmka 3n — 1 mesbUB je HEKMM MPOCTHM OpojeM
obmuka 3k — 1. JlokazaTu.

Pewerve. CBaku mpoct 6poj ocum 6poja 3 je wnu obnuka 3k — 1 unu
obmuka 3k + 1. Axo gatu 6poj obauka 3n — 1 Hema HM jegaH TMPOCT
yuHuan oomuka 3k — 1, oHaa Ccy CBM HETOBHU MPOCTH YNHUOILIM OOJIMKA
3k + 1. Tana je, 360r (3k + 1)(3j + 1) = 3(3kj + k + j) + 1, mpousson
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CBUX IPOCTUX YMHHUIIAIIA TOT 0OJHMKa Takohe obauka 3m + 1, mro HHje
Moryhe. [akne, 1aTu 6poj ©Ma IpoCT YHHWIAI] oOauKka 3k — 1.

57. Hoxkaszatu na mely 30 y3acTOmHUX MPUPOAHUX OpojeBa, TIe je
HajMamku Behu o1 5, UMa HajBHIIE 8 MPOCTUX.

Pewere. On Tux 30 y3actomanx OpojeBa 15 je mapHHUX, 5 OHUX KOJU
Cy JIeJbUBH ca 3, a HUCY JIEJbUBH ca 2 U jOIII 2 KOJH Cy JIEJbUBH ca O, a HUCY
HU ca 2 Hu ca 3. Ipema Tome, 6ap 15 + 5 + 2 = 22 Opoja cy crnoxeHa, na
MPOCTUX HE MOXKE OUTH BHUIIIE O] 8.

58. Jlato je 15 mpupomuux OpojeBa 1 < nq,na,...,n15 < 2003. Axo
jesacsed,j € {1,2,...,15}, @ # j, (n;,n;) = 1, nokasatu na je 6ap
jenaH oJ1 qaTux OpojeBa MmpocT.

Pewerse. Heka je p; HajMamu MpoOCT Opoj Koju aenu n;. TBpheme
3aJ1aTKa CIEAN U3 YMILEHUIIE 1A CYy D1, P2, - - - , P15 MEYCOOHO pazIUUUTH
npoctu OpojeBu u 11a je 15—1u mpoct 6poj (y Hu3y mpoctux O6pojesa) 47
(47% = 2209 > 2003).

59. Jdoxazatu 1a uma 6€CKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OpojeBa oOnuka
4k — 1,k € N.

Pewerve. TIpeTnocTaBUMO J1a TaKBUX OpOjeBa MMa KOHAYHO MHOTO;
Heka ¢y 10 3,7,11, ..., p,. locmatpajmo 6poj P =4-(3-7---p,) — L.
Bpoj P Behu je o cBUX HaBeIEHUX MPOCTUX OpojeBa U uMma oomuk 4k — 1;
nmakne, cinoxet je. Ilomro je

P+1=4-(3-T-p,)

u (P,P+ 1) =1, 10 je P y3ajaMHO IPOCT ca CBUM IPOCTUM OpojeBUMA
3,7,...,Dn, a Kako je P 1 HemapaH Opoj, CBU HBETOBH MPOCTU (HaKTOPU
cy oonmuka 4k + 1. Ho, To je HeMoryhe jep mpou3Bof aBa Opoja oONHMKa
4k 4 1 uma o6nmk

(dky 4+ 1)(4dka + 1) = 4 - (4dkyko + k1 + ko) +1,
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a P je obmuka 4k — 1. KoHTpanukiuja.

60. Axo cy p1,po,...,pn MehycOOHO paszauuuTH TIPOCTU OPOjeBH,

J0Ka3aTu ja — + — + - -+ + — HHje 11eo 0poj.
1 D2 DPn

Pewerve. Bpoj
11 L pepsPatPips Pt A PaPac o Paoa

D1 D2 Pn P1DP2 ** * Pn

HUj€ 11€0, jep Opojuiiall MOCIEqHEr PA3IOMKa HUjE JIeJbUB ca p; (MPBU
cabupak y ToM OpOjuOIly HUjE JIeJbMB Ca P1, & CBU OCTAJIN CabUpPLH Cy
JIEJHUBH Ca D1 ), @ UMEHUJIAIL jeCTe.

n®+8n?2+1

™ } MPOCT

61. Hahwu cBe nmpupoaHe OpojeBe n 3a Koje je [
0poj.
Pewerve. Axo je n = 3k, oHna je
[n“q’ +8n?+1

= 3k? k= k(3k
" ] k" +8 (3k +38),

IITO je MpocT Opoj camo ako je k = 1. Tama jen = 3.
Axo jen = 3k + 1, onna je

[n3+8n2+ 1

” 1 = 3k + 1)(k +3),

ITO je mpocT 6poj camo 3a k = 0. Taga jen = 1.
Konauno, ako je n = 3k + 2, Taga je 6poj

[n3+8n2 +1

= } =3k + 12k + 6 = 3(k* + 4k + 2)

CJIOXKCH.



70 TEOPHJA BPOJEBA

62. 30up aBa nmpupoaHa Opoja jeqHak je 30 030. JokaszaTu 1a lUXOB
npousBoj HUje nesbuB ca 30 030.

Pewerve. ITpernocraBUMO Aa je MPOU3BOJ MPUPOTHUX OpojeBa T U
30030 — z (z < 30030) nemus ca 30030, 1j. maje (30030 — z) =
30030k. Tanma je 2% = 30030(z — k), 1j. 6poj x? je nemus ca 30 030.
Tanma je x nemuBO cBakuM IpoctuM akTopom Opoja 30 030. Kako je
30030=2-3-5-7-11-13, 1o je x nesbuBo ca 30030, na je x = 30030,
IITO jeé KOHTPAIUKIIH]a.

63. Oppenutu HajMamkU TPUPOAAH OPOj YMja je TIOJTOBHMHA TOTITYH
KBaJIpaT, TpehrHA MOTIYH KyO ¥ IMEeTHUHA IMOTITYH METU CTEMEH.

Pewerve. Tpaxxenn Opoj n Mopa OuTH nebuB ca 2,3 U 5 u, 300r
MUHHMAJTHOCTH, HeMa JPYTUX MpocTHX akTopa. Hekajen = 2¢-3°.57
W3 ycnosa 3agaTka cieau aa je:

=271.30. 5 = a?,
=2%-371. 57 =P,

=2%.30. 571 =7,

GIw|3IN|3

rzecy a, b u c mpupoHu 6pojeBu. Tana je o HajMamU HemapaH MIPUPOIaH
Opoj 1eJbuB ca 3 U b, 5 HajMambU IPUPOJIaH OpOj IeJbUB ca 2 U 5 KOjU TIpH
JIeJbebY ca 3 J1aje ocTaTak 1 v Y HajMamK NpUpOoJIaH Opoj 1eJbuB ca 2 u 3
KOjU TIpH JIebebY ca 5 maje ocrtatak 1. Tlpema tome, o« = 15, 5 = 10 u
v =6. Tamajen = 217 - 310. 55 = 30233 088 000 000.

64. JlokazaTu 51a 3a CBaKU MpUpPOAAH Opoj M IMOCTOJU CKYIl O 7
CIIOKeHUX OpojeBa KOju 00pa3yjy apUTMETHUKY IPOTPECH]y, TIPH UeMY
cy Ti OpojeBH IO MapoOBUMA y3ajaMHO IMPOCTH.

Pewerve. Axo je 2 < k < N, 6poj N! + k je cmoxen. 3a gatu
pUpoiaH 0poj n m3abepumMo MPOCT Opoj P TaKaB Aa je p > N U 11eo Opoj
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N > p+ (p— 1)nl. Taga cnoxenu 6pojesu
N'4p, N'+p+nl ..., N +p+(n—1)n!

00pasyjy apuTMETUUKY MPOTpecujy. AKO je ¢ 3aje THUUKHU MPOCT JIeTHIAI]
HEKa aBa Opoja TOpI-Er HU3a, OHJA je M pas3lIuka Ta aBa Opoja jn!
(0 < 7 < n) nemwuBa ca q. Opmatne cnemu 1a je ¢ < n. Tama je u N!
JIeTbUB ca ¢, A TipeMa TOMe U p, To je HeMoryhe. /loOujeHa KOHTpaIu-
KITMja TToKa3yje /1a Cy cBaKa JBa WiaHa HU3a y3ajaMHO IMIPOCTH OpOjeBH.

65. Axocy f: N = Zu g : N — Z mynturunmukatusae QyHKIHjeE,
nokasath 1a je u pyukuuja h : N — Z, nepunucana ca h(n) = f(n)-g(n),
n € N, Takohe MyTTUIUTMKATUBHA.

66. Axoje f: N — Z mynrunnukatuBHa QyHKIIM]ja, TOKA3aTH 1 je:
f(1) =1, kao u na je

> fd) = f[fjf@?)

dn i=1 j=0
=1+ flp0) +--+ f01") - (L4 floe) + -+ F(0R*))

npu yemy je n = pi’ - - - pi* KaHOHCKA GaKTOPU3AIMja TPUPOTHOT Opoja
n.

Pewerse. Axo je 3a uexo k, f(k) # 0 onna je

f(k) = f(k-1) = f(k)f(1),

omaxite crmemu aa je f(1) = 1.
Csu gemuonu Opoja n cy o0IrKa

k
i=1
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ma je

%‘f(d): > )f(ﬁpx>= 2. f[f(pfi)

(B1,82;--:B (B1:B2;--:B) 1=1
0<B; <y 0SBy

SN 1D

) B(gf()(p;;)o (if (p§z>> <;Z;f (Mf’“))
. i[Zf ().

1 j=0

™ Haiiomena. Cneuujanso, axo je f(n) = 1, 1j, f(n) = n®, n € N,
mo0ujamMo 1a je

T(n) =Y d°

dln
= 1+ @)+ + @M - (U + )+ -+ (07)°)
=(a1+1)(ap+1).

Taxobe, axo je f(n) = n,n € N, nobujamo na je

o(n) = Z d
din

=0+p+-Fp) Lt +p")

:p?1+1_1 . .p(’:k-i-l_l
p1—1 pr— 1
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67. MebOujycoBa pyukmmja i : N — 7Z nebunucana je Ha cienehu
HaunH: ((1) = 1w

(pal'”pak): (—1)k’ aKOjeCle...:akzl
o " 0, 6ap jenaH «; je Behu ox 1

IpU YeMy cy k U «; IIPUPOAHM, a p; MPOCTU OpojeBu, ¢ = 1,2,... k,
p(14) =1, p(15) = 1, p(16) = 0, u(30) = —1,...)
JlokazaTu:

1) MebujycoBa yHKIHja je MyITUTIMKATUBHA;
2) ako je f : N — N MyntumiukatuBHa (GyHKIUja, Taga BaKu:

D @dud) = (1= f(p)--- (1= fpr)) .

din

npu yemy je n = pi’ - - - pp* KaHOHCKA (GaKTOPU3ALMja TPUPOJHOT Opoja
n:

b

3) > pud) =0, n>1;
dln

d 1 1

dn Y41 Pk
KaHOHCKa (hakTopu3almja 6poja n.

68. JlokaszaTu J1a CTEneH MpOCTOT Opoja He MOXe OUTH CaBpIIIeH Opoj.

Pewerve. IlpernnocraBumo cynmpoTHo. Heka je p mpoct 6poj, Takas ga
je 6poj p* caspmien. Tana je o(p®) = 2p*, na je
P
p—1

onakie cremu 2 > p. KoHnTpamukimja.

o

2p ;T 2p* =pT 41,

69. JlokaszaTtu aa je mpupojaH Opoj 1 caBpIIIEH ako je 30Mp perurr-
POYHHX BPETHOCTH HeTOBUX ITO3UTHBHUX JICTHITAIIA jeTHAK 2.
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1
Pewerve. Ycnosn ; g = 2 eKBHMBAJICHTAH j& YCIIOBY dz % = 2n, T1j.
o(n) = 2n, na je 6poj n caBpIIEH.

70. IToka3zaTu 1a mMOCcTOju OECKOHAYHO MHOTO IIPUPOIHUX OpojeBa n
TakBuX Ja je o(n) = 2n — 1.

Pewerve. 3a cBaku pupoaaH Opoj 1M Bakxu
o(2™) =2mtt _1=2.2" 1,
OJIaKJIe CIeIH TBpheme 3a1aTKa.

71. (PenyOmmuko takmuuerse 1999, IV paspen) Heka je nq, ng, ng, . . .
CTpOToO pacTyhu HU3 MPUPOJIHUX OpojeBa, TaKaB J1a 3a cBako ¢ € N Baxu
o(ni) —n; = m. Onpenuta m.

Pewerve. (1) Ako je n mpoct 6poj, ovgajeo(n) —n=n+1—n=1.

(2) Axo je n cnoxeH Opoj, oHIa je Oap jedaH HWEroB jaeiwialn d >
vn>lmjeo(n)—n>2n+yn+1—n>n.

AKO cy cBH OpOjeBH TaTOT HU3a MPOCTH, OHNa je m = 1. Axo jey
naToM HU3y Oap jenaH 6poj CIOXKeH, OHJIA Cy CBH CllokeHH 300r (2). Tana
je moryhe nahu n; Takas na je o(n;) — n; > y/n; > m 3a ceako m € N,
Haxkime, mopa outu m = 1.

72. (Cabutr udbun—Kopa, 836 — 901.) 3a mpuponne 6pojeBe m u n
Ka)XeMO Ja Cy iipujaitie/bcKu Opojeeu ako je CBaKM OJT IbHUX jeTHAK 30Upy
npaBux jaenunana apyror. Jlokaszatu cinemehe TBpheme: Ako cy p =
3-21 -1, ¢g=3-2~1 u r=9-2%"1 — 1 npocru 6pojeBu, oHa
cy A=2pg u B = 2Fr npujatemmcku 6pojeBu.

Pewerve. 36Mp CBUX MO3UTUBHUX JAenuiata 6pojan = [[;_, p;* je

o) =120

i=1 j=0
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Tako 36up menumnana 6poja A usHOCH
o(A) = (1+2+--+2°) (1+p)(1+q) = (27 = 1) -9 221,
306up cBUX genuiana opoja B je ucTu:
o(B)=(1+2+-+2") (1+r)= (2" —1).9. 2%,
Taxkobe je
A+B=2"pg+r)=2"((3-2"""-1)(3-2"—1) 4921 — 1)
_ ok (9 9%k _ g, 2k—1) — 921 g (2k+1 _ 1) '

36up npasux aeauiana 6poja A je nakne o(A)— A= (A+B)—A=1B,
a mpaBux jenwiana 6poja B: 0(B) — B = (A+ B) — B = A. 3naun A
u B cy npujaTe/bCku OPOjeBH.

73. Jloxaszatu 1a cy cBaka jBa pasnuuurta Pepmaona 6poja y3ajaMHO
MpoCTa.

Pewerve. Heka cy f, u f1k, k > 0 gBa pasmuunta depmaosa 6poja.
TpeTrnocTaBUMO J1a je M €0 O3UTUBAH Opoj, TakaB xam | fyum | frik.
Heka je z = 2%". Tanaje

ik —2 1 —1
f+]lz _-T$+1 e R ST

_1’

na f, | foir — 2, omaxne cnemu ga m | fror — 2. Kakom | fx Tom | 2.
Mebhytum, kako cy depmMaoBu OpojeBH HEMAPHHU CIeAH 1a je m = 1,
OJTaKJIe cIeIu TBpherbe 3a1aTKA.

74. JToxazatu na depmaoBu OpojeBU 3a/I0BOJHABA]Y PEKYPEHTHY DPe-
namjy fo1 = fofifa - fn+2.

Pewere. TBphemwe hemo mokxazatu mHayKnujom 1o n. 3a n = 0 je
fo=3,a fi1 = 5, ma tBpheme Baxku. IIpeTrmocraBuMo Ja TBpherbe BaKU



76 TEOPHJA BPOJEBA

3a HeKH MPHUPOoIaH 6poj n, Tj. aaje fn, = fofi -+ fn—1 + 2. Tana je
fo—=2=2""4+1-2=2"—1= fofi-- fu,
ma je
for1—2=2"" 1= (2" —1) (2*" +1)
= fOfl"‘fn—l .fm

OIaKJIe CIIeIN TBpheme 3a1aTKa.

" Haiiomena. KopumhemeMm pexkypeHTHE Gopmyse U3 MPEeTXOIHOT 3a-
JaTKa ce JAKO MOXe MOKa3aTH J1a Cy cBaka nBa pasnuunta depmaosa
Opoja y3ajaMHO MpOCTA. J

75. Jloxazatu 1a 3a n > 5 cBaku 6poj obmika 22" — 1 uma mpoct
daxTop Behu o 1 000 000.

Pewerve. Ha 0OCHOBY TIpETXOJIHOT 3aaTKa j&

22n—1:fn_2:f0f1"'fn—17

na je 6poj 22" — 1 nemus ceakum Depmaosum 6pojem fi, 0 < i < n — 1.
IMpema Tome, 6poj 22" — 13an > 5 je nemus ca f5 = 6700417 - 641, ma
caapxu mpoct paxrop 6700417 > 1000 000.

76. JloxaszaTH Ja 3a CBAKHM IPUPOIAH 6poj n 6poj 22" — 1 uma Gap n
Pa3TUYUTUX TPOCTUX (paKkTOpA.

n . . .
Pewerve. 2% — 1 je mpoussos n paznuuntux Mepmaosux 6pojena Koju
Cy TIO TAapOBUMA y3ajaMHO MPOCTH, OJAKJIE CIIeIN TBphHeme 3a/1aTKa.

77. Hoxasatu aa je n = 2F axo je 2" + 1 mpoct 6poj.

Pewerve. TIpeTIIOCTaBIMO CYIPOTHO, Tj. Aa je n = 2F - m, tme je m
HenapaH 6poj Behu ox 1. Tana je

oy =29%m 1= <22k>m g



3. TIPOCTH BPOJEBU 77

ma Kako Baxu = + y | 2 + y™ 3a HEmapHO M, TO U
k
22+ 12" +1,

na je 6poj 2" + 1 cnoxen. Konrpanukuuja.

" Haiiomena. VI3 IpeTXOTHOT 3aJ1aTKa cieIu 1a 6poj obonuka 2" + 1 Mmoxke
OUTH TIpOCT caMo ako je oH depMaoB Opoj. N

. n n—1 .
78. JloxasaTu 1a 3a cBako n € N, 6poj 22" + 22" + 1 uma Hajmame
N pa3NMYUTUX MPOCTUX (aKTOpa.

Pewerse. Jlokazahemo TBpheme HHAYKITUJOM IO 7.
Ban=1je2% 422 +1=7.
3a cBakM penaH Opoj ' BaXKH jeTHAKOCT

P tl=(+ 1) -t = -+ )@+ 2+ 1),
Ta je CTenMjaaTHo U

22n+1 + 22n + 1 _ <22n . 221171 + 1) (2277. + 2271,71 + 1) .

Jlame, ©IMaMo J1a je (22" — 92 4,97 422 1> = 1, jep ako 6u
OBH OpOjeBH UMAM 3ajeTHUYKU MpocT (aktop p > 2 (p # 2 jep cy
OpojeBU HEMapHU), OHAA OU OMITO

p | <22n + 22n—1 + 1> N (2277. N 22n—1 + 1> _ 2 . 2277.—1’

mTo je HeMoryhe (p je HemapaH npoct 6poj).
n n—1 .
Jakie, mo mpernoctaBuy, ako 22" + 22" + 1 uma HajMame n pa-
2n+1 on .
3MMYUTHX TIPOCTHUX JIenana, oHaa 2 + 2% 4+ 1 uma najmame n + 1
Pa3TUYUTHUX ITPOCTUX JIETIIALA.

79. U3z ckyna {1,2,...,2n} Ha npousBo/baH HauKMH u3abpa je n + 1
0poj. Hokazatu na mehy nzadbpannm OpojeBuMa YBEK IMTOCTOJU OPOj AETbUB
HEKUM JPYTHM O] H3a0paHHUX OpojeBa.
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Pewerse. Heka cy aq,as, ..., G, 1 MPOU3BOJFHU OPOjEeBH U3 CKyIMa
{1,2,...,2n}. CBaku o BUX CE MOXKE 3aIMCATH Y OOIUKY a; = 2kib,, e
je b; nemapan. Tama cy by, bo, ..., 0,1 HemapHu OpoOjeBH U3 MHTEPBAJIA

[1,2n — 1], a kako y untepsany [1,2n — 1| mocToju camo n HemapHUX
6pojesa, 1Ba Cy jenHaka, Tj. 3a Heke4,j € {1,...,n—1},7 # jjeb; = bj,
na jefaH o1 Opojesa a;, a; AENU APYIHU.

80. JToxa3zaTu na 3a mpupojiHe OpojeBe a, b u ¢ Baxu:

abc = [a, b, c| - (ab, be, ca).

Pewere. Heka je

a=pypy?pit, b=plp o, c=pPippt

(uexu ox1 6pojeBa v, [3;, 7; MOTY OUTH U jeqHaku HyH). Tama je:

[a,b,c] = prlnax{oq,ﬁh"ﬂ} o ‘pzlax{ak,ﬁkﬁk}’

_ min{a1+81,61+y1,71+a1} min{ag+Br,8k+7k 76 +or }
(ab, be, ca) = py b '

[TomTo je
max{a;, B;, v }+min{e; +5i, Bi+yi, it} = i+ Bty (i=1,k)

(ako je, HIIp. y; HajBehM, HajMamBK 30Hp je o + [3;), TBpheme HeMOCPeTHO
CIIeITH.

81. [loka3zatu Ja 3a mpHpoHe OpojeBe a, b ¥ ¢ BaKU:
(1) (a’a [b7 C]) = [(av b)? (av C)];

(2) [(L, (b> C)] = ([a’ b]a [aa C])Q
(3) [a,b,c|(a,b)(b,c)(c,a) = abe(a, b, c);
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(4) [a,b,c|(a,b)([a,b],c) = abe.
82. (UMO 1997) Hahu cBe nmapose (a,b) mpupognux O6pojeBa Koju
3a10BOJbABA]y jeIHAUMHY a” ="
Pewere. Heka je (a, b) pelneme garte jeqHaYMHE U HEKA CY
a=pipst Pyt m b=plph

KaHOHCKe (pakTopH3alnuje OpojeBa a u b, mpu yemy je, 300T jeqHAUMHE
KOjy T GpojeBH 3a/10BOJbABA]y, jaCHO J1a Mopa outu o; > 0 u 5; > 0 3a

cBei € {1,2,...,n}. 3aMeHOM y jeHAUMHY T0OHjaMO
a1b? _asb? anb? _  Bia_Ba Bna
2N R 2D VI SO
i 92 a; a
OJTaKJIe CITeIN 1A 34 CBAKO ¢ BaXH a;b° = [;a, OTHOCHO — = — = 1 3a

B b

HEKH parmoHanaH 6poj r. Ouatie je

a=p{py T =0

3amemyjyhu MOHOBO y 1aTy jeTHAYMHY TOOUjaMO
) =y,

onakne je rb®> = b", oqHocHO r = b2,

Kako paruoHanmaH cTeneH MpUPOTHOT Opoja b Moke OUTH jeqHAK
palmoHaIHOM Opojy 7 caMo aKo je 1 Takohe mpupo1aH Opoj, TO CIeau 1a
jer € N. Kakojesar =5, r < 22 < b2 (0BO ce MOXe MOKA3aTH
UHIYKIUjoM), To ocTajy moryhuoctu r € {1,2,3,4}. PasmaTpameM TUX
MoryhHocTH 106MjaMO TpH pelera aate jennauune: (1,1), (27,3) u
(16, 2).

83. JlokasaTu &1a je U3NIOXKuUIall ca KOjuM JaTh TIpOCT Opoj p dury-
pHille y KaHOHCKO] (hakTopusanuju 6poja n! jeqHax

]l



80 TEOPHJA BPOJEBA

Pewerve. Cyma je KoHauHa jep 3a cBaku n € N u mpoct 6poj p
TIOCTOjU TIPHPOJIaH 6poj m Takas xa je p™ < nup™ > n.

Meby 6pojeBuma 1,2,...,n uma n OpojeBa JeBLUBUX Ca P, [%1
p
2 [ﬁ] 3
JIETbUBHX ca P~ o JIeJbUBHX ca p°,. . . .
84. Ca xomuko HyJa ce 3aBpiasa 6poj 100! ?
100 100 100

: - N _ ---:2 4 :24.

Pewerve [5]4—[25}—#{125}—% 0+4+0+

85. Ja au mocroju mpupogaH 6poj n Takas aa ce n! 3appmasa ca 11
Hyjna?
Pewerse. 3a n < 49 6poj n! ce 3aBpmasa ca Mame o1 11 nymna; 50!

ce 3aBpimiaBa ca 12 nyna; a 3a n > 50 ca 12 wnm Buine Hyna. He mocroju
Opoj n Takas ga ce n! 3aBprrasa ca 11 Hya.

86. [loxkaszatu na je

(Z) - n(n_l)“;n(!n_mﬂ) - m!(nnim)!’ mem

1eo 6poj.

Pewerve. JIOBOJBHO je TOKA3aTH J1a 34 CBAKU MPOCT OpOj p M CBAKU
MIpUpoIaH Opoj k BaXku HejeTHAKOCT

-+ [5)) =

(BumeTtu Teopemy 1.1. (5)).

87. (MMO 1972) lokazaTu 1a je 3a CBaka JBa HEHETATHBHA IeNa
O6poja m u n 6poj
(2m)!(2n)!

m!n!(m + n)!
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11€0.

Pewerve. Hexa je p mpou3BoJbaH MPOCT Opoj M Heka je k mpupomaH
6poj Takas 1a je pFt > 2m u p**tl > 2n. Tama je p**t > m + n. IIpema
3amaTKy 83, ako je o Hajsehu mpupogad 6poj Takas qa p* | (2m)!(2n)!

Tajaa je
2m 2m 2m 2n 2n 2n
a=|—|+ ||+t || T || T || T T =%
p p p p p p

Taxolhe, mpema 3amaTtky 83, ako je [ HajBehu mpupogaH Opoj Takas 1a
p? | mIn!(m +n)! Tanaje
v 5]+
oF

m m m n n
-] - 31 B Bl
p p p p D
ITomTo 3a cBe HeHeraTUBHE OPOjeBE T M Y BAXXKM HEJETHAKOCT (BUACTH

m-+n m-+n m+n
e ]
teopemy 1.1. (10))

p p p

[22] + [2y] > [z] + [y] + [z + ¥],

cTaBpajyhmmaje r = — u y = t=1,...,k umamo 1a je

ol Bl G B 1)

naje « > [, omakiie IMPEKTHO CIleU TBpheme 3a1aTKa.

88. (MUMO 1967) Heka cy k, m u n npupoauu 6pojesu, m + k + 1
npoct 6poj Behu ox n + 1. Hexka je Cs = s(s + 1). okaszatu na je
nipou3BOJ (Cri1 — Cx)(Cra — C) + -+ (Crrn — Cy) 1€TbUB TIPOU3BOIOM
CCy -+ C,.
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Pewerve. Ipema nepunnnmju C's Tako 100HjaMo
(*) Cp=Co=p"+p—(+a)=(—a)lp+q+1)
Kopucrehu () nobujamo:
A= (Cm+1 - Ck)(cm+2 - Ck) T (Om—i-n - Ok)
=m+1—-k)(m+1+k+1)(m+2—k)
x(m+2+k+1)---(m+n—k)(m+n+k+1)
=[(m—-—k+1)(m—-—k+2)---(m—k+n)
x[(m+Ek+2)m+k+3)---(m+k+n+1)
Taxobe:

B=CCy---Cp
=1-2:2-3-3-4-.-n-(n+1)=nl(n+1)

Tpeba mokaszaTu na je B 1eo 0poj.

(m—k+1)---(m—k+n) (m+k+2)---(m+k+n+1)
n! ' (n+1)!

B m—k+n m+k+n+1 1
- n n+1 m+k+1°

i m—Fk+n\ . )
[TpBu GuHOMHM KOEDUITHjEHT ( n ) je ueo 6poj (Mmoryhnoct

A
B

m — k +n < 0 He Mema HUINTA OUTHO jep je MPOU3BOJ 71 y3acTOIl-
HUX 1eanx OpojeBa yBek jaebuB ca n! 6e3 003upa Ha 3HaK). [Ipoussosn

m+k+n+1 1 ) " 6001 eD e 6
- — 1€ TAKOhE 1IEO 0] 1€ € OMHOMHHU KO-
n+1 m+k+1° Heo opoy Jep ]
m+k+n+1

epuLnjeHT ( nt 1 ) nempuB cam +k—+13atomrojem+k+1
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npocT 6poj Behu o n + 1 ma nmpema ToMe u y3ajaMHo mpoct ca (n + 1)L

ITpema TOME, KOMUYHUK — 5 je ueo 0poj.

89. JlokasaTH 1a 3a CBaKM MPUPOIaH 6poj n Baxu n!" V' | (n!)!,

90. Axo cy dy,ds,...,d, CBM MO3UTHBHU JAenHOlHU Opoja n € N
(ykmbyuyjyhu 1 u camo n), mokasatu aa je ds - d3 - ... - d> = n™.
Pewerve. Axo cy dy, ds, . . ., d,, CBY MO3UTUBHU Jearolu 6pojan € N
(ykspyuyjyhu 1 u camo n), OHIIa Cy TO B 67;1 67;2 (Zn (peu je 3ampaBo
caMo O jeIHOj IEpMyTalluju HU3a Jenuiana). Jlakie,
d%-dg-....dfnzdl.dQ.....dm.dﬁl.dﬁz.....%:nM.

91. (MMO 2002) Hexka je n mpuponan Opoj Behu ox 1. Heka cy
dy,ds, ..., d; CBU IOBUTUBHHM JETUOLU Opoja n, IpU YeMy je

l=di <dy <---<dp=n.

Osnaunmo: D = didy + dods + - - - + di_1dy.
(a) Jokazatu na je D < n?.
(6) Onpenutu cBe 1 3a Koje je D menmmar o n.

. ) n
Pewere. (a) [lpumernmo 1a ako je d menunai oj n, OHA je TO U T
3aTo je
1 1 n*
D:Zdidi-i-l Z \TL —_— — — =N
; z H—l ; 7 di+1 dl
1<i<k 1<i<k 1<i<k

(6) Hexka je p Hajmamu mpoCT Jenwian o 1. KQ&KO je D < n? axko D
. n .
nenu n? mopa D na Gyne Mame wiu jenHako ca —. Caza je:
p

n

dk:n7 dk—lz_a BRI d2:p7 d1:1
p
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2
n n
Tanaje,3a k # 2, D > dj_1dy, = — - n = —, wro je HeMoryhe. Jakie,
p p
D =dy_1d, k=2,majen = p.
O6pHYyTO je Takohe Tauno. Jlakne, D nenmu n? ako U caMo ako je n
npoct 6poj.

92. (a) OgpenuTH HajMamkU IPUPOAAH OPOj KOjU MMa TAYHO YETHPHU
IEeTUoIA.

(6) OnpenuTu HajMawkKU TPUPOJIAH OPOj Koju je nesbuB ca 30 U uma
TayHo 12 nmenunara.

Pewere. (a) Ako je n = pi'py?...p.* kaHoHCKa (akropuzanuja

opojantamajeT(n) = (a1 +1)(az+1)... (ax+1). Jda Gucmo oxpemunu
n Tpeda OPeaUTH:

e k — 06poj MelhycOOHO pa3nMUUTUX MPOCTUX JETUIIALA O 1,
® Di,p2,. .., Pk — IpOCTe UMHUOLE Opoja n,
e ay,Qa,. .., 0,
Tako fa je n = pi'ps? ... pp* HajMamu 6poj ca 0OCOOMHOM:
(g +1)(ag+1)... (s + 1) =4

I[Momrojec; +1 22,1 =1,2...,kud =2-2cnequ ga je k = 2, 1j. na
n ¥Ma caMo JBa TIpocTa hakTopa U Mpu TOME je

ap+1=2 nu ap+1=2,
Tj.
ar=1 n ay=1.

Haxe, n je mpousBo 1Ba mpocta 6poja (n = pj - p2), a HajMambu Mehy
BHUMa je MPOU3BOJI TIPBA JIBa TIpocTa O6poja (p1 = 2 u po = 3). Haxkue,
n = 6.
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(6) Heka je n Tpaxenu 6poj. Ilomro 30 | n, cnemuna 2 | n, 3 | nu
5| n. Tana je

n=2.30.57_ . (v, B,y = 1),

mna je
) =(a+1)(B+1)(y+1)(...)=12=2-2-3,
OJlaKIIe c€ BUIU J1a Opoj n apyrux (ocuMm 2, 3 U H) MPOCTUX JeNuIana
HeMa, Tj. 1a je n = 2% - 37 - 57, kao u 1a je, 360T ycIoBa MUHIMATHOCTI
opoja n,
a+1=3, f+1=2 v+1=2.

Jaxkne, Tpaxenu 6pojje n = 22 -3 -5 = 60.

93. Komuko menumana uma 6poj 10! ?

Pewerse. Kaxo je 10! = 28 -3* .52 . 7 1o je

7(101) = (8 + 1)(4 + 1)(2+ 1)(1 4 1) = 270.

94. Hahu aaxo 3| a,4|aut(a)=14.

Pewerve. I3 natux ycnosa cienu a = 24! - 3%2, mpu yemy je o => 2.
Kako je 7(a) = (g + 1)(ag + 1) = 14,360r oy > 2,jecy +1 =Tm
s+ 1 =2, omakmeje; =6mas, =1, majea =253 =192,

95. Ilpupoman 6poj n UMa HemapaH Opoj JenuIana ako U caMo ako
j& n MOTIyH KBajapat. JJokazaTu.

Pewere. Heka je n mpupomgan Opoj ca KaHOHCKOM (aKTopHu3aIv-
jom n = pi'p5*---pp* (3a Heke mpocTe GpojeBe P1, Pa, ..., Pk W HEKe
MpUpOHE OpojeBe vy, (g, . . . , (). YKyIaH Opoj (IpUpOAHUX) Teuiana
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6poja n (ykibyuyjyhu 1 ucamo n)je 7(n) = (ag + 1) (e +1) ... (ag +1).

7(n) je wemapan 6poj < (a1 + 1)(ag + 1) ... (o + 1) je Hemapan 6poj
S o+ 1,as+1,... o + 1 cy HemapHu 6pojeBu
&y, Qa, ..., 0 Cy ITAPHU OPOjeBU
< plips? ... pR* je IOTIYH KBaIpaT

< 1 je TMOTITYH KBaJpar.

96. (Peny6iuuko takmuuere 1994, I paspen) Konuko HajBuiie je-
JUJIaa MOXe J1a UMa mpupoaaH 6poj mamu o1 1 994?

Pewere. Bpoj nenunaiia mpupogHOT Opoja uMja je KaHOHCKa (hak-
topuzauuja piips? - por je (o + 1)(ag + 1) -+ (o, + 1). Kaxo je
2-3-5-7-11 > 1994, To y kaHOHCKO] (haKTOPHU3ALIN]U TTPUPOIHOT Opoja
koju Huje Behu o1 1 994 Mmory fa ydecTByjy HajBHIIIE YUeTHPH ITpocTa Opoja.
JIoBOJBHO je opeuTH 6poj nenunana cnenehux 6pojesa: 210, 29.3,28.3,
27.32,27.3.5,20.3%,26.3.5,25.33 2°.32.5 2¢.3% 24.3%2.5,
24.3.5.7u2%-3%.5.7. Hajsehu 6poj nenmunana mehy muma uMa 6poj
24.3.5.7 = 1680 u taj 6poj aemunana jeqHax je 5 - 2 - 2 - 2 = 40,

97. TIpupomaH 6pojn UMa ABa MPocTa AeTHNOLA, a 6poj n° UMa YKYITHO
15 nemunana. Komuko genunana nma 6poj n?

Pewere. TIo ycnoBuMa 3amatka je n = pq°, Toe cy p u ¢ mpoctu
6pojesu, n? = p**¢*’ u (2 + 1)(26 + 1) = 15. Cnenu maje 2o + 1 = 3
n26+1=>5,1. a=1up =2 Cana ce nmako nobuja

7(n*) = Ba+1)(33+1)=4-7=28.

98. Ilpupoman Opoj n MMa camMO TpU MPOCTa Jenuoua: 2, 3 u O.
Onpenutu 6poj N ako je:

T <g> =7(n)—30, 7 (%) =7(n)—=35 u 7 (g) =7(n) —42.
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Pewerse. Heka je n = 2% - 3¥ - 5%, Tana je:

T <g) =xz(y+1)(z+1)
) = @+Dy+1)

(
r(3) = @+ D+ 1)z

T

ma je:

Tn)=(+)y+D(Ez+1) =z@y+1)(z+1)+30
=(x+1y(z+1)+35
=(x+1)(y+1)z+42,

oJaKJie J00MjaMo CUCTEM jeTHAUMHA!

(y+1)(z+1) = 30
(x+1)(2+1) =35
(z+1)(y+1) = 42.

Pememe oBor cucrema je x = 6,y = 5, 2 = 4, ma je n = 9 720 000.

99. OppenuTtu HajMamkU MPUpPOaH 0poj koju je Tauno 100 myTa Behu
ox Opoja cBOjuX Jenwiana, ykipydyjyhu 1 u cam taj 6poj.

Pewerve. Tlpema ycoBy 3aaTka IMaMo J1a je
n = 2%5%p33 . ptt =225 (ay + 1)(ag + 1) ... (g, + 1) = 1007(n).
(1) Axocy 2 u 5 jenquuu mpocTH Jeauonu 6poja n uMamo Ja je
29152 = 225%(qy + 1)(ap + 1),

a je OYMTIIEIHO (1 > 2 U iy > 2. Hujeman o oBUX OpojeBa HE MOXKeE
ouTH 2, jep OM Taja JecHa cTpaHa OWyla JeJbHBa ca 3, a JeBa He. [axie,
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a1 2 3uas = 3. 3a as = 3 uMamo perrewe o = 4, 1. n = 2000, mTo
J€ OUHTJIETHO HajMamhe PeIlekhe Y OBOM CITyUajy.

(2) Hexka cama n ¥Ma W MPOCTHX JENUIANA PA3THUUTHX O 2 U 5.
Tpeba yrBpaut Moske mu outH (o + 1)(ap + 1) ... (o + 1) < 20. Ako
je ap > 2 UM ap > 2, HEJeTHAKOCT HE MOXKe OUTH UCITyH-eHa jep je Opoj ©
neBe crpaHe Taga 6ap 4-3-2 = 24. 3naun, ocraje MoryhHOCT vy = (g = 2
u a3 = 1, ma go6ujamo 1a je 225%ps = 100 - 3 - 3 - 2, mrTo je Hemoryhe jep
je lecHa cTpaHa JieJbHuBa ca 9, a ieBa HHje.

3Haum Tpaxkenu 6poj je 2 000.

100. (MMO 1998) Oapenutu cBe IpUpoOIHE OpojeBe k TakBe Ja 3a
7(n?)

7(n)

HEKO N BaXXH1

Pewere. Axo je n = p{'p3*-- - p% KaHOHCKa (hakTopHU3aImja 6Gpoja
n, OHJA je
T(n) = (g + (ag+ 1) (as+ 1)

u
7(n?) = (201 +1)(2ap + 1) - -+ (2, + 1),
ma je
T(n?) 2041 2w +1 20, + 1
7(n) a1 +1 ax+1 7 g+l

AKO je 0Baj KOIMYHUK TIPUPOJAH OpOj, OH je OUUTIICTHO HemapaH.
JlokaxumMo oOpHYTO, J1a 3a CBAKH HeTlApaH MpUpoAaH O0poj k mocToju

2
T(n
npupoaad 6poj n Takas 1a je k = ((—n))'TO heMo nokazaTu TpaHCHUHUT-
T
HOM WHIYKIIUjOM TI0 K.
7(1%)

3a k = 1 Bpheme je TaunO: 1 = .
(1)

ITperrocraBumo 1a TBpheme Baku 3a CBE HEIMapHe MPUPOIHE OpojeBe
Mambe O/ HEKOT HelapHOT Opoja k M JOKaKUMO Jia je TAYHO M 3a k.
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bpoj k 4+ 1 je mapaH, Te ra MOXXeMO HAalMCaTH y OOMMKY k + 1 =
2™ky, mpu yemy je ko HemapaH Opoj. Ilomro je oumrnemHo ky < k,
MpeMa MHIYKIUJCKO] MPETIOCTABIM MOCTOJU MpUpOoAaH Opoj 1y Takas

2
. Tn .
na je kg = E Oi. Mzabepumo MelhycoOHO pazmumuute TIpocte OpojeBe

T(No
Do, D1, - - -, Pm—1 KOJH CY y3ajaMHO TPOCTH ca Ny M Heka je (3a caga) o
MIPOU3BOJbAaH MPUPOAaH Opoj. AKo je
2 2777,71
n=pep" D1’ Mo

¢ 003UpOM Ha TO 1a je HpyHKIMja T MyJITUIIMKATUBHA, J00HUjaMO

T(n?)  2a+1 2a+1 2"a+1  7(n§)  2"a+1
r(n)  a+1 2a+1 7 2nla+1 7(ng) a+1

ko.

Axo craBumo 1a je a« = (2™ — 1)kg — 1, umahemo

T(n?)  2"a+1  2™(a+1)
T(n) 2m—1  2m—1

—1=2"ky— 1=k,
YUME j€ J0Ka3 3aBPIIEH.

101. (dupwuxne) Joka3aTu jeTHAKOCT

ey =[] 3] 2]

Pewerve. TlpumeTumo Hajope j1a je

{n—i—l}: [%}, Efn+1
" [%}H, kln+1.

Baucra,akoje n+1=qgk+r nu 1 <r < k-1, tanaje

n=qk+r—1 mu [n;—l]:[%}:q.
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. ) +1
Axkoje n+ 1= qk, onna je {nk ]Zq u [q =q—1

Haxkie, umamo n1a je

e[ ] Bl e

Axo je

OHJIA je

n+1 n n+1 n
1 2
na TBpheme BaXM HA OCHOBY MPUHIIMIIA MATEeMAaTUUYKE WHIYKLHU]JE, jep
TBpheme ounraeHo Baxu 3a n = 1.

+ {Z i ﬂ — 7(1)4+7(2)+- - -+7(n)+7(n+1),

102. Heka je p,, n-tu mpocT 6poj. Jloka3aTu 1a 3a CBaKU MPUPOIAH
O0poj n > 4 BaXu HEJeHAKOCT P, > 2n.

Pewerse. 3a n = 5 TBphewme Baxku jep je p; = 11 > 10. Ako je
Pn > 21, OHAA j€ Ppi1 = Pn + 2 > 2n + 2 = 2(n + 1). Jlakie, 3a cBaxko
n>4ijep, > 2n.

103. (Caesno Takmuueme 1984, II paspemn) Heka je p,, m-Tu mpoct
6poj (p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5,...) u Heka je m(n) 6poj mpocTux OpojeBa
KOju HHUCY Behu o11 n. AKo je

A={n+p,|neN} u B={n+n(n)+1]|neN},

tanaje AN B =0, AU B =N\ {1}. lokaszaTu.

Pewere. dynknuja m uma cneneha cBojcTna:
(1) m(px) = k 3a cBako k € N,
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(2) m(n) < w(n+ 1) 3a cBakon € N,
(3) m(n) < m(n+ 1) ako u camo ako je n + 1 mpoct 6poj.
[TpeTnocTaBUMO CyMpOTHO, Tj. 1a je A N B # (), onHOCHO 12 3a Heke
MpUPOIHE OPOjEBE 1 U N BAXKH

(%) m+ pp =n+7m(n)+ 1.
PasmoTpuhemo nBe moryhHOCTH: D)y, < MU Py > M.
Axo 6u 6uno p,, < n, Taga Ou U3 Te penanuje u u3
m = 7(pm) < 7(n)
CIIEINIIO
m+pm <n+m(n) <n+m(n)+ 1,

IITO je CYMPOTHO ca ().

Kako je y cy4ajy p, > n, m = w(p,) > n(n) rojem = n(n) + 1l u
m + pm > n + m(n) + 1, ITO TOHOBO MPOTUBYPEYH MPETIOCTABLIM ().

Tume je moxaszano 1a je AN B = ().

Jloxaxumo cana ma je AU B = N\ {1}. Jachojenal ¢ AUBmu
na 2 € B. Heka je n > 2 npou3BoJbaH IPUPOJIaH OpOj KOJU He MPHITaTa
ckymy A. Tokaxumo na taga n € B. Heka 3a neko m € N Baxu

m+pm <n<m-+14 pmni,
Tj.
Pm <n—m—1<pmir.
Tana je 7(n —m — 1) = m, na cneau
n=nn—-m-1)+mn—-m-1)+1€ B.

104. (Casesno takmuueme 1988, I paspen) lokazatu 1a je mpupoaaH
O0poj n > 1 mpocT aKo U caMo aKO BaXKd

e e - [« ) 2]
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. [n n n—1
Pewerve. Kaxko je [T] =n, [ﬂ :11/1{ 1 :|:7’L—1TOI/I3IIaTC

JETHAKOCTH CIIEIU
[n} n . n _n—1 T n—1
2 n—1 | 2 n—1]"

-1
Cob63upoMHaTO Ma3acBako k € {2,3,...,n—1} Baku [%] > [n ? ],

n n—1
TO 300T MPETXO/IHE JETHAKOCTH 3a CBE k BaXKu [E] = { k } . Axo Om

n 6uo crnoxeH 6poj, oHma 6u 3a Heko k € {2,3,...,n — 1} 6poj % o6uo

G-

Haxkie, n Mmopa OuTH mpocTt 6poj.

1Ie0, Ma O BaXUJIO

105. (Caesno takmmueme 1970, IV paspemn) Ako je p mpoct Opoj,
(2p)!
(ph)”

Peuterve. 3a CBaAKO peasiHO T BaXHU

2 NesbUBO ca p>.

OKa3aTH Ja je

(I+z)P1+x)P=(1+ x)zp.

Axo0 pa3BujeMO OBe M3pa3e 1Mo OMHOMHO] (OopPMYyNIM U U3jeTHAUYUMO KO-
epunmjente y3 x¥ nodbujamo

06N 6 ()0 =6)

OIHOCHO
2p)! 2 =
(P! p
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Kaxo je p mpoct 6poj, TO je cBaku 011 OpojeBa

(p) _pp=1)--(p-itl)

? 2!

JIeTbHB ca P, 1A je TIOoCTIeIimbU 30Up, a ca BUM U 6poj N, nebus ca p°.

c Hai n\ n L (7 n!
adomena. | ) ={ i _—k’!(n—k)!' J

106. (Mana omummnujana 1979) Hahu cBe mpupomne 6pojeBe n <1979
KOjH 3a7J0BOJbaBajy cienehu ycroB: ako je m Mpupojan 6poj, 1 < m < n
u (m,n) = 1, onga je m npoct 6poj.

Pewere. Heka je S cKym CBUX MPUPOTHUX OpojeBa 3a Koje Bake HaBe-
nenu ycnoBu. Axo je n € S u p? < n, rae je p mpocT 6poj, oHIA N U
p? HHUCY y3ajaMHO TIpOCTH OpojeBH jep p? Huje mpocT 6poj. TIpema Tome
p|n. Akojen >49un € S onna je ceaku o1 6pojesa 2, 3, 5, 7 nenunai
6poja n. 3atojen = 2-3-5-7 =210 > 112, mau 11 | n. Hdame
ciema n > 210 - 11 = 2310 > 1979, mTo je KOHTpaIUKIHja. 3aTo je
S c{1,2,...,49}.

(a) Heka je n > 25. Taga n € S axo u camo ako je 6poj n JIe/bUB ca
2 -3 -5 = 30. Takas 0poj je camo 30.

(6) Heka je 9 < n < 25. Tama n € S aKo M caMoO aKo je n JIeJbUBO ca
2 -3 = 6. To Baxu 3a 6pojeBe 12, 18, 24.

(B) Hexaje4 < n < 9. Tama n € S ako u caMo aKo je n mapaH 6poj.
Haxie, 6 € 5,8 € S.

(r) JTako ce mpoBepaBa ja cBaku o1 6pojesa 2, 3, 4 mpumnajga ckymy S.

IIpema Tome, S = {2,3,4,6,8,12,18,24,30}.

107. (ITponehno matemaTuuko Takmuuewme, byrapcka 2002, 8. pas-
pen) Hahu cBe mpupoiae 6pojeBe koju nmajy Tauno 16 genumnama (yKIby-
yyjyhu 1 u cam Taj O6poj) Tako na je 30up cBuX Aenuana jeqHak 4 032.

Pewerve: 4032 = 2°.3%.7. Axo 6poj uma Tauno 16 nenunana, onna
OH 1Ma jenHy o cienehux paxropusanuja: p'°, p’q, p3¢®, p3qr, pqrs, Tne
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CYy P, q,T U S PA3IMUIUTH MIPOCTU OpojeBH. 30Hp CBUX Jenmnana (Koju je
jemnak 4 032 = 2¢ - 3% . 7) y cBakoM o] OBUX cTyuajeBa je:

L+p+p*+p®° =1+p)(1+p*)(1+p") (1 +p°);
(I4+p+p°--+p)1+q) =1 +p)A+p*)(1+p") (1 +q);
(1+p+p2+p3)(1+Q+q +¢*)=1+p)1+p*)(1+q)(1+¢%);
(I+p+p*+p) A+ q)(1+7) = (1+p)A+p)A+q)(1+7);
(1+p) (A +g) 1 +r)(1+s).

®axkTop 1 + p? jaBiba ce y ImpBa YeTUpPH ciydaja. IlomTo 6poj Tor
o0nMKa HUje JeJbUB ca 3,4 wiu 7 OBM CIIy4ajeBH HE Boje peiiewy. He
ymMamyjyhu ommTocT, MOKEMO MPETIIOCTABUTH 1a BAXU p < q¢ < 1 < S,
3anmuImmMMo y BPCTH PeIoM MTPOCTe OpojeBe:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, 37,41, ....
Tana 6poj 4 032 Tpeba HammMcaTH Kao MPOU3BOJI YETUPH Opoja U3 HU3A:
3,4,6,8,12,14, 18, 20,24, 30,32,38,42, .. ..

1. Hexkaje 1+ p=3. Onmaje (1+q)(1+7)(1+s)=20-3.7.
Axojel+qg=4,tamaje (1 +7)(1+s)=2* 3.7 Kaxoje

24.3.7=6-56=8-42=12-28 =14-24

TO TocToje n1Be Moryhnoctu: 2-3-7-41 =1722u2-3-13-23 = 1794.
Axojel+ ¢ =06, Tamaje (1+7)(1+s)=2°-7. Kaxo je

2°.7=8.28=14- 16,

TO Y OBOM CITyuajy HeMa pelllerba.
Axojel+q = 8,tanaje (1+7r)(1+s) = 23-3-7. IMowro je 23-3-7 = 12-14
uMamo pememe 2 - 7 - 11 - 13 = 2002.

2. Hexajel+p=4. Tamaje (1+¢)(1+r)(1+s)=24.32.7.
Axoje 1 + ¢ = 6, Tama je (1 +7r)(1 +s) = 2.3 -7. Ilowto je



3. TIPOCTH BPOJEBU 95

23.3.7=28-21=12- 14 nobujamo pememme 3 - 5 - 11 - 13 = 2145,
Axojel+¢g>8 ramaje (1+¢q)(1+r)(1+s)>8-12-14>2*.32.7,
IITO 3HAYM JIa Y TOM CIIy4ajy HEMa peIieHa.
Jasmbe, momro je 6 - 8- 12 - 14 > 26 . 3% . 7, To HemMa IpyTUX peliema.
ITpema Tome, mocToje yeTHpH TIPUPOAHA Opoja Koja 3aq0BOJHABA]Y
ycimoBe 3aaaTtka: 1722, 1794,2002 u 2 145.

108. (JBMO 2002) Hahu cBe mpupoiae Opojese [V koju umajy crienehe
0COOUuHe:

e N uma tayno 16 memunana 1 = dy < dy < -+ - < dy5 < d1g = N;

e Jienuiall ca uHjaekcoM ds (To jecT dg, ) jennax je (dy + dy)ds.

Pewerve. ITpumetumo Hajape 1a N He MOXe MMATH BUIIE OJ1 YSTUPHU
npocta aenuona u aa je do = 2. Axo 6u N umao BUIIe O YeTUPU ITPOCTA
JennoIa, OHaa OM yKymaH 6poj aemunana 6uo Hajmame 2° = 32. (Bpoj
n=pipy?---pifuma (g + 1)(ag + 1) -+ - (ap + 1) memmnana.) do u dy
cy nenuorw 6poja N, do +dy | dg,, ma je u dy + dy menmunarn 6poja N. Ako
ou 6o dy # 2 onua cy do u dy HenapHu Opojesu mna je dy + dy mapan
0poj, ma Mopa outu u N mapaH 6poj, OJHOCHO MOpa UMATH JAeTujIall 2
(xoHTpaauknuja ca dy # 2).

Ha ocHOBY JaTHX NpeTIOCTaBKy je dg. = (2 + dy) - dg > dg, ma je
ds > 6 (uagekcn), Tj. ds = 7. IlomTo je 2 + d, gemumai To Mopa OUTH
2+dy > ds. Hakne, 2+ dy > ds > 7, onaxne je dy > 5. Kaxo je
dys < ds < 2+d4T0jed5 =14dy (1) PIJ'II/Ide5 =24dy (2)

V cnyuajy (1) umahemo dg = 2 + dy omaxie 3axibyuyjemo ga 3 | N
(dy,dy + 1,dy + 2 cy nemuonu 6poja N), ma je d3 = 3. Tamau 6 | N ma
jedy =6 (30ords > 7),aonmajeds = 7,dg = 8, mad | Nudy =4.
KonTpanukimja.

Ocraje ciyuaj (2): ds = 2+ dy. Pasmorpuhemo cienehe moryhuoctu:

e Ako 4 | N 36or dy > 5 ciemn d3 = 4, ma 8 | N. (Axo He 6u 8
nemuino N, Tama OU ce y KaHOHCKO] (hakTopusanuju opoja N mpoct 6poj
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2 jaBHWO ca crereHoM 2, ma 6u 2 + 1 = 3 6uo ¢akrop yKkymHor Opoja
nenunana, Tj. 6poja 16, mTo je HeMoryhe). Kaxko je dg > ds > 7 1O je
dg > 8 ma mopa 6utu 8 € {dy,ds,ds}. CBu OBU CilyuajeBu JOBOJIE JIO
KoHTpaaukiyje. 3a dy = 8 mopa 6utn d; = 10, ma 5 | N u dy = 5, mro
je nemoryhe. 3a d; = 8 umahemo dy = 6, ma 3 | N, onaxne cnemu dsz = 3,
mTo je HeMoryhe. 3a dg = 8 Mopa Outu ds = 7 (360r d5 > 7), OTHOCHO
dy =5u10 | N. Mehyrtum, d; = (2+5) -8 = 56 > 10. KoHrpaaukiuja.

IMomrro N Huje nepuBo ca 4 3akbydyjemMo aa je ds mpoct 6poj (ako
Ou OMO CITOKeH OHJIa OW TOCTOojalla JIBa Mama MpOoCTa JIeJroIa, o je
Hemoryhe jep je d; = 1).

e Ako 3 | N, tama je d3 = 3. Tama 6 | N, ma 360r dy > 5 Mopa
outn dy = 6 (jepjeds > 7). Oumajeds = 2+dy = 8, mad | N,
KonTtpanuknuja.

[Mpema Tome, 3 1 N u 3akibyuyjemo naje ds > budy > 7.

Kaxko 4 nve genu N u 2 + dy 3akibydyjeMo jaa je d4 HemapHo. Kako
2+d, v dy vucy nerpuBH ca 3 To je dy = 3k + 2 3a Heku 11eo Opoj k, a Kako
je HemapaH To je dy = 6[+ 5 3a Heko [. Kaxo je dy, menmunarn, To je d5 < 16
na je 7 < dy < 14. Jeguna moryhnoct je dy = 11 u d5 = 13. IlomTo cy 2
u dsz nemvouu 6poja N 1o u 2ds | N u 2ds > dy, na je d3 > 6. IowrTo je
dzmpoctuds < 11 mopabutnds = 7. Hakne N =2-7-11-13 = 2002.



4. Konrpyennuje

JAE®UHNIWIA 4.1. Hexa je gaiti ipupogan dpoj m, eehu og 1. [eau dopo-
jesu a u b cy KonZpyenitinu iio mogyny m ako gajy uciliu OCillaitiak wapu
gewervy ca m. Huwe ce a =b (mod m).

TEOPEMA 4.1. 1. a = b (mod m) ako u camo axo je a = mt + b 3a nexu
yeo o6poj t.

2. a = b (mod m) axo u camo axo je paznuxa bpojesa a u b gewusa ca
m.

3. buitiu konepyenitian o gaitiom MOgyny je perayuja ekeusaieHyuje y
CKYIIY yeaux opojesa.

Hoxka3s Teopeme 4.1. je 1ak ma ra OcTaB/hbaMO YUTAOIMMA 32 BexOy.

TEOPEMA 4.2. 1. Axojea =b (mod m)uc = d (mod m), onga 3a ceaxa
gea yena opoja x,y eadxcu ax + cy = bx + dy (mod m).
2. Axojea = b (mod m)uc = d (mod m), onga je ac = bd (mod m).
3. Axoje a = b (mod m)um = ad, d > 1, onga je a = b (mod d).
4. Axo je P(x) ionunom o x ca yenobpojuum Koeuyujeniiuma, onga
uz a =b (mod m) cregu ga je P(a) = P(b) (mod m).

JIOKA3.
1. Axojea = b (mod m) u ¢ = d (mod m), Tama m | a —bu
m|c—d masaxkaum | (a —b)xum| (c —d)y. daxre,

m | (a—b)x+ (c—d)y = (ax + cy) — (bx + dy),

Tj. ax + cy = bx + dy (mod m).
2.U3a=0b (mod m),cnemumam | a—b,maum | (a—b)c. Takohe,
u3 ¢ = d (mod m) cnenu ma m | (¢ — d)b. daxre,

m | (ac — be) + (¢b — bd) = ac — bd,
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Tj. ac = bd (mod m).

3.Akom |a—bud|m,d > 1, Taga 360r TPaH3UTHBHOCTHU peNalHje
JEJBbUBOCTH, UMaMO fa u d | a — b, Tj. naje a = b (mod d).

4. Tlpema 2. mmMamMo0 Ja 3a CBaKW MpUpojaH Opoj n Baxu cieacha
UMIUIUKAIN]a

a=0b(mod m) = a" =b" (mod m),
a onmape 1 U3 1. umamo ma
a =b (mod m) = P(a) = P(b) (mod m),
3a CBaKM TOJMHOM P () ca 1emo6pojHuM KoeUIjeHTUMA. [ |

TEOPEMA 4.3. 1. Ako ¢y a u m ysajamno apociiu u ax = ay (mod m),
onga je x =y (mod m).

2. ax = ay (mod m) axo u camo ako x =y (mod (am—m))

3.2 =y (mod a)u x =y (mod b) ako u camo axo x = y (mod [a, b]).

JTIOKA3. 1. U3 az = ay (mod m), 1j. w3 m | a(x — y), 300r ycnosa
(a,m)=1cremnmam |z —y,Tj. r =y (mod m).

2. Axko je ax = ay (mod m), Tana je a(z — y) = km, 3a HeKH 10

Opoj k, ma je u ﬁ(m —y) = k- Hakne, s | ﬁ(w —y). Kako
je (J—m), ﬁ) = 1, cnemu 1a o5 |z —y, 1j. najexr =y (mod ﬁ)

O6pHyTO, aKo je * =y (mod (;”—m)), Tamaje x —y = kﬁ, 3a HEKH

ak
(a,m)

1eo 6poj k, ma jeu ar — ay =
3.

m, Tj. m | ax — ay.

r=y(moda), z=y(modbd) & a|lz—y, blx—y
Ang [aab]’x_y
&z =y (mod [a,b]).
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4.1. Cucremu ocraraka

JEOUHULIMIA 4.2. Cryii og m yeaux opojesa y kome He HoCioju Hu jeqan
dap bpojesa KOHZPYeHIHUX 70 MOGYLy M 308e ce WOmyHU cuciiiem oc-
Waitiaka iio mogyy m.

TEOPEMA 4.4. 1. Cxyia {0,1,2,...,m — 1} je tomiynu cucitiem ociuiaitia-
Ka o mogyny m.
m—1 m—1

2. Axo je m ueiiapan opoj, ckyi {—T, =101, T}

Je tomiiyHuy cuciiem ociaiiaka o mogyJiy m.
m m

Axo je m wapan ceaku og cKyiiosa {—5 +1,...,—-1,0,1,..., E} u

m m
{—5, o, —10,1,. .., 5~ 1} #peqgcitiagba HOMWMNYHU CUciieM ocilia-
axa o Mogymy m.

3. Ako je {x1,xa, ..., Ty} HoWidyHu cuciiem ociiaitiaka Mo Mogyiy m
u(a,m) =1, maga je u {axy +b,axs +0b, ..., ax, + b} dowiaynu cucitiem

ociiamiaka wo Mogyuy m, 3a céaxu yeo opoj b.

JIOKA3. 3. JToBOJbHO je nokasatu jaa ckym {azx, +b, axe +0, ..., az,, +b}
caJIpKH 11eie OpojeBe TaKBe Ja He TTOCTOjU HUjeIaH Tap OpojeBa KOHTPY-
E€HTHHUX MO MOJIYITy M.

3ancra, ako 6u 3a HeKe ¢ 1 j Oujo

ax; + b= az; + b (mod m),

uMam OucMo Hajmpe aa je ax; = ax; (mod m), a kako je (a,m) = 1
v 1a je r; = z; (mod m), mro je Hemoryhe 360r mpeTmocTaBKe aa je
{1, 9, ..., 2, } TOTIYHU CUCTEM OCTATAKA TIO MOJLYITY M. [

TIPUMEP 4.1. Cxyiiosu {0,1,2,3,4,5,6,7} u{16,9, —6,11,44,5,14, 31}
cy HotHyHU cuctliemMu octaaiiaka o mogyuy 8.
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JAE®UHUITUIA 4.3. Ckyii ceux enemeHnaimia HothiyHo cucitiemMa ocamaka
{0 MOGYLy M KOju cy peaailiugio Upocilii ca M HA3usd ce céegenu (pegyko-
6anu) cuciiem ociiaimiaka ito mogy.y m.

IpuMeP 4.2. {1,3,5,7} u {9,11,5,31} ¢y ceegenu cuciiemu ocimaimiarxa
o mogyny 8.

JEOUHULIUIA 4.4. Bpoj ipupogrux bpojesa koju Hucy eehu og gaimios iipu-
POgHOZ Opoja M u peramiugHo ¢y GpoCiiu ca FuMm, j. Opoj eremenaiia
UpoU380/bHOC CBCGEHOZ CUCTHeMa ocdaitaxka o MogyJy M 03Ha4aea ce cd
©(m). @ynxyuja ¢ 306e ce Ojneposa gynkuuja.

Axo je p mpoct 6poj, Tazaa je ¢(p) = p — 1.
p(1) = (2) = 1, 9(3) = p(4) = ¢(6) = 2 uTn.

TEOPEMA 4.5. Ako je {x1,%2, ..., Tymm)} c8egenu cuctiiem ociiamiaka io
mogyny mu (a, m) = 1, wagajeu{ax,axs, . .., aT,(m)} céegenu cucimem
ociamaKa o Mogyiy m.

JTOKA3. TBpheme cienu U3 YumbeHUIe J1a CKyM {axy, atsy, . . . ,ax¢(m)}
caapxu ¢(m) uenux 6pojeBa, Mehy KojuMa HeMa KOHTPYEHTHHX IO MO-
Ty7Ty ™M ¥ CBaKH O] IbHX j€ y3ajaMHO IIPOCT ca M. [ ]

I[MTPUMEP 4.3. Hekaje m = 12ua = 7. Taga cy m u a y3ajammo apociiu,
aaje ckya{7-0,7-1,7-2,...,7-11} = {0,7,14, ..., 77} aomitynu cucitiem
ocmainiaxa o mogyny 12, a ckyu {7-1,7-5,7-7,7-11} = {7,35,49,77}
Je ceegenu cuciliem ociiatiiaka o mogyuy 12,

TEOPEMA 4.6. Ojneposa ¢hynxyuja @ je My iGuinuKaiiueHd.
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JIOKA3. Heka cy m u n y3ajaMHo Ipocti 6pojesu, Tj. (m,n) = 1. Tpeba
nokazatu j1a je ¢(mn) = p(m)p(n).
Pacriopeniumo 6pojese o 1 1o mn y cnenehy Tabeny:

1 2 L | m
m+ 1 m+ 2 m+ k <o | 2m
m—1m+1|(n—1)m+2|--- |(n—1)m+k|--- | mn

IMTpumeTumo cama 1a je Heku Opoj y3ajaMHO TIPOCT ¢a MmN aKO U CaMo
aKo je y3ajaMHO ITpocT U ca m U ca n. Jlokas hemo uzBectu Tako mro hemo
Hajrpe mpeOpojaTH KOJIUKO y Tabenn uMa OpojeBa y3ajaMHO ITPOCTUX ca
m, a 3aTUM KOJTMKO Mel)y ’buMa UMa y3ajaMHO TIPOCTHX ca 1.

BbpojeBu cBake KOJI0HE TOpHE TabeNe MPUIAIajy UCTOj KJIACH €KBU-
BAJICHIMj€ Y OJHOCY Ha penanujy = (mod m), ma cBu GpojeBU jeHe
KOJIOHE MMajy UCTH HajBehu 3ajeTHUYKHU JIeTIIall ca m; Tj. aKo je jemaH
Opoj y HeKOj KOJIOHU y3ajaMHO IPOCT ca m, Taja Cy y3ajaMHO MPOCTU
ca m ¥ CBH ocTaim O6pojeBu Te koyoHe. [locnenme Ham oMoryhasa ja
TOBOPUMO O ,,KOJIOHAMA Yy3ajaMHO MPOCTUM ca M‘‘; OUMIJICTHO TAKBUX
KOJIOHA uma p(m).

IMocmaTpajmo cana jemHy KOJIOHY OpojeBa y3ajaMHO TIPOCTHX ca M

kE,m+k 2m+k, ..., (n—1)m+k.

Bpojesu oBe kosioHe ¢y obmuka mz +k, € {0,1,2,...,n—1}. TTomro
je (m,n) = 1 6pojesu oBe KOJIOHE 0Opa3yjy MOTIYHU CHCTEM OCTATAKA
0 MOJIyIy 7, Ia ce Mehy mHuMa Hanasu ¢(n) 6pojeBa y3ajaMHO IPOCTUX
can.

Jlaxiie, cBaka KOJIOHA Halle TabauLe caapxku ¢ (n) 6pojea y3ajaMHO
NpPOCTHX ca M, Tj. uuTaBa Tabnuia uMa p(m) - p(n) 6pojeBa y3ajaMHO
MPOCTHUX U €A 11 U ¢a 7, Ta TUME U ¢a M. |

(02PN e%)

TEOPEMA 4.7. Axo je n = pi*ps? - - - pp* kanoncka gaximopusayuja 6poja
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n, OHga je

= (-5) () ()

a1—1 «

=i ipse o (= D) (pa — 1) -+ (pr — 1).

JIOKA3. Heka je n = p®, 3a HEKH IPOCT OPOj p U HEKU MPUPOTAH OPoj
«. Melyy mpupoaauM 6pojeBuma o 1 1o p® uma p®~! 6pojeBa Koju HHCY
y3ajaMHO TIpocTH ca p*, Tj. OpojeBa KOoju Cy Je/bUBH Ca P; TO CY:

p’ 2p""7p27"’7pa'

Jakne, mehy mpupoaHuM 6pojeuma ox 1 1o p® uma p® — p®~! Gpojesa
y3ajaMHO TIPOCTHX ca p°, Tj.

(0% (0% o— (0% 1
e(p*) =p*—p* ' =p (1—];)-

Axo je, cama, n = p{'py? - - - po* KaHOHCKa (akTopu3auMja 6poja n,

MMPUMEHOM MPETXOIHE TEOPEME (BHIIIE MTyTa) UMAMO:

a2

p(n) = oI )e(Ps?) - - - w(Pp*)

o () () (- 2)
SR

ITPUMEP 4.4.
©(1008) = p(2*-32-7) =231 7°(2 - 1)(3 — 1)(7 — 1) = 288.

TEOPEMA 4.8. (I'ayc) 3a céaxu aipupogan 6poj n je Z o(d) =n.
dln
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JIOKA3. Heka je n = pi'p5? - - - pp* kaHOHCKa (akTopusauuja 6poja n.

Tana cy cBu nemuonu 6poja n (ykipyuyjyhu 1 u n):
d= pl ]02 . ~p£’“, 0< B <a; (1=1,2,...,k),
ma je (BUIEeTH 3a/1aTak 66)
k

> o(d) = TJ(+ o)+ + o).

dn i=1
ITomro je
Ltp(pi)+ - +o(0f") = 1+ (pi—= 1)+ (0 —pi) +- -+ (0 —p{* ) = i,
TO je

k
D old) =T +em) +--+ @) = pips® - - pi* = n.
din i=1

ITPUMEP 4.5.

> o(d) = o(1) + (2) + ¢(3) + ¢(4) + ¢(6) + p(12)
|12

=14+14+24+2+2+4=12.
TEOPEMA 4.9. (Ojnep) Axo je (a,m) = 1 ouga je a*'™ =1 (mod m).

JTOKA3. Heka je {1, 2, . . ., Zyp(m) } CBEIEHN CHCTEM OCTATAKA ITO MOIYITY
m. Tagajeu {axy,ars, . .., aZy(m)} CBEICHH CHCTEM OCTATAKA 10 MOLLYITY
m, jep je (a,m) = 1. HpeMa TOMe, 34 CBAKO T; [TOCTOjU TAUHO jeIaH AT,
Takas ja je r; = axr; (mod m), ma je

(ax1)(aze) - - (aTyp(m)) = T122*+ + Typ(m) (mod m),
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OJIHOCHO
a? "™y g - - “Tp(m) = T102  ** Tp(m) (mod m).
Kako je (2122 - - - Tp(m), m) = 1, UIMaMo 14 je
a?™ =1 (mod m).

|
HATIOMEHA. Bpoj ¢(m) Huje HajMamu mpupoaaH 6poj k Takas 1a je

ak = (mod m) (BumeTn 3amgarak 159 u mornasswe 4.2.).

TEOPEMA 4.10. (Mana @epmaosa iticopema) Axo je p aipociu bpoju p 1 a,
onga je a’~* =1 (mod p).

JTOKA3. Ako p He aenu a, onja je (a,p) = 1 u Kako 3a cBaku npocT Opoj
p Baxu p(p) = p — 1, To je oBo crenujanan cnyuaj Ojnepose Teopeme. W

[TOCIEUNIIA. AKO je p IpocT Opoj U a MPOU3BOJbaH 11e0 OpOj, OHIa BAXKU
a? = a (mod p).

4.2. Tlopenak Opoja mo 1aTOoM MOAYJ1Y

JAE®UHULUIA 4.5. Ilopegak bpoja a iio mogyay m je najmareu dpupogan
6poj t, axo focimoju, 3a koju éaxcu a' =1 (mod m).

[IPUMEP 4.6. Ilopegax bpoja 3 io mogyny 11 je 5, jep 3',32,3%,31 # 1
(mod 11), @ 3> =1 (mod 11).

W3 OjnepoBe Teopeme cienu Aa mopeaak 0poja a 1mo MOIyIly m Toc-
TOJM aKO Cy @ M M y3ajaMHO TMPOCTU. Baxku u 06pHyTO: AKO je a' = 1
(mod m) 3a Heko ¢, ouna je 1 = a* — mu, omakne cnemu (a, m) = 1.
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TEOPEMA 4.11. Axo je t itopegax bpoja a iio mogyny mua® = 1 (mod m),
wmagat | s. Ciaeyujanno, t | p(m).

JIOKA3. IlperniocraBumo n1a ¢ )( s. Tana, 3a HeKe 11er1e OpojeBe g U 7, BAXHU
s=qt+rul <r<tmnmjea =a" = (a")?-a". Iomro je a' = 1

(mod m)ua® =1 (mod m), cnenn ma je a” = 1 (mod m). Unmenuna
najea” =1 (mod m)u0 < r < t, y KOHTPAJAUKIMH j€ CA YNEHEHUIIOM
71a je t HajMaru MpUpPoIaH 6poj ca ocobunom a' =1 (mod m). [

I[TOCTEONIIA. Axo je t mopenak 6poja a Mo MOy M, Tajaa je
a® = a (mod m) ako ucamo ako x =y (mod t).

JIEOMHULIA 4.6. Axo je flopegax 6poja a ilo mogyny m jeguax p(m),
Opoj a ce nHazusa ApUMUITTUGHUM KOPEHOM {10 MOGYIy M.

TEOPEMA 4.12. Ako je a tipumuiiusar Kopeu o Mogyay m, opojesu

1=4d%a',d? ... ,a‘p(m)_l

00pa3zyjy ceeqenu cucitiem octiiamiakda 4o Mogyay m.
JIOKA3. JloBOJBHO je moKa3aTu 1a mehy OpojeBuma
0o 1 2

— p(m)—1
l=a",a,a" ...,a

HE TMOCTOj€ /IBa KOja Cy KOHTPyEeHTHA mo mMoayiay m. IIpermocraBumo
CYMPOTHO, JIa TIOCTOj€ ¢ U j TAKBH J1a j€

a'=a’ (modm), 0<i<j<p(m).
Tana je

=1 (modm), 0<j—1i<ep(m),
CYIPOTHO TMPETIOCTABIIU A je ¢ MPUMUTUBHU KOPEH Mo Moayny m. N
T[MoCHEAMIA. Axo je p mpocT OpoOj M @ MPUMUTUBAH KOPEH IO MOJTYJTY

p, Taga 6pojesu 1, a,a?, ..., aP?~2 obpa3yjy CBEIEHH CUCTEM OCTATaKa IO
MOy P.
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IIPUMEP 4.7. 2 je dpumuitiusan kopen iio mogyny 11, iia bpojesu 1, 2, 2> =
4,23 =8,21=5,2=10,20=9,2"=7,22= 3,2 =6 (mod 11)
obpa3zyjy ceegenu cucitiem ocimiaimiaxka o mogyay 11.

TEOPEMA 4.13. (Buncon) Axo je p ipociu 6poj, iiaga easxcu:
(p—1)!=—1 (mod p).

JIOKA3. TBpheme OuuriieTHo BaXKH aKo je p = 2 W p = 3.

Heka je p nmpoct 6poj Behm o 3. Tamajel =1 (mod p)up—1= -1
(mod p).

Ja 6ucmo 1oKa3aim TeopeMy, IOBOJbHO je IOKA3aTH J1a 32 CBAKHU Opoj
2 TakaB 1a je 2 < r < p — 2, MOCTOjU TAYHO je1aH Opoj ¥ TakaB J1a je

z-y=1(modp), 2<y<p—2 z#y.
3aucra, ako x € {2,...,p — 2}, momro je (x,p) = 1, ckyn

{0,2,2z,....(p— 1)a}

00pa3yje MOTITyH! CUCTEM OCTATAKa IO MOJYIY P, U TAYHO je/TaH eIIEMEHT
OBOT CKyma (KOjU je pa3IUUUT O] HyJIe) je KOTpyeHTaH ca 1 1o Moaymy p.

Axo 6u 6wno y = 1, umanu 6ucmo aa je = 1 (mod p), mro je
Hemoryhe.

Cnu4HO ce JT0Ka3yje 1a He MOKe OMTH HU § = p — 1.

Hajsaz, ako 6u 6uno x = y, uMamu 6ucmo aa je 2 = 1 (mod p), Tj.
map|x—1lwuwmp|x+ 1, onHocHo majex =1 (mod p) wm z = —1
(mod p), mto je nemoryhe. [

HATIOMEHA. Baxwu u o6pHyTO TBphewme BuncoHnoBe Tteopeme: axo je
(p — 1)! = =1 (mod p), waga je p apocimi 6poj. Axo TO He OU BAKUIIO,
Taja OU p UMAo MPOCT Jienuian ¢ < p, na 6u Baxuio 1a ¢ | (p — 1), ma
gf(p—D!'+1,acamum tum u p 1 (p — 1)! + 1. Korrpaaukimja.
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TEOPEMA 4.14. Konzpyenyuja kx = 1 (mod m) uma 6ap jegro pewerse
(ilo ) ako u camo axo je opoj k yzajamno dpociti ca m, u @Waga ceaxka og
kon2pyenyuja kx = n (mod m) uma pewerve io .

JTIOKA3. [lokas crneau w3 ummenuie jaa je (k,m) = 1 ako u camo ako

nocroje a, b € 7 taksu na je ak + bm = 1. [
TEOPEMA 4.15. (Kunecka iwieopema o ocimiayuma) Heka cy ay,as, . .., a,
{ApoU360./bHU YeaU OPOJeU U HEKA CY Ty, Mo, . . . , M, 110 HAPOBUMA Y3AJAMHO

apocinu apupognu opojesu, wyj. (m;,m;) = 13ai # j. Taga wociwoju
peuerse cuctiiema Konzpyenyuja.

(1) z=a; (modmy), z=ay(modms), ..., x=a, (modm,).

Axo je xq jegno pewere cucitiema jegnauuna (1), iwaga je T pewerse cucitie-
ma (1) axo u camo axo je oonuxa xo + km, 2ge je k iapoussonan yeo opoj,
a m ="mi1mso -+ My.

JIOKA3. Jloka3 hieMo M3BeCTH 3a CHCTEM J[Be KOHIPyeHIHje:
r =a; (mod my), = = ay (mod my),

npu yemy je (mq, mg) = 1.

CBaKo peleme MpBe 0/ OBUX KOHTPYEHIIN]A je O0JuKa & = a1 + ymy,
y € Z. OHO je pellleibe U IpYyre O]l OBUX KOHIPyEHIHja aKO U CaMO aKo
je miy = as — ay (mod my). IomTo ¢y my U My y3ajaMHO TIPOCTH, HA
OCHOBY IIPETXOJIHE TeopeMe CIeIH Ja MocleIha KOHTpyeHIluja uMa bap
JEITHO peneme Yo, Ma je To = a1 + M1Yp JeITHO 3ajeTHUUKO PEIICHE 1aTOT
cUCcTeMa KOHTPYEHIIH]ja.

Jlarbe, aKo Cy o U x( OUITO KOja 3ajeTHUYKA Pellieha JATHX KOHTPYEH-
mja, u3 o = a; (mod mq) may = ay (mod my) cnemu ma my | xo — .
CnuHoO ce mokasyje 1a ms | xo — xp, ma [my, me] | xo — xp, Tj. o = )
(mod [my, my)). ]
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4.3. Kpurepujymn nesbuBoctu — IlackanoB meron

TEOPEMA 4.16. /la 6u 6poj a = anap_1 - - - @109 = Z a; - 10° 6uo gemus
i=0
ApupogHum bpojem m, HeolxXogHO je U go8o.bHO ga je ca M gemus 30up
an’n + Qp_1Tpn—1 + -+ + a1r; + agro,

2ge cy T; dpoussomnu yenu bpojesu sa xoje éaxcu 10° = r; (mod m),
1=0,1,...,n.

JIOKA3. Jloka3 je jemHOCTaBaH, jep 300r 0cOOMHA KOHTPYEHIHja HTMaMO
1a je

n

azzn:ai-loi EZai-ri (mod m).
i=0

=0

I[ToCcHEIUIIA 1. [la 6u 3a Heko t € N 6poj a = a,, - - - a;ag OUO IeTBUB ca
2! (ogHOCHO ca 5'), HEONXOIHO je M ToBOJBHO 1a je ca 2! (5) memus 6poj
g1 -+ A1040.

TToCHEAVLA 2. Heka je ¢t Takas 6poj ma je 10° = 1 (mod m). Jla 6u
O0poj a 61O IeTHbUB ca M, HEOTTXOIHO je ¥ IOBOJBHO J1a j& ca M IeJbUB 301D
OpojeBa Koju ce JoOMjajy IMOIEIOM 37IeCHa HaJleBO Opoja a Ha rpyme 1o ¢
ndapa.

CnenujaaHo:

3la & 3> a (t=1),
=0

9la & 91> a (t=1),
=0

la < 11]) (10ay +axy)  (t=2).
=0
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ITPUMEP 4.8. 11 | 4243657 jep 11 | 121 = 57 + 36 + 24 + 4.

TMocAEAMLA 3. Heka je t Takas 6poj na je 10° = —1 (mod m). la
Ou a OWIIO JIeJbUBO ca 1M, HEOMXOAHO j€ M JOBOJBLHO J1a je ca M JeJbUB
30up OpojeBa Koju ce 100Mjajy Ha UCTH HAYWH Ka0 Y MPETXOHOM CIIyuajy
(mocnemuna 2), ali UM Cce jOI HAM3MEHUYIHO ITIPOMEHHM 3HaK.

CrenujanHo:
la & 1[Y (-1)a (t=1),
=0

101 [a=) b-100" & 101|» (=1)'b;  (t=2),
=0 =0

Tla=) ¢-10000 & 7[> (-1)'¢;  (t=3),
1=0 =0

13la=Y ¢-10000 < 13 (-1)¢;  (t=3).
=0

=0

ITpuMEP 4.9. 11 | 4243657 jepje T—5+6—-3+4—-2+4=11=0
(mod 11).

ITPUMEP 4.10. 101 | 5953546 jep je 46 — 35+ 95 —5 = 101 = 0
(mod 101).

TTPUMEP 4.11. 7 | 2232706 jep je 706 — 232 +2 =476 = 0 (mod 7).

TIPUMEP 4.12. 13 | 596 336 jep je 336 — 596 = —260 = 0 (mod 13).
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4.4. 3Bapanm

109. OxpennTH ocTaTak TpH aesbery 6poja 23 ca 13.
Pewerve. Kaxoje 230 = (25)°,2° = 32 = 6 (mod 13)u2° =62 = 10
(mod 13), To je konauno 2%° = 10% = 12 (mod 13).

110. JToxa3zatu zaa je 6poj 272 - 19826 — 11347 . 1719 nemus ca 3.

Pewerve. TBphemwe cnenu us:

2=—1 (mod 3) = 2™ =1 (mod 3);

19=1 (mod 3) = 19%% =1 (mod 3);

11=-1 (mod 3) = 11**7 = —1 (mod 3);

17= -1 (mod 3) = 17'% = —1 (mod 3).

111. 3a xoje mpupoane Opojese n je 2" — 1 nespuBo ca 7?

Pewerme. 3an = 3kumamo 2" = 88 = 1¥ =1 (mod 7). 3an = 3k+1
umamo 2" = 2.8 = 2.1 =2 (mod 7). 3a n = 3k + 2 wumamo
2" = 4.8 = 4.1% = 4 (mod 7). axkne, pemrema cy CBH MPHPOIHN
OpojeBH JIeJbUBH ca 3.

112. Jlokaszatu 11a je 3a cBaku mapan 0poj n 6poj 20" + 16" — 3" —1
IeJbUB ca 323.

Pewerve: 323 = 17 - 19. Heka je n mpousBosbaH nmapan 0poj. 13

20 = 3 (mod 17) = 20" = 3" (mod 17)

16 = —1 (mod 17) = 16" = 1 (mod 17)

ciaemm ga 17 | 20" 4+ 16™ — 3™ — 1.
Takohe, u3

20 =1 (mod 19) = 20" = 1 (mod 19)
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16 = —3 (mod 19) = 16" = 3" (mod 19)
cnemu mau 19 | 20" + 16" — 3" — 1.
113. Jloxasatu 1a je 6poj 2 222°5%5 + 55552222 nempus ca 7.
Pewerve. Kako je
2222 =3 (mod 7), 3°=1(mod7) u 5555 =75 (mod 6),
TO je
22295555 — 99996925+5 — (22226)7% . 99995 = (36)* . 35
=1-3°=5(mod 7).
CanuHo, u3
5555 =4 (mod 7), 4°=1(mod7) m 2222 =2 (mod 3)

cienu
55552222 = 5555371072 = 42 = 9 (mod 7).

Capa ce TBpheme 100Mja 13

2222%%% 4 55552222 = 5 + 2 (mod 7).

114. Hahu ocTaTtak Kxoju ce 1001je pu zeberby 6poja 310 + 419 ca
11.

Pewerve.

33 =5 (mod 11), 32 = -2 (mod 11) = 3° = =10 =1 (mod 11);

43 =64 = -2 (mod 11), 4> =5 (mod 11) = 4° = —-10 = 1
(mod 11).

Haxie, 3'% + 4% =1+ 1 (mod 11).
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115. Joxasatu na 6poj n® + 3n + 5 Huje nesbuB ca 121 Hu 3a jenan
MIpUpOJIaH Opoj n.

Pewerve. icnutajmo Hajripe 3a koje n, 11 | n? 4 3n + 5. Pasnukyjemo
cnenehe cydajese:

n=0 (mod 11) = n*+3n+5=5 (mod 11)
n=1 (mod 11) = n?+3n+5=9 (mod 11)
n=2 (mod 11) = n*+3n+5=4 (mod 11)
n=3 (mod 11) = n*+3n+5=1 (mod 11)
n=4 (mod 11) = n?*+3n+5=0 (mod 11)
n=>5 (mod 11) = n?*+3n+5=1 (mod 11)
n=6 (mod 11) = n?’+3n+5=4 (mod 11)
n=7 (mod 11) = n*+3n+5=9 (mod 11)
n=8 (mod 11) = n*+3n+5=5 (mod 11)
n=9 (mod 11) = n*+3n+5=3 (mod 11)

n =10 (mod 11) = n*+3n+5=3 (mod 11)
Haxne, 11 | n? + 3n + 5 jenuno ako je n = 4 (mod 11). J{o ucror
pe3yaTaTa MHOTO OpiKe ce 10J1a31 aKO MPUMETHMO Ja je

n*+3n+5=n*—8n+16 = (n —4)* (mod 11),

I1a
1 |n?*+3n+5e 11| (n—4)2 <11 |n—4.

Haxne, n = 11k + 4, 3a Heku k. Anu, Tajaa je

n®43n+5= (11k +4)? + 3(11k +4) + 5 = 121k(k + 1) + 33,

onakne ciequ aa 1214 n? + 3n + 5.
HapasHno, ako 11 { n? + 3n + 5, Taga 121  n? + 3n + 5.

116. Koauko nma nmpupoaHux OpojeBa n TakKBUX Ja je Opoj

a=n(n+1)(n+2)+2"
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nespuB ca 3 003?

Pewerse. Axo 6u moctojao npupoaan 6poj n takas 1a 3 003 | a, onga
Ou Baxuino u 3 | a, mro je Hemoryhe, jep 3a CBaKM MPUPOIAH OPOj N
3 n(n+1)(n+2), 1ok je:

2! =2 (mod 3), 2?2=1 (mod 3),

23 =2 (mod 3), 2*=1 (mod 3),
ma 3 1 2" 3a cBaKu MpHpoaH 6poj n.

117. (a) Axo je a 1ieo, a n mpupoaaH Opoj, q0oKa3aTu aa je Opoj
2n — 1) nemus ca 6.

(6) Ako je a HemapaH 110 0poj, a n MpUPOIaH Opoj, TOKA3ATH /1A je
6poj a(a* — 1) nemus ca 24.

ala

Pewerve. 3a ipon3BoJbHE OpOjEBE T, Y ¥ CBAKHU MPUPOJIAH OPOj 1 BAKHU
r—y|az"—y"
CnenmjanHo, 3a CBaKH 11€0 OPOj @ U CBAKH MPUPOJIaH OPOj 7,

(%) a> =11 (a®" - 1.

(a) 3a cBaku 11€0 OpOj a U cBakM pupoaa 6pojn, 6 | (a —1)a(a+1),
1j. 6 | a(a® — 1), na mpema dopmynu () cnemu ga 6 | a(a®” — 1).
(6) Axo je a Hemapan 1ieo O0poj, Tana je a = 2m + 1, 3a Heku M, na je

a(a®>—1) = (a—1)a(a+1) = 2m(2m+1)2(m+1) = dm(m+1)(2m+1).

IMomTo 2 | m(m + 1), ma 6ucmo mokaszanu ga 24 | a(a® — 1) ocraje
Jla TIOKaXXeMo Ja je jemaH ox OpojeBa m, m + 1, 2m + 1 ngemuB ca 3.
Pasznukyjemo cienehe ciyuajese:

(1) ako jem = 0 (mod 3), rama 3 | m(m + 1)(2m + 1);

(2) ako je m =1 (mod 3), tana je 2m + 1 = 0 (mod 3), ma Baku
3 [ m(m+1)(2m +1);

(3) aKOJem =2 (mod 3), tarajem+1 =0 (mod 3), ma orer Baxu
3lm(m+1)(2m+1).
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Jakne, 3 | m(m+1)(2m+1), ma, Ha OCHOBY IIPETXOHOT pa3MaTpaba,
24 | a(a® — 1), a Ha ocHOBY (*) Baxku u 24 | a(a® — 1).

118. 1) Jokaszatu ga ce Mepmaosu O6pojeBu f,, n = 2, (y AeKaHOM
3aIlMCy) 3aBpIIaBajy muppom 7.

2) Hoxka3zatu ga He noctoju MepmaoB Opoj KOjH je TIOTITYH KBaapaT.

3) da nmu noctoju npupogan opoj m rakaB gaje 1 +2+---+m = f,,

3a HeKuU n = 27

119. Axo je n HemmapaH NpUpoJaH Opoj, JOKA3aTH J1a ce OPoj
227’L (227’L+1 o 1)

3aBpIaBa nudpama 28.

120. (3umcko matemaTUuko TakMuuermwe, byrapcka 2000, 9. paspen)
Jloxkaszatu na je mudpa croTuHa 6poja 2199 + 22000 4 92001 papya,

Pewerve. 3anmummmo 1atu 0poj y 00Ky
21999(1 4 9 + 4) =17. 29 . 210 . 21980 =7. 29 X 210 . (220)99 .

TMowro je 2° = 512, 210 = 1024 n 220 = (21°)? 10 ce xBOLM(PEHN 3aBD-
meTak 6poja 22° moknamna ca ABoIH(pPEHNM 3aBpIIETKOM 6poja 242, ma je
nBouudpenn 3aBpueTak 6poja 220 jennak 76. JIBouudpeHH 3aBpIIeTaK
6poja 762 je Takohe 76, ma je ABoLM(PEHH 3aBPIIETAK JATOT Opoja jeHAK
nBOIUGPEHOM 3aBpIIETKY mpousBoaa 7 - 12 - 24 - 76, a To je 16. TTomTo
je 6poj 21999 4 22000 4 92001 nemup ca 8, a ABOLM(MPEHN 3aBPIIETAK My je
16, To mudpa crorrHa MOpa OUTH MapHa.

121. Oppenutu nocienmwy 1udpy O6poja 7777.

Pewere. Kakoje 7= —1 (mod 4), toje 77 = —1 (mod 4), jep je 77
HemapaH 0poj. Jlakie, 77" = 4k + 3, 3a mexu k € N. [TowTto je7?=-1
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(mod 10) Toje 7* =1 (mod 10), majeu 7%* =1 (mod 10). [lakne,

7777 = 73 — 74k 73 = 73 = 3 (mod 10).

122. Oppenutu nBe TOCHeqmbe IMdpe 6poja 99°.

Pewerme. Kaxo je 91 = (10 — 1)1 = 1 (mod 100), To je 91077 = 97
(mod 100). Kaxo je 9° = 9 (mod 10), to je 9" = 9° = 89 (mod 100).
IIpema Tome, mocneame aBe mudpe Opoja 99” cy8u9.

123. Axo je a = b (mod p"), rue je p mpoct 6poj, T0Ka3aTH Ja je
a? = b (mod p"t1).

Peweme. [pema ycnoBy 3aaaTka je a = b + gp™, 3a HeKH 11€0 6pOj .

CTeneHoBameM JIEBE H JIECHE CTpaHe ca p 1ooujamo aP = bP + p" 1, rne
je t meo 6poj. Omatie crmeau TBpheme.

124. Tokasatu 1a je Z k™ = 0 (mod m), rae cy m v n HenapHU
k=1
OpojeBH.

Pewerve. 3a cBako k, 1 < k < m Baxu KOoHTpyeHIja k = k —m
(mod m). CreneHoBarmeM MPETXOAHUX KOHTPYEHIIMja ca 1 ¥ CAOUpabeM

JI00HjaMo
Z Z (mod m),

k=1 k=1

OJaKJIE je 2 Z k" =0 (mod m), Z =0 (mod m).

k=1 k=1

125. (a) Hahu octarak mpu ebery KBaJpaTa HEIapHOT IelToT Opoja
ca 8.
(6) Heka cy b u aq, as, ag, ay, as uenu 6pojeBH, TAKBU Ja BaXKU

2 2 2 2 2 2
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JlokasaTtu 11a je Tajga 0ap jeqaH o OBUX OpojeBa MmapaH.

Pewere. (a) 3a cBaku pupoian 6poj n je
2n+1)2=4dn* +4n+1=4dn(n+1) +1,

na nomto 8 | 4n(n + 1) (Gep 2 | n(n + 1)), 10 je ocraTak mpu Je/bemby
(2n + 1)? ca 8 jennak 1, 1j. (2n+1)2=1 (mod ).
(6) Huje Temko BumeTH Aa 3a CBaKU MpUpOAaH Opoj 1M BaXu:

m? je mapan 6poj < m je mapas 6poj
j.
m? je Hemapan 6poj < m je HermapaH 6poj.

Hexka cy b u ay, as, as, a4, as 1ea1u OpojeBU, TAKBH J1a BaXKU
2 2 2 2 2 2
a1+a2+&3+a4—|—a5:b.

Tama moctoje 1Be MoryhHOCTH:

1. bje mapan Opoj. Y oBOM cityuajy TBpheme 3a1aTKa BaxH,

2. b je nemapan 6poj. Tana je, mpema (a), b> = 1 (mod 8). Hdabe,
aKo OW U CBU OpOjeBH a4, G2, a3, A4, G5 OVIIM HETTAPHU, UMAIIM OUCMO J1a
jea?=1 (mod 8),i=1,2,3,4,5, na 61 BaxKUIO

a: + a3 +a; +aj+ai =5 (mod 8),
mTo je Hemoryhe ako je a3 + a3 + a2 + a3 + a2 =%, jep5 £ 1 (mod 8).
Haxme, 6ap jeman ox 6pojeBa ai, as, as, a4, a5 j MapaH.
126. Jloxaszatu na jeqHaumna ax’ + bx + ¢ = 0 HeMa palMOHATHUX
peliema ako Cy a, b, ¢ enu HermapHu OPOjeBH.

Pewerve. TlperiocTaBuMoO cynpoTHO. Taja je TUCKpUMHWHAHTA JaTe
KBaJpaTHe jeIHAYNHE KBAIPAT HEKOT MIPUPOHOT 6poja, Tj. b* —4dac = k2.
Kaxo je b* HemapaH 6poj, To je u k? HemapaHn 6poj, Ta je u k HemapaH
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6poj. ¥ jemnakoctu b? — k% = 4ac, necHa cTpaHa je JIesbuBa ca 4, aTy He
1 ca 8, jep ¢y a U ¢ HelmapHU OpojeBu. KBanpaTu HemapHHUX OpojeBa IMpH
nelbemy ca 8 majy ocratak 1, ma je b? — k? nemuso ca 8. KonTpaaukuuja.

127. Hekajeaq,as, ..., a, IpOoU3BOJbaH ITOpeaak Opojea 1,2, ..., n.
Joxkasatu 1a je (a3 —1)(ag —2) - - - (a,, — n) mapan 6poj ako je n HelmapaH.

Pewere. (Ilpso pewerse) IlpeTnocTaBUMO CyMIpOTHO, Tj. Ja je N He-
MapHO M J1a je TTOCMaTpaHu MPOU3BOJ HemapaH. Tama cy cBH OpojeBH
a; — 1 = b; HETApHH, I1a je

0= (a1 +az+--+a,) —(14+24---4n)

=1+1+---+1(mod2)

n

=n =1 (mod 2).

Kontpamukuuja. [laxie, mocMaTpaHu IPOU3BOJ je apaH.
(Upyzo pewerse) Hexkaje sy =ay — 1, ss =as — 2,...5, = a, —n.
Axo 6u mpousBox S1S2- S, = (a; — 1)(ay — 2)---(a, — n) 6uo
HelrapaH, CBakKW OJf YMHWIAIA S1, So, . . ., S, OM OMo HemapaH. IlomTo je
n HemapaH 0poj, Taga Ou 306up s; + Sy + - -+ + s, Takohe OMO Hemapaw,
mTo je HeMoryhe jep je

s1+ s+ +s,=(@—1)+(aa—2)+---+ (a, —n)

128. okaszatu ga ce mehy OMITo KOjUX meT MpUPOIHUX OpojeBa MOTY
n3abpaTH TPU TaKBa J1a UM je 30Up JIeJbUB ca 3.

Pewere. Axo mely youeHux met OpojeBa MmocTtoje Tpu Opoja Koja
MMajy UCTH OCTATaK MPH JJbEHY ca 3, OH/A j€ U FhUXOB 30Up JCIHUB ca
3. AKo To HHje cyuaj, onyia ce cBaku octatak (0, 1,2) Mopa jaButu Gap
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jemnoM. Tama Gupamo TpHu 6poja ca pa3IUIUTHM OcTanuMa. Hbuxos 306up
je neJbuB ca 3.

3k+3l+1+3m+2=3k+1+m-+1).

129. (U360pHOo Takmuuewe 3a JBMO 2003) [laTo je jemaHaect pa-
3MUYUTUX MPUPOTHUX OpojeBa. Jlokazatu ma mehy muma MmocToju mecT
OpojeBa umju je 30up JebuB ca 6.

Pewerve. U3a0epuMo OMIIO KOJUX TIET OJ1 jeTaHaecT AaThx OpojeBa.
Mebhy muma MmoxxeMo n3adpatu Tpu Opoja Tako Ja je ’UXOB 30Up Je/bUB
ca 3. Ha Taj HauMH oJ THX jemaHaecT OpojeBa MOKeMO M3abpaTH TpU
rpyIe mo Tpu Opoja Tako Ja je y cBaKoj rpymu 30up OpojeBa JIeJbUB ca
3. Capa, on Te Tpu rpyne mocToje JBe, TAKBe J1a Cy 30MPOBU HUXOBUX
eleMeHaTa UCTE MapHOCTH, Ta je 30Up TUX 1IecT OpojeBa JeJbUB ca 6.

130. (1) Koje ocraTke mipu aerbemy ca 9 majy KBaapaTH MIPUPOTHUX
o6pojeBa?
(2) doxkazaTu 1a He MOCTOje MPUPOAHU OPOJEBH M U 1 TAKBU 1A j&

m?2+n2=600...0.
13

Pewerve. (1) Octamm mpu nerbemby KBaapaTa IpUpoIHUX OpojeBa ca 9
cy 0, 1,4 wnu 7, mitTo ce 1ako BUIM U3 cieaehux umruinkanuja:

=0 (mod 9) = 22 =0 (mod 9)

r=+1 (mod 9) = =1 (mod 9)
r=+2 (mod 9) = 2 =4 (mod 9)
r =43 (mod 9) = 22 =0 (mod 9)

x=+4 (mod 9) = 22 =7 (mod 9).

(2) ITpema nemny (1), ako Ou TakBU OpOjeBH MOCTOjaIH, Taga 61 OUI0
m?+n? =r (mod9), r € {0,1,2,4,5,7,8}. Mehyrum, nomro je
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10 =1 (mod 9), Toje 102* =1 (mod 9), majeu 610 =6 (mod 9).
KonTtpagukmmja.

131. Tpm nata nena O6poja cy MOTIMYHHM KBajapaTh. AKO je 30up Ta
Tpu Opoja aesbuB ca 9, oHma ce Mehy ’HuMa MoTy u3adpaTu ABa 4yHhja je
pasnuka aejbuBa ca 9. JlokazaTu.

Pewerve. Moryhu octanu npu aejbely KBaapaTa 1eior 0poja ca 9 cy:
0,1,4,7.

Hexka cy x, y u 2 uenu 6pojesu taxsu n1a 9 | 2 + y? + z2. Tlper-
MIOCTaBMMO 714 He TTocToje 1Ba 6poja ox 2, y2, 2% koja majy et ocraTax

npu aesbemy ca 9. Tana mocroje cnenehe moryhHnocTu:
1. Akoje 22 =0 (mod 9),y> =1 (mod 9), 2> =4 (mod 9), Tana je

22+ >+ 22 =5 (mod 9),
mro je nemoryhe jep 9 | 22 + y? + 2. Mctu pesynatat ce qo6uja ako
npernocraBuMo aaje > = 0 (mod 9), 22 =1 (mod 9),y*> =4 (mod 9)
uwm y?> = 0 (mod 9), 22 = 1 (mod 9), 2> = 4 (mod 9),... ma Te

cydajeBe He Tpeba pa3MaTpaTu.
2. Axoje 22 =0 (mod 9),y* =4 (mod 9), 22 =7 (mod 9), Tana je

2 +y* + 22 =2 (mod 9),

mTo je omet Hemoryhe jep 9 | 22 + y? + 2%
3.Axojez? =1 (mod 9),y* =4 (mod 9), 22 =7 (mod 9), Tana je

22 +y? + 22 =3 (mod 9),

mTo je Takohe Hemoryhe jep 9 | 22 + y? + 22
4. Axoje > =0 (mod 9),y> =1 (mod 9), 22 =7 (mod 9), Tana je

22+ 9%+ 22 =8 (mod 9),

mro je Takohe Hemoryhe jep 9 | 22 + y? + 22,
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132. Heka je S(a) 36up mudapa npupogHor 6poja ¢ MpUKa3aHoT y
JeKaJTHOM OPOJHOM CHUCTEMY, a m JIaTH NMpupojaH 6poj. Jokasatu na je
pasnuka S(a™) — S™(a) nesbuBa ca 9 3a GUI0 KOjU pUPOAaH 6poj a.

Pewere. Heka je a = a,a,—1 - a10¢ = g ay - 10, Tana je

k=0
a—S(a)=> ap(10" —1)=9> ap-11---1,
k=0 k=1 k

Tj. 3a cBaKkM npupoaaH 6poj a Baxu 9 | a — S(a), ogHocHo 30up nudapa
MIPUPOTHOT Opoja a Aaje UCTH OCTATAK MPHU JIEJbemY ca 9 Kao u cam 6poj
a.

Kopuctehu nmpeTxoHO TOKa3aHy YHEEHUITY H jeTHAKOCT

S(a™) = 5™(a) = (S(a™) —a™) + (™ — 5" (a))
= (S(a™) —a™) + (a — S(a)) (@™ +a™2S(a) + - -- + S™ !(a))
no6ujamo ma 9 | S(a™) — S™(a).

133. Hahu najmamu npupoan 0poj koju je 2 004 myra Behu o1 30upa
cBOjuX nudapa.

Pewere. Heka je n Tpaxenu npupoaad 0poj, a S(n) 30Up meroBux
mudapa. Tama je n = 2004S(n), ma je n — S(n) = 20035 (n). Homro
9|n—S(n),a942003cnennna9 | S(n). Hakne, S(n) € {9,18,27,...}.
Axo je S(n) = 9, umanu 6ucMo 1a je

n=2004-9=18036 u 14+8+0+3+6=18>9.
3a .S(n) = 18, umamo
n=2004-18=36072 u 3+6+04+7+2=18.

Haxme, Tpaxkenu 06poj je 36 072.
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134. Jlar je nu3 1,2,4,8,16,23, ... y kojeM je cBaku cieaehu 6poj
jenHak 30Mpy IpeTXOTHOT Opoja 1 30upa mweroBux Imdapa, 1j. a; = 1l u
ap = Gp—1+ S (ay—1)3amn > 1, taeje S (x) — 30up uudapa 6poja x. Ha
JIM Ce y TOM HHU3Y mojaBibyje 6poj 2004 ?

Pewere. BpojeBu x u S(x) najy jennake ocratke rnpu aeobu ca 3, Tj.
x = S(x) (mod 3). Oryna je a, = 2a,-1 (mod 3), 3a cee n > 1, Tj.
a; =1 (mod 3), az = 2 (mod 3), a3 = 1 (mod 3), ay = 2 (mod 3),
uta. OpaBie WIYKTUBHO CHEMU dox 1 = 1 (mod 3) u ag, = 2 (mod 3)
3a cako k > 1. Kako je 2004 = 0 (mod 3), 6poj 2 004 Huje unan gaTor
HU3A.

135. (MMO 1975) Heka je A 36up mudapa 6poja 4 444444 a B 36mp
udapa 6poja A. Hahu 36up mudapa 6poja B.

Pewerse. Heka je C 36up nudapa 6poja B. Kako je 44444 <
10 000**** 6poj mmudapa 6poja 4 444**** xuje Behu ox 4 - 4444 < 20 000.
3aroje A < 9-20000 = 180000. Jakne, B < 9-5 =45, naje C < 12.
(JTako ce Bumu nma je 39 6poj, mehy OpojeBuma < 45, ca Hajeehum 30upom
mudapa: 3 + 9 = 12.) Kaxko je 4444 = —2 (mod 9), umamo

44444444 = (_2)4444 — (_2)3-1481+1 — (_8>1481 . (_2)
= 1" (—2) = -2 ="7(mod 9).

Moo cBakM 6GPOj U HETOB 36Mp IUbAPa 1]y UCTH OCTATAK TTPH JICTbEbY
ca 9, mMamo n1a je 4444**** = A= B = C (mod 9), T1j.

C<12 u C=7(mod9),
majeC =17.

136. Heka cy m un paznuuutu 14-1udpeHu mnpupoaHu OpojeBU YHjI
JIeKaTHU 3aTTUCU cajIpyKe TauHO TI0 J[Ba MyTa cBaky oj nudapa 1, 2, 3, 4,

m
5,6 u 7. Jla nu je moryhe na 6poj o Oyne 1eo?
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Pewere. Tlpuponan 6poj k u 36up merosux mudapa S(k) majy ucru
OCTaTaK TpHU Jebermy ca 9.
m
IIpernocraBumo 1a je — = k weo 6poj. Ilowro je m # n umamo

n
ma je k > 2. Hajsehu 6poj mator tuma je M = 77665544 332211, a
Hajmamu je N = 11223344556 677. Tana je

(%) 77665544 332211 > m =nk > k- 11223344556 677
36up mudapa 6pojeBa m U N je
20+2+34+44+5+6+7)=56 u 56=9-6+ 2.

3atoje m = 9u+ 2 un = 9v + 2, 3a Heke mpupoiHe OpojeBe u 1 v. Anu,
Kako je m = kn, Tama u3 jeqnakoctu 9u + 2 = k - (9v + 2) nobujamo na
je9(u—kv) =2(k—1), omakne cnemu na 9 | k — 1. Tlomro je k — 1 # 0
umamo jia je k > 10, o je Hemoryhe 300T HejeTHaKOCTH ().

137. Oppenutu cBe MpUpoIHE OpojeBe 1 3a Koje je 30up nudapa 6poja
n! jemHax 9.

Pewerve. Hexa je z, 30up mmgapa 6poja n!. Ipumernmo na je 6poj
n! nespuB ca 9 ako u camo ako je n > 6, kao u aa je:

6! =720, 2z = 9;

7'=5040, z; = 9;

8!'=40320, 25 = 9;

9! = 362880, z9 = z19 > 9.

Hekajen > 11un! = ¢,¢pn_1 ... c1co. IIpeTnocraBumo 1a je

() Cm+Cm1+--+c1+cg=9.
Kaxko je n > 11, 6poj n! je nempus ca 11, ma je

(%) co—c1+ -+ (=", =11k, ke Z.
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Kaxo je
—9=—(co+c1+-+cn) <co—c1+-+(=1)"c,
:11]{3<C0+01+"‘+0m:9,

cnenu aa je k = 0.

Cabupajyhu jemnakoctu () u (x%) mobujamo 2(co+co+cq+...) = 9.
KonTpamgukimja.

Tpaxxenu OpojeBu cy 6,7 u 8.

138. Koju je mpBu Opoj y HU3Y:
3,34,343,3434,34 343,343 434, . ..

Koju je nesbuB ca 1987

Pewerve. TlommTo je 198 = 2- 32 - 11, Tpaskenu 6poj Mopa OGUTH 1e/bUB
ca 2, ma ce Mopa 3aBpInaBaTH ca 4, Tj. 00JIuKa je

343434 ...34
—_—————
2k uapa

Ja 6u 6uo nemuB ca 9, 30up mudapa Mopa na Oyme AesbUB ca 9, Tj.
3k + 4k = 7k Mopa 6utu gembuB ca 9, ma je k = 9¢. Ilopen Tora, ma
O6u Ouo nespuB ca 11 pasnuka mudapa HA MTAPHUM U HEMAPHUM MECTHMA
Mopa outu nepuBa ca 11, 1j. 4k — 3k = k mopa Outu nepuBo ca 11,
ma je k = 11m. HajMamu 6poj KOju 3aI0BOJbaBa HaBeJIEHE YCIIOBE je
k=9-11 = 99, nma Tpaxxenu 6poj uma 198 mudapa u Hamasu ce Ha 198.
MECTYy Y HU3Y.

139. /la nu mocroju mpupomaH Opoj KOju ce Y IeKaJHOM 3aIThcy
3aBpiaBa ca 11, xoju je mesbuB ca 11 u umju je 30up nudapa 11?

Pewerse. He moctoju. IlpernocraBumo cynmpotHo. Heka je

a2k A2f—1 - . . CLQCLlll
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jemaH TakaB 0poj, rae je as,—1 7 0, 10k je moryhe ag, = 0, k > 1. U3
yCIIOBA 3a/IaTKa U KpUTEepHUjyMa 3a AeJbUBOCT ca 11 crenu

(1) (a1+a3+---+a2k_1)+(a2+a4+---+a2k):9

148
(a1 +ag+ -+ ag-_1) — (a2 +as+ - +ag) = 11t

rae je ¢ HeKu 11eo Opoj. ATICOIyTHA BPETHOCT Pa3NIMKe JIBA TPUPOIHA
Opoja Huje Beha ox muxoBor 306upa. Otynajet = 0u

(2) (a1 +az+---+agp1) = (ag+as+---+agy)=0.

Jennakoctu (1) 1 (2) cy KOHTPAJIUKTOPHE, JEp Cy 30Up U pa3IuKa ABa 1ena
Opoja ucTe MapHOCTH.

140. JToxazatu ma ce u3 cBakor 2(005-mudpeHor Opoja y ymjeM ce
JIEKaTHOM 3aIKUCy T0jaBIbyjy camo nudpe 9 u 6, Moke OJICTpaHUTH jeTHA
uudpa, Tako ga gooujenu 2 004-mmuppenn 6poj Oyae nepus ca 11.

Pewerve. Jloxkazahemo omuruje TBpheme:

, U3 cearxoz (2n + 1)-yugpenoz 6poja y uujem ce gexagrnom 3aiucy
iojaswyjy camo yugpe a u b, mooswce ce ogcmpanuimiu jegua yugpa, warxo
ga gooujenu 2n-yugpenu opoj 6yge gevus ca 11.

AKO HekH Opoj caapKH IBE jeTHaKe CyceHe [Udpe, OHIa Ce IbUXOBUM
Opucamem g00HMja OPOj KOjU Jaje UCTU OCTAaTaK IMpH JieJbey ca 11 kao
u oueTHr. OBO cleau u3 J0OpO MO3HATOT TBphewma ga Opoj Aaje UCTH
ocTaTak MpH Jejbemy ca 11 xao m pasnanka 30MpoBa HETOBUX IHdapa
KOj€ CTOje Ha HEMapHUM U ITAPHUM MECTHUMA, Tj.

ApCp_1 - .. a2a100 = (ag +ag +---) — (a; +az +--+) (mod 11).

Heka je A mpousBosban (2n + 1)-umdpen 6poj cacTaB/beH UCKIbYYHBO
on mudapa a u b. Axo A uma map jemHakux CycemHMX nudapa, Taaa
IBbUXOBUM OpucameM gobujamo (2n — 1)-umdpen 6poj A, Takas j1a je
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A = A; (mod 11). Ha A; npuMeHHMO HCTY OIEpAIMjy KOjy IOHABIba-
MO CBe 10 IojaBe 6poja Ay Koju HeMa jeqHaKuX cycemuux mudapa. Ay
takohe uma Hemapas O6poj rudapa u obnuka je aba . . . ba wmum bab . . . ab.
Bpucamem cpenme nudpe y A, o3Hauumo je ca x, godbujamo 6poj A1
obmukaab . ..abba ...baumba . .. baab. . .ab. A_1je OUNTIIEOHO IETHUB
call.

N3Bpimmo casi MHBEp3HY Omepaiujy, Tj. ,,BpaTUMO HATpar®, jeaaH
IO je/1aH, mapoBe U30pUCcaHUX jeqHaKuX mudapa. OuuriegHo, CBU TaKO
nobujeHn OpojeBu nesbuBHU ¢y ca 11. ¥V cTBapu, cBaku ce MOXKe cMaTpaTH
Ia je HacTao o1 Hekor A; Gpucamem mudpe x. Tlocnenmu y HU3y 100ujeH
je Ha Taj HauuH o1 A. IIpema Tome, y 6pojy A Tpeba oxcTpaHuTh Uudpy
x.

141. be3s ynmotpebe kalKymaTopa oapeauTH mudpe Koje CToje yMECTO
3BE3/IMIIA Y U3pa3y

1090 = 23673 * x67459211723401.

Pewerve. O3HAUMMO HETIO3HATE UQPE ca T U Y-
109" = 236732y67459211723401.

Kaxo je
109" —1=(9-12+ 1) -1 =9k

109 —1 = (11-10 — 1) — 1 = 11¢,

6poj 10910 — 1 je nempuB U ca 9 m ca 11. U3 mempuBocTH ca 9 crmeam
naje x+y+ 72 nemuBo ca 9, a w3 gespuBocTH ca 1l majey —x — 8
nempuBo ca 11. C o63upom Ha to 1a =,y € {0,1,...,9} y 063up ponase
cnenehe moryhnoctu: v +y =9umar+y = 18uy —x — 8 = 0 wm
y —x — 8 = —11. IIpoBepoM ce KOHCTATYyje /1A je JeIUHO perieme T = 6
ny = 3.
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142. Ilo3Harto je 1a je
28! = 30488a344611713860501504500000.

Onpemutu mudpe a u b.

Pewerse. bpoj 28! ce 3aBpiiaBa ca (BuaeTH 3aaatke 83 u 84)

28 28 28
= = e . =541=6
G RS
Hyna. [Ipema Tome, b = 0.
Taxobe, 9 | 28!, ma 9 genu 36up uudapa 6poja 28!, 1j. 9 | 82 + a.
[Momro je a € {0,1,2,...,9}, To je a = 8.
143. (JBMO 2004) Ako cy npupoaHud OpojeBH T U Y TaKBU Ja Cy

opojesu 3z + 4y u 4z + 3y MOTMyHU KBaapaTH, JOKA3aTU 1A CYy U L U Y
JIeJpbUBHU ca 7.

Pewerve. Heka je:

(1) 3r+4y=m? 4dx+3y=n’.
Tana
(2) T(x+y)=m>+n*=T7|m*+n’

Vaumajyhu m = 7k + r, r € {0,1,2,3,4,5,6} nobujamo na cy 0,1,2,4
Moryhu octamm TIpH JeJbemy KBaapaTa Ienor Opoja ca 7. Cama 1ako
3ak/bydyjemo na je m? + n? = 0 (mod 7) ako u caMo aKo cy U m U n
TIETbUBH ca 7, Ta je Taaa

m? +n? =0 (mod 7?),
1j. 7(x +y) = 0 (mod 7?%), omaxne no6ujamo

(3) r+y =0 (mod7).
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Hame, u3 (1) nobujamo 1a je * — y = n? — m? u kako je n> —m? = 0

(mod 7%), To je
(4) x—y=0(mod?7).

U3 (3) u (4) cama umamo na je v +y = Tk u x —y = 7(, tue cy
k,¢ € N. Oryna je:

20 =T(k+10), 2y="Tk-1),

rne ¢y k + ¢ u k — { npuponuun 6pojeBu, ma 7 | 2z u 7 | 2y, omakie
KOHAuHO j00ujamo 7 |z u 7 | .

144. Toxazatu na 21 | a® + b? nosnauu 441 | a® + b,

145. (I cemexmmono takmuuewme 3a JBMO, Pymynuja 2003) Heka cy
ny < ng < --- < nz Opoctd O6pojeBu. Jlokaszatu ma ako 30 menu
ni 4+ nj + -+ + n3,, Taga cy mMehy maTum 6pojeBUMa TPH y3acTONHA
npocra 6poja.

Pewerve. O3naunmo S = ni+ns+---+n3;u A = {ny,na, ..., na}.

IMpumernmo mpBo aa 2 € A, jep 6u y cynpoTHOM CcBH OpojeBu n;,
1 = 1,2,...,31 Ounmm Hermapuu, ma 6u u S OMO HemapaH Opoj, MITO je
Hemoryhe.

ame, 3 € A, jep 6u y cynporHoM Baxkuio n; = +£1 (mod 3), Tj.
n} =1 (mod 3)3aceei = 1,2,...,31, onakne 6u cnemuno S = 31 = 1
(mod 3), mTo je Hemoryhe.

ITokazahemo jour ga 5 € A. Ako To He 61 OUO cay4aj, Taga 61 GUITO
n; = £1 (mod 5) umu n; = £2 (mod 5), ma 6uszaceei = 1,2,...,31
Baxwio n; = 1 (mod 5), omwocro S = 31 = 1 (mod 5), mro je
Hemoryhe.

146. (BMO 1989) Hexka cy dy,ds,...,d; CBU IeMHOUM TIPUPOTHOT
O6pojan, TakBu 1a je 1 = d; < dy < --- < d, = n. Hahwu cBe 6pojeBe n
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3a Koje je k > 4 v Baxu

di +d; +d5+dj =n.

Pewerve. TIpBo mokaxumo ma je n mapaH O0poj. IlpermocraBuMo
CYIIpOTHO; Heka je m HemapaH Opoj. Tama cy cBu memuornu O6poja n
HEeMmapHu, na cy 3ato dp,ds,ds,ds Hemapuu. Melytum, Tama je 6poj
n = d? + d3 + d3 + d? napan, 1TO je MPOTHBHO MOJNA3HO] MPETHOCTABLIH.

Kaxo je n mapan 6poj, To je do = 2. 13 jeqHakocTu

P+224+ds+di=n

CIleIn 1A je jemaH o OpojeBa d3 M d4 TIapaH, a Ipyrd HemapaH. Pasmo-
Tpuhemo aBa ciydaja.

(1) ds = 2a, a > 1. Kaxo je a genunan 6poja n Mamwu oj ds, TO je
a = 2. akne, d3 = 4. Kako je

n=124+224+44+d%=21+d,

TO N HUje IeJbUBO ca 4 = d3 (KBaJpaTH HEMMapHHUX OpojeBa MpH Jeberby
ca 4 najy ocrarak 1, a Opoj obnuka 4k + 22 uuje nespus ca 4). Kown-
Tpagukija!

(2) dy =2a,a>1. Kakojea <dsma|n,t0je a=dy =2 ummje
a = ds. Y mpBoM city4ajy 6u 0o

di=4, d3=3 u n=1"4+224+3%4+4%=230.

Kako 4 1 30, oBaj ciyuaj ornazna. Ipeocraje na je a = ds. Y ToM ciyuajy
“MaMo J1a je
n=1"+2+dj+4d; = 5(1 + d3).

Kaxo ds | n 1 kaxo cy 6pojesu dz u 1 + d3 y3ajaMHO pocTH, To je d3 = 5.
Cnemmmajed, = 10un = 12+ 22+ 52 4+ 10% = 130. JIako je mpoBepuTH
nacy 1,2, 5 u 10 yetupu HajMama nenuvorna 6poja 130.



4. KOHTPYEHLIMJE 129

Haxie, jequHA OpOj KOjU 3a0BOJbaBa 1aTH ycioB je 130.

147. Csu moryhu Hu3oBu oz 1o 7 rudapa (omx 0000000 mo 9999999)
UCITHCAHU CY jeflaH W3a APYTor Y TPOU3BOJHHOM MopeTKy. Ha Taj HaumH
nobwujeH je 3amuc Hekor 70 000 000-mmudpenor 6poja. JokazaTtu 1a je Taj
O0poj nempuB ca 4 649.

Pewere. Tpumetumo mpBo aa je 4649 | 9999999, u ctora 107 = 1
(mod 4649), a camum Tum 1 107" = 1 (mod 4649) 3a ce k > 1. Ako
nmatu 70 000 000-mmmdpern 6poj obenexxumo ca n, ouhe

n=114+2-14---49999999-1 = 5000 000-9999 999 = 0 (mod 4 649).

148. Crpanure jeqHe K\bUTre HyMepucaHe ¢y opojeBuMa o 1 mo 100
Ha yoOuuajeH HaunH. V3 KibUTe je UCTPTHYT U3BeCTaH Opoj TUCTOBA U IIPU
TOME C€ UCTTIOCTABUJIO J1a 301p OpojeBa KOjuMa Cy HyMEpPUCAHE UCTPTHYTE
crpane uzHocH 4 949. Konnko nmucToBa je UCTPTHYTO?

Pewerve. CBaxm TUCT HyMepHCaH je OpojeBuma 2n — 1 1 2n 3a HeKo
1 < n < 50. Bbuxos 30up je 4n — 1. O6enexumo ca k 6poj TUCTOBa KOjU
cy octanmu. Tana je

(4ny — 1) + (4ng — 1) + -+ (dnp — 1) = (1 + 24 - - - + 100) — 4949,

onHocHo 4(ny +mng + -+ +ny) — k = 101.

C o63upom Ha 1O 1a je 101 = 1 (mod 4), Toje k = 3 (mod 4).
Hakne, k € {3,7,11,...,97}. Kakoje4(n;+ng+---+ny)—k > 105 >
101 3a k > 7, ocraje k = 3. To je moryhe, jep je Ha mpuMep 30up 6pojeBa
KOjiMa Cy HyMepHCaHe CTpAaHHIIE IPBOT, Apyror u 23. mucTa, (1, 2), (3,4),
(45, 46) ynpaso 101. [lakie, ocrana cy 3 quCTa, Tj. UCTPrHYTO je 47.

149. Ha xomannnoj Tabmm Hanaszu ce 100 cBetnehux gyrmamau pac-
nopehennx y obnuky kBagpata 10 x 10. Ilputuckom Ha jenHO mayrme
Mema Ce IHErOBO CTalkhe KA0 U CTalkha CBUX AYyTMaJu Koja Cy ca IbUM Y
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WCTOj BPCTH WIH Y UCTO] KOJIOHH; yITaJbeHa Ce Tace, a yrallleHa ce Ialle.
Ha mouetky cBa gyrman cBemiie. Koiauku je MUHMMATaH Opoj MpUTHUCAKA
norpeban 1a Ou ce cBa yracuya’

Pewerve. TlpernocTaBumo na cy oapeheHuM OpojeMm mpuTHcaka cBa
nyrman yrameHa. Heka je nmpu Tome p; j MyTa NPUTUCHYTO AyIMe KOje
Ce HAJla3M y i-TOj BPCTH U j-TOj KOJIOHHU; TO ayrme 3Bahemo (i, j)—myrme.
Ob6enexxumo joul ca 7; ¥ ¢; yKylnaH 6poj IpUTUCAKA Ha TyrMall i-Te BPCTe,
OJIHOCHO j-Te KOJIOHE. YKyIaH O6poj mpoMeHa cTamba (7, j)—IyrMeTa u3-
HOCH 1; + ¢j — p; j U Taj 6poj je HeTapaH jep je AyrMe yraieHo. Jlaxie

(1) ri+c¢; —pi; =1 (mod 2).

Cruuno je 7, + ¢ — pix = 1 (mod 2). W3 oBe 1Be KOHIPYEHIIHjE CIEIH
¢; — pij = ¢ — pir (mod 2). Taxo je:

¢j —p1j = ¢, — p1y (mod 2)
¢j — Pa2j = € — P2 (mod 2)

¢j — P1oj = Ck — Dok (mod 2) .

CalbupameM OBUX KOHTpYyeHIIMja 1 nMajyhu y Buay aa je

P1j T P2+ FPwg=¢ WU PrgtPert TPk =Gk

nobujamo 9¢; = 9¢;, (mod 2), ogHocHO ¢; = ¢ (mod 2). Kama ce To
YBPCTH ¥ TOPHH CHCTeM 100Mjamo p; j = p;x (mod 2). To 3Haunm ma cy
3a CBY JIyrMajl jeJlHe BpcTe OpojeBU MpHUTHCAaKa UcTe MapHOCTH. CIMYHO
ce TIOKa3yje J1a UCTO BaXKH M 3a yTMaj UCTe KOJIOHE, OJaKiIe CIIeIN Ja Cy
OpojeBU MPUTUCAKA HA CBY JlyrMaJj| Tabue ucte napHoctu. Jakne, p; j = p
(mod 2) 3a cBako i € {1,2,...,10} ucBako j € {1,2,...,10}. Kana To
yepctumo y (1) mobujamo 19p = 1 (mod 2), omrocro p = 1 (mod 2).
Jlakie, CBaKO JyTMe je HemapaH Opoj MmyTa MPUTHCHYTO. MUHHMAallaH
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O0poj mputHcaka je mpema Tome 100; cBako qyrMe MPUTUCHYTO j& TAYHO
jenanmyT. 3aucra, Ipu TOMe ce CTalke CBaKOT TyrMeTa mpoMmenu 19 myra.

150. KBanpatHa Tabnuira 3 X 3 monmymeHa je OpojeBUMa Kao Ha CITUITH:

1
4
7

co Ot N
O O W

Tabmurna ce Moxe TpaHCOPMUCATH Y HOBY TaKO IIITO ce 1B Opoja U3 cy-
CEJIHMX MO0Jba YMAHE 3a BPEIHOCT MALET O] Ta JABa Opoja, JOK CE OCTAIIN
OpojeBu He Memajy. Jla 1 ce OBakBUM TpaHChOpMaIIFjaMa MOXKE T0OUTH
TabIuIa IOIyheHa HytaMa?

Pewerve. OnucanoM TpaHchopMalrjoM NapHOCT 30Mpa CBUX elleMe-
HaTa ce He Mema. Kako je Taj 30up y moyetrky 45, OH HUKaJIa HE MOXe
MOCTAaTH HyNA.

151. (Yemko-cmoBayka MaTeMaTHUKa OJIMMITHjada — TpBa PYHIA,
2003) V jenHoM Kopaky TpojKy (p, ¢, ) Ienmux OpojeBa MOKEMO 3aMEHUTH
tpojkoMm (7 +5q, 3r — bp, 2q — 3p). Hahu, ako mocroju, eo 6poj k, Takas
na ce w3 tpojke (1,3,7) mocme KOHAYHO MHOTO KOpaka Jiobuje Tpojka
(kk+1,k+2).

Pewerve. Cabupajyhu OpojeBe y HOBOJJOOM]EHO] TPOJIIM UMaMO
(r+5q)+(3r—>5p)+(2¢—3p) = 4r+T7q¢—8p = 3(r+2q—3p)+(p+q+r).

OBaj Opoj Jaje UCTH OCTATaK MpPH ACJbeHY ca 3 Kao u 6poj p + q + 7, Tj.
OCTaTaK IpH JeJberby ca 3 30upa eneMeHaTa ypeleHe Tpojke je HHBapH-
jantan. 36up enemenara tpojke (1,3,7) naje ocratak 2 npu Jiesbermy ca
3, IOK je 30up TpH y3acTormHa Iiena 6poja nespuB ca 3. [lpema Tome, ox
tpojke (1,3,7) omucaHUM MOCTYITKOM HE MOKe C€ JOOUTH TPOjKa Y KOjOj
Cy TPHU y34cTOITHa 1ief1a Opoja.
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152. V¥V ta6mumum 10 x 10

01 2 . 9
9 0 1 . 8
8 9 0 7
1 2 3 . 0

3a0KpyxkeHo je 10 ememeHarTa, y CBakoj BpCTH U KOJIOHH T10 jeqaH. Jloka-
3aTH 1a cy Mel)y muma 6apem 11Ba jemHaKa.

Pewerve. Tlpumetumo 11a je y Tabauim cBaku OpoOj KOHTPYEHTAH IO
moayny 10 ca 30mpom mpBOT Opoja Yy HETrOBOj] BPCTU U MPBOT Opoja y
BETOBO] KOIIOHU. Jlakite, 30Up 3a0KpyXeHUX eleMeHaTa je mo moaymny 10
KOHT'pyEHTaH ca

O+14+---4+9)+(04+9+8+---+1) =90 =0 (mod 10).
MehyTum, ako O CBY €IeMEHTH OWITM Pa3INIUTH, Taj 30up Ou 610

0+1+---4+9=45=5 (mod 10).

153. Hexkaje {a1, as,. ..,y } TOTIIYHH CUCTEM OCTATAKa 11O MOJIYITY
m, {b1,bs,...,b,} nOTIyHU cHCcTEM ocTaTaka 1o Mmoayay n u (m,n) = 1.
Hoxkaszatu na je ckym {a;n +bym | i = 1,2,...,m, j = 1,2,....n}

MHNOTIIYHU CUCTEM OCTaTdKa IO MOAYJYy mnn.

Pewerve. Axo 6u 6uno a;n + bym = a,n + bym (mod mn), Tamga
6u Baxuno a;n = a,n (mod m), ogHocHo a; = a, (mod m) (jep je
(m,n) = 1), 1j. naje i = v. CouuHo ce no0uja 1a je j = p. 3Hauu, He
MOCTOjU TIAp eJIeMeHATa MOCMATPAHOT CKyIa Koju ¢y Mel)yCOOHO KOHT Y-
SHTHU TI0 MOJIYJy Mn, Tia, IIpeMa TOME, 0Baj CKYIT YWHHU MOTIYHU CUCTEM
OCTaTaKa Mo MOMAYIy Mmn.
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154. Hexaje{ai,as,..., %(m)} CBEJIEHU CUCTEM OCTaTaKa Mo MOyJy
m, {b1,bs, ..., by} CBEIEHU CHCTEM OCTATaKa II0 MOLYIY 1 U (M, n) =
1. lokazaTu na je cKyI

S={an+bm|i=12,...,0(m), j=1,2,...,0(n)}

CBCIACHU CUCTEM OCTATAKaA 11O MOAYJIY Tnmn.

Pewere. V3 3amatka 153 criemu 1a He TOCTOjU map OpojeBa U3 CKymma
S xoju cy Meh)yCOOHO KOHTPYSHTHHU IO MOJLYITy M.

Kaxo je (a;n + bym,m) = (a;n,m) u (a;,m) = (n,m) =1 10 je
(a;n + bjm,m) = 1. Comano ce gobuja n (a;n + bym,n) = 1. 3aro je
(an +bjm,mn) = 1.

Hexka je N y3ajamno mpoct ca mn. Kako cy m u n y3ajaMHO TIpOCTH,
nocroje ueau 6pojesu a u b raksu ga je N = an—+bm. Kaxo (a,b) | N, o
je (a,m) = 1. 3aT0 je a KOHIPYEHTHO TI0 MOJLYJTY M JEIHOM O] €JIEMEHATA
CBEJICHOT CHCTEMa OCTaTaKa 1o MOIYIy m, HIp. a = a; + k;m. CinuHo
jeub=1>0; +{;n,maje

N = (a; + ksm)n + (b; + ¢;n)m = a;n + bym (mod mn).
Kaxo je CBaKM elleMeHT PEaTHBHO MPOCT €4 M7 KOHTPYEHTAH [0 MOy

mn jeTHOM eJeMEHTy cKyma S, To je S CBeIeHHM CHCTeM ocTaTaka IIOo
MOJIyJy mn.

155. Pemmtu jeHaunny ¢(n) = 3600, ako cy 3, 5 1 7 jeIMHU IPOCTH
(dbaxTopu Opoja n.

Pewere. Heka je n = 3% - 5Y - 77, Tana je

3600 =p(n) =3"""1.5"1. 7. 3-1)-(5-1)-(7T—1)
=3t.5v .72 406,

omrHocro 3° 1. 5¥7 L. 771 =3.52 majex =2,y =3mz = 1. Tama je
n=23%2.5.7=7875.
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156. Hahu ocTaTtak mpu fememy 6poja 3172%9 ca 15.

Pewerse. Kako je 317 = 21 - 15 + 2, 6uhe 317%% = 2%% (mod 15).
IIpema Ojneposoj Teopem je 2¢(*>) = 1 (mod 15), ma 360r (15) = 8,
cienu ma je 2° = 1 (mod 15). Kako je 259 = 32 - 8 + 3, 10 je 2%Y =
(28)32.23 =8 (mod 15).

157. Hekaje (a,m) =1 u b =c (mod p(m)). [lokasatu 1a je Tana

a® = a® (mod m).

Pewerve. Ha ocroBy Ojnepose Teopeme je a¥™ = 1 (mod m).
IIpema ycioBy 3amatka je b = ¢+ q - ¢(m) 3a Heku 11€0 6poj ¢. 3aTo je
acta?m) = g¢ (mod m), 1. a® = a® (mod m).

158. (3uMcko MaTeMaTUUKO TaKMHUeHe, byrapcka 1997, 11. paspen)
Hahu cBe mpupoane OpojeBe m, n > 2 TakBe J1a je

1 + m3n + m2-3n

n

1eo 0poj.

Pewere. Hexka m m n 3aJ0BOJbaBajy YCIOBE 3ajaTka. Tlama je n
Hemapan 6poj u (m,n) = 1. Akojen = 3, tazaje m = 1 (mod 3), jep
ou y cinydajy m = —1 (mod 3) umanu

L+m* +m** =1-1+1=1 (mod 3).

Hexa je cama n > 3. Tazga Baxu m®” # 1 (mod n) jep 61 y cynport-
HoM creauno 1 +m3” +m?3" =3 (mod n), 1j. n | 3. INomro je

n+1
m3" —1

1 3" 23" _

. 3n+1 o . . .
TO je m = 1 (mod n). Heka je k Hajmamu npupojgan 6poj Takas jia
jemF =1 (mod n). Tama k | 3" u k t 3", maje k = 3""!. Kaxo je
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(m,n) = 1 Ha ocHOBY Ojnepose Teopeme je m?™ = 1 (mod n), ma je
k < p(n). Mpema Tome, 3" < p(n) < n — 1, mTo je Hemoryhe.
HaxJje, TpaXxeHu OpojeBH Cy . = 3 U CBU OpojeBu m > 4 TaKBU Ja je

m =1 (mod 3).

159. (Yommrena OjnepoBa ¢ynkiuja) Heka je L : N — N ¢yHknmja
nedunucana Ha cienehu vaunn: L(1) = 1,a3am > 1

Lim) = [pM " (pr = 1),p5* (p2— 1), opp (e — 1)),

1 (e2PNeS) Q . .
Npu YemMy jJ€ m = py Py~ * -+ pk KaHOHCKAa (b'dKTOpI/Ba]_II/I_]a 6p0Ja m.

1) Hahu L(360), L(525), L(222301).

2) Axo je (a,m) = 1, nokasatu aa je a“™ =1 (mod m).

Pewerve: 1) L(360) = L(2°-3%*-5) = [4,6,4] = 12;

L(525) = L(3-5%-7) = [2,20,6] = 60;

L(222301) = L(31-71-101) = [30, 70, 100] = 2100.

2) Hexka je m = pi'ps®-- - p." xaHoHcKka ¢axropusanmja 6Gpoja m.
Tana je mpema OjrnepoBoj TeopeMu

ap?iil(piil) = 1 (HIOd pzal>; Z - 17 27 R k

Homto p~ ' (p; — 1) | L(m) umamo na je ™™ =1 (mod po*), 3a cBe i
w3 {1,2,...,k}, maje

Lom) =1 (mod [p§*, p32, . .., pi*]),

1. a*™ =1 (mod m).
Ha npumep, xako je L(546) = L(2-3-7-13) = [1,2,6,12] = 12 u
(5,546) = 1, umamo 1a je

512 = 625° = 79° = 1 (mod 546).

160. Axoje (a,65) = 1u(b,65) = 1, nokazatu 1aje a'* —b'? nemwuso
ca 65.
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Pewere: 65 =13-5u (5,13) = 1.

360r (a,65) = (b,65) = 1 Baxu 13 1 a, 13 { b, na Ha ocHoBy Maue
depmaose Teopeme cieau aa je a'? = 1 (mod 13) u b2 = 1 (mod 13),
1. a'? = b'? (mod 13). Amnanorso ce nokasyje ga je u a'? = b2
(mod 5), ma je a'? = b'? (mod 65).

161. JloxazaTu ma je 3a CBaKU IMPUPOJIaH OPOj 1 U CBaAKH IIPOCT OPOj
p—1

p, 6poj 1 + Z k" P~V rermus ca p.
k=1
Pewere. 3a cBako k € {1,2,...,p— 1}, mpu uemy je p mpoct 6poj, je
(k,p) = 1, na je, npema Manoj @epmaosoj Teopemu kP! =1 (mod p),
na 1 3a ceako n € N, k"P~Y =1 (mod p).

p—1 p—1
Jaxre, Z M=) = p—1 (mod p), Tj. 1+Z kM=) =0 (mod p).
k=1 k=1

162. Axo cy p, q pa3IM4IUTH MMPOCTH OPOJEBH, TOKA3ATH 1A je

-1

pT 4+ ¢" =1 (mod pq).

Pewere. TIpema Manoj ®depMaoBoj TeOpeMH je
p"'=1(modq) u ¢"'=1(mod p),

jepje (p,q) = 1.
Hakne,p | ¢* ' —Lmanp | p '+ ¢ ' —Lng|pt -1, man
gl pT+¢' = 1. Kakoje (p,q) = L, topg | p?~' + g7 — 1.

163. Tokazatu gaje 2" ' =1 (mod n)3an = 73 - 37.

Pewerwe. Ha ocHoBy Mane depmaoBe Teopeme je

2” =1 (mod 73) u 2°° =1 (mod 37),
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majen2™ = (2%)° =12 =1 (mod 37). Camaje2™® =1 (mod [73,37]),
17j. 22 =1 (mod 73 - 37), ma je u 23" = 13" (mod 73 - 37).

27171 — 273-3771 — 272-37+3771 — 272~37 X 236 = 236 =1 (HlOd 37 . 73)’
jepje 236 = (2°)* =1 (mod 73).

164. OnpemuTH, ako TOCTOjH, TPOCT GPOj p Takas aa p? | 50" 4+ 1

Pewerve. AKO MPETIOCTABUMO J1a IIOCTOJU MIPOCT OPOj P KOjU 3a10BO-
JbaBa TPAXEHU YCJIOB, Taja mpema Mamoj depMaoBOj TEOPEMH UMAMO
2 .
57 =5 (mod p), a omatie u 57 = 57 (mod p), ma je

5 =57 = 5 (mod p)

5 +1=6 (mod p).
C npyre crpase, u3 yeinosa p? | 57° + 1, caenn na

5° +1 =0 (mod p).

Hakne, 6 =0 (mod p), ma p € {2,3}.
3a p = 2 umamo 1a je

5' +1 =626 =2 (mod 4),

ma 2 He 3aJI0BOJbaBa yCIIOB 3a/1aTKa.
3a p = 3 umaMo

57 4+1=1953126=9-217014 = 0 (mod 9),

Ia je 3 jeAuHU IPOCT OPoj KOjU 3aI0BOJbaBa yCIOB 3aJaTKa.

165. Hexka cy a u b nmpupogau 6pojeBu y3ajaMHO rpoctu ca c u b # 1.
JlokasaTu a TOCTOjU MPpUpOAaH Opoj 1 Takas ga ab™ + ¢ HUje mpocT Opoj.
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Pewere. Heka je A, = ab”™ + ¢, n € N, HU3 npupoHUX OpojeBa.

Ounrnenno je A, = ab ("' — 1) +ab+c.

Axo je |ab + ¢| > 1, mocroju mpoct 6poj p Takas aa p | ab + c. Kako
je (a,¢) =1wu (b,c) = 1, umamo naje (ab,c) = 1, 1j. (p,b) = 1, ma nmpema
Masoj ®epmaoBoj Teopemu p | 0P~ — 1. Jlakne, p | A,.

Axoje |lab+c| =1,1j. ab+ c=d,d € {—1,1}, umamo na je

Apio =ab’ ("' = 1)+ ab(b* — 1) +d.
Tana je ab(b?> — 1) + d > 1, ma nocToju mpocT 6poj p Takas 1a
plab(b> —1)+d, 1. p|ab®+ec

Kaxo je (ab®,c) = 1, To p {1 b, ma npema manoj MepmMaoBoj TeopeMH
pl W= 11 p | Ay,

166. JloxazaTtu ma 3a cBaku MPOCT OpOj p M CBAKHU 11e0 OPOj a KOju
HHUje JIeJbUB ca P BaXH

a’+ (p—1)la =0 (mod p).

Pewerse. Ha ocaoBy Mane ®epmaose TeopeMme je a’P~ 1 = 1 (mod p),
na je a”? = a (mod p).
Ha ocnoBy Bunconose teopeme je (p — 1)! = —1 (mod p), onaxne

cemu (p — 1)!a = —a (mod p).
Cana ce jemHoctaBHo no6uja a’ + (p—1)!a = a+(—a) =0 (mod p).

167. Heka cy p u ¢ y3ajaMHO IIPOCTU IPUPOTHHU OpOjeBU, TIPH UEMY je&
q > 1 n HenapaH. Jloka3aTu aa MOCToje MPUPOJTHU OPOjeBU N U k TAKBH
n

aa je a = ﬁ

Pewere. Kaxo je (q,2) = 1 1o je na ocHoBy Majie DepmaoBe Teopeme
2971 = 1 (mod ¢). Taga nocroju n’ € N Takas ma je 297! — 1 =n'-q.
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20-1 _ 1
Opnage je q:T. Cana je
p__pn _ n o
5—2q_1_1—2k_1, n=pn, k=qg—1.

168. (Casesno Takmuueme 1969, IV paspen) Axo je p # 2 mpoct
O0poj 1 a 1eo 6Poj Koju HUje ACJHUB ca p, OHMA je jedaH U caMo jedaH OJT
OpojeBa

A= gttt L1 B o g2t

Y

nepuB ca p. JlokazaTu.

Pewerve. Baxu A— B=2uA- B = (a")’"' — 1. Kaxo 6poj A — B
Huje 1esbuB ca p (jep je p mpoct 6poj Behu ox 2), To Hucy oba 6poja A u
B nemusa ca p. bpoj A - B je nesbuB ca p Ha ocHOBY Maite depmaose
TeopeMe. 3aTo je TauHo jemaH ox 6pojeBa A u B mebuB ca p.

169. JloxazaTu ma 3a cBakW MpUPOJAAH OPOj 1 BaXKH
245" =1 (mod 5").
Pewerme. Kako je p(5") = 4-5""! 1 kako cy 6pojeBu 2 u 5" y3ajaMHO
IIPOCTH TO je Ha ocHOBY OjepoBe TeopeMe
2¢0") = 245""" =1 (mod 5").

170. [okasatu /1a cy 3a IPOU3BOIHAH MPUPOJIAH 0poj k mocneamux
2k mmdapa 6poja 257 T — 2% yype.

Pewerve. Ha ocHOBY 3amaTtka 169, 3a n = 2k, cnenu na

52/{: | 24'52k71 o 1’ Tj- 102k’ | 22k‘ <24'52k71 o 1) ’
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oaKJie JUPEKTHO CIeIU TBpheme.

171. Jloxa3zaTu aa 3a MPOU3BOJbAH MPUPOIAH OPOj k, TOCTOJU TPUPO-
IaH Opoj n, TakaB Ja ce y AeKaJaHOM 3amucy Opoja 2" mojaBibyje k y3a-
CTOITHHX HYJIA.

22k Tana je

2k—1
5 +2k ce

Pewerve. Hexa je ¢, _1¢,_o . .. c1co IEKaIHU 3amuc Opoja
ounrnenso © < k. C o63upoM Ha To u 3agatak 170, 6poj 2%
3aBpIaBa HU30M oJ crenehux 2k mudapa

..00... Oc,,_lcT_g ... C1Cp,
2k—r

pu uemy je 2k —r > k.

172. [doxkaszatu na je 6poj 0, 1248163264128 ... upaunonaman. (M13a
IelUMaTHe 3aIeTe UCTIMCAHU Cy PEIOM CTETIEHH JTBOjKE. )

Pewere. Axo 6u 0poj 0, 1248163264128 ... 6uo panroHanaH, oHAa
OM HeroB JIEKaJIHH 3aItiuc OMo mepuoaudad. MehyTum, mpema 3agaTky
171, 3a cBakM mpHPOJaH OPOj N Y TOM JIeKaJHOM 3aIliCy ce Moke Hahu
7 y3aCTOTIHUX HYyJIa, TIa OM ce mepuoja cacrojaja oJ1 CaMUX HyJla, IITO je
OUMTJIeTHA KOHTPAIUKIIH]ja.

173. Axo cy p 1 q y3ajaMHO IPOCTU IPUPOTHU OpOjeBH U p => 2, Taja

y HU3Y < p+ 1 “Ma OECKOHAUYHO MHOTO Iienux OpojeBa. Jlokazatu.
qn

Peweme. Kaxo je (p,q) = 1, tana je (p*,q) = 13a cee k € N. Ha

ocHoBy OjriepoBe Teopeme je (pk)@(q) =1 (mod q), 1j. ¢q | p*@ — 1.
ke(a) — 1
Hexka je ny = — . Tana Baxu
q

Tk Tk

p _ P _ pnk—kw(q)
qn +1 kaO(CI) ’
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3a p > 2 u I0BOJBHO BelMKe k Baxu ny > kp(q), ma cnequ TBpherme
3a74TKa.

174. Heka je p mpoct 6poj. CBaku MPUMUTHUBAH KOPEH IO MOy
p%, a € N, je IpUMUTHBAH KOPEH U 11O MOIYTy p. Jloka3aTu.

Pewere. TIpeTniocTaBUMO J1a @ HUje TPUMUTUBAH KOPEH TIO MOJIYITY
p. Tama mocroju mpupoaaH 6poj ¢t TakaB aa je, 1 < ¢t < p — 1 u Baxu
a' =1 (mod p), 1j. a* =1+ pq, 3a Hexu q. [lpema GUHOMHO] HOPMYIH
“MaMo J1a je

atpa—l _ (1 +pq)pa—l
a—1/ a—1
ae pr(pt -1
= 1+p* 'pg+ <1_2 ) (pg)? +
= 1 (mod p®),

npu uemy je tp® ! < p*~1(p — 1) = ¢ (p*), ma 6poj a HKUje IPUMUTUBAH
KOpEH 10 MOy p®.

175. Hexa je p mpoct 6poj u o > 2. AKO je a MPUMHUTHUBAH KOPEH TTO
MOJTyJTy P ¥ BaXKU ,
@ D 2 1 (mod p*),
JIOKa3aTH Ja je a TPUMUTHUBAH KOPEH 10 MOAyy p.

Pewerve. Hexa je t mopenak 6poja a mo moxyny p®. Tana je a' = 1
(mod p*) ut | p*t(p—1) = ¢ (p®). Homwro je a' = 1 (mod p) u a je
MMPUMHUTHUBAH KOPEH MO MOIyy p (Tj. p — 1 je BeroB rmopeaak mo Moayny
p)umamomap—1 |t 1j. t = (p—1)¢,3aHexu ¢, ma (p—1)q | p*~1(p—1).
Haxne, ¢ | p* 1, 15. ¢ =p°,0< B < a—1,maje

(%) @’ P =1 (modp), 0<B<a—1.

Axo 6u 6uno 0 < 8 < a— 2, cTeneHoBameM KOHrpyenmmje (*) ca p® 27,

100U OUCMO ,
a?* P~V =1 (mod p),
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CYIIPOTHO TPETIIOCTaBIM 3a1aTka. dakie, 5 = o — 1, ma je

t=p""'p—1)=¢ ().

176. Heka je p Hemapan mpocTt 0poj. AKO je @ MPUMUTUBAH KOPEH MO
MOJyIy p, AOKa3aTH Aa je 0ap jenaH ox OpojeBa a U a + p MPUMUTHBAH
KOPEH 10 MOJyITy p2.

177. (Kopejcka maTematnuka onummujaaa, 2003) Heka je m mpupo-
nmaH Opoj. Jloka3aTu 1a ako 2m+tl 41 nemm 32" + 1, Tama je om+l 4 q
npoct 6poj?

Pewerse. Hexka je ¢ = 2™ + 1. Tama u3 gaTor yciaoBa ciaenu
(%) 3" = —1 (mod q),

omakite cienu 1a je (3,q) = 1. KpagpupameM o6e cTpaHe KOHTpYeHIIHje
(%) nobujamo 32" =1 (mod ¢), omakie cienu ja je mopenak 6poja 3
o Momyay q memunar on 2™ = ¢ — 1. TIpema Tome, mopenak 6poja 3
1o MOy q je obnuka 2", 3a HeKu mpupoaad 6poj r < m + 1. Axo ou
6wrio r < m Taga 6u Baxwio 32 = 1 (mod ¢), mTo je KOHTpaUKIHUja
ca (x). Jakne, r = m + 1.

C npyre ctpane, ipema OjlIepoBOj TeopeMH, Topedak Opoja 3 1o
Moy ¢ je nemunan 6poja ¢(q). Tako 2™ = ¢ — 1 nenu (q). TomTo
je p(q) < ¢—1,710je p(q) = ¢ — 1, ma je 6poj ¢ mpocr.

178. (a) Ompemutu HajBehu 3ajequuuku gemunar 6pojea 2 002! + 1

u 2003!.
(6) doxkazatu ma cy 6pojesu 2 003! + 1 u 2 004! y3ajamuo mpocTu.

Pewere. (a) 3a cBaxu ipoct 6poj p < 2 003 Baxu p | 2 002!, ma npema
tome p 1 2002! + 1 (jep je (2002! 4+ 1,2002!) = 1). Kako 2003! Hema
npoctux aenuiana Behux ox 2 003, n kako mpema BuircoHoBoj Teopemu
2003 | 2002! + 1, To je (2002! + 1,2 003!) = 2003.
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(6) Ananorno nemny (a), 3a mpocte 6pojeBe p < 2 004 He MOXKe BaXXUTH
p | 2003! + 1. Melytum, 6poj 2 004! Hema mpocTux menmana Behux ox
2003, ma je y3ajamuo mpocr ca 2 003! + 1.

179. Axo je p poct 6poj, noxasartu ga p° | (p!)* — p2.
Pewerve. TBphemwe cnenu u3
) =p =@ =)@ +p)=p (-1 =) ((p- D!+ 1)
up|(p— 1)+ 1.
180. Axo je p HemapaH TpocT OpPoj, TOKA3ATH:
12.32.52. ... (p—2)2 = (-1)" (mod p),
22.42.6%. ... (p—1)?=(=1)"7 (mod p).

Pewere. Ha ocHoBY Buniconose teopeme je

(%) 1-2.3-...-(p—1)=(p— 1! =—1 (mod p).
Jlame, 3a cBako 7 = 0, +1,+2,... Baxu
() i=—(p—1) (mod p).

3amMeHnMO nmapHuX OpojeBa Ha JIEBOj CTpaHU KOHTpyeHImje (*)

IbMMa KOHIPYEHTHUM OpOjeBMMa KOjU ce 100Mjajy U3 KOHIpyeHLuje (%)

3ai=2,4,...,p— 1. Jobujamo

p—1

12.32.5% .- (p—2%=1)"7 =(~1) (mod p),

Tj.
p+1

12.32.5%2. ... (p—2)* = (~1) =z (modp).
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AHaorHO ce 1o0uja M Ipyra KOHIpyeHIIHja.

181. [dokaszaTu 1a je mpupoiaH Opoj p > 2 MpoCT aKo U caMo aKo je
(p—2)!—=1=0 (mod p).

Pewerve. Tlpumenom Busconose Teopeme 100ujamo

p-—D+1=0p@-2lp-D+1=0p-2)p—(p-2)!-1)
= 0 (mod p),

omakneje (p —2)! — 1 =0 (mod p).

182. JlokasaTu Ja je IpUpoJaH 6poj n MPOCT aKO ¥ caMo ako n | IV,
n—3

e je N:Zk-k:!.

k=1
Pewere. Kako je k - k! = (K + D)kl — k! = (K + 1)! — k!, 10 je

N=1-1142-214--- 4+ (n—3)(n—3)!
=2 -1)+@'=2)+---4+((n—=2) = (n—-3)!)
=(n-2)-1

MHoXemeM MPEeTXOIHE JeIHAKOCTU ca . — 1 U jo/maBameM obema cTpa-
Hama jeIHAaKOCTH N, 1001jamMo

m—1)N+4+n=(Mn-1)I+1.

Ha ocHoBy Buiiconose teopeme, 6poj 7 je mpocT ako u camo ako n | N
jepje (n,n—1)=1.

183. Hahu najmMamu npupojan 6poj = 3a koju je + = 5 (mod 7),
=7 (mod 11), z =3 (mod 13).

Pewerve. Kako cy 7, 11 u 13 y3ajaMHO pOCTH MO MapoOBUMa, 3a10BO-
JbeHU ¢y ycnoBu KuHecke Teopeme o ocraunma. OBre je a; = 5, as = 7,
az=3m;=T,me=11,mg=13;m=7-11-13 = 1001.
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m m
— je eo Opoj u (—,mj> =13a5=123.
m, mj

™ Haiiomena. Axo je (a,m) = 1, a,m € N, kourpyenuuja ar = b
(mod m) yBek uma pememe. Pememe je v = b - a¥™ ™! Haume, Ha
ocHOBY OjrepoBe TeopeMme je

ax—b:a-b-a“"(m)_l—b:b(a‘p(m)—l)EO(modm).

|
[Tpema ToMe, 3a cBe j = 1,2, 3 nocroje 1enu 6pojeBu b; TakBU Aa je

ﬂj -b; =1 (mod m;). JacHo je na Baxu mﬁj -b; =0 (mod m;)3ai # j.
Onpemumo by, by, b y HallleM ciydajy.
(i) 143by =1 (mod 7), 1j. 3by =1 (mod 7), ma je
by = 37071 =351 =243 = 5 (mod 7).
(17) 91be = 1 (mod 11), 1j. 3by =1 (mod 11), ma je
by = 3P~ = 3101 = (33)3 = 5% =4 (mod 11).
(173) 7T7bg =1 (mod 13), 1. —bs =1 (mod 13), ma je

b3 = —1 (mod 13).

3
. m .
Hexka je g = Z — bja;. Tana je
=1
m

To = — bja; = a; (mod my;), 1=1,2,3,
my;
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Ta T jecTe pellierbe JaTOT cUcTeMa KOHTpYeHIHja.
2g=143-5-54+91-4-74+77-(—1)-3=5892=5-1001 + 887,

ma je 887 HajMamU IPUPOTAH OPOj KOJH 3aJ0BOJbaBa JATH CHCTEM KOH-
TpyeHIIHja.

184. /loxasat ma mocToju Kk y3acCTONHMX MPUPOJHHUX OpojeBa Of
KOjUX je CBaKH JIEJbUB Cca KBAJIPATOM MpUpOIHOT Opoja Beher ox 1.

Pewerve. Heka cy py, pa, . . ., P pa3IAUuTU IpocTu OpojeBu. 1o Ku-
HECKO] TEOPEMH O OCTAIIUMa CUCTEM

r=—1(mod p?), = -2 (modp3), ..., z=—k (mod p})

nMa pererbe. OBo 3Hauu ga 6pojeBu x+1, x+2, . .., +k UMajy TpaxkeHy
ocobuny. Haume = + i je nerbmB ca pr3a i = 1,2,... k.

185. (a)Hekacyay,aqo, ..., a,,n € N, pa3nuuuTu y3ajaMHO IPOCTH Y
mapoBUMa MpUPOIHU OpojeBr. JlokazaTu ga mocToju OECKOHAYHO MHOTO
MIPUPOJTHUX OpojeBa b TakBux ma ¢y b + a1,b + as,...,b + a, Takohe
y3ajaMHO IIPOCTH y MTAapOBUMA.

(6) dato je n pa3MUUUTHX IPUPOJTHUX OpojeBa a1, ag, . . . , G,. 3a CBA-
KU IIPOCT Opoj p 03HaYMMO ca 7;(p) ocTaTak Koju ce qo0Hja TP Iebeby
opoja a;, v = 1,2,...,n, cap. JlokazaTu 1a MOCTOJU OECKOHAUHO MHOTO
uenux opojesa b rakBux ga cy b+ aq, b+ as, ..., b+ a, y3ajaMHO IpOCTH
y mapoBHUMa ako BaXkH cliefiehu ycitoB: 3a cBaku mpocT Opoj p 6ap jeman
enemeHT ckyma {0, 1,...,p — 1} ce He mojaBibyje BUILIE O] jeTaHIyT Mehy
octraMma r1(p), r2(p), . . ., 1 (p).

Pewerve. (a) Heka je
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IMocmatpajmo Geckonauad ckym { P, 2P, 3P, . .. }. Ilokaxumo jia cy 6po-
jeBu a1 + kP,ay + kP, ..., a, + kP y3ajaMHO MPOCTH y MapOBUMa 3a
cBaku mpupogan 6poj k. IlpermocraBumo cympoTHo. Tamga 3a Heke
i,j €{1,2,...,n},i# j, 6pojesu a; + kP u a; + kP nmajy 3ajexHuuKu
pemmnan d > 1. Omaspe cnemu 1a je a; — a; = (a; + kP) — (a; + kP)
JeJbUBO ca d, Tj. ma je P nempuBo ca d. Melhytum, ako ¢y u a; + kP u
P nemusu ca d tana d | a;. Cmnuno, ako d | a; + kP ud | P, tana
d | a;. Hakne, d > 1 je 3ajennuuxu gemaan 6pojeBa a; U a; CYMpOTHO
MPETIOCTABIIM /1a Cy OBM OpojeBHW y3ajaMHO MpocTu. [lakie, 3a cBako
k € Nopojesu a; +kP,i =1,2,...,n,cy y3ajaMHO TIPOCTH y ITAPOBUMA.

(6) O3Haunmo ca d pa3nuky usmely HajBeher u HajMamer o1 OpojeBa
ay,ag, ..., a,. IlpeTmocTaBUMO 1a BaXXu 3a1aTH ycioB. IlocmatpajMo
cBe mpocTe OpojeBe p < d. 3a cBakM TakaB p HEKa je 7, eJIeMEHT CKyIa
{0,1,...,p— 1} xoju ce mojassbyje He BUIIE 011 jenanmyT mehy 6pojeBruma
r1(p), r2(p), - .., rn(p). Heka je

o { p—"1p, 1p>0
P 0, rp = 0.
IMomro cy paznuuutu mpocTH OpOjeBH y3ajaMHO MpocTH, npema Ku-
HECKO] TEOPEMHU O OCTallMMa CIIEAM Jia MOCTOjH 1eo Opoj b TakaB ja cy
KOHTPYEHITH]e
b =r, (mod p)

3aJI0BOJbEHE 3a CBE MpocTe Opojese p < d.

JokaxuMo aa cy opojeBu a; + b, as + b, . . ., a, + b y3ajamHO mipocTu
y mapoBuma. IlpernocraBumo n1a a; + b u a; + b umajy 3ajeTHHUKH TPOCT
daxTop P, 3a Heke i, € {1,2,...,n}, i # j. Pasnukyjemo crnenehe
clTyJajeBe:

(1) p > d. Y oBoM ciyuajy u3

a;+b=0(modp) wu a;+b=0(modp)

cnenn 1a p | a; — a;, Tj. maje |a; — a;| > P, WTO je y KOHTPAIMKINH ca
p>d> ]ai—aj|.
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(2) p < d. Y oBOM ciIyuajy UMamo Jia je
ai+b = (mp+ri(p)) +(np+r,) n  aj+b=(lp+r;(p))+(np+ry),

e ¢y m, n, { Hexu 1eau OpojeBu.

IpetnocraBumo na je 1, = p — rp. Tana je 6poj a; + b nesbus ca p
camo axo je 1;(p) — 1, AeJbUB ca p, Tj. aKo je r;i(p) = rp,. Cnnuno, a; + b
je mempuBO ca p ako je 7;(p) = 1,. Mebhytum, ocrarax r, mojaBmyje ce
HajBUILE jefaHmyT y cKymy octataka {ri(p),r2(p),...,r(p)}. Konrpa-
TUKITH]ja.

Axo je r;, = 0, Tayma cy o6a 6poja 7;(p) u 7;(p) nemusa ca p. OBo Hac
JIOBOJIM J10 jesrHakocTH 7;(p) = rj(p) = 0 = 7, IITO HAC TOHOBO JOBO/IH
10 KOHTpaJHUKLuje ca u30opom Opoja 7.

Hakne, 6pojeBu a; + b,as + b,... a, + b cy y3ajaMHO NPOCTH Y
napoBUMa.

Hexka je

n

P = H |(al +b) — (aj +b)’
i,j=1
i#£]

ITpema nemy 3anatka (a) OpojeBu:
a1 +b+ kP*,aa+b+ kP*,...,a,+b+ kP*

Cy y3ajaMHO TPOCTHU Y TApOBUMA.

186. Mokasatu na je 6poj a = (¢y, . .. ¢1Cp)12 AeIbUB ca 9, aKO U caMo
axo je WeroB JABoUU(PeEH 3aBpiieTak (¢1¢y)i2 Ae7BUB ca 9.

187. Kopuctehu ITackamoB MeTOT M3BECTH KPUTEPHJYM JIETbUBOCTH
ca 11, 6poja 3amucaHor y 6pojeBHOM CHCTeEMY ca OCHOBOM b, b > 1.

188. Kopucrehu ITackamoB MeTo1 U3BECTH KPUTEPHJYM JI€JbUBOCTH
ca 6 Opoja 3armuca”Hor y OpojeBHOM CHCTEMY Ca OCHOBOM 7.
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189. Kopucrehu ITackamoB MeTOl U3BECTH KPUTEPHJYM JI€TbUBOCTH
ca 37 6poja 3amucaHoOT y OpojeBHOM cuctemy ca ocHoBoM 1 000.

190. Toxasartu na je 6poj a = (3630), mesbuB ca 7 aKO U caMo aKo je
p obmuka 7k nmu 7k + 6, k € N.



5. /uodanToBe jeqHaunHe

5.1. Jluneapue /luogantoBe jeHAUMHE

TEOPEMA 5.1. Jluneapua /{luoghanitiosa jegnauuna ax + by = ¢ uma pe-
wersa ako u camo ako (a,b) | c¢. 'V iwiom cayuajy cea pewersa (uma ux
beckonauno MHoZ0) gailie jegnauune cy:

c b c a

=T wnt VT wn® @

2ge je ypehenu iiap (xo, Yo) jegro pewerve jegnauune ax + by = (a,b), koje
ce modice ogpequitiu, Hip. EyKaugoeum anZopuitimom.

t (teZ),

JTOKA3. Heka je d = (a,b). Ako d t ¢, oHjia je 1eBa CTpaHa jeIHAUYNHE
ar + by = ¢ nerbuBa ca d, a IeCHa HUje, 1A jeqHAUYNHA HEMa pEllCHheE.
JennauuHa ax + by = d yBek MMa pelIeHE y CKyMmy LEeIuX Opojesa,

KOje ce Moke 1oOuTH HIp. EykInmoBuM anropurmom.
. c
Axo d | ¢, Tana jenHaumHa ar + by = ¢ UMa pelemne T, = ;Zxo, =

c . .
Y0, T je ap (x0, Yo) peleme jenHaunne ax + by = d. Mehytum, y Tom

CITy4ajy jemHaYrHa MMa OeCKOHAYHO MHOTO pelierba. [IpermocraBumo na
je (u, v) mpOM3BOJBLHO pelliekbe jenqHaunte azr + by = c. Tana je

axy, + by, = au + bv,

OIaKIIE je
a b
E(U — 1) = C_l(yl —v).



5. OUO®AHTOBE JEAHAUMHE 151

a b
Kako je d = (a,b), To je (d’ d) , T1a

b a
- |UuU—ry U —|Yy1—0,
| a1
OJaKIIe je
LY %, tez
u=x;+-=t u v=1y — =t .
' N0
Henocpennom mpoBepoM BUIMMO fa ypeheHu map (u,v) 3amoBojbaBa
jenHauuny ax + by = c3acBet € Z. [ |

TIPUMEP 5.1. Jegnauuna 27x+59y = 20 uma pewersa jep je (27,59) = 1.
Hajiipe wwpeba nahu jegno yenobpojuo pewerve jegnavune 27x + 59y = 1.
Kopucitiehu Eyknugos anopuitiam gooujamo 27 - (—24) +59 - 11 = 1, da
Jje otiwilie peuterve gaitie jeqHavune

©=20-(—24)+59, y=20-11-27t (t€Z),

w=—480+59, y=220-27t (tEZ).

5.2. Heauneapue /IuodanrtoBe jenHauune

[To3HaToO je 1a He MOCTOjH ,,OMIITH MOCTYNaK  3a pelaBame {uodan-
TOBHUX jeIHAYMHA, Tj. aJIrOPUTaAM KOJUM OMCMO MOTJIM YTBPAWTHU Jia JIU
JlaTa jeHauYrHa UMa WIM HeMa LeT00pOjHUX periema. MehyTtum, unak
MOCTOje METOJIe KOjUMa Ce€ MOTY PellraBaTH HEKe CreIHjalIHe KITace OBUX
jenHaunHa. Ymo3zHaheMo ce caMo ca HEKMM eJIeMEHTAPHUM METOIUMA.
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YumeHu1a aa ce, 3a CBaKu MpUpoJaH Opoj m, CBAKHU 11e0 Opoj HA KO-
HAYHO MHOTO HAYMHA MO>Ke HAIMMCATU Kao MPOU3BOM M IeNuX Opojesa,
Kao M Jia C€ CBAKM MPUPOJAH OPOj MOKE HA KOHAYHO MHOTO HAYMHA
MPEACTABUTH KA0 30Up 1 HEHETaTUBHUX OpOjeBa, YECTO MOXKE OUTU OJf
KOPHCTH TIPU PEIllaBarmy HEKUX JeHOCTABHUjUX HemuHeapHux Jluodan-
TOBUX jeJHAUMHA.

Axocy I1(z,y,...),..., In(z,y,...) Hean anreGapcKu U3pasu, Taaa
je jenHaunHa

Liz,y,...)...- In(z,y,...) = a,

3a HEKH 11e0 Opoj a, eKBUBAJICHTHA JVC]YHKITHUJU CHCTEMa jeTHauYMHA:

Li(z,y,...)=c Li(z,y,...)=d;
: Vv : V
I(z,y,...) =cn In(xyy,...) =dpn

mpuYeMy je a =Cy ... Cp =dy - ... d, = ... IIPEACTABILEHO Ha CBE
Moryhe HauMHe Kao MPOU3BOJI M LIeTUX OpojeBa (MeTo/1 MPOU3BO/Ia).

ITPUMEP 5.2. Pewumo jegnauuny xy + 3y — dx = 18 y ckyidy yeaux
opojesa. Kako je

ry+3y—5Sr=18<ry+3y—5Sxr—15=3< (z+3)(y—5) =3,
pasznuxyjemo caegehe ciyuajese:

(i) r+3=3, y—5=1;
(i) z+3=1, y—5=3;
(iti) z4+3=-3, y—5b=—1,
(iv) z4+3=-1, y—5=-3.
Jakne, ckyil yeno6pojuux peuterba gaiiie jegHauune je

R = {(_27 8)? <_47 2)’ (07 6)7 (_67 4)}



5. OUO®AHTOBE JEAHAUMHE 153

Cnuuno, ako ¢y Ii(z,y,...),..., In(x,y,...) nenu anrebapcku us-
pasu, Taja je jemHaYnHa

(Il<$,y,...))2+"'+(Im(ZL‘,y,...))z:a,

3a HEKU MPUPOIaH OpOj a, eKBUBAJEHTHA JUCJYHKIU]U CUCTEMA jeIHAYU-
Ha:

(Ii(z,y,...))* =8 (Ii(z,y,...)) =1t
: v : Y
(Ln(z,y,...))* = s, (In(z,y,...))* =tn,

npuuemyjea =Sy + -+ Sy, =t1 + -+ + 1, = ... IpeICTaBbEHO HA
cBe moryhe HauMHe Kao 30up M MOTHYHUX KBajpaTa (MeToj 30upa).

TIPUMEP 5.3. ¥V ckyity yeaux 6pojesa pewiumo jegnauuny x—+1y*+2y = 1.
Jaitia jegnavuuna je exeusaneniing ca v+ (y+1)? = 2. 36up gea kéagpaitia
je jegnax 2 axo u camo axo cy oba jegnaxa 1, fia je vt = 1u (y + 1)* = 1,
ogaknejex = lumxr = —1luy =0wmy = —2.

Cryii pewerva je R = {(1,0), (1, —-2),(=1,0), (=1, —-2)}.

Jennauwne xoje ¢y suHeapue, OMTHOCHO KeagpailiHe TO jeTHO] OJT TPO-
MEHJbUBUX YMHE KJIACY jeTHAUNHA KOJy YeCTO MOXKEMO pelllaBaTH KOMOH-
HOBambEeM METOJIa U3 TeOpHUje OOMYHMX anre0apcKuX jeJTHAYMHA U TEOpH]je
eaux Opojena.

Ha npumep, jennaunna A(z)y + B(x) = 0, npu yemy cy A(z) u
B(x) Heku nenu anrebapcKu U3pasHu 10 T, MOXKE Ce PelllaBATH aHATTH30M
A(z)
B(x)

pAIMOHATHOT alre0apcKor n3pasa (MeToa KOJIMYHHUKA).

ITPUMEP 5.4. Pewwumo jegnauuny xy + 7x — 3y = 23 y ckyidy yeaux
opojesa.
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xy+T7r—3y=23<x(y+7) =3y +23
3ay = —7 nema pewersa, a 3ay #+ —7 je

3y + 23 2
T = =3

y+7 y+7

Jla 6u pewemwe T 6uno yerobpojuo, mopa y + 7 € {1,—1,2, =2}, wj.
y € {—6,—8,—5, -9}, ia je ckyi pewera
R ={(5,—6),(1,-8),(4,-5),(2,-9)}.

IMpupona pemama jennaunne A(z)y* + B(z)y + C(x) = 0 3aBuch ox
JIMCKPUMUHAHTE
D(x) = (B(x))? — 4A(@)C(a).

[MowmTo Tpa)XuMo 1eI00pojHa pellemha, aHaIu3a JUCKPUMUHAHTE 3a-
CHUBA ce Ha UMIbeHUIH 1a je D(x) > 0, anu u Bume, 1a je D(z) = m?, 3a
HEKH 11e0 0poj m.

[IPUMEP 5.5. Pewumo jeguauuny Tx + 14y = 522 + Szy + 5y y ckyiy
yenux opojesa. /laitia jegnauuna, 3aiiucana y eK@UBANCHIIHOM 00IUKY:

5y + (5o — 14)y + (52* — Tz) = 0,
Jje keagpaiuna iio y. Kaxo je

D(x) = (5x — 14)? — 4 - 5(52% — Tz) = 196 — 7522,

1
gailia jeguauuna uma pewera axo je r* < = 2,6133..., wj. axo
x € {—1,0,1}. IIpema wiome, umamo cregehe mocyhnociu:
x:—1:>5y2—19y+12:0:>y:3\/y:g,mj. Yy =3

14
r=0=---=y=0 VyZF ;
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1
r=1=-=y=2 (\/y:—g

Haxne, R = {(—1,3),(0,0),(1,2)}.

W3 teopwuje mommHOMA je TO3HATO J1a C€ CBAKM CUMETPHYAH TOJIH-
HOM Ca BUIIE MTPOMEHJBUBUX MOKE U3PA3UTH MTPEKO T3B. €IEMEHTAPHUX
CUMETPUYHMX TOMMHOMA. CHENMjaiHo, y CIIyYajy CHMETPUYHOT TOJIH-
HoMa ca jiBe mpoMensbuBe (P(z,y) = P(y,x)) IpeTX0IHO peYeHo 3HaAUn
na ce P(z,y) MoXe M3pasUTH IIPEKO TOMUHOMA 0 = T + Yy U T = TY.
YecTo ce KOPUCTHU pacTaBbame o2 + y? = (x +y)? — 2zy = 02 — 2.

[IPUMEP 5.6. Pewwmo jegnavuny x°+x%y+xy*+y3 = 8(x* +zy+y>+1)
Y cKyiy yenux bpojeaa.

Jegnauuna je cumemfipuuna o T,y fa ce Modice 3aMuUCailiu Y eKeusa-
JICHITHOM 00IUKY

(z+y)?* —2zy) (@ +y) =8((z+y)* —ay+ 1),

Wj. y 001uKy
u(u® — 2v) = 8(u? — v + 1),

apu uemy jeu = x +yuv = xy. Uz u® — 2uv = 8u® — 8v + 8, najiape
saxmyuyjemo ga 2 | u, wj. gajeu = 2t, t € Z. Caga, iocreqroa jegnauuna
iociuaje

26 —tv = 8t — 2v + 2
u auneapna je io v. 3at # 2 umamo ga je

18
V=2 —4t -8 — ——
t—2
ia cy mozyhe epegnocitiu uspasza t — 2 genuoyu opoja 18, wj. eremenitiu
ckyita {1, £2,+3, £6,+9, £18}. Pasmaitipajyhu cee gobujene cayuajese
(napasno u cayuajt = 2), gobujamo ga je ckyi pewernaR = {(8,2),(2,8)}.
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Merton ocTaTaka

PasznukoBame ciiydajeBa MOXKe C¢ M3BPLIMTH U UCIIMTUBAEM OCTATKA
KOjH ce 100Mja TIpH JeJbemhy HEeKUM OpojeM (Hajuemnhe 2, 3,4, 5, 10) nese,
OJIHOCHO JiecHe cTpane. OBaj METOJI UECTO je KOPUCTAH 34 JOKA3UBAIHE J1a
1aTa jelHAYMHA HeMa peleha. HanMe, ako 3a Heku mpupoaan 6pojn > 1
Baxu L(x,y,...) =r (mod n) mpuuemy r € R C {0,1,2,...,n— 1},
aD(z,y,...)=s (mod n) npuuemy s € S C {0,1,2,...,n— 1}, rana
y cinydajy ga je RN S = 0, jennaumna L(x,y,...) = D(z,y,...) Hema
pelema y CKyIy Ienux Opojena.

MeTo ocraTtaka pu esbemy ca 10, 4ecTo ce Ha3MBa METOJI OCIE/IHHe
uugpe, TOK CE METOJI OCTATAKA MTPH JIEJLEHY Ca 2 HA3UBA METOI IAPHOCTH.

Hanpumepy = (mod 10), unycrpoBahemo hopMuparme Tadena koje
MOT'y OUTH O/ BEJTMKE KOPUCTH:

n=- (mod10)[0[1[2|3|4]5]6]7|8]9
nZ=- (mod10)|0|1|4[9(6|5|6|9]4][1
nf=- (mod10) 0| 1|6]1[6|5|6]1|6]1
nn+1)=- (mod10)|0[2[6|2/0]0[2[6[2]0

I[TPUMEP 5.7. 3a ceaku yeo 6poj T eadicu:

=0 (mod 3) = 2?2 =0 (mod 3)

r=1 (mod 3) = 2> =1 (mod 3)

z=2 (mod 3) = 2> =1 (mod 3)

Ipema wome, moZyhu ocitiayu ipu gemery Keagpaitia yenioé opoja ca 3
cy Oul.

Hckopucitiumo iy uureenuyy caga ga noxascumo ga jeguadune.

32 +8=9y*> u a*-3y=17
HeMajy pewerba y cKyiy yeaux opojesa.
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Axo 6u fiocimiojanu yenu 6pojesu x u vy waksu ga je 3x° + 8 = y?, u3z
322 = 0 (mod 3) u 8 = 2 (mod 3), crequro 6u ga je y* = 2 (mod 3),
wido je nemozyhe.

Cruuno ce goxazyje ga jeguauuna v — 3y = 17 nema yenobpojua
peuwierva. To ce ociliasmba YUaoyuma ga aoxKaxcy.

Meton HejeqHAKOCTH

[Tpumeny MeTo/1a HejeTHAKOCTH WiycTpoBaheMo Ha crieehem mpume-
py:

TIPUMEP 5.8. Pewumo jegnauurny x° + 8x? — 6z + 8 = y* y ckyiiy nene-
2aimuenux yeaux opojesa.
Kako je sax > 0

Yy —(r+1)P=52"-92+7>0

(z+3)° -y’ =2 +332+19 >0

gooujamo ga je x + 1 < y < x + 3. HUmajyhu y eugy ga cy © u 'y yeau
Opojesu 3axkmyuyjemo ga mopa outtiuy = T+ 2, fia gaiwia jegnavuna ioctiaje
2x(x —9) = 0. Pewersa cy (0,2) u (9,11).

5.2.1. Jeanaumue o6amka z2 + 3> = 2°

[IpuposHu 6pojeBH T, Y, z, KOjH Cy pellerba jeqHaunne 2 + y° = 22

npeacTaBibajy T3B. IluTaropune Tpojke.

Axo x,Yy, 2 Hemajy 3ajeJHUYKHX JeIuialia, OHJa ce TAKBO pEIIeHEe
(x,y, 2) HA3MBAa NPUMHTUBHO peuierbe. HajaxemeM CBUX TPUMUTUBHUX
pemema (z,y, z) HAa3UMO M CBA OCTalla PEIIerkha, jep Cy OHA OOIUKa
(az, ay, az), a € N.
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TEOPEMA 5.2. [la 6u ypehena wmpojra (x,y,z) @pegciiasmana apumu-
WUBHO peulerve jequaduHe % + y2 = 22 YV CKyily fpupogHux Opojesa,
HeOUX0gHO je U JoBO/bHO ga ce T,7Y, 2 U3paxicasajy y 00auKy

r=2mn, y=m?>—n* z=m?>+n*> (myneN, (mn)=1,

m,n — pazauduitie AapHOCiiu)
r=m?>—-n? y=2mn, z=m>+n®> (mneN, (mn)=1,
m,n — paznuduitie TapHOCTL).

JIOKA3. Heka je (7, v, 2) IpUMUTHBHO pellembe jequaunne v2 + y* = 22,

ITokazahemo Hajmpe 1a ox OpojeBa « U Y jelaH MOpa OUTH MapaH, a
JIPyTH HEMAapaH U J1a 2 MOpa OUTH HerapaH 0poj. AKoO ¢y * ¥ iy 00a apHHu,
TaJa je u z mapaH 0poj, ma ce jeAHaYMHA MOXKE CKPATUTH, Tj. TIOCMaTpaHa
TpOjKa HUje IPUMHUTUBHO pelIehe. AKO Cy T U Yy 00a HeMmapHU, Tanaa je
22 =2 +y>=1+1=2 (mod 4), mro je Hemoryhe.

Heka je * = 2a mapaHn, a y HemapaH 6poj. Tana je z HemapaH Opoj.
JlaTa jeqHauYMHA ce MOKe HATTUCATH Y OOIUKY

=2yt = ()2 +y).

O06a unHMOIIa HA JIECHO] CTPAHM Cy MapHU OpOjeBH, TIa Cy OpojeBU

zZ+y 2y

2 2

uenu. Tana je 2 = 4a? = 4duv, 1. o> = wv. BpojeBu u u v cy

y3ajaMHO TIPOCTH (BUAETH 3aJaTak 32), ma HA OCHOBY Teopeme 3.6. creaun
Jla OHM MOpajy OGMTH KBaJpaTH Ienux O6pojeBa: u = m? u v = n?, npu
yeMy m U N HeMajy 3ajelHUYKUX JeTuiana U Pa3IuuuTe Cy MapHOCTH.
Jakne, nobujamo na je x = 2a = 2mn, y = u—v = m?> —n’u
z=u+v=m?+n? npuuemy cy m,n € N, (m,n) =1, m >nu
OpojeBU M U 1 Cy pa3IUUNUTE MAPHOCTH.

Jlako ce mpoBepasa n1a je

(m?* —n®)? 4+ (2mn)? = m" + 2m*n* + n' = (m + n)?,
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Tj. 1a Tpojka (z,y, z) 3a10BosbaBa jeqHaunny 2 + y? = 22, [ |
JenHa o HajTIO3HATHJUX TeopeMa y MaTeMaTUIM, O KOjOj je JocTa

MMCAHO, U TO HE CAMO Y MATEeMATHYKUM YaCOIKMCHUMA, a KOjy jeé KOHAYHO

1995. mocine Bumie oz 300 roguna qokaszao Enapy Bajinc (Andrew Wiles)

je Beauxa @epmaosa itieopema.

TEOPEMA 5.3. Axo je n ma Koju ipupogan 6poj éehu og 2, onga jegnauuny

He MOZY 3ag060/ba6atiliu HUKAKEA hapu Apupogra opoja x,vy, 2.

ITPUMEP 5.9. Hahumo cee Iuitia?opune wwpojke 3a 0 < z < 20, x < .
Hahumo najiipe cee tipumuitiusre lluimiazopune wpojKe Koje 3ago60.6asajy
0<2z2<20, z<y.

e 3an =1, m =2 gobujano m*> +n?> =5 m* —n? =3, 2mn = 4,
ogrocrto gobujamo wpojky (3,4,5).

e 3an =2 m = 3 gobujamo m*+n? = 13, m?> —n? =5, 2mn = 12,
ogrocro gobujamo wpojky (5,12,13).

e 3an =3, m = 4 gobujamo m* + n* = 25 > 20.

e 3an =1, m = 4 gobujamo m* +n? = 17, m?> —n? = 15, 2mn = §,
ogrocro gobujamo wpojky (8,15,17).

Tpasicene Iluitia2opune mipojke cy:
(3,4,5), (6,8,10), (9,12,15), (5,12,13), (8,15,17).
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5.2.2. IlenoBa jeqHaynHa

JunodanToBa jeqHaunHa 00IMKa
(%) x? — Dy? =1,

rie je D npupomaan 0poj, mo3Hata je kao Ilenosa jegnauuna.

JIako ce yBepaBamo ja cy maposu (1,0) u (—1,0) pewea jeaHaunte
(%) 3a 6uno koje D. Osa peliewa Ha3uBamo pusujarnum. OCHOBHU
nmpo0em je, 3a 3agato D, OgpeIuTH, aKo MOCTOje, eT00pojHA peleha
pasnuuMTa off TpuBHjamHuX. [IpuMeTumo, Takohe, 1a ako je map (o, Yo)
peleme jeqHaunte (), Tama ¢y pelema U mapoBu (Lo, —Yo), (—Zo, Yo)
u (—xg, —yo). OBa uMmeHuia HaM omoryhasa jia ce Ipu pellaBaby
jenHauuHe (%) OrPAHUUMMO HA PElIaBALE jeIHAUMHE (*) Y CKYITy IPUPOJI-
HUX OpojeBa.

Axo je D kBazpaT mpupoaHOr 6poja, Tj. D = d* 3a HeKu mpUpOIaH
6poj d, Tana je > — Dy? = (v — dy)(z + dy) # 1 3a cBe mpupoHe
OpojeBe T ¥ Y, Ma jeqHAUYMHA (%) HEMA HETPUBHMjAIHUX pEIeHa. 3aTo
hemo y6yayhe mox I1eoBoM jeJHAYMHOM IOpa3yMEBATH jeHAUMHY (*)
rae je D mpuponaH Opoj KOju HHje TTOTITYH KBaJpaT.

JIEMA 5.1. Ako cy a,b,c,d payuonannu 6pojesu u 0 upayuonanan 6poj,
waga uz jegnakocimu a +b-0 =c+d -0 cnequa = cub = d.

JIOKA3. Akojeb = d, ongajeun a = c.

. . a — .
AKko je b # d, Taga 6ucMo uManu 1a je 0 = Wﬁ, mTO je Hemoryhe
jep je 6 uparmonanan 6poj, 10K je — paroHasaH. [ |

d—b
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JIEMA 5.2. Hexa je 0 upayuonanan 6poj u n ipoussoman apupogan 6poj
sehu og 1. Taga iiocitioje yeau bpojesu T u y Waxeu ga je

1
lr—yb] < —, 1<y<n.
n

JIEMA 5.3. Iocitioju 6eckoHauno MHOZ0 pa3iuyuitiux daposa yeiux opo-

. 1
Jjesa (x,y) waxeux ga saxcu: |r — yb| < —.

JIOKA3. Heka je n, mpoun3BosbaH nmpupogan 6poj Behun oxg 1. Ha ocHoBy
neme 5.2. TOCToje eI OPOjeBH 1 U Y1 TAKBH J1a je

1
0<|5(31—y19|<—, 1<y1<n1
n

HaJsbe, moctoju mpupojiaH Opoj e TaKaB /1a je

1 1
— < |xp —yb| < —,
) nq

a TUMe, OTIET Ha OCHOBY JieMe 5.2., ¥ 1Iei OpOjeBU To U Yo TAKBU 14 j&

1
|To — 1y < —, 1< y2 < no.
U]

Ha onucanu Haunx MoxxeMo popMupaTi OECKOHAUYHE HU30BE 1IeJIUX Opo-
jeBa: 1 <ny <ng <ng < ...; T1,To,T3,... UY1,Y2,Y3,... TAKO J1a
BAXH:

1 1 1
(x)  —>|rr—wpl] > — > |ra—yb| > — > |xg —ys0| > ---
nq Mo ng

npu uemy je 1 < y; < ny, @ € N. U3 HejeqnakocTH () crieu 1a ¢y mapoBu
(xh yl), (x27 y?)a <I37 y3>a s MebyCO6HO pasjimianTu. u
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JIEMA 5.4. Iocitioju 6eckoHauno MHOE0 YeloOpojHUX peulerbd HejegHavuHe
}x2 — Dy2} <1+ 2\/5,
dpu uemy je D tipupogan opoj Koju Huje HoMHYH Keagpaii.

JMOKAS3. Ilpema nemu 5.3. (f = v/ D) moctoju 6eCKOHaYHO MHOTO TTapoBa
(z,y) menux 6pojeBa TAKBUX JIa je

1
‘x—y\/ﬁ‘ < -
Y
Tana, 3a CBAKU TaKaB IIap IEUX OPOjeBa BaKH:
‘.r%—y\/ﬁ‘ = ‘x—y\/ﬁ+2y\/ﬁ‘ < ‘x—y\/ﬁ’ +2y|vD
1
< - -|—2y\/5,
Y
Inma u
z? — Dy*| = ‘x—y\/ﬁ‘ ‘x—l—y\/ﬁ‘
1/1 1
<= (=+29vD :2\/5+?

y \y
< 2VD + 1.

TEOPEMA 5.4. /laiua je jeguauuna
(*) .CI?2 - Dy2 = 17
ipu yemy je D dpupogan dpoj xoju nuje toimiiyn keagpaiu. Taga easicu:

a) Jegnauuna (x) uma 6ap jegno pewerse y ckyily iipupogrux bpojesa.
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0) Axo je wap (x,y) Apupogrux 6pojesa jeqno pewerse jegnavuune (*),
iiaga cy pewierba u uaposu (:L‘n, yn), n € N, ogpehenu ca

L + yuVD = (x+y\/5>n.

B) Ako cy (x,y) u (', y') gea pewersa jeguauune (%), wiaga sasicu:
y<y @ r<a < r+yVD <z +yVD.
r) Ako je wap (xo,Yo) dpupogrux 6pojesa, MaK036aHO MUHUMATHO Pe-

weme jeguavuune (x), Wakas ga je Yo < Y, 3a C6AKO gPYZ0 PeULerbe
(x,y) jegnauune (x), onga cy ca

o+ yaVD = (:1:0 + yO\/B)
ogpehena ceéa pewerva (T, Yy,) jeguauune () y cKyiy apupogrux
opojesa.

JIOKA3. a) Ilpema memu 5.4. moctoju 1meo Opoj k, pa3IvUUT O]l HYJIE,
Takas 1a je |k| < 14 2v/D n jenmaunna

(1) 2 — Dy’ =k

“Ma 0ECKOHAYHO MHOTO pelIcHa.

Ha (6eckonaunoM) ckymy mapoBa Ienux OpojeBa KOjU Cy pelierma
jennaunne (1) meMHUIIMMO penaiyjy eKBHBAJEHIMje ~ Ha crenehn
HAYMH:

(z1,91) ~ (T2,y2) & o1 = 22 (mod k) A y1 = y» (mod k).

Kaxko je 6poj kamaca exBuBajneHIMje koHauaH (jenHak k%) a perema
jennaunne (1) nMa GECKOHAYHO MHOTO, IIOCTOje Oap 1Ba pelierba (1, Y1)
1 (72, Y2) OBE jeNHAUMHE TAKBA [d BAXKHU:

x1 =2 (mod k), y1 = y2 (mod k) u |vy1] # |yel-
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Uz 25 — Dyi =k u 23 — Dy3 = k, cnenu na je

k? = (2 — Dy}) (23 — Dy3) = (2122 — Dyaya)” — D (2132 — 2231

[Tomro je
T179 — Dy1ys = 27 — Dy} = 0 (mod k)
"
T1Y2 — Tolh = T1Y2 — £1Y2 = 0 (mod k),
rmocToje 1enu 6pojeBu X W Y TakBU da je 71Xy — Dy1ys = kX m

1Yo — woy; = kY. Cama umamo nma je X? — DY? = 1. Ocraje jour
na ce nposepu ja je (X,Y) # (1,0) u (X,Y) # (—1,0). Ako 6u 6uno
(X,Y)=(1,0)umu (X,Y) = (—1,0), umamu 6ucmo naje r1y2—2y; = 0
u 129 — Dy1ys = +k. Axo cabepeMo IpBY jeIHAYMHY, ITIOMHOXKEHY ca
X9, U IPYTY, TIOMHOXKEHY ca —¥2, TOOHjaMO J1a je ¥ (Dy% — x%) = +k
Tj. —ky1 = *kyo, omakie cimenu aa je y; = Ty, WITO je Hemoryhe
360r |y1| # |ye|. Tlomro cBaku ox maposa (X,Y), (—X,Y), (X,-Y),
(—X,—Y) npezcraBiba pelierme JaTe jeqHaYnHe U 0ap jelaH of WbuX je
map MPUPOJIHUX OpojeBa 0Baj €0 TeopeMe je JIOKa3aH.

6) Akoje 22 — Dy> = 1u <x+y\/5> = 2, + yoV'D, Taza je u
<$ — y@) =z, — yn\/ﬁ, OJAKJIE CIIeu Ja je

x? — Dy? = <a:n + ym/ﬁ) (:zcn — yn\/ﬁ>
= <x + y@)n <x — y@)n
= (:1:2 — Dy2)n =1.

B) ITowro ¢y z,y, x’,y npupoaHu 6pojeBH Baxku cienehy HU3 eKBH-
BaJICHIIM]A:

y<y eyr<y?*e D +1l<Dy*+ler?<i?er<a
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Akojer < 2’ my < ¢/, Tama je OUUITIETHO
z+yVD < ' +yVD.

OOpHyTO, aKoO je
t+yVD < &' +y'VD,

OH/IA je U
1 - 1
x—y\/ﬁ x’—y’\/ﬁ’
Tj.
2 —y'vVD <z —yVD,
ma je u

(x—l—y\/B) + (x’—y’@) < (I’+y'\/5> - (x—y@),

omakie cneq naje y < y'.

Jlakiie, MUHUMAJTHO peliethe (Y CKYIy CBUX pellierha) JaTe jeAHATNHE
je map (o, Yo) MpUPOIHUX GPOjeBa Takas Ja OUIIO T, OUIIO Yo WIH MAK
Zo + Yo/ D MMa HajMamy BPeIHOCT.

r) [IpermocTaBuMO 1a TIOCTOjU pellerbe (T, Y) KOoje je pasIuIuTO O
CBUX (T, Yn), n € {0,1,2,3,...}. Tana 3a HeKO N Baxu:

Ty + YV D < £+ yVD < iy + Yo1 VD
n n+1
& (:1:0 + yox/5> <z4+yVD < (xo + yo\/ﬁ)

& 1< <x+y\/5> (a:o —ym/ﬁ) < arg—i—yox/ﬁ
Axo craBuUMO 11a je

2 +yVD = (:E+y\/5> (930 —yo\/5>n,
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HMaMo J1a je
1<’ +yVD < 2+ yoVD.

ITomro je n
x —y’\/ﬁz <x —y@) <x0+y0\/5> ,

mobujamo naje r'? — Dy = 1, 1j. map (2, y') je peleme nate jeqHaunHe.
U3 0 < &' — y'v/D, 3axmyuyjemo na je 2’ > 0 u y' > 0, mro je Hemoryhe
jep u3 @’ + y'VD < xo + yovV'D cienn ma (7o, yo) HHUje MUHEMAIHO
pellerbe. |

EdexTuBHO, 10 peliema jeqHaunne 2 — Dy? = 1, 10ma3uMo Tako
ITO HAJIpe OIPEIUMO HajMambU MPUPOaH 6poj Yo Takas 1a je Dya + 1
HOTIYH KBaZpaT (M3pauyHaBaH-eM BpeqHOCTH u3pasza Dy? + 1 penoM 3a
y =1,y =2,...); Ha Ta] HAYUH JI0JA31MO IO MUHIUMATHOT pellierha.

EBo MuHnManHux pemema [lemose jeqnaunne 3a D < 17:

D (%7 yo)
2 (3,2)
3 (2,1)
5! (9,4)
6 (5,2)
7 (8,3)
8 (3,1)
10 (19,6)
11 (10,3)
12 (7,2)
13 | (649, 180)
14 (15,4)
15| (4,1)
17 (33,8)
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[Tpumehyjemo na Beh 3a D = 13 tpeba u3BecTH Ayro padyyHame. 3a
D = 109 muHuManHO ¥y 3a Koje je Dy? + 1 moTmyH KBampaT je y =
15140424 455 100 mto mokasyje Ja je oBaj METO/ MPUJINYHO HETIPAKTH-
YaH.

ITPUMEP 5.10. OcHosHo pewierve jegnauune x2—2y2 =ljexrs =3, 41 =2,
fla cy cea peuterva gaiie jegnadume y cKyiy apupogrux opojesa gaitia ca

= (3423)"

Pexypsusne penayuje kojum ce (T, Yp) uspascasa apexo (Tp_1,Yn—1), ¥
080OM CIIYHAJy CY:

Tp =3 1 +4Yn_1, Yn=22p_1+3Yp_1, n>1
Jaxne,
To=3-3+4-2=17, y=2-34+3-2=12;
r3=3-1744-12=99, y3=2-174+3-12=70;
4 =3-9944-70 =577, ys=2-994 3 70 = 408;

TIPUMEP 5.11. Jegnauuna x* — (a*> —1)y*> =1, a € N, uma ocnosno
pewerse (a,1). Taxohe, (2a* + 1,2a) je ocnosno pewemwe jeguauune
> —(a*+1)y*=1, a €N,

OcTaB/ba Ce UNTAOLMMA 4 JOKAKY [Ja Cy CBA PEIlCHha jeAHAUMHE
2?2 — Dy?> =1 naraca

<331 + yl\/ﬁ>n + (-’El - ?Jl@)n
2

Ty =
n €N,

<x1 + yn/E)n — <x1 — yn/E)n 7
2

Yn =
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rie je (71, Y1) MUHAMAJIHO pELIerhe JaTe jeqHaunte. JloKa3aTH, 3aTUM,
Be3y usMeljy n—Tor pemierma (T, Y,) U n — 1—or pemema (Ty_1, Yp_1):

Tp = T1Tp—1+DY1Yn—1 U Yp = Y1Tp—1 + T1Yn—1.

TIPUMEP 5.12. Taxo3sana nezaitiuena Ienosa jegnauuna x*> — Dy? = —1
HeMa y8eK peutersa y cKyily apupoguux opojesa. Mehyimium, YKOIUKO 08d
Jegnauuna uma pewersa (To,Yo) y CKyily dpupognux Opojesa, onga oma
uma 6eckonauno MHo2o pewersd (Tp,Yy), apu 4emy je T, + yuV'D =

2n—1
(a:o + yo\/ﬁ> , neN.

5.3. 3apaum

191. Ilerap u Hartama craHyjy y COMMTEPY Y KOjeéM Ha CBAKOM CITpaTy
uma 1o 10 cranoBa. CTaHOBH ITOYHBY OJT IIPBOT CITpaTa U HYMEPHUCAHHU CY
opojeBuma 1,2, .... Iletap cTanyje Ha cripaTy uMju je Opoj jeTHaK Opojy
cTaHa y KojeM je Hatamma. 36up 6pojeBa lBHX0OBUX cTaHOBa je 239. Koju
je 6poj ctaHa y kojeM cranyje Iletap?

Pewere. Heka Iletap cranyje Ha cripaty « + 1 (z > 0). Taza je 6poj
werosor ctana 10z + vy, toeje 1 < y < 10. Harama cranyje y ctaHy
opoj =+ 1. Tlpema ycnoBy 3agatka je 10x +y+ x4+ 1 = 239, ogHOoCcHO
11z =238 —y. Cob3upomuaTOo Maje 1 < y < 10, jenuHO 11eM100POJHO
pemieme oBe jeqHaunHe je * = 21, y = 7. Jlakne, [letap cranyje y ctany
opoj 217.

192. V¥ cobu ce Hanase cronuiie ca 3 u ca 4 Hore. Kaia Ha cBe cronuie
CeTHY JbyIH, y cobu je ykyrmHo 69 Hory. Komanko y coon mma cronuna ca
TPH HOTE, a KOJMKO Ca YeTUPH?
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Pewerve. Heka je x 6poj cTonuua ca Tpu, a y 6poj CTOIUIA ca YeTUPU
Hore. [IpeMa ycrnoBy 3a1aTka, UMamo Ja je

3v+4y +2(x+y) =69, 1. 5r+ 6y =69.

Kako ¢y x u y HeHeraTUBHU Lieju OpojeBU, uMamMo 1a 3 | z, Tj. © = 3m,
3a Heko m. Cama umamo na je 5 - 3m + 6y = 69 1j. dm + 2y = 23. U3
HOCTIE/IIbE jeIHAUMHE 3aKIbyUyjeMo j1a je bm = 23— 2y, 1j. na b | 23 —2y.
Jaxne, 23 — 2y € {0,5,10,15,20}.

CnyuajeBu 23 — 2y = 0, 23 — 2y = 10 m 23 — 2y = 20 cy Hemoryhu
jep y Mopa OUTH 110 O6poj.

Haxne, 23 — 2y =5, 1). y = 9w 23 — 2y = 15, 1. y = 4.

3aaTak uMa J1Ba pelliera: TPU CTOJIMIIE ca TPU HOTe U JIEBET CTOJIHIIA
ca 4eTUPHU HOTE WUJIU JIeBET CTOIIMIIA ca TPU HOTE M UYETUPH CTOJUIlE ca
YETUPU HOTE.

193. JIBanaect xye00Ba MOJEIHEHO j€ HA IBAHAECT Jbyau. CBaku Mmy-
mIKapair JoOuo je mo JaBa xyeba, KeHa o Iojia Xjieba, a CBaKo JIeTe 1o
YeTBPTUHY Xyeba. Konmuko je 6mmo mymkapaiia, KOJTHKO XKeHa, a KOJTUKO
nene?

Pewerwe. Heka je m 6poj Mymikapaia, 2z 0poj xeHa, a d 6poj nere
(m, z, d cy HeHeraTUBHU 1ienu 6pojeBH). I[Ipema ycrmoBUMa 3aJjaTKa UMa-
MO J1a je

m+z+d=12

1 1
2m+§z+1d:12, 1. 8m+ 2z +d = 48.

U3 npyre jennaunne Hajupe npumehyjemo na 2 | d, 1j. na je d = 2k, 3a
Heko k, ma je

8m+2z+2k =48, 1. dm+z+ k=24
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[TomTo je z = 12 — m — 2k, umamo 11a je
dm+ (12 —m —2k)+ k=24, 1. 3m—k=12.

U3 nocnenme jeqnakoctu caean aa 3 | k. Kako je 0 < d < 12, umamo ja
1e0<k<6,1j. k=0wm k = 3.

Ako je k = 0, metie HUje OMITO, JOK je OMITO YeTHPH MYIIKapIia U ocaM
KeHa.

Axo je k = 3, OuI10 je 1ecTopo jelie, eT MyIIKapala 1 jeiHa jKeHa.

194. Ha xonuko HaumHa ce 380 auHApa MOKe MOACIUTHU JIBOJULIN
Opahe, Tako ma crapuju 1oo6uja camo HoBUyaHwmIle o H0 quHapa, a Mimahu
camo HoBUaHuIe o 20 quHapa?

Pewerwe. Heka je x Opoj HoBuanuna ox 50 guHapa koje Tpeba ma
mobuje ctapuju Opat, a y 6poj HoBuaHuia ox 20 guHapa Koje Tpeba 1a
moouje mmahu (xz,y > 0). Tana je

90z + 20y = 380, T1j. Sz + 2y = 38.

3 nocneme jeqHAKOCTH Clie/u 1a 2 | -, a Heka je © = 2z, 3a HEKO 2.
Tana je 5z + y = 19. Jakne, 5z = 19 — y € {0, 5, 10, 15}.
3az=0umamo majex =0ny = 19.
3az=1lumamomajexr =2uy = 14.
Baz=2umamomajex =4muy =9.
Baz=3umamo majex =6uy = 4.
Jaxie, mocroje 4eTUpu MOTYhHOCTH.

195. Hahwu cBe niene OpojeBe « 1 ¥ 3a Koje je

20 +3y =185 wu xy>x+vy.

Pewerwe: t =91+ 3t, y=1—-2t, —30 <t <0.
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196. Heka cy a u b y3ajaMHO IIPOCTU NMPUPOJHH OpPOjeBU U 71 IPO-
U3BOJbaH MPUpPOIaH Opoj. JJokazaTu: axo je (o, Yo) pellerhe jeTHaunHe
ar + by = a™ + b" onna je

G+ =[5+ [ )

Pewerse. VI3 3aate jemnaunne cieau by, = b" (mod a). Kaxo cy
a 1 b y3ajaMHO TPOCTU MOKEMO CKpaTuTu ca b: yo = b" ! (mod a).
CnuuaHo ce okasyje o = @™~ ' (mod b). Jlakie, nocroje Lenu 6pojesu
T M S TAKBU 1a je To = a ' +1rbu yo = V"' + sa. Axo To yBpcTUMO
y 3aj1aty jenHauuny, gobujamo ab(r + s) = 0, omakne je s = —r, Tj.
2o =a""t4+rbu yy=b""1'—ra. Omatieije

I e e ]

I1a ciean Tpre}be 3aJaTKa.

197. 'V ckymy 1enux 6pojeBa pelmmTH jeqHaunny o2 — Sxy + 6y? = 3.

Pewere: r* — 5ry + 6y> =3 & (v — 2y)(x — 3y) =3
AHanm3oM cBuX Moryhux ciydajeBa 1o0ujamo
R ={(7,2),(-3,-2),(3,2),(=7,—-2)}.

198. Pemmtu y ckymy mpupogHUX OpojeBa jeTHAunHYy

ryz +xy+yz+ze+x+y+ 2z =2000.

Pewere. Kako je
ryz+ay+yzt+ze+r+y+z+1=(c+1)(y+1)(z+1),

jenmHaunHa je exkBuBanenTHa ca (r+1)(y+1)(z+1) = 2001 = 3-23-29.
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199. OnpenuTu 1eT06pojHa pellerba jeqHaunte p(x + y) = zy, Tie
j€ p AaTH MpocT O6poj.

Pewerve. Ounrnenno je ypehenu map (0,0) pelerme mate jeHAYMHE,
a ypehenu map (z,y) rue je TauHo jenan ox 6pojesa = u y jenHak 0 Huje
pememe. Heka jezatoz # 0uy # 0. U3 p(x +y) = zy cnemm na p | xy,
a MOLITO je p MpOCT 6poj To p | z wm p | y.

(1) * = mp, m € Z,m # 0. 3am = 1 gobujamo = = p, Tj.
p(p +y) = yp, onakne je p + y = y. Kourpagukuuja. 3uaum, m # 1.
U3 p(mp + y) = mpy cnemu y = % Kaxo je (m — 1,m) = 1 1o

m — 1 | p. Ilocroje crenehe MoryhHocTH:

(7 —l=1=m=2=x=2pAy=2p.

(i7) m —1=—1= m = 0. Kontpagukuuja.

(v

) m
)

(i) m—1=p=>m=p+1=>z=pp+1)Ay=p+1
ym—1l=—-p=m=1-p=z=p(l—-p Ay=p—1.
(

2) AHaJOrHO pa3MaTpaHoOM Ciy4ajy, Kajga p | y 1o0ujamo pelierma
r=p+1ly=plp+l)nz=p—1 y=pl-p).
Jlakie, CKyII peliemba je:
R ={(0,0), (2p, 2p), (p(p+1), p+1), (p+1, p(p+1)), (p(1—p), p—1),
(p—1,p(1—p))}.
200. Pemutu y cKymmy mpupoAHUX OpojeBa jeqHAUNHE:
(@)z? —y*=31;  (6)x*—y* = 303; (B) 23+ 2> +x—3=0.

Pewerve. (a) Iomro je 31 mpoct 6poj u Baxku 2 —y? = (z—y)(z+vy)
“MaMo J1a je
r—y=1n z+y=231

Wn
r—y=31 u r4+y=1
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Pememe mpBor cucrema je + = 16, y = 15, 10K Ipyru CUCTEeM HeMa
pellierma y cKyImy MpUPOIHUX OpojeBa (IITO HUje TEIIKO BUIETH U Oe3
pauyHa jep ako z,y € Nonmajer +y >z — y).

Jlaxrie, jenuHO pelerse aate jeqHaunne je (16, 15).

(6) ITomro je 303 = 3101 = 1 - 303 (101 je mpoct Opoj) UMamo
cnenehe moryhHocTH:

r—y=3 n r+y=101

WTH
r—y=1 n x+y=303.

PelraBameM OBHX CHCTeMa JI0OMjaMo JiBa pemema: (52,49) u (152, 151).
(B) ITomrTo je jemnaumna x® + 22 + 2 — 3 = ( eKBHBaJNeHTHA ca

B4+ +r+1 =41 caz*z+1)+ (z+1) = 4, omHOCHO ca

(r+1)(z*+1)=4=1-4=2-2umamo 1a je

r4+1=1u 2°+1=14

NN
r+1=2 u 22+1=2.

Haxie, jemuHo perieme je © = 1.
VcTo pememse ce no6uja ako nohemo o z(r? +x + 1) =3 =1-3.

201. Onpenutu cBe Tpojke (p, q,7) (g < r) mpocTux 6GpojeBa 3a Koje
Baxu p° + qr = 19962

Pewere. J1aTy jeqHAKOCT MOKEMO 3aTTHCATH U OBAKO:
qr = 19962 — p* = (1996 — p)(1 996 + p).
PasnukyjeMo Tpu ciydaja:

1.p=3 mqr=1993-1999 cnemu ¢ = 1993 ur = 1999;
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2. p=3k+1: tama 3| 1996 — p ma Mmopa 6utu ¢ = 3.
Uz r = (665 — k)(1996 + p) cnemu 665 — k = 1, majep = 1993 u
r = 3989;

3. p=3k+2: Tama3 | 1996+pnajeoneTq: 3.
Uz r = (1996 — p)(666 + k), xako je p > 2, nobujamo na je r
CIIO’KeH Opoj, Mma OBaj CIyyaj He J1aje pelemhe.

202. V ckymy nenux OpojeBa peIuTH jeTHATNHE:
(1) z* +y* = 622 + 14y* — 53;
(2) 22+ 4y? + 2* = 22 — 20y — 23.

Pewerve. (1) Jennauuna je ekuasientHa ca (72 — 3)% + (y*> —7)? = 5.
30up 1Ba KBaJpaTa jeJIHaK je 5, aKkO ¥ caMO aKo je jeJaH O TUX KBajJpaTa
jenHak 4 a npyru 1, ma pasznukyjemo crenehe cinydajese:

{@ =3 =1A@ =7 =4} v{(@" =3 =4 A (y" - T7)" =1}.

PemraBajyhu nobujeHe cucteme jeHa4YMHA, HAPABHO y CKYITY IETHX
OpojeBa, T0OMjaMO /1A je CKYIT peliemha:

R = {(27 3)? (27 _3)7 (_27 3)? (_27 _3>}

(2) Jennauuna je expusanentna ca (r — 1)? + (2y +5)? + 2* = 3, mro
je, y CKyITy 1ienux OpojeBa Moryhe caMo ako Cy CBU caObupuu jeHaku 1.

Ckyn pelema je:

R={(2,-2,1),(2

,—2,1),(2,-3,1),(2,-3,—1),(0,-2,1),
( 2 _1)7<Oa

1),
—3,1),(0,—-3,-1)}.
203. 'V ckymy Ienux 6pojeBa pelliTH jeTHaunny -2 —zy-+2x—3y = 6.

Pewerve: 1° +2x — 6 = 3y +xy & 22 + 22 — 6 = (3 + x)y. Homwro
T = —3 HEe MOXe OUTH pelIeHkhE 1aTe jeHAUNHE, 300T

22 +2r—6=(z—1)(z+3) -3 (Tebeme MOTMHOMA),
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HMaMo J1a je
3

y=z—-1-——,
x
na cy Moryhe BpemHoctu 3a = + 3 6pojesu uz {—3,—1,1,3}. Yerupu

Cllyyaja KOju MOTY Ja HACTyIe Jajy Jia je CKYIT peliermha J1aTe jeTHAuYnHe
R = {(_27 _6)7 (_47 _2)7 (07 _2)7 (_67 _6)}

204. VY ckymy IpUpOIHUX OpojeBa PEIIUTH jeTHAUNHY

22% — xy — y? + 22 + Ty = 84.

Peweme: (z,y) € {(6,1),(13,14)}.

205. Oppenutu cBe nBoIM(ppEeHe MpUpoIHe OpojeBe ca OCOOMHOM Ja
j€ ’MXOBa BPEIHOCT jeTHAKa KBaapaTy 30upa mudapa.

Pewerve. Heka je Tpaxxenu 6poj :c_y, npu uemy je x € {1,2,...,9},
y € {0,1,...,9}. Tamaje (v +y)? = 10x +y. Kakojex +y # 0
J00HjaMo

10z +y 9x
rty= =1+ :

Tr+y r+y

mma x + y MOXe y3UMaTH BpeTHocTH 1, 3, 9, x, 3z, 9. 3a moOujeHe BpeaHO-
CTH je oHJa = + y Takohe jenHako, peaom 1 + 9z, 1 + 32,1 + =, 10,4, 2.
Haxne, nobujamo jeqHaunde 1 +9x =1, 1+3x=3,1+2 =9, 10 = x,
4 = 3z mn 2 = 9. Op pemema CBUX THX jeIHAUMHA, JeAUHO T = 8§
3a7J0BOJbaBa yCIIOBe 3a7aTKa. Tana je y = 1, ma je TpaxkeHu 6poj 81.

206. Pemitu jeqnaunny y* =1+ z(z + 1)(z + 2)(z + 3) y ckymy
eaux Opojena.

Pewerve:
y' =@+ D)z +2)(x+3) =1
s Y- (2 +30) (2 +3r+2) =1
s Y- (@ +3+1-D@*+3z+1+1) =1
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yt— (P +3r+ 1) +1=1

yt— (2*+ 3 +1)2 =0

(¥ — 2> =3z -1 +2°+32+1) =0
P43 +1—y =0val+3r+1+9y>=0.

)2
)2

S

MocmaTtpajyhm nuckpumuHanTe D = 9 —4+4y% u Dy = 9 — 4 — 49/?
penoM KBagpaTHUX jeHaunHa (1o )

P +3x+1—9y*=0 u 22 +3x+1+4y°=0,

3aKJbydyjeMo, Hajipe, 1a Mopa outu 5 + 4y? > 0u 5 — 4y* > 0. Vcios
5-+4y? > 0je yBek 3amoBosbeH. Takohe, 3axTeBamo ma Baku 5+41y% = k2,
3a HekH 1ieo Opoj k. Pemamajyhu y ckymy memux OpojeBa, jeTHAUNHY
k* — 4y* = 5, 1. (k — 2y)(k + 2y) = 5 nobujamo cnenehe cinyuajese:

k—2y=1k+2y=>5=>y=1,
k—2y=5k+2y=1=y=-—1,
k—2y=-1k+2y=->=y=-1,
k—2y=-5k+2y=—-1=y=1.

5
W3 5 — 4y*> > 0 cnemu ga Mopa 6utu |y| < \/7_, y € 7, onaxie

3akmbydyjemo 1a y € {—1,0,1}. U3z 5 — 4y? = m?

UMaMo 1a je 5 = m?, mro je Hemoryhe.

, me Z,3ay =0

Hakne,y = —1lummy = 1.

3a y = —1 u3 jenquauune 22 + 3x = 0 gobujamo xa je v = 0 win
r=-3,amz’+3x+2= Onajexr = —1ummx = —2. Ucrte jeqnaune
(o ) nobujamomza y = 1.

Hakite, ckyn pemesba nare jennaunne je: R = {(0,1), (0, —1), (—1,1),
(—1,-1),(=2,1),(=2,-1),(=3,1),(=3,—-1)}.

207. Konuko mpupoHuX 6pojeBa uMa ocobuny aa je n? + 3n + 24
MOTITYH KBaJpart 1mejaor 6poja?
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Pewerse. Heka je n? + 3n + 24 = m?

JeTHAYUHY T10 N

. Tama moOujamo KBaJpaTHY

n?+3n+24—m?=0.

Ja 6u n 6uo neo 6poj MMCKPUMHUHAHTA MOpa OUTH MOTIYH KBajaApaT, ma
je
9—4(24 —m*) =k* 1. 4m®—k*=28T,
OJTHOCHO
(2m — k)(2m + k) = 87.

Moryhu crnyuajeBu cy 1a 2m — k y3uMa peioM BpeIHOCTH:
1,3,29,87, -1, -3, —29, —87,

a 2m + k pemom BpeTHOCTH:
87,29,3,1,-87,-29, -3, —1.

Onasne je 4m € {88,32,—88,—32}, 1j. m € {22,8,—22, -8}, na je
n €{5, 8,20, —23}. Kako n Mopa 6UTH IpupoIaH 6poj, TO IMaMo JIBa
pemiewma: n = 5 unu n = 20.

208. Komuko mMa maposa (m,n) nenux 6pojeBa 3a Koje BakH jeji-
HakocT m® + 6m? + 5m = 8n?® + 36n? + 40n + 8?2

Pewerve. OBaKBHX ITapoBa HeMa. JIeBa cTpaHa aTe jeIHAKOCTH MOXKeE
Jla ce HATMINE Y eKBUBAJEHTHOM 00Ky m(m + 1)(m + 5), a necHa y
06muky (2n +1)(2n 4 2)(2n + 6) — 4, na je neBa cTpaHa yBeK JieJ/bUBA ca
3, a JlecHa HUKaJ1a.

209. Jloxa3aTu Ja jeTHAUHHE:
(1) 322 + 5y = 4444;

(2) 1522 —Ty? = 9;

(3) 5% 4+ 6Y = 234567,
HeMajy pellleba y CKymy Z.
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Pewerme. (1) 3a ceaku n € N umamo n? = r (mod 10), npu yemy

r € {0,1,4,5,6,9}. Jlakne, ako je (x,y) jeqHO peLIerbe JaTe jeIHAUNHE
umamo: 3r? = a (mod 10), a € {0,3,2,5,8,7} u 5y*> = b (mod 10),
b € {0,5}, ma u3 tabauie

o
ot

+10

N O 00 ~J Ot

o J Ot w N O
O J Otw i O

3

3aksbydyjemo aa je 322 + 5y = ¢ (mod 10), ¢ € {0,2,3,5,7,8}, a Baxu
4444 = 4 (mod 10). Jennauuna, naxie, HeMa pelICHA.

(2) Ako je (z,y) pelieme nate jeHaurHe 3aKJbydyjeMo aa 3 | y, Tj. 1a
jey = 3y1,3a Heko Y1 € Z. Cajia jelTHaUYMHA TTOCTaje 1522 — 63y% =9,T1.
5x? — 21y% =3,1e3 | 2, Tj. x = 311, ¥1 € Z. lalbe, jeqHaUMHA [TOCTAjE
4522 — 21y? = 3, 1j. 1523 — Ty? = 1, onaxie caequ jaa je y5 = —1 = 2
(mod 3), mto je Hemoryhe jep 3a cBaku k € Z, k* = O uma 1 (mod 3).
JlakJie, HM OBa jeTHAYMHA HEMa pelicHha.

(3)Axojexr < 0wmm y < 0, 6ap jenan ox 6pojeBa H* wnu 6Y je Mambu
on 1. ¥V cBakoMm ciydajy BpemHOCT u3pasa H* + 6Y Huje 1ieo 6poj. Habe,
3a ¢ = 0 gobujamo na je 6Y = 234566, wro je nemoryhe jep 3 | 6Y anu
3 1234566. Cnuuno, 3a y = 0 6uno 6u 5° = 234 566, mto je Hemoryhe,
jep je 5* = 5 (mod 10), a 234566 = 6 (mod 10). Takne, mopa 6Gutn
r>0uy > 0. Mehyrum, 5* = 5 (mod 10) u 6Y = 6 (mod 10), na je
5 +6Y =1 (mod 10), Te jenHaurHa HeMa peLIErHA.

210. JoxasaTu jaa jeqHaunHa 2 + 3% + 22 = 2007 HeMa pelema y
CKYITy LIeTHX GpojeBa.

Pewere. KBanpatu nemmux OpojeBa mpu nebewmy ca 4 majy ocratak 0
(xama je Opoj mapan) wiu 1 (kaza je 6poj HermapaH).
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Kako je 2007 = 3 (mod 4) To cBa Tpu 6poja x,y, 2 MOpajy OUTH
HemapHa, T). * =221+ 1,y =2y1+1uz = 22+ 1, rme cy 21, 1, 21
Ttakohe uenu OpojeBu. Tana je

4ot + 4wy + 1+ 4yt + 4y + 1+ 427 + 42 + 1= 2007,
Tj.
ri(z1+ 1) +yi(y1 + 1) + 21 (21 + 1) = 501.
JleBa cTpaHa mocleame jeIHaYNHE je MapaH Opoj, a JecHa HerapaH, Ia
jenHaYMHA HeMa pelllerha y CKYITy IeJTUX OpojeBa.

211. Oppenutu mpupoaHe OpojeBe X1, Lo, - . . , T19s4 TAKBE A j&

Pewerwe. Hekaje 1 =29 = - =2 = 1 U Tp1 = 2,...,T1984 = 2.
Tana je

k+xi+1+"'+x%984:20067 $i+1+"'+x%984>(1984_k)'47

ma je 2006 > k + (1984 — k) - 4, omaxne je k > 1976.
Jlakne, T1 = Ty = -+ = T197¢ = 1, 4 je 30Up KBaapaTa MPeOCTaINX
ocam OpojeBa

B2y + 22grg + - 4 gy = 2006 — 1976 = 30.

OuurnenHo je 1a BPEIHOCT CBAKOT OJf OBHX OcaM OpojeBa Mopa OuTH
Mama o 5. Heka je Mely muma a jeaunHuIa, b 1BOJKH, ¢ TPOJKU U d
yeTBopku. Tamajea+b+c+d =8wua+ 4b+ 9c + 16d = 30, na je
3b 4 8c + 15d = 22. Kako je 3b + 15d = 22 — 8¢, 10 22 — 8c mopa 6utu
JIEJBUBO ca 3, a TO je UCIymeHo camo 3a ¢ = 2. Tapa je 3b + 15d = 6,
omaxje je ounriienHo b = 2 u d = 0. Cana ce nako jpobuja na je a = 4.
ITpema Tome,
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Tl =Tg =+ = T1g76 = T1977 = L1978 = L1979 = L1980 = 1,
T1981 = T1982 = 2, L1983 = T1984 = 3.

Jakie, pememe gaTe jeqHaYuHEe je OMI0 Koja mepMyTaldja CKyma
{1,1,...,1,2,2,3,3}, rne uma Tauno 1980 jexununa.

212. JlokaszaTu na jenHaumHa =2 + y> = 2% y cKymy IpHpPOIHHX
OpojeBa MMa OECKOHAYHO MHOTO PellIeHa.

Pewere. [la 6u (z,y, z) GUITO pelleme, TOBOJBHO je JIa 3aJ0BObaBA
Y-y v 4y
HIp. 2 — 2 =y Huz+x =1y Omatneje = = 5 nz=—0

IMomto cy y u 4? yBek ucTe MAPHOCTH, jeaH OeCKOHAYAH CKYIT PellieHha

je
2 2
{(n 5 n,n,n ;n):nEN}.

213. Tlocroje nmu menmu OpojeBM T M Y TaKBHW Jia 3a0BOJbABAjy jeli-
HakocT 22 + x = y* + 3 + y? + ?

Pewerne. MHOXEHEM JTaTe jeqHAUMHE ca 4 1 moaBameM O0poja 1 1eBoj
¥ IECHOj cTpaHu f1obuja ce 42 + 4w + 1 = 4y + 4y + 49> + 4y + 1, ma je

e+ 1) =4y + 4 + 4 +dy + 1 =4y + 4P + > + 32 4y + 1
2
=2y +y) +(y+1)(By+1)

u
(22 4 1)% = 4y* +49° + 4% + 4y + 1
=4yt o 444y + 8y 4y — 5yt -3
= (2 +y+2) —5° -3
Jlaxke,

2y +9)’+ @+ DBy+1) = e +1)° = (2 +y+2)° — (5> +3).
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Casa pa3mHuKyjeMo jBe MoryhHoCTH:
lLy=—-1=2>+2=0=>2=0Var=—1.
2. y€Z,y# —1. Tanajesa (y+1)By+1) > 0uby?>+3 > 0, maje

(29 + y)2 <@r+1P2< (2 +y+ 2)2.
Kaxko mmebhy (2y* + y)2 u (2y° +y+ 2)2 MOCTOJU caMo jeJJaH MOTITYH
kBaapart, (2y% +y + 1)2, Toje 2z + 1) = (2> +y + 1)2. ITpema Tome,
M aP A Ay + 1= 20+ 1) = (22 +y+1)°
=4yt + 97+ 1+ 4y° + dy? + 2y,

majey? — 2y =0, omaxne jey = O mmm y = 2. Axo je y = 0, oHzma je
> +2=0,1. 2=0ummx = —1. Akojey = 2, onna je 2> + x = 30,
majexr =5wmzx = 6.

Jlakiie, CKyII pelema je:

R = {(07 _1)7 (_17 _1)7 <070)7 (_17 0)? (572)7 (67 2)}

214. Pemmitu jennaunny z2 + y? + 22 = 2xyz2.

Pewerwe. Heka je (x,y, z) jenHo peuieme gate jeaHaunde. Jlako ce
BUAM J1a je oJ OpojeBa z, Yy, z TAYHO jeJlaH MapaH WK Cy CBU TapHHU.
MebhyTum, yKOIUKO OM HACTYMHO TIPBU CJIy4a], HA TPUMED, aKO O OMITO
r=2x,y=2p+1,2=22+1, 21,1, 21 € Z, uMmaau OMCcMO 11a je

42 4 4y + Ay + 1+ 422 + 42+ 1 = 4a, 2y + 1)(221 + 1),
Tj.
,aecHa ctpana“ = 0 (mod 4) a  ,JeBa ctpana“ = 2 (mod 4).

Konrpamukuuja. Jlakne, ceaku ox OpojeBa ., y, 2 MOpa OUTH TMapaH, Tj.
xr=2x1,y =2y, 2 = 221, x1,Y1, 21 € 7, 1a 1aTa jeTHAYMHA TTOCTaje

a4yt + 2 = dwyyi 2.
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CnuyHO ce MOXe 3aKJbYUHTH J1a CBaKHM of OpojeBa 1, ¥1, 21 MOpa OUTH
mapas, Tj. Ty = 2To, Y1 = 2UYo, 21 = 229, To, Y2, 22 € Z, Na HaTa
jeaHauYMHa 1MocTaje
2 2 2
Ty + Y5 + 25 = 8xaya2s.

Hacrasspajyhu oBaj mocTymak gabe MokeMo Hahu HU30Be X1, To, . . .,

Y1, Y2y« - .y 21, 22, . . . TIETUX OpOjeBA TAKO 1A BAXKU:
$:2$1:22],'2:231’3:...:2“;5”:...
22221:2222:2323:_”:2nzn:”.

Tj. 3a cBako n € N, 2" | z, 2" | y, 2" | z, wTO je jenuno Moryhe y cnydajy

majexr =y =z =0.

215. (HammoHanHa MaTeMaTU4Ka OJIMMITHjada—peTHOHAIHA PYHA,
Byrapcka 1997) Jloka3atu 1a jeqHaunHA

42434y +2)+5=0

HEMa pelIekha y CKYIy pallMOHAIHUX OpojeBa.

Pewerve. JlaTa jeqHaunHa MOXE CE HATTUCATU Y OOJIUKY
2z +3)°+ 2y +3)°+ (22 +3)* =T.

OnHa uMa pelrera y CKyInmy pallioHaTHUX OpojeBa aKO M CaMO aKO MOCTOje
e O6pojeBH a, b, c © m TaKBH J1a je

a’ + b+ & =7Tm?.

ITpermocraBuMoO j1a TaKBM OpOjEeBU MOCTOjE U HEKA je 1 HajMamke moryhe.
AKo je m mapas 6poj, m = 2n, Taga je a® + b + ¢* nemuBo ca 4 U 1aKo
ce IIpoBepaBa Jia Tajga OpojeBU a, b, c Mopajy OMTH MapHU, Tj. a = 2aq,
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b =20, c =2 ua+b}+c = 7n? wro je KOHTpaIUKIHja ca
MPETIIOCTABKOM O MUHUMATHOCTH M.
Axo je m nenapan 6poj, Taga je m* = 1 (mod 8), na je
a® 4+ b* + 2 =7 (mod 8),
mTo je HeMoryhe.

216. (Haunmonamna matemMaTUyKa OJMMITHjala—pEeTHOHAIIHA PYHA,
Byrapcka 1998) Jokasatu na jennaunna z2y? = 2%(2? — 22 — y?) Hema
pelliema y CKyIy IpupoIHUX OpojeBa.

Pewerve. TIpeTIocTaBUMO CYIIPOTHO M IIOCMATPAjMO pellere (T, Y, 2)
TAKBO J1a jé KOMMYHUK — (IITO je pupoaaH 0poj) HajMamu Moryh.

z

3anummMo Opojese &, Yy, 2 y 00Ky ¢ = dxy, y = dy; u z = dzq, T]11e
jed =H3/(x,y, z). Onza je nata jeqHauMHA EKBUBAJIEHTHA Ca

29 2/.9 2 2
vy = 21 (2 — 1 — yy)-

Heka je u = (21, 21), v = (1 ) = ut, y; = vw. HomTo 2z enn
T1Y1, TO je 21 = uv. Otyna je (u ( )(v - t2) = 2u?v

[[dJLe UMaMo (u w) =1, (v, ) =1 HOHITO je (x1, yl,zl) = 1, ma je
umn u? + w? = v?, v? —|—t2:2u uma u? + w? = 202, v? —|—t2:u2.

He ymamyjyh# ONMmTOCT MOXKEMO MPETHOCTABUTU Ja BAXKH NPBH MAp
jennakoctu. Tajna je Tako BUAETH J1a Cy ¥ U U HEMAPHU LIETU OPOjEeBH.
Harme u3 u? +w? = v? cnemn ma je u = m? —n?, w = 2mn, v = m? +n?,
IZIe Cy 1 U N y3ajaMHO IIPOCTH MIPUPOTHI GPOjeBU pas3iIHUUTe MAPHOCTH.
3amemyjyhu oBe u3pase 3a u H v y v? + t? = 2u® qobujamo

t2 + (2mn)® = (m* — n?)?,
nmajet = p? —¢%, mn = pq, m?* —n? = p? + ¢° 3a Heke MpUpoIHE OPOjeBe
puq. IIpema Tome,

P2 = mz(m2 - - q2)
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ofaxite crneau aa je (p, g, m) pelerbe aate jeqHaunHe. A,

PI_ < d(p* — ¢*)2mn = ﬁ,
m z

IIITO jeé KOHTPAIUKIIH]a.
217. Oppenutu cBe MpUPOAHE OPOjeBE 12 TAKBE J1a jeTHAYMHA
2 P+ 2P = ey

MMa pelliemha y CKyImy TPUPOIHUX OpojeBa.

Pewerve. Hexa je n mpupoman 6poj Takas f1a je 2° +1° + 23 = na?y?2?
3a HEKe X, Y, z MpH ueMy je £ < ¥y < z. Tana je

lL‘S + yS
1) s =naty - L
3 3
Ta ToIITO CYy N, X, Y, 2 MPUPOIHA OpOjeBU 3 je Takohe pupoaaH
z
0poj, ma je
(2) 2+t > 2R

X .
IMomro je — < 1wm Y < 1, umajyhu y Buny jennakoct (1) mobujamo
z

z > nr*y? — (v +y) um

(3) 2 2 (na’y® — (z+y))>

dopwmyre (2) u (3) ummmuiumpajy aa je n’riyt < 2nz?y? (v +y) + 23 + 93,
a Tmocrie febema ca nadys,

1 1 1 1
(4) ney <2\ —+- |+ —+—.
r oy nxd  ny
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Axo je x > 2, Taja je AecHa cTpaHa IMOCIeIbe HejeTHAKOCTH Mamba of 3,
JIOK JieBa CTpaHa Huje Mamba of 4. Jlakne, x = 1. Cana, HejeqHakoct (4)
rnocraje

2 1 1
(5) ny <2+-+-—+—.
y noony

Axo je y = 4 necHa cTpaHa MOCNEIHE HEJSTHAKOCTH je Mama o1 4, ma je
y < 3.
23 4 43
22
x =1, 2% nemu 6poj 1 + 3. INocnenmsu ycnos, 3ajeqHoca z = yuy < 3,
HAC TOBOJIU J1a TPOJKU:

Panuje cMo Bumenu 1a Mopa outu nmpupoaaH 6poj. Ilomro je

ITpBa Tpojka je pememe jeqHaunne x> + y° + 23 = nz?y?2?, y ciydajy

n = 3, JIOK je Ipyra pelieme JaTe jelHaUYuHe aKo je n = 1.
Haxne, 1 u 3 cy jemuHe BpeTHOCTH N 3a KOje JaTa jeTHauYMHA UMa
pelliema y CKyIy IpUpoIHUX OpojeBa.

218. (HammoHanHa MaTeMaTHYKa OJIUMITHjaJa—pETHOHAIHA PYHA,
Byrapcka 1999) Pemutn y cKkymy Henux OpojeBa jeTHauYnHy

23 =y3 4+ 2% + 1.

Pewerse. Ouurnenno je x > y. Ilopen Tora, z < y + 1 ako u camo
axo je (y + 1)> > v + 2y*> + 1 axo u camo axo je y(y +3) > 0. 3a
y > 0w y < —3 jenHauMHA Hema pelewma. Jlakie, y MOke MMaTH
BpeqHocty 0, —1, —2 mmm —3. Caga ce Iako Hajasze pelema: R =

{(_27 _3>7 (17 _2>7 (17 0)}
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219. (HamuoHanHa MaTeMaTHUKa oMMMIMjafa—puHanHa pyHaa, by-
rapcka 1999) lokasatu fa jemHaumHa z° + 3° + 23 + 2 = 1999 uma
OECKOHAYHO MHOTO PEIICH-A.

Pewerve. JIako ce mpoBepaBa Ja ako je n 1eo 0poj, Taga OpojeBu
r=10+60n% y=10—60n, 2= —1, t=—60n>
3aJ10BOJbABAjy JeTHAUUHY.

220. Komuko uma maposa (z,y) uenux 6pojeBa 3a Koje BaXd T < Y
u(r+y+ 1988)% = 2% + y? + 1988%?

Pewerve:

(x4 1y +1988)% = 2 + y? + 1988?
& P4yt + 1988 420y +2-2-1988+2-y-1988 =
= 2% + y* + 1 988?
& xy4a-1988 4y - 1988 4 1988% = 19882
& (z+1988)(y +1988) = 19882 = 2*. 7. 717

Bpoj 19882 moske ce 3amicaTH y oOIHKY MPOW3BOIA IBA Iiena 6poja
Ha 2-5-3-3 = 90 HaunHa. 3aTo U AaTa jeqHaunHa uMa yKymmHo 90 perremna.
ITocroje nBa pemema Kogkojuxjex =y: =y =0uzr =y = —3976, a
KOJ1 ocTanux 88 pemewma y 44 ciyuajesa je v < y. Jlakie, uma 46 maposa
(x,y) uenux GpojeBa KOju 3a10BObABA]Y TPAKEHE YCIIOBE.

221. OpxpenuTu mpupoaHe OpojeBe * < Yy < 2, TaKBe J1a BaXHU jeJI-
Hakoct 2% 4 2Y + 2% = 2 336.

Pewerve. Tlomro je 2336 = 2° - 73 3 2°(1 + 2V7% 4 257%) = 25. 73
cnemuaajexr =5ul+2Y7% 42572 =73, 1. Y5 42270 =72 = 23. 32,
Cana umamo 1a je 2V °(1+2°7Y) =23 -3, majey — 5 =3, 7). y = 8
nl+2°Y = 3% Hajsag, u32°% =8 = 23 umamo ga je z — 8 = 3, Tj.
z=11.
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222. Pemutu jeqHauuny 2 — 3Y = 7y ckymy nenux Opojesa.

Pewerwe. N3 2° = 7 + 3Y cnenu na je 2° > 7, 1j. x > 3. CnuuHo, U3
=2 —Tcremmnajed’ > 1,1j. najey = 0.

Kakojex > 310je2” =0 (mod 4),majen3?+7=0 (mod 4). U3
unrberulle ja je 3 = —1 (mod 4) cienu na je (—1)Y +7 = 0 (mod 4),
rma y Mmopa OuTH rmapan 0poj, Tj. ¥ = 2y.

Vxomuko jey = 0 Tama je 2* = 8, ma je x = 3.

Heka jey > 0. Tamga je 3V =0 (mod 3), mau2* — 7 =0 (mod 3).
360or2 = —1 (mod 3)je (—1)* =7 =1 (mod 3), ogaxie 3aKbyuyjeM0
Jla je 1  mapaH 0poj, Tj. T = 2x;.

Haxkie, 3a x > 3 u y > 0 jenHaYMHA TIIACH:

2T 3 =T (27 =3 (2" 4 30) =T

C 063upom Ha TO 1a je 2t > 0u 3Y* > 0 u ma je 2°* + 39+ > 271 — 31
Moryh je camo crnenehu cyyaj:

2T {3 =T A 2T 3 =1,

OaKJIE je
2.2 =8 A 23" =6,

mjexr; =2uy; =l,arx =2z, =4ny =2y, = 2.
Ckyn pemema je R = {(3,0), (4,2)}.

223. Jla U MOCTOje MPUPOIHU OpPOjeBH M M 1 TAKBU Ja BaXH jeII-
Hakoct 3" + 7" = 8"?

Pewerve. 3a cBakM IpUPOJIaH OPOj M | CBe Iielie OpojeBe a U b Baxku
a—1b|a™—b". Jlakne, ako 61 3a HeKe IPUPOIHE GPOjeBE M U N OUITO
T =8"—3", u35 |8 —3" (b =8—3), cienmiio 6u ga 5 | 7", wro je
Hemoryhe jep je:

7' =2 (mod 5), T7?

7" =1 (mod 5), T
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224. (Penyomuuko takmuueme 1991, 1 paspemn) Hahu cBe mpocre
OpojeBe p, ¢, 7 KOju 3aJI0BOJbaBajy jeqHaununy p? 4+ ¢ = r.

Pewerve. Heka je jeman o OpojeBa p, ¢, r TapaH (MHa4e J0Ia3|uMO JI0
ouurnenHe KoHTpaaukimje). Kako je 7 # 2, oHma je, Ha mpumep ¢ = 2
(300r cumeTpuje p u ¢ Cy ,,paBHOMPABHU ) A j€

P+ =r.

Jenan ox OpojeBa p u r Mopa OUTH AEJBMB ca 3; MHAYE je OCTaTaK MpPHU
lebemy JeBe crpane ca 3 jenHak (+1)% + (—1)? = 0 (p-nenapaH), a
oCTaTak IMpH JIeJbembY JecHe cTpane ca 3 je pasauunt ox 0. Kako je r # 3,
jepjep = 3, onHma je p = 3, r = 17. Jlakne, uMa JiBa peliema 3a TPOjKY
(p,q,r)urocy (3,2,17) u (2,3,17).

225. Hahwu cBa niemoOpojHa periema jeTHaunHe:
(1) 22 + 22y — 3% = 1;
Q) z* +ay+y’ =1,
() z® —y* = 91,
1 1 1
4 —+-=z;
r oy 2
() (z+y)*=(z+1)(y—1)

(6) z¥y — 27 = 1.

Pewere: (1) (z,y) € {(1,0),(=1,0)};

(2) (xa y) € {(07 1)7 (0’ _1)7 (17 0)7 (_17 O>> (17 _1)7 (_17 1)}:

(3) (‘ra y) € {(47 _3>7 (37 _4)7 (67 5)7 (_57 _6 }a

(4) (xv y) S {(_ ) 1)? (17 _2)7 (37 6)7 (47 4)7 (67 3)}:

(6) Heka je (x,y, z) peleme aare jeqHaunne. JIako ce BUIU Ja HE

moxe 6utn y < 0 m jga je 3a y = 1 cBaka Tpojka (2° + 1,1,2), z €
{0,1,2,...}, pememe nate jennaunne. Heka je y > 1. Tana je |x| > 1,
z > 1, a ocuM Tora T je HemmapaH 6poj U BaKK

(- +a2v 2+ 1) =27
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Kaxko je 2!+ 2¥"2 + ... + 2 + 1 mapan 6poj, Toje y — 1 = 2k + 1, rae
je k HeHeraTHBaH I11e0 Opoj, Ta Clean

(z—D(x+ D) (a2 +2v 4.+ 1) =27

Bpoj (x — 1)(x + 1) je cTemneH aBojKe ca IPUPOTHUM EKCIIOHEHTOM, aKO U
camo ako * € {—3,3}. Bax = 3 mobujamo 9F + 951 ... 41 =273 1j.
2° =91 1 = (31 —1)(3*1 4 1), omakne cnequ k = 0,y = 2, 2 = 3,
Tj. peuieme je Tpojka (3,2,3). 3a x = —3 nobujamo pemermne (—3, 2, 3).

226. VY cKymy IpUpOIHUX OpojeBa PEUIUTU jeTHAUNHE:
(1) x! 4+ 2y = 5555;
(2) x! + 2 = p?, e je p mpocT 6poj.

Peweme. (1) Ako je © = 1 onma je u z! = 1, ma je 2y = 5554, Tj.
y = 2777. Axo je x > 2, tama je x! mapan 6poj, ma je u x! + 2y mapan
0poj, a H 555 je HemapaH Opoj. Ilpema ToMme, jeTMHO pPEIICHE jeTHAYMHE
je (x,y) = (1,2777).

(2)3a x = 1 nobwuja ce p* = 3, ma jenHAYMHA HEMA pellieha. 3a T = 2
nobuja ce p = 2. 3a x > 3 je x! mapan 6poj, ma je u 6poj x! + 2 Takohe
mapaH. MelyTum, poct 6poj p > 2 je HemapaH, ma je ¥ p° Hemapas.
3Hauu jequHo pemtewe je (z,p) = (2, 2).

227. Hahu cBe mapoBe MpUPOAHUX OpojeBa M M 1 TAaKBUX J1a BaXXH
m!+ 3 = n?

Pewere. Axo je 6poj m! nemus ca 3, Tj. ako je m > 3, umaheMo aa
3| m!+3,ma3|n? ogakne cnemm 1a 9 | n®, mauma 9| m! + 3. 3a
m=3m+3=9=3majen =3. 3am = 4, 4 + 3 = 27 uuje
moTnyH kBaapat. Takohe, 3a m = 5, 5! 4+ 3 = 123 Huje moTmyH KBaapar.
B3am=>6,m!'+3=9-(---)+3,ma9¢fm!+3.

Axo 6poj m! nuje nespuB ca 3, Tamajem = lumum = 2. 3am = 1,
m!'+3=4=2%majen =2 3am =2, m!+3 = 7 Huje moTnyH
KBaJpar.
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Haxme, nmaMo fBa pemietba m = 1L, n =2 um = 3, n = 3.

228. (Haumonamna maTtemaTUyka OJMMITUjAIa—pETUOHAIIHA PYHIA,
Byrapcka 2002) Hahu cBe Tpojke (2, y, 2) IpUpOJHUX OpOjeBa TAKBUX 1a
je

x4yl =15 2%

Pewerse. Akoje x > 61y > 6 Tama je x! +y! nemuso ca 9, 1ok 15 - 27
Huje. Jlakie, MOKeMO MIPETIOCTaBUTH Jaje y < T Uy < O. Taza je

! 15 - 24
T 1=

y! y!

z!

Ileo Opoj Z;' Jje HemapaH caMo ako je z = 1 nu'y Tom cinyuajy je z = 4

|
ny = 3. Ako je z > 2, Taga je 1ieo 6poj a HemapaH, oJaKIIe CIeIu U

najex =ywmx =y + 1 uxHenapan. Y npBom ciydajy 15 gemu y!, ma
jey = 5wu z = 4!, mro je Hemoryhe. V apyrom ciayuajy mobujaMo wiu j1a
jey =2,x =3ummy = 4,x = 5, mrro je Takohe Hemoryhe. TIpema Tome,
TpaxkeHe Tpojke ¢y (4,3,1) u (3,4,1).

229. Oppeautu mpupojan 6poj x Tako aa je 1! 42! + - - - 4+ z! moTnyn
KBaJpaT HEKOT TTPUPOJTHOT Opoja.

Pewere. Heka je 1! + 2! + --- + 2! = 2. Pasmukyjemo cienche
MoryhHOCTH:

(i) r=1=y=1l=1=y=1

(i1) v = 2 = y? = 1! + 2! = 3 — y oBOM ciIy4ajy HeMa LEeTOOPOJHUX
pelema

(i) 2 =3=y*=1+21+31=9=y=3
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(iv) 2 =4 = y? = 11 + 21 + 3! + 4! = 33 — y oBOM clyuajy Hema
1ETTOOPOJHUX pellerha

(W) 2>25=y*=1+214+31+4 +5!+-- -+ 2! =33+5! +--- + 2!
Opojesu b!, 6!, ... x!ce3aBpmasajy umuppom 0, ma je y OBOM Ciyuajy
y? = 33+10k, Tj. 6poj y* ce 3aBpmaBa nudpom 3. KonTpaaukumja.

Hakne, v = 1l umu xz = 3.

230. Tlocroje nmu mpupoaHu OpojeBH X, Y, 2z TakBu jaa je x! + y! = 2! ?

Pewerve. QuurnenHo je 1a mopa outn x < zuy < 2. Tana je
4yl =2l=z2(z-1)---(y+Dyly—1)---2-1 =2(z—1)--- (y+ 1)y},
oJaKJe ce moouja
l=zz—-1) @+ Dyl—y' =yl z(z—=1)---(y+ 1) = 1).
Pasnukyjemo cienehe cinyuajese:
(1) =z <y= z! <y —jenHaunHa HeMa pelleHAa.

(1)) r=y=2(2—1)---(y+1)—1=1Lmajez(z—1)---(y+1) =2
mro3Haun qaje z = 2,ax =y = 1.

(4i1) z>y—Tamajexr >2mu
al=z(z—1)- - (y+ Dyl =yl(z(z = 1)~ (y+ 1) = 1),
na ce mocue Jie/bema ca y! nodbuja
zle—1)-(y+1)=z(z-1)---(y+1) — 1

Ouurneqno je ma mopa outm © > y + 1. Tama je neBa crpaHa
MPETXO/IHE jeHAUYNHE YBEK TapHa, a JIeCHA HeMapHa, ra jeJHaunHa
HeMa pellcHha.
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JaxJe, jequHo pemewe je v =y = 1, 2 = 2.

231. Akocy,y, z pa3MIUUUTH TPUPOIHU OPOJEBH PEIIUTH jeTHAUNHY

1 1 1
-+-+-=1
xr Yy =z

Pewerve. He ymamyjyhu ommurocT (300T CHMETPHUYHOCTH jeTHATIHE )

. .11 1 )
MOXEMO MPETNOCTaBUTH Taje x >y > 2. Tamaje — < — < —, maje
T Y Z

3 1 1 1 3

Y

r T Yy z =z

.3 3 .
omakie je — < lwm — > 1, ogHocHo * > 3 u 2z < 3. QuuraeaHo je 1a cy
x z
2,1y, 2 pa3nuuuty of 1, ma je 360r 2z < 3 jemuHa moryhHoct 2z = 2. Tanma

1
je —+ — = —=. Kaxko je
x oy 2
2 1 1 2
-t -< -,
x r vy Y
.1 2 . . .
ma je = < —, ogakie je y < 4. Kaxko je mo mpernocTaBuu y > 2 TO je

2
y = 3. Cana ce mako qoomuja x = 6.
Jlakie, pellebe jeqHauMHe je OUITo Koja epMyTaluja ckyma {6, 3, 2}.

232. Jloka3aTw J1a jeTHAYMHA
1 1 1 1

2Ty T 2007
“Ma KOHavaH Opoj peliema y CKyImy TIpUpOJTHUX OpojeBa.

Pewerve. Cmenom © = 2007a, y = 2007b, z = 2007¢ jenHaunHa ce
CBOJIM HA
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233. (3uMCKO MaTeMaTHYKO TaKMHYeHe, byrapcka 1999, 8. paspen)
Hahwu cBe mpupoHe 6pojeBe = 1 i TaKBe J]a BaXU:
1 1 T 1 1 1
@ —==3; )~ +-=5+—.
x y 3 r Yy 3 zy
Pewerve. (a) JenHaumHa je €eKBUBAJIEHTHA ca 3y — 3T = Ty, OJAKIIE j€

9
r=3———=.Ilpematome,y+3 =9, majey=6uz = 2.
y+3
(6) Hexkaje x < y. Tana je
1 1 1 1 <2 1 2y—1<2_y:2
x

— =4
3 T oy wzy x xY Ty xy

Y

maje x < 6.
B3axz =1, = 2um x = 3 Hema pelema; £ = 4 umIuunupa y = 9

ux = 5 ummunupa y = 6. VcTta aprymeHTanmja KOpUCTH ce U 3a CITyuaj
T =Y.
Jlakne, ckyn pemema je: R = {(4,9), (5,6), (6,5),(9,4)}.
234. VY ckymy IpUpOIHUX OpojeBa PEIIUTH jeTHAUNHY
1 1 1 I )

;—i_ﬁ—i_;—i_zﬂ

1 1 1

Pewerve. CITYHO Ka0 y MPETXOTHOM 3aJ1aTKy MOKEMO MPETIOCTABU-
1
™MmAAje T <Y < 2 < u M Tana je — < - < - < —,maje
U z Y T

CIMYHOM aHAIM30M Ka0 y MPETXOAHOM 3aJaTKy JOOWjaMO J1a je jeTMHO
pellierbe jJeAHAYNHE £ = Y = 2 = u = 2.
235. JlokasaTu J1a 3a CBaKH IMPUPOAAH Opoj nn > 1 He mOCTOjU CTPOTO

pactyhu HU3 MpupoIHUX OpojeBa aj, as, . . . , G, TAKAB A je
! + L + -t L 1
ai a3 ai
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Pewerse. CurypHo je a; # 1, mau3 a; < ag < --- < @, CIeIU Ja je
a1 = 2,a0 2 3,...,a, 2n+1,maje
1<1 1<1 1< 1
a? 22 a3 T3 a2 T (n41)27
Cana je
1+1+ +1 1+1 n 1
ai = a’ az 22 32 (n+1)2
LS
12023 n(n+1)
1 1 1 1 1 1
=1—=—4+-—= - — =1—-—-<1,
2 2 3 n n+1 n

I1a jCI[Ha'-II/IHa HEMa pPCIICihA.

236. (3uMCcKO MaTeMaTHYKO TakMudewme, byrapcka 2002, 9. paspen)
Hahu cBe mpupoaHe OpojeBe 1 TaKBe /1a jeHAUYNHA

L S S
G T T

MMa PEeIIEHE Y CKyIy MPUPOIHUX OpojeBa.
72
Pewerwe. Axo je n = 1, jemHaumHa mocTaje 2 = :c_g U, TIOIITO j€
1
/2 uparmoHanan 6poj, jeIHAYNHA HeMa PelleHa ¥ CKYITY IIPHPOTHIX
OpojeBa.
Axo je n = 2 umamo

1,13
r? a3 xd

omHOCHO (7273)% + (123)? = 3(x122)2, Tj. @ + b* = 3¢? 3a a = Tow3,
b = x173 U ¢ = 175. IlomTO Cy KBaJpPATH IeTHX 6pojeBa KOHIPYEeHTHH
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0 wmu 1 mo momymny 3, 3akibydyjeMo ma cy a u b merpbuBu ca 3. Heka je
a = 3a; u b = 3b;. INocne 3ameHe U ckpahinBama 3aKbydyjeMo J1a je U ¢
nepuBo ca 3. Heka je ¢ = 3¢;. Onpa nobujamo a? + b? = 3c¢?. Ha uctu
HAYWH ce MoKasyje aa ¢y ai, by u ¢; nespuBu ca 3 utn. Ilpema Tome, 3a
cBako m € N ¢y O6pojesu a, b u ¢ nespuBHM ca 3™, WTo je Moryhe caMo ako
je a = b = ¢ = 0. Koutpagukimja, jep je a = xaxs # 0.

[MokaxxuMo cafa aa 3a n > 3 JaTa jelHAYNHA UMa peIieha Y CKYITy
N. ToBoJbHO je q0oKa3aT Ja TO Baxku 3a n = 3. Haume, ako je

Lol
vt w3 a3 xf
Taaa je
T N TS B B A
x? 2 23 2k T
—_———
n—3

Jla OucMO HAITU pelIeHEe 3a 1 = 3, YOUMMO JeIHAKOCT

1 1 1

152 To T 12

Capa je

1 N 1 1
152 202 122 (122)2°
ofakJe 1o0oujamo

1 1 1 1 4

(15-122 T (20152 ' (20.202 (122 _ (2-122)%

237. V ckymy TpoyriioBa 4yHje Cy AY)KWHE CTPAHUIA y3aCTOTTHU TIPH-
pOIHU OPOjeBH, OJIPEIUTH OHE YMja je MMOBPIIMHA IPUPOAaH Opoj.
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Pewere. Heka cy n — 1, n, n+ 1 qyxuHe cTpanuia Tpoyra (n > 1).
ITo XepoHoBOM 0Opaciy 1o0ujamo 1a je

P (G) 1)

Heka je g =ux, P = x3(2%2—-1). U3 ycnosa P € N cremn na

Mopa 6utu 22 — 1 = 3y2, 3a Heku mpupoaaH 6poj y. Pemema mocneame
(TTenmoBe) jemHauKHe y CKyIy TIPUPOIHUX Opojesa ¢y (T, Yy ), TIE je

Tn12,7,26,97,. ..

yn : 1,4,15,56, . ..

Kako jen = 2x (x > 0,n > 2) umamo na n € {4,14,52,194, ...}, ma cy
IyXXUHE CTpaHUIla TPOyIa:

(3,4,5); (13,14,15); (51,52,53); (193,194, 195); ...

238. JlokasaTu J1a jefHAYMHA:
(1) 2 —2y* = -1
(2) 2 —2y* = -T;
(3) 22 —2y* =7

“Ma OeCKOHAYHO MHOTO pellieha Y CKYITy MPUPOJIHUX OpojeBa.

Pewere. (1) Huje Temko Bumety ja je map (1, 1) perierse nate jeaHa-
ynHe. Dopmyrom

2n—1
V2= (1+v2) , neN,
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aaTo je OeCKOHAYHO MHOTO peIICHA JaTEC jeI[Ha‘-IPIHe. 3aI/ICTa, U3

2n—1 2n—1
$n+yn\/§: (1+\/§> 11 $n_yn\/§: (1_\/§> ) HEN,

ciaeaun

_Qyn:<l‘n+yn )(xn_y"\/f)l
<1+\/_> ( \/§>n7:_1'

(2) Momrro je map (1, 2) pememse nate jenHaunHe, GECKOHAYHO MHOTO
pemema (., y,), n € N, nobujamo us

o+ YnV/2 = <1+2\/§> (3+2\/§)n, n €N,

jep je (3,2) pememe jeqnaunne 2 — 2y* = 1.

239. Heka je D mpupogaH Opoj KOju HHje MMOTIYH KBAJIpaT U 1 Ie0
6poj pasmmuuT ox Hyle. Axo jenHaunHa z2 — Dy? = m uma pemema y
CKymy LieJIuX OpojeBa, 1oKa3aTu Ja UX UMa OECKOHAYHO MHOTO.

Pewere. Heka je map (2, y') jenHo pelnerme 1ate jeAHAYMHE, Tj. HEKA
je 2> — Dy’ = m. Hexa je, nave, ca

In+yn\/5: <x1+y1\/5> , néeN,

nat vu3 (T, y,), n € N, pemema jeqnaunne v2 — Dy? = 1 ((z1,v1) je
MHMHHMAJTHO peLIerhe MOCIeNbe jeHaunne). Taqa Huje TEIKo JoKa3aTH,

na
o +y' VD = <;1:’ - y’\/ﬁ) <9(:1 - yl\/5> , neN,

naje 6eckonauan uuz (',,v',), n € N, pemema jernaunne v? — Dy* =
m.
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240. 3a matu npupoaad 6poj n Hahu map nmpupoaHux 6pojeBa (x,y)
3a Koje Baxu x> — 5y = 1996".

Peuerve. TlpumeTumo a je
1996 = 49° = 5-9* = (49— 9V5) (49+9V5)
Hasbe,
(49-9v5)" = 19" - () 4971 9\f+( ) 49" 2(9[)
1) (9v5) "
(49+9v5)" =197+ (g‘) 49" 95 + (Z) 4972 (9\/5>2
-+ (9v5)".

Onatne je 1996 = (49 — 9\/5)n (49 + 9\/5)n = 2% — 52, THeje

2
v = 49" 4 <Z) 4972 (9\/5) +
y = (T>49"—1 9+ (2)49”—3~93 B

241. Axo je p mpoct 6poj oonuka 4k + 1, k£ € N, onnma jenHaunHa
x? — py? = —1 uMa pelema y CKyIly IPUPOIHUX OpOjeBa.

Pewerve. Hexa je (', y') MUHMMATHO pelembe jeqnaunte 2 —py? = 1.
Takne, 2/ — py’®> = 1. Jlokaxumo 1a je y' mapan 6poj. 3aucra, ako 6u
y' 610 HemapaH 6poj, oHa 6ueMo uMamu i’ = 1 (mod 4), na 6u Guno
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2 =py®+1=1+1=2 (mod 4), mro je Hemoryhe. Jlakme, v/ = 2yo,
3a HEKH IIPUPOIaH 0poj yo. U3 2’ 2 1= 4py? crienu 1a je:

' —1=2pu? ' —1=2u?
(1){ J?/+1:2U2 Win (2){ 5(3/+1 :2p02

3a Heke MpUpPOoJIHe OpojeBe u U v TaKBe Ja je yo = uv. W3 (1) nobujamo
naje 2v? — 2pu? = 2, 1j. v* — pu® = 1, mro je Hemoryhe 360r u < UV =
Yo < 2yo = y'. Jlakne, Baxu (2), onakne cnenu aa je u? — pv? = —1.

242. Axo je D mpuponman 6poj obnuka 4k + 3, k£ € N, nokazatu na
jemnaunna x*> — Dy? = —1 HeMa pellemba y CKyIy IPUPOIHHUX OpojeBa.

Pewerve. KBampaTi IpUpOIHUX OpojeBa MPH J€berby ca 4 MOTy J1a-
Batu octatak 0 wmu 1. Jlakie, ako O JIaTa jeHAUYNHA UMAJIa PEIlerha
(x,y), nMamu 6GrCcMo J1a je

Dy* =0 (mod4) wumu Dy® =3 (mod 4),
JIOK je

> +1=1(mod4) wmm 2°+1=2 (mod4).

243. JlokasaTu Ja 3a MPOU3BOJbAH 11€0 OpOj k jemHaurHa
v — (k* —1)y* = —1
HEMa pellemha y CKyIy HelInx OpojeBa.
244. Jloka3aTu Ja jeTHAaYHHE:
2 =3=2 22-52=2 u 2*—Ty =3
HEMajy peIIeHEe Yy CKyMmy MTPUPOTHUX OpojeBa.

245. Jloka3aTu J1a mMOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO IPUPOJIHUX OpojeBa
7 TAKBUX 14 JeIHAUYNHA

(z+y+2)* =n’zyz
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MMa pelliere Y CKYIy MPUPOIHUX OpojeBa.

Pewerve. TToTpaxumo periewa (T,y, z) 1aTe jelHAYMHE TaKBa JIa je
z = k(x + y), rue je k npupoman 6poj. Tama IaTy jeTHAUMHY MOXKEMO
3aIKcaTd y OOIHUKY

(z+y) + k(z +y)’ =n’ayk(z +y),
Tj.
(%) (k+1)*(z +y)* = n*kry.

Axo jenHaumHa (*) UMa pellerbe 3a Heke N U k OHJIAa je TO Cllyvaj U ca
3ajaToM jemHaunHoM. Heka je n = 3k + 3. Taza ce (*) Moxe 3amucaTtu
y OONIHMKY

(k+1)(z +y)* = 9%kzy.

JIOBOJBHO je JIOKa3aTH Jia MOCHeNba jeIHAYMHA UMa pelleme (T,y) 3a
0eCKOHAaYHO MHOTO Kk, WJIM eKBUBAJICHTHO, J]a KBaJpaTHA jeTHAUMHA I10 ©
t=2=2

(t=1)

(k+1)(t+1)> =9t =0, 1. (k+1)t* — (Tk = 2)t + (k+1) =0

MMa TIO3UTHBHO PAIMOHAITHO PelIerhe 3a OeckoHauHo MHOTO k. TTocnen-
1€ TBpheme BaXkH aKO U CaMo aKo je JUCKPUMUHAHTA

D = (Tk —2)? — 4(k + 1)* = 9k(5k — 4)

MOTIyH KBajapaT 3a OeckoHauno mHoro k. Crasmajyhm nma je k = u?
npoOJIeM ce CBOIU Ha TOKA3WBAIbE 1A jeTHAUMHA

5u’ — 4 = v?

UMa GECKOHAYHO MHOTO pelierba (U, v) y CKymy Heiaux 6pojesa, IITo je
Ta4yHO IpeMa 3aJaTKy 239.
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246. (HammoHnanHa MaTeMaTHUKa OJUMIIHNjala—pHUHAIIHA pyHIa, by-
rapcka 2001) Jara je jeqHaunHa

(p+2)2> - (p+y* +pr+ (p+2)y =1,

e je p pukcupan mpoct 6poj obnuka 4k + 3. JlokasaTu ga Bau:

(a) ako je (o, yo) pellerme jeqHAYnHE, Tg, Yo € N, Tamga p | zo;

(6) maTa jemHaunMHa MMa OECKOHAYHO MHOTO pelerma (o, Yo), TIe Cy
T, Yo € N.

Pewere. (a) Obenmexumo y — 1 = 2 ¥ 3aIUITAMO jeTHAYNHY Y OOTUKY
(x) o’ = (z = 2)((p+1)(2 +2) +p).

Axocy z—zu (p+1)(z+x)+py3ajaMHO IPOCTH OHJA CY OHU ITOTITYHU
KBaJpaTH, ITo je HeMoryhe jep je 6poj (p+ 1)(z + =) + p obmmka 4k + 3.
Hexka je ¢ 3ajennnuku genuan mocMaTpanux opojesa. M3 (x) cienu na
q|x,azatumu na q | z. Towro ¢ | (p + 1)(z + x) + p umamo 1a q | p,
Tj. I1a je ¢ = p, OJIaKJIe CIIeIn TBpheme.

(6) JToBOJBHO je TOKa3aTH Jia jeHaurHa (*) MMa GECKOHAYHO MHOTO
pellierba y CKyIy pUpOIHUX OpojeBa. Heka je * = pry u z = pz;. Tama
je

7= (z1 —21)((p+ 1) (z1 +21) + 1),

I1a TTIOCTOje IPUPOTHU OpojeBH a U b TaKBU Ja je 21 — X1 = a
(p+1)(z1 + 1) + 1 = b Cana cnemu

(+4) (p+ 26— (p+ (a+b)7°=1.

Heka je

2 _
,r1 =abu

2k+1
(Ver2+vp+1) =m/pr2+me/p+i

3a oumo xoje kK = 0,1,..., tae cy my u ng npupoaHu opojesu. Tana je
OYMTIJIETHO

2k+1
<\/p—|—2—\/p+1> =me\/p+2—np\/p+1
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1 TTOCIIe MHOXKEa TOOHjaMo J1a je
(p+2)mi — (p+ Dng = 1,

1. b = mp ua+ b = ny cy peema jenHauuHe (xx). IIpema ToMe,
r = pmy(ng — mg) U 2z = png(ng — my) Cy peliema jeqHaunHe ().
Tepheme (0) crnenu u3 YMmBEHUIIE 1a Cy 00a HU3a 1M, Mo, ... ©N1, N, . . .
CTporo pacryha.

5.4. KoHrpyeHuuje Buiier peaa

Hexka je
P(2) = apa"™ + ap_12" ' 4+ ag, ap, #0

TMOJIMHOM ca 1eJI00pojHUM KoepulimjeHTUMa. 3a u3abpaHu 11eo 0poj m,
axo je a, # 0 (mod m), kaxeMo J1a je KOHTPyeHIHja

P(z) =0 (mod m)

pena n mo MoIymy m.

3a n = 1 uMaMo TMHeapHe KOHTpyeHIMje obmrka ax = b (mod m),
YHje je pelaBame eKBUBAIEHTHO pelaBamy IuHeapHe JuodaHTose jen-
HauuHe axr — my = b.

KonrpyeHnuuje Bumier peaa cy KOHrpyeHiuje pena n > 2. Peieme Te
KOHI'pYEHIIHje je cBaku Opoj « 3a Koju je m | P(x).

bpoj pemema jennak je Opojy Kiaca ocTraTaka mo MOIYIy M Koje
3aJI0BOJbaBajy KOHTpYEHIH]y. Bpoj pemema KOHTpyeHIMje BUIIIET peaa
HE MOpa OUTH jeTHAK Pely KOHTPYEHIIH]je, MOKEe OUTH Marbu, aJll MOXKE
outu u Behu.
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IIPUMEP 5.13. Kouzpyenyuja x*> + v — 1 = 2 (mod 4) nema pewersa.
Jlako ce tiposepasa ga nujegar og 6pojesa uz dotlHyHOE cuciliemMa ocitaiia-
ka{0,1,2, 3} ne sagosomasa koncpyenyujy.

Kouzpyenyuja x*+x—1 =1 (mod 4) uma gea pewerva: 3agoeomasajy
Jje 6pojesu 1 u 2 u3 domwmiynoe cucitiema ocimiaimiaka o mogyny 4.

Kounzpyenyuja x*> — 1 = 0 (mod 24) uma ocam pewersa. Hy 3agoso-
masajy cregehu opojesu u3z dotliiyHoZ cuctliema octliaiiaka iwo mogyny 24:
1,5,7 11, 13, 17, 19 u 23.

TEOPEMA 5.5. Ako y @ionunomy ca yenodopojHum KoepuyujeHimuma
P(z) = apx™ + ap_12™ "+ -+ ag
dpociti 6poj p He genu a,, Waga KOHZpyeHyuja
P(z) =0 (mod p)
uMa Hajeuwe 1 pasiuduiiux peuersa.

JIOKA3. Jlokazahemo TeopeMy MHIYKIHUjOM 1O n. 3a n = 1 TBpheme
Baxn. Hamme, nuHeapHa KoHTpyeHIHja aix + ap = 0 (mod m) uma
peleme ako u camo ako (a;,m) | ap (Bumeru Jluneapue Juodanrose
jenHaumHe — crpana 150). Ako je x(¢ peleme Te KOHTPYEHIIMje, Taja HUje
TEIIKO BUJIETU 1a OHA uMa d = (ap, m) pelema:

m (d—1)m
$0,I0+E,...,ZE0+T.
JIuneapHa KOHrpyeHIMja a1 + ag = 0 (mod p) uMa jeIMHCTBEHO pellle-
e jep je nmo mpernocrasiu (ar, p) = 1.
[MpeTrnocTaBuMoO 1a TBPhEme BaXu 3a MOJMHOME CTEMEHA MAET O]
n. TpernocraBumo j1a 3a Heku monuHoM P(z) = a,z" + - - - + ag creneHa
n > 1 tBpheme He Baxku. Tama kourpyennuja P(z) =0 (mod p) uma Gap
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n—+1 pellera HEKOHTPYEHTHHUX 10 MoTyTy p. Heka cy To 1, To, . . ., Tpaq.
Tana je

P(z) = P(z1) = an(2" = 27) + -+ ar(z —11) = (2 — 21)Q(2),

raeje Q(x) = a,z" ! + - - - monuHOM ca 1eno6pojHIM Koe(UIIUjeHTUMA,
ma gjobujamo

(z — 21)Q(x) = P(x) — P(z1) (mod p),
omaxe, 36or P(z1) =0 (mod p), 1o6ujaMo KOHIPYEHITH]y

(z = 21)Q(z) = P(x) (mod p).

3aMemyjyhu y mocneamo] KOHTPYEHITHJU T PEJIOM Ca Lo, . . . , Tpt1 JOOH-
jaMO KOHTpYEHIIH]je:

(22 — 21)Q(x2) = 0 (mod p),

(Tn1 — 21)Q(Tny1) = 0 (mod p),

OJTHOCHO, HAKOH CKpahuBama pefom ca ro — X1, . . ., Tnt1 — 1 (CKpahu-
Bame je Moryhe jep cy pelema 21, To, . . . , Tpi1 10 TAPOBUMA HEKOHTPY-
€HTHA 110 MOJIYJY P, Tj. CBE MOCMaTpaHe pa3iuKe Cy y3ajaMHO MPOCTe ca
p — BuAeTH Teopemy 4.3. 1.):

Q(z2) =0 (mod p), ..., Q(x,41) =0 (mod p).

To 3Hauu 1a kourpyenuuja Q(z) = 0 (mod p), koja je pena n — 1, uma
N peliema, MTOo j€ Y KOHTPAIUKIU]U Ca UHIYKIIU]CKOM MPETIIOCTABKOM.
Tuwme je TBpheme mokaszaHo. u
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5.4.1. KsaapaTHe KOHIpyeHIHje

IToce6HO hemo ce mo3abaBUTH Hajje THOCTABHUJUM OOJIMKOM KOHTPY-
eHIIMja Apyror pena (KBagpaTHUX KOHTPYEHIIH]A).

[TocmaTpahemo jeqHaunHe 0OIHKA
(%) 2? = a(mod p), (a,p) =1, p— Hemapan mpoct 6poj.

AKO je 1 HEKO pelliekhe jeiHaunHE (*), TaJld je U —T] HbEHO PELICHEe
pa3nuIuUTO (IO MOy P) OJT Z7.

HapagHo, pemiea jeqnaunne (x) tpaxkumo y ckymy {0,1,...,p— 1},
J€p aKo je xy peleme, Taaa je ¥ CBaKu Opoj U3 IeroBe K1ace KOHTPYEHITH]e
10 MOJIYITy p Takohe pelese jeHaunte ().

TEOPEMA 5.6. 'V ceegernom cucitiemy ociiaimaxa {1,2, . .., p— 1} ito mogy-

JIy D uma wavyno bpojesa Koju cy KOHZPYeHITIHU K8AGPATUMA Yeaux

bpojesa o Mogyny p.

JOKA3. KBagpaTtuma nenux 6pojeBa 1o Moayly p KOHTpYEeHTHH cy Opo-

jeBu
p—1\°
12,25 — | .
) ) 7( 2)

Mehy Tum OpojeBuMa HeMa KOHTPYEHTHHX 110 Mojtyiny p. Haume, ako Ou
MOCTOjajii OPOjJEeBU 7" U S TAKBH J1a BAXKHU
2 _ .2 p—1
r*=s" (mod p) u O<r<s<T,
Tana 61 Baxuno 1> — s> = 0 (mod p), 1j. (r — s)(r +s) =0 (mod p),
omakne cinem p | r — sunmu p | r + s. Kourpaguxuuja. [
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TEOPEMA 5.7. (Ojnepos kpuitiepujym) Axo je p neilapan apociti 6poj u ako

je (a,p) = 1, waga jegnauuna (x) uma gea wiu HujegHo pewierse, 3a8UCHO
—1 -1

og woza gamujea’> =1 (mod p)uma> = —1 (mod p).

JIOKA3. ITpema Manoj @epmaosoj Teopemu je a’~! = 1 (mod p), oxHo-
CHO

(a%l — 1) (a%l + 1) =0 (mod p).

Kaxko He Mory o0a ynHHMOIIA HA JIEBOj CTPAHU TOCIEAHE KOHTPYCHITH]Ee
OouTu nesbuBa ca p (jep Ou Taja U BUXOBA pasiivKa, 2, Ouia ne/buBa ca p),
TO Ba)XM jeJTHA U CaMO jeHa OJf KOHTpyeHIIja:

p—1

AT =1 (mod p), a2z = -1 (mod p).

p—1

Baxu u 06pHyTO, aKo je a 2 = 1 (mod p), Taga jeqHaumHa (*) UMa
peliieibe, a Beh cMO HATTOMEHYITH /1A jeTHAYMHA (*) He MOYKE UMATH TAYHO
JeITHO pellierhe. [ |

[IPUMEP 5.14. Jegnauuna x* = 5 (mod 29) uma gsa pewera (v, = 11,
29—1

Ty = 18) jep je 52 = 5" = 1 (mod 29), gox jegnauuna v> = 3
(mod 29) nema pewera jep je 3% =34 =_1 (mod 29).

JEEOUHULIMIA 5.1. Heka je p newiapan apoci 6poju (a, p) = 1. Jlesmcang-

a
Ppoe cumbon bpoja a y ogrocy Ha p, y osHayu | — | je
p

a\ _ [ 41, 2*=a (modp) uma gea pewersa
N 2? = a (mod p) nema pewerwa
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7 )
A5. | —= ) =+1, | —= | = —1.
TTPUMEP 5.15 (19) +1, (17>

ITpema nepununmju 5.1. u Teopemu 5.7. Baxu:

(%) = 4"F (mod p).

TEOPEMA 5.8. (I'aycoe kpuitiepujym) Heka je p neiiapan tipociti 6poj u
yeo opoj yzajamno tpoci ca p. Taga je

()=

-1
ipu uemy je k 6poj onux enemenainia ckyia S = {a,Qa, ey p—a}

2
yuju je Hajmareu {o aiconywiHoj 8peqHOCiY OCIUAliaK upu gemermy ca p
Hezaiuusan.

JIOKA3. CBaku eleMeHT CKyIa S KOHTPYEHTaH je TauHO jeTHOM Opojy
CBEJICHOT CUCTEMa OCTaTakKa Mo MOAYIY p:
p—1

-1,1,2,...,——

S
R ? ? J Y 9 Y
2

2 Y ?

ks

OIHOCHO, CBaKOM Opojy sa u3 S oxrosapa 6poj (—1)"r,, Takas 1a Baxu

sa = (—=1)%r, (mod p),tmejel < r, < pT u ks jennako 0 wim 1, mpu
yeMy je ks = 1 aKo ¥ caMO aKoO je HajMamH IO ArCOIYTHO] BPEIHOCTH
ocTaTtak Opoja sa IpH JIeJbEY ca P HETAaTUBAH.

AKko ¢y sa u ta, s # t, nBa Opoja ckyma S, Tanga je rs # ;. 3aucra,
aKo Ou OO 75 = 74, Tj.

sa = (—1)*r, (mod p) u ta = (—1)*r, (mod p),
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uMany 6ucMmo 1a je sa = +ta (mod p),Tj. nap | (sFt)a. Mehytum, kako
jel <s< ]%1,1<t< p%,s%t,cnennnajeo< |s £t| < p%’
napfts=+t,Tj. p|acynpoTHO MPETIOCTABIM TEOPEME.

Jlakiie, CBAKOM €JIEMEHTY Sa CKyma S ofroBapa Ta4yHO jefaH 6poj 7'
CKyIa {1,2, cee p%l}’ ma je

-1
7“17“2---7“;%1:1-2-...-1)—.

2

O3HaYMMO MOCNeAmHH MPOoU3Bo ca . MHOXemeM KOHTpyeHIIja:

1-a=(=1)"r; (mod p)
2-a = (—1)kry (mod p)
-1 ' -
b ca = (—1)kTrE (mod p)
2 2
no0ujamo 1a je
p—1 k:l k k:p_l
P-a7z =(-1) T p (mod p),

ma Kako je P y3ajamMmHO TTpoCToO ca p, 1a je

apT—l _ (_1)k1+k2+“'+kL51 (mod p)

ITpema OjnepoBoM kpuTepujymy (Teopema 5.7.) je

= (2) (ont)

ma je

(2) = 0" o p)
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JleBa u JlecHA cTpaHa MOCIEAmhe KOHTPYEHIUje Cy MO arcoIyTHO] Bpel-
HOCTH jeiHaKe 1, Ta MOIITO Cy KOHTpYEeHTHE TI0 MOy p CJeH /1A je

(%) = s —

TP YeMy je k jemHaKko Opojy 1enux 6pojeBa k; jeqHakux 1, Tj. 6pojy OHUX
elleMeHaTa CKymna S YMjd je HajMambU 10 arCOIyTHO] BPEIHOCTH OCTATAK
MIPH JIeJbEbY Ca P HETraTHBAH. [

Ocobune JlexxaHapoBor cuMboi1a ajemo y cienehoj TeopeMu.

TEOPEMA 5.9. Hexa je p netiapan ipociti Opoj.
(1) Axo cy a u b yenu 6pojesu yzajamno tpociiu ca p wakeu ga je a = b

a b
(mod p), magaje | — | = | =
p p
(2) Ao cy ay,as, ..., a, yenu 6pojesu waxeu ga je (a;,p) = 1, 1 =
1,2,...,n, dpu uemy je p neiiapan tipocia dpoj, Waga je

(22)-(2)(3)-(3)

(3) Axo je a yeo bpoj yzajammo fpociti ca nedapnuum apocimum opojem
2

a
p, waga éaxcu | — | = 1.
b

(4) <__1> - { +1,axoje p i; (mod 4)

—1, akoje p (mod 4)

JTOKA3. Tephewa mox (1), (2) u (3) mako ce mokasyjy. To ocTaBbamo
YUTAOLMMA J]a CAMHU ypaje.
(4) ITpema QOjnepoBOM KPUTEPHjyMY UMAMO JIa j€

<—_1) = (-1)"7 (mod p).

p
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W neBa u tecHa cTpaHa TOCHEAmhe KOHTPYEHIIHje MO arlcOMyTHO] Bpe-
HOCTH jeTHAKe CY JeTUHUIIN, TIa OHe MOTY OUTU KOHTPYEHTHE 10 MOJIYITY
p (p > 2), je1nHO aKo Cy jeAHAKE, Tj. AKO je

()

Bpoj (—1)"z jemmak je +1 wm —1, axo je p = 1 (mod 4) wmm p = 3

(mod 4), pemom.
2

(5) Akojep = 8n+ 1l wm p = 8n + 7, Tama je b napas 6poj,

p?—1

aakojep =8n+ 3 umup = 8n + 5, je Hemapas 0poj, ma Tpeda

JIOKA3aTH J1a je

(2> _{ +1, akojep =1 (mod8) mmm p =7 (mod 8)

p —1, akojep =3 (mod8) wm p=>5 (mod8)

2
IIpema I'aycoBoM KpuTepujymMy HUMaMo Ja je <—> = (=1)*, npu
p

-1
yemy je k£ Opoj eJeMeHaTa CKyra {1 22,2-2, .. "pT 2=p— 1}, j.

ckyma S = {2,4,6,...,p — 1} mapuux 6pojeBa Mamwux o p — 1 uuju je
HajMarmy 110 ariCOJIyTHO] BPEAHOCTH OCTATaK IPH JEJbEY ca P HeTaTH-
BaH. HajMamu 1o amncoiyTHOj BPETHOCTH OCTAaTaK IPH JCJbeHhY HEKOT

Opoja U3 S ca p je HeraTHBaH ako je Taj 6poj Behu ox 3" ITomTo map-

HUX IIPUPOTHUX OpOjeBa MAmbHX MU jeTHAKHX g uMa ﬁﬂ, cienu J1a je
k= pT - E] . Capa,

— akojep = 8n + 1, umamo k = 4n — 2n = 2n,

—akojep=8n+3,umMmamo k = (dn+1) —2n =2n+ 1,
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—akojep=8n+5,umMmamo k = (dn+2) — (2n+ 1) =2n+ 1,

—akojep=8n+T7,umamo k = (4n+3) — (2n+ 1) =2(n + 1),

2
ma je (—) = (—1)* jemnaxo 1, ako je mpocT 6poj p obmuka 8n + 1 uan
p

8n + 7, mok je jemHako —1, ako je p obmuka 8n + 3 unu 8n + 5. [ |

[IPUMEP 5.16. Iokascumo ga fiocitioju yeo 6poj v iaxas ga 79 | 12 — 2.
2

Kaxo je 79 = 8 -9+ 7, iio je -5 ) = 1, @a wocimioju yeo 6poj x waxas ga

79| 2% — 2.

TEOPEMA 5.10. (I'aycoe 3axon peuuiipouuitieiia) Hexa cy p u q paznuquitiu

Hediapru dpocitiu opojesu. Ako cy p u q oba obnuka 4k + 3, onga je jegna
0g jegHadyuua:

(xx) 7% = p (mod q), 2 = ¢ (mod p)

pewusa, a gpyéa nuje. Axko p u q nucy oba obnuxa 4k + 3, waga cy uu
obe jegnauune (xx) pewuse um HujegHa, U eK8USAICHIIHO, 34 HedapHe U
paznuduitie pocite 6pojese P u q 8aANCU:

P\ (a\ _J -1, axojep=3(mod4) u g=3 (mod4)
q p) | +1, akojep=1(mod4) wwm ¢q=1(mod4)’

(]5)) | (2%) = (-1

JIOKA3. IIpema ["aycoBOM KpuTEpHjyMy HHUjE TEIIKO 3aKJbYUUTH /1A je

(23) _pal o, (g) _ =l
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ma je
qg—1
2

(5)-()- o

CnuyHUM MOCTYITKOM Kao y 3aJ1aTKy 287 MOXe ce JOKa3aTH Ja j&
p=1 a-1
2 {qs} i{ps} p—1 q—l( )
Z il —| =——+*—— (mod 2),
s=1 p s=1 q 2 2
ojaKIie JUPEKTHO CIIeIU TBpheme TeopeMe. [ |

Ha kpajy, HaBemrheMo jeqHy J0CTa BaXKHY TeOpeMy TeopHje OpojeBa:

TEOPEMA 5.11. (JlaZpanasc) Ceaxu iipupogan 6poj ce modice ipeqciuasuiniu
Kao 30up uetliupu Keagpaiiia yeaux opojesd.

JOKA3. IlpumeruMo Hajupe 1a 3a peanaHe OpojeBe a;,b; (1 = 1,2, 3,4)
BAXU.

(1) (af+a3+a3+a]) B +03+05+03) =ci++c+a,
e je:

c1 = aiby + agby + azbz + asby, 2 = arby — agby + azby — aqbs,
C3 = (Ilbg — CL3b1 + a4b2 — a2b4, Cy = a1b4 — (1461 + a263 — agbg.

[1pema Tome, TOBOJBHO je JTOKA3aTH Ja TBpheme TeopeMe BaXH 3a CBeE
npocte 6pojeBe. 3a p = 2 TBphewme OUNTIICTHO BaXKH.
Hexka je p HermapaH mipoct 6poj. Bunenu cmo Beh na mehy 6pojeBuma

~1\?
2) 02,12, 22, ..., (pT)
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He TIOCTOje J1Ba KOja Cy KOHTpyeHTHA 1o MOAyny p. To MCTO BaXku u 3a
Opojese:

—1\?
(3) —1—02,—1—12,—1—22,...,—1—(pT)

Kako 6pojesa (2) u (3) iMa ykynHo p+ 1, To MOpajy OCTOjaTH ABa KOJU CY
KOHTPYEHTHH 10 MOJYJTy p. JeIaH o lbHX MOpa OUTH U3 jeIHOT, a APYTHU

U3 Ipyror ckyma. Jlakie, mocroje memu 6pojeBu a u b, 0 < a,b < pT

TakBu 1a je a> = —1 — b2 (mod p), 1j. a®> + b* + 1 = pm, r1e je

1 1 -1
m:—(a2+bz+1)<—[2<pT) +1
p

p —2p+3 P

p 2p )

Jaxkiie, 3a cBaku HemapaH mpocT Opoj p moctoju m € Z, 1 < m <
TaKO Ja BaXH

B

N |3

mp = a® + b + 12 + 0%,
Tj. Jda ce 6poj mp MOXKe MPeACTaBUTH Kao 30Up YeTUpH KBaapaTa. Heka
j& mo HajMamu Opoj 3a KOjU MOCTOjU TIPECTaB/babe 00INKa

(4) mop = ai + a; + a3 + aj, 1<m0<§.

Axo moxaxkemo 1a je mo = 1, To he 3HaUMTH 1A ce CBAKM HemapaH MPOCT

Opoj MOXe TIPEJICTABUTH Kao 30Up YeTUPH KBAJApAaTa IEIUX OpojeBa.
Hoxkazahemo Hajmpe 1a je m HemapaH 6poj. [IpeTmocTaBUMO CyIIpoT-

HO J1a je mo = 2m;. Tana mehy 6pojeBuma aq, aq, as, a4 MOpa OUTH mapaH

Opoj HemapHuX, na OU ce OHM MOTJIM HyMEPUCATH TaKo Ja 2 | a; £ ag u

2| ag + ay4. Tana je

mip = (al +a2 + a3 + a4)

1
2
_ (a1+a2> (al—a2)2+(a3+a4)2+<a3—a4>2
2 2 2 ’
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IITO je Y KOHTPAAUKIIHN]H ca u30opoM my. Jlakie, Opoj my je HermapaH.

Hexka cy r; octaim rpu ieJbemy a; ca mgy U TO HajMarbH IO aIllCOTYTHO)]
mo

BPEIHOCTH, Tj. |r;| < 5

. Tama je

Tf—krg—}—rg—l—riE@?—}—a%%—ag—i—aizo(modmo),
j.
(5) iy s 4 = mot,

TIe je

1 1 mo\ 2
0<t=—(r2+ri+ 2+2<—-4(—>: )
m(rl Ty T T3 7’4) o 5 mo

MuoxemeM penanuja (4) u (5), kopucrehu (1), ro6ujamo
m%pt: (a%—l—a%—i—a%—l—ai) (r%%—r%—i—r%—l—ri) :cf—l—cg—l—cg—i-ci,

raeje ¢y = airy + agro +asrs+asry = a2 +a3+a2+a3 =0 (mod my),
Cy = Q179 —agT1+asTy—ayTs = a1a2—a2a1+azas—agaz = 0 (mod my),
U CIIMYHO 34 C3 U ¢4. 3HAUU, OPOjJEBH C1, C2, C3 U C4 CY IETbUBH ca my. Cama

mo0ujaMo
a )’ e\’ e\’ e\’
r= (o) < () )+ Ge)
mo mo mo mo
Ha ocHoBy n3bopa 6poja mg cnequ aa je t = 0, ma je u r; = 0, OGTHOCHO
a; =0 (mod my). Tana Baxu

21 2, 2, 2, 92
mg | ai + a5 + a3 + ai = mop,

OJIAKIIE CIIEMH 1a My | p. 360r ycnosa 1 < mg < g, cleny 1a Mopa OUTH
mo = 1, TO je u Tpebalto JoKa3aTH. [ |
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5.5. 3amaum

247. Heka je p > 2 npoct 6poj u a, b nenu 6pojesu. Hahu yciaose
noJ KojuMa Kourpyeniuja 2 + az + b = 0 (mod p) uma pemema.

Peweme. Kako je (4,p) = 1, kourpyentuja 22 + axz + b =0 (mod p)
¥Ma pellea ako 1 camo ako 4r2 + 4ax + 4b = 0 (mod p) uma pelema,
T7j. (22 + a)? = a® — 4b (mod p) uma pelema.

Heka je D = a® — 4b.

1. Axo D HMje KOHTPYEHTHO KBaJApaTy MPUPOJIHOT Opoja 1Mo MOILYIY
P, TaTa KOHTPYEHIIHja HEMa pellicHha.

2. Axo je a®* = 4b (mod p), naTa KOHIpyeHIUja UMA TAUYHO jEIHO
pememe (y ckyny {0,1,...,p —1}).

3. Akoje D # 0 (mod p) u D je KOHTPYEHTHO KBaIPATy IPHUPOTHOT
Opoja mo MOyIly p, 1aTa KOHTPYEHIM]ja MMa JIBA PEIICHA.

248. Axo je p mpoct 6poj obnuka 4n + 1 u xoHrpyenuuja ¥’ = a
(mod p) uma pememe, Taga U KoHrpyeHimja 2 = —a (mod p) uma
pememe. Baky 1 06pHYTO: aKO MOCTOjambe Pellieha KOHTPyeHIHje 72 = a
(mod p) moBnauM mocTojame pelema KoHrpyeHmyje 2 = —a (mod p),
HermapaH pocT 0poj p je oonuka 4n + 1. JlokazaTu.

Pewere. Hexa je p = 4n + 1 u neka xourpyenuja x> = a (mod p)
uMa pelere, HOp. ¢ = a (mod p). Tpema BuicoHOBOj TeOpeMH BaXKH:

1
Kakojep — k= —k (modp)3a/<::1,2,...,p2 , TO je

a=a. {1-2-...-1%1} - {(—1).(—2)-...(—1’%1)] (mod p)
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=2n

1 KaKo je 0poj (hakTopa y cBaKoj OJ1 CpeIbUX 3arpaaa jeTHaK d

3

TaKJe, mapaH, To je

p—1Y p—1Y
—aza-(l-Z-...-T) 5(0-1-2-...-7) (mod p),

Tj. KoHrpyennuja x> = —a (mod p) UMa pelena.
O6pHyTO, Heka je b2 = a (mod p)uc? = —a (mod p),0 <b<pmu
0 < ¢ < p. Tana nobujamo:

p—1 p—1 p—1 P

= (02)112;1 =(—a)? =(-1)%z az = (—1)%1 v~ (mod p).

IIpema Manoj ®epmaosoj Teopemu je b~ ! = ¢! = 1 (mod p), na je

(—1)% = 1 (mod p), omakie HEMOCPEIHO CIIEN /1A j€ = 2n, Tj.

p=4n+ 1.

249. Kourpyenuuja P(z) = 0 (mod p) pema n, n > p, e je p
npoct 6poj ekBuBaseHTHA je Kourpyenuuju R(z) = 0 (mod p), tae je
R(x) ocraTak mpu aememy P(x) ca 2P — z. Jlokasatu.

Pewerse. Heka je () momuHOM Takas jia je
P(z) = (¥ — 2)Q(x) + R(x).
OHj1a je 1aTa KOHTpYyEeHIIMja eKBUBAJIEHTHA KOHTPYCHITN]U
(2P — 2)Q(x) + R(z) = 0 (mod p),
OJIHOCHO, Ha OcHOBY Mase depmaoBe Teopeme, KOHTPYEHITU]U

R(z) =0 (mod p).

250. Pemmutu cnenehy KOHIpyeHITH]Y

o’ — 3%+ 2° — 2% + 42 — 4z + 2 =0 (mod 5).
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Pewere. JlelbemeM JIeBe CTpaHe KOHIPyeHIHje ca 2° — x mobuja ce
octaTak o2 — 37 + 2, ma je Ha OCHOBY 3ajaTKa 249 1aTa KOHTpyeHIIHja
eKBUBAJICHTHA ca KOHrpyeHiujom 22 —3x+2 = 0 (mod 5), unja perema
HaJIa3UMO TMPOBEPOM CBHUX €JIEMEHATa MOTIYHOT CHCTEMa OCTaTaka To
Moayny 5. Pemema cy 1 u 2.

251. Hexkacy P(z), Q(x) u R(x) momMHoMH ca 1eno6pojHIM KoepH-
mjeHTUMa TakBu 1a je P(x) = Q(z)R(x) u p mpoct 6poj. Ako je 6poj

pemema kourpyennuje P(x) = 0 (mod p) jenHak cremeny mojuHoMa
P(z), onna u cBaka oJf KOHIpy€eHIIHja

Q(z) =0 (modp) u R(xz)=0 (mod p)

MMa OHOJIMKO Dellemha KOJIUKU je CTENeH MOJMHOMA Ha JIEBOj CTPAaHU
KOHTpyeHIMje. [okazaTu.

Pewere. Crenen nonuaoma P(z) jennax je 30upy CTereHa MoJu-
Homa Q(z) u R(z). Hujemna on xourpyennmja Q(z) = 0 (mod p) u
R(z) = 0 (mod p) He MOXKe UMATH BUIIE pEIIEHA HETO LITO je CTENEH
oaroBapajyher moauHoMa, jep OM y CYIpOTHOM CBH KOE(HUIIMJEHTH TOT
MOJTMHOMA GHITH JIeJbUBH ca P, Tia OU TO BaXKWUJIO U 3a TOIHUHOM P(7). AKo
Ou HEKa OJI TUX KOHTPYEHIIMja UMaJla Mambe PElieha OJ1 CTENEHa OJro-
Bapajyher nonuHoma, oHma 6u u 6poj pemema Kourpyenmuje P(z) = 0
(mod p) 6ro MamM o1 cTeneHa nonuHoMa P(z).

252. Jloka3aTHu Ja cBaka OJi KOHTpyeHIIH]a

p—1 p—1

rz =1 (modp), z 2z =-1(modp),

-1

. . p
rie je p > 2 npoct 6poj, UMa TavyHO pelema.

Peuwierve. Ha ocHoBy Mane depMaoBe TeopeMe KOHTPYEHIIH]ja

2P~1 — 1 =0 (mod p),
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uMa p — 1 periema, a Kako je

Pt 1= (xprl —1> (xprl —i—l)

TO TBpheme cnean Ha OCHOBY 3agaTka 251,

253. Hexka je p HemapaH mpocT 6poj. Jloka3zaTu 1a jemHaunHa
22 +1=0 (mod p)

MMa peleba aKo 1 caMo ako je p = 1 (mod 4).
254. Jla nu nocToju eo 6poj o Takas na 127 | 2% + 1?

255. Jla nu kourpyenuuja 2 = 6 (mod 19) uma pemema?

Pewerse. OnpenrMo HajMambe 1Mo arcoTyTHO] BPETHOCTH OCTaTKe Opo-
jeBa 65, 1 < s < 9, pu nerbemy ca 19 u mpedpojuMo KOJTUKO je Hera-
TUBHHUX:

6-1=6 (mod 19), 6-2=—7 (mod 19), 6-3 =—1 (mod 19),
6-4=5(mod 19), 6-5= -8 (mod 19), 6-6=—2 (mod 19),
6-7=4 (mod 19), 6-8= 9 (mod 19), 6-9= —3 (mod 19).

[TommTo je 6 HEeraTUBHUX OcTaTaka, mpema ['ayCoBOM KpUTEpUjyMy CIIEIU
. (6 .

naje (1—9> = (—1)® = 1, mrTo 3Haun 1a KoHrpyeHuuja > = 6 (mod 19)

MMa JIBa pelieHha.

" Haiiomena. Bunetu Teopemy 5.8. 1 lbeH JI0Ka3. J

256. Jla 1u KOHTpyeHIHje:
1) 2? = 68 (mod 113),
2) x* = 310 (mod 521),
3) 2?2 + 174 =0 (mod 619),
UMajy perrema?
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Pewere. Ilpumernmo Hajpe aa cy opojeu 113, 521, 619 npoctn.
1) [Tpumenom Teopema 5.9. u 5.10. umamo 11a je:

68 2\ /17
=) (= 9.(2),jepje 68 =22 - 1
(113) (113> <113) npema 5.9. (2), jep je 68 7
2

(113 .. 2 _ 1 510
=\ 17 jepje { 175 ) = 1mmpemas.10.
1T (L3 _ s
113 17
11
=17 npema 5.9. (1) jep je 113 = 11 (mod 17)

Y st (Y (17 _
= 11 npema J.10. J€ 17 11 =

6
=1 jepje 17 =6 (mod 11)
2 3
g —_ —_— 1 1 — 2 .
11 <11> jepje 6 3
3
=— (ﬁ) npema 5.9. (5)

_ (4 oo (=) () = 1

—\3 E\)\3)
2

= —) jep je 11 =2 (mod 3)

= —1,

OJIaKJIe CJIEJU J1a JaTa KOHI'PYEHLIMja HeMa pelliekha.
2) U3 jenHakocTu

(sa1) = () () (o)
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()3
-OE)-6)-

CITe/TH Jla JaTa KOHTpyeHIja UMa JIBa pellerba.
3) U3 jennakocTtu

(_6ng4> - <%) (6?9) (619) (219
- (&) (a0) () (%
OG-
(&)

CITeTH J1a TaTa KOHT'PYEHIIMja UMa JBa pellcHka.

)

257. (Mana omummnujana 1980) Heka cy a,b, c neau OpojeBu u m
npupojan O0poj Behu ox 1. Ako je

a" +bn+c=0 (mod m),
3a cBaKHM NpHpoaaH 6poj n, qokaszatu aa je b = 0 (mod m). Jla nu Mmopa
outn b = 0 (mod m)?
Pewerve. VI3 TipeTnioCTaBKe 3amaTka, 3a n = 1, n = 2 un = 3,

T00MjaMO PeIoM:

a+b+c=0(modm),
a® 4 2b+ ¢ = 0 (mod m),
a® 4+ 3b+4c = 0 (mod m).
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U3 ipBe /1Be O] THX peNaluja CIeun

(1) a®—a+b=0 (modm),
a U3 MOCTIE/TEbE JIBE

(2) a® —a*+b=0 (mod m).,
W3 (1) u (2) caga mobujamo

a® —2a* +a=a(a—1)*> =0 (mod m)

la(a—1])*=a la(a —1)*] (mod m),

maje b*> =0 (mod m).
I[Mpumep m = 4, a = 3, b = 2 u ¢ = 3 nmokasyje 1a He MOpa OUTH
b=0 (mod m).



6. Pazum 3amamm

258. JlokaszaTtu na 641 | 232 + 1.

Pewerse. Kako je 641 = 5* +2* = 527 + 1 u kako Baxu

5.2 4+1](5-20—1=5-2% 1

54 + 24 | (54 + 24)228 — 54 . 228 + 232’
To 641 | (5% 2% +2%) — (5% 2% — 1),
259. Koju je Hajsehn nBomudpen mpoct 6poj koju je dpakTop 6poja
200\ o
(100)?

Pewerve:

(200) ~200-199---102- 101

100/ 100-99---2-1

IMpBux 7 nBoimdpeHux npoctux OpojeBa y omagajyhem mopetky cy 97,
89, 83, 79, 73, 67. CBaku o oBUX OpojeBa ce MOjaBibyje jeIaHIyT Y UMe-
HUOIIY ¥ jefaHIyT y 6pojuoiry (y 6pojesuma 194, 178, 166, 158, 146, 142,
134), mrro 3Haun 1a (?88) Hehe uMaTH oBe TIpocTe OpojeBe Kao GaKTope.
Mehytum, 6poj 61 (cmenehn HajBehn mpocTt 6poj) jaBiba ce Kao hakTop
jenaHmyT y MMEHUOLLY, aJI1 JIBa IyTa y Opojuoiy—y OpojeBuma 122 u 183,
TaKo J1a (388) nma kao ¢akrtop 6poj 61, u To je TpaxkeHu Opoj.

260. Ilosuato je ma je f(n) = n® — n + 41 mpoct 6poj ako n €

{1,2,...,40}. Jokazatu:
(1) f(n),n € N, Hukaia HUje MOTIYH KBAApAaT, ocuM 3a n = 41;
(2) 3a cBaku mpupoaaH 6poj n MOCTOjU MPUPOTAH OPOj ™M TakaB aa

Baxu f(m) = f(n)f(n+1);
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(3) f(1722) je Hajmamu y HU3y 6pojesa f(n), n € N, xoju je mpousson
YeTUpH He 00aBE3HO Pa3IMIUTA TIpocTa GakTopa.

Pewere. (1) Axko je n < 41, f(n) je mpocTt 6poj ma ce He MOXKe
IPEICTABUTH Y OOJIMKY KBajpaTa IPUPOIHOT Gpoja.
Ban =41 je f(41) = 41%, a 3a n > 41 Baxe HejeTHAKOCTH:

(n—1)% <n®*—n+41 <n?

1j. f(n) ce manasu usmely kBajpaTa jBa y3acTomHa MpUpoaHa Opoja,
YUME je TOKa3 3aBPIIEH.
(2) Kaxo je

fn)f(n+1) = n*—n+4D)((n+ 1) — (n+1) +41)
= n* 4 81n? 4+ 1681
= f(m) =m? —m + 41,

“MaMo J1a je
m? —m =m(m — 1) =n" + 81n® + 1640 = (n® + 41)(n* + 40).
W3 mocnenm\yX jeqHAKOCTH Hala3uMo 1a je m = n? + 41, Tako 1a je
f(n)f(n+1) = f(n*+41).
(3) Ilpema (2) umamo na je 3a n = 41,

(412 +41) = £(1722) = f(41)f(42)

= fO)f() D) f(2)
= 41-41-41-43,

onakie 3akbydyjemo jaa ce f(1722) moxe npeacTaBuTu y 00Ky Mpo-
U3BOJIa YeTUpU IpocTa Opoja. Mcrospemeno ce Bumu jaa je f(1722)
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HajMamu O6poj y Hu3y 6pojeBa f(n), n € N, ca uetnpu dakTopa Koju cy
MIPOCTH OpojeBH, jep 3a n > 1 pyHKIUja [ MOHOTOHO pacTe.

261. (Yemxo—crnoBayka MaTeMaTHUKa OJTUMITHjaja — pUHATHA PYH-
na, 2003) Hahu najsehu 6poj yzacronuux nerouudpeHux 6pojeBa mehy
KOjUMa HEMa MaJIMHIPOMA.

Pewerve. Mely cnenehux 109 y3acronuux nerornudppenux 0pojesa
10902, 10903, ..., 10999, 11000, ..., 11009, 11010

HeMa majduHapoma. HajMamwu u HajBehu meTonudpeHu maauHIpOMU CY
penom 10001 1 99 999. TIpe 6poja 10 001 je camo jeman neToimdpeH 6poj,
a n3a 6poja 99 999 Hema Buie nerormppenux 6pojea. Ilokazahemo na
mocye OWiIo Kor meToludpeHor manuaapoma x, r # 99999, mocroju
apyru netoudppen nanuuapom odmuka = + 100 mmm x + 110 mmm x + 11.
Osnaunmo = = abcba. Axo je ¢ # 9, Tana je 6poj « + 100 = ab(c + 1)ba
namuHapoM. Ako je ¢ = 9 # b, 6poj x + 110 = a(b+ 1)0(b+ 1)a
je malIMHAPOM, M KOHAYHO ako je ¢ = b = 9 (HapaBHO, a # 9) 6poj
z+ 11 = (a+ 1)000(a + 1) je mamusIpOM.

ITpema Tome, HajBehu moryhu 6poj y3acTOmHUX MeTOHUPPEHUX Opo-
jeBa mel)y kojuma Hema maauHapoma je 109.

262. (Hanmnonamna matemaTnuka onuMmnujaga—punanHa pysaa, by-
rapcka 1998) Heka cy m u n npupoHu OpojeBU TaKBH J1a je Opoj

Ao (m+3)"+1
3am

neo. Jlokaszatu aa je A Hemapas 6poj.

Pewere. TIpeTniocTaBUMO CynpoTHO Aa je A mapan 6poj, Tj. za je
(m+3)"+1 = 6km. Tanajem napau 6poj. Tasue, 3 | m"+1, onakie
crenm 1a je m = 3t + 2 u ga je n wenapan 6poj. Tagaje3"+1=4-5, rne
je S Hemapan 6poj (813" +1)u3"+1 =4 (mod 6). Heka je m = 2%m,
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rae je « > 1 umy Hemapan 6poj. Tama 2% | 3" + 1, onakne je & < 2, u
my = 6t; + 1. Iomro m = 2*(6t; + 1) uma o6muk 3t +2,a 1 < o < 2
BuIMMO 1a je « = 1. Onpa je m = 12t + 2 uuz (m + 3)" + 1 = 6km
ciaemu 1a 4 | 5™ + 1, wiro je nemoryhe.

263. (3uMCKO MaTeMaTHYKO TakKMuUewme, byrapcka 1999, 10. paspen)
Heka je A ckynm npupogHux OpojeBa 0e3 Hyjae y JACHMMATHOM 3aIluCy.
ITo3nato je ma ako a = a1as ... a; € A, Tana b = biby ... by (tme je by,
1 < j < k, ocratax npu nerbemy 3a; ca 10) Takohe npunana ckymy A u
30up udapa Opoja b jemHax je 30upy mudapa 6poja a.

(a) Mokazatu ma je 36up nmpapa cBakor k-imudpenHor 6poja uz A
jenHaxa Hk.

(6) 3a matu npupoman 0poj k, Hahu HajMamu k-1uppeHn 6Poj KOju
MO’Ke OUTH €JIEMEHT CKyTa KOju UMa UCTe OCOOMHE Kao cKkym A.

Pewere. (a) Heka je a = ajay ... ar € Au S 30up mwerosux mudapa.
IMTocmatpajmo 6pojeBe b = biby ... by, ¢ = cicy...cp md = didsy . . . dg,
rae je b; ocratak mpu gesbemy 3a; ca 10, ¢; ocTaTak Ipu feibewmy 3b; ca
10 u d; ocratak npu ferbemy 3cj ca 10,1 < j < k. Taga b,c,d € Anu

(%) S:Zaj:ijzzcjzzczj.

Jj=1 J=1 J=1

3a cBako ukcupano j Baxu a; + b; + ¢; + d; = 20. Taga u3 (x) cnenu
48 =35 (a;+ b+ ¢; + d;) = 20k, 1j. S = 5k.
(6) IMokazahemo na je y ciayuajy k = 2t TpakeHU mpuUpogaH Opoj

JemHAK @ = Q102 ...0A, TAEJ€ A1 = Qg = *++ = Gy = 1, Qg1 = Qpio =
= agy = 9,aycnyuajy k = 2t + 1 je b = biby... by, THE JE
by =---=b=1,by11 =5,by 0 =+ = by = 9. Jlako ce mpoBepaBa

Ja a 1 b Mory OUTH eTEMEHTH CKyIla KOJU MMa TpaKeHe OCOOUHE.

Heka je £ = 2t. TIpeTrnmocTaBUMO Ja MOCTOJU C = C1Cs . .. Coy TAKBO
na je ¢ < a. Ilomro Hema Hyna mehy mmudpama 6poja c To je ¢ = ¢ =
.-« =¢ = 1. U3 (a) cmenu na je 306up nudapa 6poja c jenqHak bk = 10t,
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IITO UMIUTALIAPA Cry1 = Cpyg = - -+ = Cop = 9. OmaTie ciaenu ¢ = a, mTo
j& KOHTpaMKIIHja.

Heka je k = 2t + 1. IIpeTmocraBUMO [a MOCTOJU C = C1C . . .Copi1
TakBO 1a je ¢ < b. Ilomro Hema Hynaa melly nudpama Opoja ¢ TO je

¢ =cy=---=c¢ = 1. 3 (a) cnequ ga je 30up mudapa 6poja ¢ jenHak
5k = 10t 4 5, mTo UMILTHIHpPA J1a je ¢;r1 = 5. IlomTo je ¢ < b TO je
Cty1 = D, MAJEe U Cpyo = Cra3 = - -+ = Cypyr1 = 9. Omatie cmenu ¢ = b,

IITO jeé KOHTPAIUKIIH]a.

264. (3uMcKo MaTeMaTHUKO TakMuuerme, byrapcka 1997, 10. paspen)
Hahu 6poj cBuX pupoIHUX OpojeBa a1as - - - Az, TAKBUX Ja BaXKH:

(1) Hujenna o udapa a; HUje jeTHaKa HYJIH;

(2) 30up ajas + asay + - - - + ag,—102, je mapad 6poj.

Pewerve. O3Haunmo Tpaxenu 6pojca A,,. IIpousBo aq;_1as; je napan
aKko je Oap jemHa ox umdapa as;—1 M ag; mapHa. Ilpema Tome, mocroju
5:-4+4-5+4-4 = 56 uzbopa 3a ag;_1 U Gy TAKO JA J& G2;_1a2;
napaH 0poj. CIIMYHO, ag;_102; j€ HEMapHO Kaja cy 00e udpe ag;—1 1 ag;
HerapHe. Jlakie, mocToju 5 - 5 = 25 u300pa 3a ag;—1 U Gz; TAKO Ja je
a9;—102; HemapaH 6poj. bpoj 6pojeBa ajas - - - as, TAKBHX Ja CY ¢ caOUpaKa

Qo) —102; HemapHU je | . ]25°56"". Ilpema Tome,
)

o ~ (n % - pn—2i
A, = ; (2) 25%i56m 2

O0eexuMo

n n . .
Bn — 2521—}—15671—21—1‘
> (57)

Tana je

A, + B, = Z <”) 25'56" " = (56 4 25)" = 81"
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Ay =By =) (-1)" <7Z) 25156 = (56 — 25)" = 31"
=0
81" + 31"

Cana ce mako mobuja A, = 5

265. (HauuonamHa MateMaTHuKa ONUMITUjaa—Apyra pyHaa, Pymy-

Huja 2003, 9. paszpen) Hahu cee n € N, n > 2 u uudpe aq,as, . ..

TaKo /1a je

\/alag...an—\/alag...an,lzan.

Pewere. Heka je x = aqas ... a,—1 € N. Tana je

m:10x+an u \/m—ﬁ:an,
Tj.
10z +a, =2+ ai + 2a,\/.
IMocnenma jeqHaunHa ce MOXKeE 3AMMUCATH Y OOJIMKY
9 = a,(a, +2vx —1).
Kaxko je a, < 9, nobujamo z < a,, + 24/ — 1, omHOCHO

(Vz—-1)?*<a, <9,

mwTo uMrumMmipa /¢ < 4 mm x < 16.
IMopen Tora, a, # 0 (jep 6u y cynnpoTHoM 6mmo = = 0) u

2
9T +a, —a,

NG

2a,,

je pamronanas 6poj, ma x Mopa OUTU MOTHYH KBagpaT. Kako je

V10z + a, = a, + /7,

7a’TL)
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to 1 102 4 a,, Mopa OUTH TOTIYH KBajpat. Pazmarpajyhu moryhe cy-
yajeBe ¢ = 1,4,9, 16 Hamazumo na je ¢ = 16, a, = 9un = 3. Tana je

V169 — /16 = 9.

266. (3uMcKo MaTeMaTHYKO TakMuuerme, byrapcka 1999, 11. paspen)
Hahu HajMamu npupojad Opoj n TakaB da je 30Mp KBaJpaTa CBHX Ibe-
rosux jenunana (ykyayjyhu 1 u n) jeanax (n + 3)2.

Pewerse. JacHO je 1a n MOpa UMATH HajMaibe TpH genuornia. Heka cy
1 <d; <dy <+ <dj <nmwerobu aeauonu pasnuuutu o 1 un. Tama
je

(%) di+dy+ -+ d; =6n+8.
Heka je n = p®, rze je p mpoct 6poj. Tama us (x) cienu
pr+pt e+ p T =6p" 48,
na p | 8, onaxie ciexu p = 2. Ouja je
L+p°+p'+- -+ =6p" 7 +2,

mTo je HeMoryhe.

IIpema Tome, k # 1,3,5, jep 6u y TuM ciiydajeBuMa Opoj Aenuiana
6poja n 610 jemHak 3,5, 7, Tj. n = p*, n = p* wmm n = p°, Tne je p mpocr
6poj. Tpermocrasumo 3ato jaa je k > 6. Kaxo je d;dy_; = n, u3 (%)
cnemu ga je (dp_1 — di)? + (dp_o — do)? + (dp_3 — d3)* < 8. MehyTtum,
OBa HejemHaKocT je Hemoryha jep ¢y dy_1 — dy, di_o — do u di_3 — d3
Pa3TUYUTU TIPUPOIHU OpojeBr (ako Ou 6unmo dy 1 —dy = dj,_o —dy = A
taga 6u Baxuio di(A + dy) = do(A + ds), 1j. di = ds). Tlpema Tome,
umje k = 2w je k = 4.

IMpernocraBumo 1a je k = 4. Onpa n uma 6 genuiana, ma je n =
pg®, THe ¢y p M ¢ PasTMYUTH MpocTU OpojeBu (cmydaj n = p° je Beh
aHanmmsupan). Tama us (%) cienn

() P+ ¢+ 4"+’ =6pg® + 8.
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Axoje q = 5, tamaje ¢* +p*q® = 2pg® > 10pg? > 6pg® + 8. TIpema Tome
q = 2w q = 3. JIUpeKTHOM IPOBEPOM BHJIUMO Ja je y 0ba ciydaja
jenHakoct (x*) Hemoryha.
Konauno, Heka je k = 2un = pq, e cy p < q IpOCTH OpOjeBH TAKBU
Jla BaXKu
P>+ q* =6pg + 8.

Kaxo ¢ | p? — 8, 1o je y cnyuajy p < 17 jenuno moryhe 3a p = 7. Tazna
jeq=4lun =287. 3ap > 17jen = pg > 17> = 289 > 287, ma je
HajMambH TpaXeHH Opoj n jeqHak 287.

267. (HammonanHa MaTeMaTH4Ka OJIUMITHjaJa—pETUOHAIHA PYHA,
Byrapcka 2001) Hahu cBe Tpojke nmpupoaHux 6pojesa (a, b, ¢) TakBux 1a
je a® + b3 + ¢ nemuBo ca a’b, b*c u c*a.

Pewemwe. Axo je d = H3[(a,b,c), nako ce BUIM 1a je U TPOjKa

a b c . .
(3, 7 Takole pellleme mpoditeMa. 3aTo je TOBOJbHO Halivl CBe TpOjKe
(a, b, ¢) Takse na je H31(a, b, c) = 1.

Heka je s = (a,b). TlpernocraBumo na je s > 1. AKo je p mpoct
JeTUal Of S, OHJa p JAenu a, p neau b u p gemu a® + b + ¢*. Onatie
crenu 1a p aenu ¢, ma p aenu u ¢. Kontpaaukuuja ca H3/1(a, b, ¢) = 1.

[Mpema ToMme, (a,b) = 1 u ananoruo (a,c) = (b,c) = 1. U3

|+ + Bldd+b+ P P lad+ 0P+

2 12 2 2 2 2
(a*,b%) = (a*,c”) = (b°,¢) =1
cnenu ma a’b?c? | a® + b3 + &, maje a® + b2 + & > a?V?cP.
He ymamyjyhu ommiToctT MOXKEMO MpeTnocTaBuTh Aa je a < b < c.
Tanma Baxu:
a’b?

3 > ad + 03+ & > d?E = 027.
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[IpernocraBumo na je a > 1. Tana je
a’b?

T>b2>b2+a(a—b):a2—ab+b2,

ma je
(1) c>a’—ab+ b

C npyre cTpaHe, omTo je b > a > 2 1o je b* > 2b > a + b u momro je
c>b? T1oje

(2) c>a+b.
Camaus (1) u (2) nobujamo
2

— 2 3 3
(a ab+2b)(a+b)<1(:) a—l;b
¢ ¢

<1,

mTOo je HeMoryhe, jep je 1eo 6poj.

2

C

IMpema Tome, a = 1. YV Tom ciyuajy je 1 + b3 + ¢ nemuso ca b2c2.
Pasmotpumo cienehe cayuajese:

1. Ako je b = ¢, mako je Buaetu ja je b = ¢ = 1. Jlakie, Tpojka
(1,1,1) je pertere 3a1aTKA.

2. Axo je b = 1, mobujaMo UCTO pelllerbe Kao y ciydajy 1.

3. Ako je b = 2, tazma je ¢ = 3. Tpojka (1,2, 3) je peleme 3a1aTKa.

[MpernoctaBumo caja aa je ¢ > b > 3. IMomro je 1 + b3 + & > bv?c?,
2

cnemu 1a je 2¢® > 1+ b3 + 3, ogakie nobujamo na je 2¢ > b2, 1j. ¢ > 5

U3 2¢ > b2 ceqm fa je 2¢ > b2 — b+ 1, 4.

bt 1
3) +<2.
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2

. . c
Kapga je b > 5 Baxu HejeqHAKOCT 5 > T > b+ 1, onakiie ciaeau

b+1
c

(4) < %

b3+ 1
02

Muoxehu (3) u (4) mobujamo na je
b+ 1
2

nau b = 4 HeMa HOBMX pellieba.
ITpema ToMe, cBa pelera 3aaatka cy tpojke (k, k, k) w (k, 2k, 3k)
(¥ BUXOBE MEPMYTAaIlHje) 3a MIPOU3BOJbaH MPUPOIAH OPOj k.

< 1, mro je Hemoryhe jep je

0poj neo. HemocpeaHom mpoBepoM MOXke ce moka3aTu qa3ab = 3

268. (III cenexnmono takmuuewme 3a JBMO, Pymynuja 2003) [art je
ckyn ox 2003 mpuponna 6poja. Ilokazatu ma ce mory Hahu mBa ere-
MeHTa TOT CKyIa TaKBa Ja IhUXOB 30Up HUje Jenumall 30upa MmpeocTanux
€JIeMEHATA.

Pewerve. Heka cy a1 < ag < -+ < @gpp3 CIEMEHTH JATOT CKyIa.
IIpermocraBuMO CynpoTHO TBphemwy, Tj. 1a 30up OMII0 KOja JIBa eIeMEHTa
JIaTOT CKYyTIa JAeNn 30Mp TTpeocTannx eaemMeHara. Tama cBaku o1 OpojeBa

a1+ 2003, G2+ A2003, - - - , A2002 T A2003 AETH 30Up S = a1 +az+- - -+ ag003,
jepBaku a +b | S —a — b ako u camo ako a + b | S. IIpema Tome,
S = ki(a; + as3) 3a ce @ = 1,2,...,2002, rae ¢y k; pasnuuuTya LEIH

opojesu. Kako je
a; + az003 < S < 2003ag903 < 2 OO?)(CLZ + agoog),

cnemn na je k; € {2,3,...,2002}, 3a cee i = 1,2,...,2002. Tanga na
OCHOBY JIMpHXJICOBOT MPHHIMIIA TTOCTOj€ WHIEKCH ¢ # j, TAKBU 114 j€
k; = k;. KonTpamukiyja.

269. Hexa cy 3amatu 6pojeBu m,n,r, s, TakBu 1aje 0 < r < mu
0 < s < n. AKo je r ocTaTak IpH JeJbemhy HEKOT Opoja ca m, a S ocTaTak
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IIpH IEJbelby TOT 6poja ca n, U3BECTU IOCTYIAK 3a oApehuBame ocTaTKa
IIpU JIeTberby TOT Opoja ca [m, n)?

Pewerve. Heka je a 1ieo Opoj TakaB lajea = pm +rua = qn + s, 3a
Heke 1ietie 6pojeBe p 1 ¢. OIpeTMMO OCTaTaK KOjU ce JoOUja pH JIeTbeby
opoja a ca [m, n).

m n

(m,n)" (m,n) .
puctehu, Ha mpumep, EykiuaoB anropuram) Tako Ja je

Kako je ) = 1, onpenumo 1ene 6pojeBe o U 5 (KO-

m n
=1.
“nn) )
CabupameM jeTHAKOCTH
Bn bsmn n Bn
a = T
o)~ (o)’ ()
158
am amn am
a= s
(mon) "~ ) ()™
To0ujaMo
(Bp + 0q) lm.n] + 4 O
a= aq) [m,n r s
D q ) (m,n) (m,n) )

(ep je (m,n) - [m,n] = mn) onakne cneau na je

Bnr ams

a

)+ ) (mod [m, n]).

Jlaxme, TpaXXeHu OCTaTaK JeHAK je OCTATKY KOjU ce J00uja MpHU JIeTbEHY
. bnr n ams [ ]
oja ca |m,n|.
PO ) T )
270. (CaBesno takmuuerbe 1977, I paspen) Heka cy a, b v c ipupoaau
6pojeBu u a® + b = 2. JlokaszaTu 1a je 6poj abc nemus ca 60.
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Pewerse. Kako je 60 = 22 -3 -5, 10BOJBHO je TOKa3aTH 1a je 6ap jenan
oJ1 6pojesa a, b, c neJbUB ca 4 WK Ja cy JIBa IMapHa, 1a je 6ap jeaH JIe/bUuB
ca 3 u 0Gap jeaH JeJbUB ca o.

IIpumeTrMo Hajipe na a u b He Mory oba 6uTH HemapHu OpOjeBH, jep
61 y ToM cryuajy Baxkuino a’ + b*> = 2 (mod 4), ma a® + b* He 6u Morao
Ja Oyze jeTHaK KBajapaTy 1enor oOpoja c.

Axo cy v a u b mapau 6pojesu, onya 4 | abe.

AKo je jeman ox OpojeBa a, b mapaH a Apyru HemapaH, Ha MPUMeED,
a=2kub=2n+1, k,n € N, onna je c HemapaH, Tj. ¢ = 2m + 1,
m € N. Uz a® +b* = % ciequ k* = m(m + 1) — n(n + 1), ma kako
2| m(m+1)—n(n+1), umamo na 2 | k%, 1j. 2 | k. IowrTo je a = 2k,
t04 | a,ma 4| abe.

KBanpat nemor 6poja pu nememy ca 3 maje ocratak 0 umu 1. Ako
HU jenan o1 6pojeBa a u b Huje 1esbuB ca 3, onaa je a® +b? = 2 (mod 3),
mto je Hemoryhe jep ¢ #Z 2 (mod 3). Jlakne, 6ap jenan on 6pojesa a, b
je mempuB ca 3, ma 3 | abe.

AKo je 11eo Opoj TeJbUB ca O U BeroB KBaJpar je JeJbUB ca 5. AKO I1e0
Opoj HHje IeTbUB ca D, IerOB KBaApaT Aaje octaTak 1 mimu 4 mpu nerbermby
ca 5. Ako HH jenaH o OpojeBa a, b, c HUje IeJbUB ca b, OHJA j€ :

a® 4+ b = 0wm 2 umm 3 (mod 5), ¢ = 1 wm 4 (mod 5).

Kontpamukuuja. [lakme, 6ap jeman ox OpojeBa a, b, ¢ je me/buB ca b, ma
5 | abe.

271. JIBa urpauva urpajy crenehy urpy. IlpBu m3roBopu 6mino xoju
MpUPOJaH Opoj, APYTH ToJaje ToM Opojy 54 unu 77 1 u3roBapa J0OHjeHI
30up. Y HACTaBKYy UTpadyd HAU3MEHUYHO JI0Aajy Ouio kKoju on O6pojeBa
54 wnu 77 n uzropapajy 30up Tor Opoja ca npeTxoJHuM 30upom. pyru
UTpad MOCTHIKE TTOOEIy aKo OMIIO KOjU O/ UTpaya U3TOBOPH OpOj UHjHU je
ocraTtak mpu jaesbewy ca 100 mpocT 6poj. Moxke nmu mpBu 1a oHeMoryhu
nobeny n1pyrom urpavy?



234 TEOPHJA BPOJEBA

Pewere. He. Haume, ctpateruja npyror urpaua je creneha: Heka
MIPBU Ha TIOYETKY n3abepe Opoj n. Apyru 6upa pernumo 54. 3aTuM y cBa-
KoM crenehem nmote3y Oupa Opoj KOju MPBU UTpay HUje OUPAO Y UCTOM
note3y. Tako ce HaKOH k-Tor moTe3a joouja 6poj n+54+77k+54k = n+
54 + 131k. TToctojame 6poja k Taksor na n+ 54+ 131k = p (mod 100),
rae je p < 100 mpocrt, cnenu u3 unmenuie aa je (100,131) = 1, jep To
3Ha4M Jia nmocroje k, ! € Z taxeu ga Baxu 131 - k£ + 100 - [ = 1. Onasne
je 131k-(p—n —54) = p—n — 54 (mod 100), na, mrasuiie, 32 CBAKO
P UMaMo 1o jeHO TakBo k. Tume je 1oKa3 3aBpIIicH.

272. (ITponehno matemaTuuko Takmuuewme, byrapcka 1998, 11. pasz-
pern) Hahu cBe mpupoaHe OpojeBe 1 TakBe 1a aKO Cy a U b IPUPOJTHU
6pojern 3a koje n memu a’b + 1 Taga n gemwm a® + b.

Pewerve. Ouurnenno je ga je n = 1 jemHo pememe. Heka n > 2
3aJI0BOJbaBa yCJIOBE 3a1aTKa M HeKa je a IPUPOIaH Opoj y3ajaMHO IIPOCT
ca n. Tazma mocToju mpupoaaH 6poj b Takas 1a je a?b + 1 nembuB ca n.
Tana n nemu a? + b u jennaxoct a’ — 1 = a*(a® +b) — (a®b+ 1) nokasyje
nan gemm at — 1.

Heka je n = 2%k, rne je k Henapan 6poj u « > 0. IIpermoctaBumo aa
jek > 3. Tanacynuk— 2 y3ajamuo npoctu u 3ato 2%k nemu (k—2)*—1,
omakne k | 15. Hdakme,n = 2%-3° .5 rmejea > 0u0 < 3,7 < L.
Jasbe 3akipyuyjemo ma n gemn 11* — 1, ma je o < 4. Axo je n = 29,
tama 2% nemu 3* — 1 u omer nobujamo o < 4. Jlakne, n je nemumnall 0poja
24.3.5 = 240.

OO6pnyTO, HEeKa je n menunar] 6poja 240. Taga n 3a70BOJBaBa YCIOBE
3agatka. 3aucra, ako 3 geau a’b + 1, Tana 3 nemm at — 1 ma 3 | a® + b.
AHanorHo, ako 5 gemu a’b + 1 taga 5 gemu a? + b. Tpeba mokazatu na
ncto Baxu 3a 2,4,8 u 16. IlpermocraBuMo 1a 2% nemm a’b + 1, re je
1 < k < 3. Onpga je a venapan 6poj, ma je a®> — 1 nemwuBo ca 8. Tanma
Mopa 6utu b + 1 nessuBo ca 2%, ma je u a® + b gerpuBo ca 2F. Axo 16
nenu a?b + 1 Tana je a Hemapau 6poj M TaKo je BUAETH 1a je Taga a® = 1
(mod 16) wm a®> = 9 (mod 16). To ummmuuupa b = 15 (mod 16) umu
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b =7 (mod 16), peclieKTUBHO, ¥ JaJbe JIa j€ a® + b merpuBo ca 16.
Jlaxye, onroBop je: cBU aenuonu opoja 240.

273. (Mana onmummujana 1982) Heka je p mpoct 6poj Behu o 2. 3a
k€ {1,2,...,p — 1} Heka je rj ocraTak IpH Jebemy 6poja kP ca p>.
Jlokaszatm 11a je
p =D

5

7"1+7'2+"'+7"p71:

Pewere. 3a k € {1,2,...,p— 1},

K+ (p— k)P = kP + pP — (]j)pplk+---+< pl)pkpl—kp
b

Qe e
na p? | k* + (p — k)P, omaxne cnemm na p? | 7y + 1. MehyTum, kako je
re < pPUr,_) < p,T0jETK + Tp_) = p?, A je

r1+r2+---+rp_1:(7“1—|—7’p_1)+(7’2+7“p_2)~|—---~|—(7’;72;1 +r%)
p—1,

2

274. (Pemyomumuko takmudere 2000, I paspen) datu cy mpupoaHu
opojeBu ¢, nur, 0 < r < n. Jlokasatu ga r! geau 6poj

@ -V —q)-("—d").

Pewere. TBpheme he Outn mokazaHo, ako ce TOKaxe 1a je 3a TPOu3-
BOJbAH MpOCT 6poj p, HajBehu ctered N Opoja p Koju genu 7! Mamu
W jenmHak of HajBeher crerena M OGpoja p Koju aenu 0poj

" =1)("—q) - ("—d").
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Ha ocnoBy 3amatka 83 je

Pasnukyjemo n1Ba cioydaja:
1. p nemu q. Kaxo je

@ =)@"=q) .. (" =q¢ ) =(" =" =1)...(¢" " =1)

1424+ (r—1

1+2+...+(7«,1) M M

oBaj Opoj je TeJbUB ca ¢ =q ? ,JakmeHMcap 2 ,Taje

rir—1 r T r T
M > ( )2 =—-4+—=4+—=+---=2N
2 p—1 p p* p?
jep je
1 1 1
=-(1+=+5+
p—1 ( 1) p p
pll—-
p
. . r(r—1) roo.
(xkopuctumo 1a je [x] < x; HejemHAKOCT 5 > P je eKBHUBa-

nentHa ca (r — 1)(p — 1) > 2 u HHUje 3a710BOJbEHA jEMHO Y TPUBHjATTHIM
cnydajeBuMa r = 1 wim r = 2, p = 2, KOJU ce HETIOCPETHO MPOBEPABajy).

2. pHe gemu ¢. Ipema OjnepoBoj Teopemu Baxku p” | qﬁo(pk) —1l,man
pF | ¢ P=1) — 1, 3a cBe mpuponne 6pojesa k u n. To 3Haum xa mehy

6pojesuma ¢" —1,¢" 1 —1,..., (¢" " — 1) cBaku (p — 1)—Bu je nebuB
ca p, ceaku p(p — 1) — Bu ca p?, ceaku p*(p — 1) —Bucap’®.... 3atoy
HPOU3BOY

(qn — 1)(qn_1 — 1) ce (q”—""H _ 1) . q1+2+~-v+(r—1)
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r r
Mely mpBux r ¢pakTopa uma d6ap {—} JEJbUBHX ca D, Oap {—]
p—1 plp—1)

JeJbUBUX ca P . .., Te je

r

M= {pil} i {p(pr—l)l " L??(p—l)} T

>[£}+[#]+{%}+...:N.

275. (Mana omummnujaga 1995) Heka je n mpuposian 6poj KOju y CBOM
OuHapHOM 3amucy uMa Taudo 1995 jenununa. Jokasatu ma je 6poj n!
nespuB ca 271995,

Pewerse. Heka je
(*) n=2" 422 .o S>> > >0

JIOBOJBHO je ToKa3aTu J1a BaXX TBpheme

n n n B I
[2} N M * [8] Fomne
(Y namewm ciyuajy je k = 1995.)

Joka3 TBphewma M3BOAMMO MATEeMATUYKOM HWHAYKIMJOM MO 1. 3a
n = 1 = 29, tBpheme Baxu. Heka TBpheme Baxu 3a cBe OpojeBe Mamhe
on n. Pasmorpumo 6poj n obnuka (k).

Axo je I > 0, oHga 03HAYUMO

n ot 4 9la ...y 9l
m=— = .

2 2
Bunapau 3ammc O6poja n 3aBpiiaBa ce HyJIOM, a Y OMHAPHOM 3aIUCy
6poja m uma takohe k jemuHua. Taga Ha OCHOBY HHIYKTUBHE XUITOTE3¢E
TBpheme Baxu 3a 6poj m, ma JooujaMo
n n n B m m m
Bl 5 = F T B
=m+m—k=n—k.
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Ako je I, = 0, oHTa 03HaUYUMO

n—1 24224 ... 42k
2 2 '

BunapHu 3anmc 6poja n 3aBpIIaBa ce jeMUHUIIOM, a y OWHAPHOM 3aTHCy
Oopoja m uma k — 1 jemuuuna. Tamga Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XHUIIOTE3E
TBpheme Baxku 3a 6poj m, ma Jo00ujaMo
n n n B m m m
Bl s = ] E (R
=m+m—(k—1)=n—k.

m =

1 —_
{z}

Pewerme. Axo je x pellieme nate jenHauune, u3 {r} > 0 cneam ga

je [¢] +2003 >0, 1j. [¢] > —2003. Hekaje [z] =k u {z} = a.

[TpumeTnMoO, HajTIpe 1a je v paroHajaH Opoj, Tj. Aa je & = —, 3a HEeKU
q

276. PeumnTu jeHAYMHY [z] +2003.

1eo 6poj p u Heku mpupojaaH 6poj ¢ > 1 tako na je (p,q) = 1. Jlakie,
UMAMO

g:k+2003, k.p,qeZ, q>1, (p,q) =1,
P

omakye nobujamo majep =1, ¢ = k+2003 u k > —2002 (36or g > 1).
Huje Temko nmpoBeputH 1a, 3a cBako k > —2001, Opoj

1

k4
=R 5003

3a/l0BajbaBa ATy jeHAYMHY, Ma jeAHAYMHA UMa OeCKOHAYHO MHOTO
pelema.

277. Jloka3zaTw J1a 3a CBAKHW MPUPOIAH OPOj 1 BaXKU JeTHAKOCT

[Vn+vVn+1] = [Vin + 2].
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Peuwerve. 3a cBaku MpupoIaH Opoj N ©UMAMO J1a BAXKU:

Vet = (vt Vi)’

= \/2n+1—|—2\/n(n—|—1)
= \/2n+1—1—\/4n2+4n

< \/2n+1—|—\/4n2+4n+1
= Vin + 2,

naje [vn+vn+1] <[4n+2].
JlokaxuMoO J1a He IMOCTOjU MPUPOIaH OpOj M TakaB J1a BaXH HEjeII-
HaKOCT

VnH+vn+1l<m< Vian + 2.
3auncra, ako OU TakaB OpOj MOCTOjao0, Tajga OM BakKHMIa M HEJeTHAKOCT

2n+1+4+2y/n(n+1) <m? < 4n + 2,
Tj.
2vVn2+n < (m®—2n—1) <2n+1,
OJTHOCHO, TIOCITe KBaJpHpamba
4(n® +n) < (m*—2n — 1)2 <4n® +4n+ 1.
W3 nocnenme HEjeTHAKOCTH CIIEIH /1A j&

(m2—2n—1)2:4n2—1—4n+1:(2n+1)2,

NN
m?—2n—1=2n+1,
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ozakie je m? = 4n + 2, mTo je Hemoryhe, 3aTo IITO KBaApaT MIPUPOTHOT
Opoja mpu 1esbemy ca 4 HUKaIa He Jaje ocTaTak 2.

278. (ITponehno mateMaTuyko TakMuueme, byrapcka 1997, 8. pas-
pen) Hahu cBe mpupoHe OpojeBe n TaKBe Ja TIOCTOjH 11e0 OPoj = 3a KOju
je 499 - (1997" +1) = 2 + x.

Pewerve. Heka je n pememe mpoodiema. OHa je
(22 +1)* = 1996 - 1997™ + 1997,

na je (2z + 1)? nemuso ca 1997. Moo je 1997 mpoct 6poj, caeau na je
(22 + 1)? nemuso ca 19972, Kako je u 1996 - 1997™ + 1997 nemwuso ca
19972 To je n = 1. HamoMeHHMO 1a y 0BOM clyuajy £ = 998 uz = —999
3aJI0BOJhaBajy yCIOBE 3aaTKa.

279. (3uMCcKO MaTeMaTHYKO TakMUYewe, byrapcka 1997, 9. paspen)
Heka cy a # (3 xopenu jemHaunne r° + pxr + ¢ = 0. 3a cBaKU NpHpOJaH
Opoj n 03HAYNMO
a — ﬁn

a—f3

(a) Hahu cBe p, ¢ € Z takBe na 3a cBako n € N Baxu

Ay —

n
An410p42 — Aplny3 = (_1) .
(6) Hoxazatu ma 3a TakBe p U ¢ 3a cBe N € N BaXM a4y, + A1 = Qppo
U ako 3 | n, 1a je Taja a,, mapaH 6poj.
Pewere. Kako cy a u 3 xopenn jemHaumne x° + px + ¢ = 0 To je
a+ = —puaf = q. IlIpema Tome
an+1 _ 6n+1 an+2 _ Bn+2 a™ — Bn an+3 _ ﬁn+3

a—f a—p a—B8  a-p
1

(a=p)

(-1 =
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1
— n+l 2 3 n
g (pg" ™ = p(p® — 3q)q")
qn 3 n
p2_4q(p+pq) Pq
3an =1un=2saxupq = 1upg®> = —1, omaxne ce nobuja p = —1 u
q = —1. lupekTHa poBepa Mmokasyje 1a p = —1u g = —1 3a10BOJbaBajy

pq" = (—1)""! 3a ce n € N. Taxkobe, o # .
(6) TTourro cy o u 3 kopenn jemHaunne 2 —z—1 = 0, T0je o = a+1
H52:ﬁ+1,naje

a™ — [ N antt — gl _a"(l+a)—-p"(1+P)

Qp + Qpi1 = =
a5 a—p a—p
OénOéQ _ 67152 an+2 _ 671—1—2
= = = Upio.
2 _ 52
a— a® —
IMomrro je a; = p =1luay = = p = a+ [ = 1, To HHAYKIHjOM
a—p a—p
u3
(*) (07% + a/n+1 - a/n+2

crenu 1a je a, € Z3a ceen € N, U3 () cnequ

(pt3 = Apy2 T Apt1 = Qpi1 + Ap + Ay = 2an+1 + ay,.
Kaxko je a3 = a1 + ay = 2 mapan Opoj TO ce MHIYKIIMjOM JIAKO MOXKE
IMOKA3aTH J1a je a,, MapaH 0poj 3a n = 3k.

280. Jloxa3zaTtu 1a MOCTOjM OECKOHAYHO MHOTO ITPOCTUX OpojeBa p
TaKBUX Ja jeqHaumHa (Mo x u y) 22 + o + 1 = py uma neno6pojHo
pelemne.

Pewere. TTpeTnocTaBUMO /12 TTOCTOjU KOHAYHO MHOTO TIPOCTHX Opo-
jeBa Koju MOTY GUTH YHHHOLH 6pojeBa obmuka 22 + = + 1, x € Z, 1 Heka
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Ccy p1, P2, - - - , Dk CBU TAKBH IMPOCTU OpojeBU. Mehytum, 6poj

(pwp2---pk)’ +pip2- i+ 1
HUje JIeJbUB HUjeTHUM o Opojesa p1, Po, - - - , Pk-

281. (Haumonanmna maTtemaThyka OJMMIIMjA/Ia—PETHOHAIHA PYHIA,
Byrapcka 1997) Hahu cBe mpupoHa O0pojese a, b, ¢ TakBe 1a Cy KOPEHU
jeqHauMHA!

22 —2ax+b=0
22— 2x+c=0

22 —2cx+a=0

MIPUPOIHU OPOjEBHU.

Pewerve. Heka cy {xq, 22}, {x3, x4} u {x5, 26} kOpeHu mpae, npyre
1 Tpehe jeqHaYMHE PECIIEKTUBHO U HeKa Cy CBH OHM IIPHPOTHU OPOjeBH.
IIpernocraBumo na je x; > 23a41 = 1,2,...,6. Tana je:

2a = 21 + 29 < 2129 = b,
20 =23+ 74 < 2374 =0,
2c = x5+ 16 < T5T6 = Q.
Onna je 2(a 4+ b+ ¢) < a + b + ¢, mTo je Hemoryhe. IIpema Tome, Hap
jenan o 6pojeBa z; je jeqHak 1. He ymamyjyhu ommTocT mpeTrocTaBuUMo
majexr; = 1. Tamajel —2a+b=0. Akojex; > 23a1 = 3,4,5,6, Tana
je
2(b+c¢) = (23 + x4) + (x5 + 26) < 2374 + T526 = ¢+ a,

oaHocHo 2(2a — 1 4+ ¢) < ¢+ a, ongakne je ¢ < 2 — 3a < 0, wro je
Hemoryhe.

ITpema Tome, Gap jeman o OpojeBa xs, T4, Ts, Tg j€ jemHak 1. Ako je
TO x3, Tajga je 1 — 2b+ ¢ = 0. AKo OM BaXWIIO 5 => 2 U T > 2, Taja OH
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b+1
nobunu 2¢ = x5 + xr¢ < a, ogHocHo 2(2b — 1) < %, 1j. 70 < 5, mTo

Jj€ KOHTpa uKIIHja.
Haxkite, 6ap jeman ox 6pojeBa =5, T jenHak je 1, maje 1 — 2c+a = 0.
Ha ocHOBY mpeTXoaHOT je

0=(1-2a+b)+(1—-2b+c)+(1—2c+a)=3—-(a+b+c)

omakie cneau gajea = b = ¢ = 1. JacHo je 1a oBM OpOjeBH 3a10BOJbABA]Y
yCIIOBE 3a7aTKa.

282. (CaBesno takmuuerme 1978, IV paspen) Heka je n € N. O3Ha-
YUMO ca Py, 6POj HEHETATHBHUX HETOOPOJHUX peliewa (2, y) jerHaunHe

kx+(k+1)y=n—k+1

n+1
Wzpauynatu 30up Z Dk-
k=1
Pewerve. JlaTy jemTHAUMHY MOXXEMO HATTUCATH Y OOJIMKY

kx+y+1)+y=n+1,

omHOCHO ka +b =n+ 1, mpuuemy je 0 < b=y < z+y+1 = a.
OO6pHYTO, CBaKOM pelewmy jeqHaunHe ka + b = n + 1, y3 mate ycnose,
OJIroBapa TAYHO jeHO PelleHhe MOoIa3He jeJHAUNHE.

Jaxie, Tpeba Hahu ykyman 6poj Tpojku (k, a, b), roe cy a u b HeHera-
TUBHHU, a k mo3uTUBaH 11eo 6poj, k < n + 1, 3a koje Baxku ka +b=n+1
ub < a. Kako ceakom k € {1,2,...,n + 1} oarosapa Ta4uHO jeaHO
npeAcTaBibame Opoja n + 1 y HaBeneHoMm oOmuky (Teopema 2.3.), TO je
TpakeHa cyma jemHaka 1 + 1.

283. Ako je MOIIyNpeyHUK Kpyra HemapaH MpocT Opoj, Tama ce OKO
BEra MOT'y OIMUCATU TAYHO ABA HCMIOAYyJdpHa MPUMHUTUBHA HI/ITaFOpI/IHa
Tpoyrina. JlokazaTu.
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Pewerve. Axo je a = m? — n?, b = 2mn u c = m? + n? npUMHUTHBHA

[IuTaropuHa Tpojka, MONYIPEUHUK YIIMCAHOT Kpyra oAroBapajyher Tpo-
yrIia je

1
—(a+b—c) =<

2( 2(m2—n2+2mn—m2—n2):n(m—n).

r =

Kako je monynpeyHuk HemapaH mpocT Opoj p TO MOCToje 1Be MOTryhHOCTH:
Ln=1,m=p+l=a=p*+2p, b=2(p+1), c=p>+2p+2.
2.n=p,m=p+l=a=2p+1, b=2p(p+1), c=2p*+2p+2.
284. (Mana omummnujana 1973) ly>xuHe cTpaHHIla TPaBOYTaOHHUKA je-

ITHAKe Cy HeIApHUM TIPUPOAHUM OpojeBuMa. JlokazaTtu 1a y TOM MpaBo-

YTaOHUKY HE TTOCTOjU TaUKa YHje j€ pacTojambe 01 CBAKOT TeMeHa jeTHAKO

TIPUPOTHOM OpOjy.

Pewere. Heka cy HemapHu OpojeBH a M b Ty)XWHE CTpaHHIIA TATOT
MpaBOYraoOHHWKA. [IpeTImocTaBuMoO J1a yHyTap TOT MPaBOYTaOHUKA TIOCTO-
ju Tauka 1’ 4Mje je pacTojarme OJf CBAKOT TEMEHA jeJIHAKO IIeJIOM OpOjy.
Heka cy z1 u x5 pacrojama Tauke 1’ oJ CTpaHUWIA JyXHUHE b, a y; U
Y2 pacTojama Te TauKe Off CTpaHHUIa IykKuHe a. Tanma je a = 1 + Zo,

b=y + ¥y, a 6pojeBu d;; = /a7 + 42,14, j € {1,2}, cy memn.

Veequmo crenehe os3Hake: a; = abx;, b; = aby;,i,j € {1,2}, u
Al =a1—ay, Ay=a1+ay, By =b —by, By =0b+bs.
Tana je:
Ay = ab(xy — x9) = b( —x%) :b[(x%%—yf) — (x%—i—y%)}
Ay = ab(zy + 13) = d?

(
(
By =ab(y1 —y2) = a (y1 —y3) = a[(z] +yi) — (21 +43)]
By = ab(y, + y) = ab?,

na crenu 1a cy Ay u By uenn, a Ay u By HemapHu GpojeBu.
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[IpeTmocTaBUMO J1a je CBakM Oj OpojeBa aq,as, by, by 1meo. Kako
cy As u By HemapHHM OpojeBH, TO je Ta4HO jemaH onx OpojeBa ai,ds
W TA4yHO jepaH ox Opojesa by, b, Hemapan. Heka cy, Hrp. a; u by
nermapuu 6pojesu. Tama je a?> = 1 (mod 4), u b? = 1 (mod 4), ma je
a? + b} = (dy1ab)* = 2 (mod 4), mro je nemoryhe. TTpema Tome, 6ap
jemaH o 6pojeBa ay, as, by, by HHje 1I€O.

KaKOjC 2&1 = A1+A2, 20,2 = AQ—Al, 2b1 = Bl+BQ, 2()2 = Bg—Bl,
TO je Gap jeman o1 6pojeBa 2aq, 2as, 2by, 2b, Hemapan. Heka je, Hip. 2a,
nenapan 6poj. Tana je (2a1)* + (201)* = 4 (a? + b?) = 4a*V*d?,, onakne
cnenu (201)% = 4a*v*d3, — (2a1)* = —1 (mod 4), mro je Hemoryhe.

Jlakre, He Mory cBu d;j, 1,7 € {1,2}, 6utn nenm.

285. 3a Tauky P ca 1eno0pojHMM KOOpJIUHATAMa y TMPABOYIIIOM
JlekapTOBOM KOOPIWHATHOM CHUCTEMY Yy PaBHHU KaXeMoO J1a j& 6Ug.bUsA
U3 KoopauHATHOT moueTka O aKO He MOCTOjH TadKa ca HeT00pOjHUM
KoopauHaTama Ha ayxu OP.

Jloka3zaT 1a je Tauka (m, n) ca neao0pOjHUM KOOPIUHATAMA BU/IHH-
Ba U3 KOOPJMHATHOT MTOYETKA aKO ¥ CAMO aKO Cy 1M U 1 y3ajaMHO TTPOCTH
OpojeBH.

286. JloxasaTu 1a 3a 3a4aTH IPUPOAaH OPOj 1 IIOCTOje e OPOjeBU
a u b taksu na tauke (a +r,b+ ), 0 <7 < n,0 < s < N HUCY BUIJbUBE
W3 KOOPAWHATHOT TOYETKA.

Pewerve. Heka je
p1=2,p2=3,p3=09,ps="7,p5 =11,...

HU3 mpoctux 6pojeBa. Mopmupajmo Tabeny n X n Ha caenehn HauUMH:

h P2 tr DPn
Prnt1 Pn+2 o Do

DPon+1 Pon+2 *t P3n

Pr2—n+1 Pn2-—n+2 *°° Pn2
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Hexka je m; npousBoj enemeHata ¢—Te BpcTe, a M; mpousBox ene-
MeHaTa j—Te KOJOHe Tropme Tabene, 7,7 = 1,2,...,n. IlocmaTpajmo
cienehe cucTeMe KOHIpYyeHITHja:

r = —1 (mod my) y = —1 (mod M)
r = —2 (mod my) y = —2 (mod My)
(1) : (I1) .

r = —n (mod m,,) = —n (mod M,,)
bpojeBu mq, mo, ..., m, cy y3ajamHo npoctu y napoBuma. IIpema Ku-
HECKO]j Teopemu 0 ocTaiMa cucteM (1) uma peniere & = a (JeIMHCTBEHO
O MOIYIY M1Ms - - - My,). CiaudHo, momto ¢y Opojesu My, My, ..., M,

y3ajaMHO TPOCTH y MapoBuMa cucteM (I1) uMa pemere y = b (jenuH-
cTBeHO 1o moxaymimy My Ms - - - M,).

IMocmatpajmo caga tauke (a + r,b + s), r,s € {1,2,...,n}. [a
OucMo mokaszanu jia Tauka (a + r, b+ s) Huje BUIUbUBA U3 KOOPAUHATHOT
MOYETKA, JIOBOJHHO je MOKA3aTH J1a theHe KOOpAUHATE a + 7 U b + S HHUCY
y3ajaMHO TIPOCTH OPOjeBH.

r—Ta KOHTpyeHIHja cucteMa (1) Moxe ce 3ammucaT y OOIUKY

a+r =0 (modm,),
a s—ra KoHrpyenuuja cucrema (I1) y o6auky
b+ s =0 (mod M,).

Cama umaMo Ja je a + r 1eJbUBO ca m,., a b + s gesbuBo ca M. Ilomro
7—Ta BPCTa U S—Ta KOJIOHA Hallle Tabene uMajy 3ajeJHHYKHU €JIeMEHT, TO
j€ Taj eeMEeHT 3ajeIHMUKU Jenunan opojeBa m, u M, Tj. OpojeBu a + 1 1
b + s nucy y3ajamuo mpoctu. Jlakie, tTauka (a + 7, b + $) HUje BUIIbUBA
13 KOOPJIMHATHOT MOYETKA.
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287. (I'ayc) Ako cy p 1 ¢ y3ajaMHO IIPOCTH ITPUPOTHU OPOjeBH, Taa
je

A e e N R P R

(p—D—-1)

Pewerse. YounMo cBe Tauke (x,%y) ca HeT0OPOJHUM KOOpIMHATAMA
sakojejel <z <q¢g—1ul<y<p—1. OBerauke npunaaajy yHy-
TparmocT npaBoyraonuka O ABC, anje cy nyxune ctpanuna OA = ¢
u OC = p, u wuxos 6poj je (p — 1)(¢ — 1), mpu yemy ce Ha aUjaroHaTH
OB He Hanasy HY je/IHA TAUKa OJ] OBUX TayaKa.
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0(0,0) M(k,0) A(g,0)
/
. x OA
Hawume, 3a cBe Tauke (7', y') mujaronane OB Baxu — = —— = g, HO
y AB p

KaKo Cy P M ¢ y3ajaMHO TIPOCTH, TO HE TIOCTOje IeNTM TTO3UTUBHU OpOjeBU
/

v < quy < p3axojeje — = Q_ [IpumeTuMo nmame ga je Opoj
Y

eIOOPOJHUX Tavaka Koje uMajy arcrucy jennaky k (0 < k < q) u koje
ce Hanmase ucro qujaronane OB jenHak nenoM aeny ayskuHe ay:xu M N .
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OM k k
Kako je MN = 04 AB = gp’ TO je Taj Opoj jenHak [Fp} Haxe

) [ 52

JemHakK je Opojy CBHX IENOOPOJHUX TayaKa Koje Cy CMEIITeHe UCTIOJ JTH-
jaronane OB,

3060r cumerpHje y omHocy Ha meHtap npaBoyraonnka OABC 6poj
1en06pojHrx Tauaka usHax qujaronase OB je jeqHak 6pojy neno6pojHux

30up

—1)(g—1
Tayaka ucros aujaronane OB u u3HOCH —(p )2(q ) . Jlaxiie uMaMo
1a je
2 —1 —1)(g—1
m+[_p]+...+[(q )p]:(p g—1)
q q q 2

Cnu4HoO ce Tokasyje J1a je

o2 o2 - e

j% P j% 2

11
288. Hekaje f : [a,b] 5z [c, d| pacTyha Gujekiija unTepBana |a, b Ha
uHTEepBal [¢, d|. JloKa3aTu 1a BaKu jeHAKOCT

a<m<b c<n<d

rae je K Opoj Tauaka ca 1eIOOpOJHUM KOOpAWHATaAMa KOje JIeKe Ha
rpaduky Gyukiuje f Hax (a,b).

nanajyha 6ujeknumja uaTepBana [a, b

289. Hexaje f : [a,b] 72 [c, d]
= = ¢). JlokazaTu 1a BaXXu JeAHAKOCT

Ha unTtepsan [¢, d| (f(a)

=
~ o
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290. (Casesno takmuueme 1998, 1l paspen) Heka je n mpupoaaH Opoj
Behu ox 1. Ako je

=[] Gle+[7]

nokasaTu aa je S+ Sy > (n— 1)%, mpu yemy jeIHAKOCT BaKH aKO U CAMO
aKo Opoj n HUje AeJbUB KBAJIPATOM HEKOT MPUPOAHOT Opoja Beher o 1.

Pewerve. Heka je

A={(z,y)|1<z<n, 1<y <n,2*=ny}

y
n /i
1| [o A
(o]
o
[}
[}
[}
2| |o
1 o
1 2 n—1n x

Jokaxxumo Hajupe na ckym A cagpxku Tauke ca HenoOpojHUM KOOP-
JUHATAaMa aKo U caMo aKo je N JIeJbUB HEKUM ITOTIYHUM KBaJIPATOM.
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3aucra, ako je n JeJbUB HEKUM IOTIYHUM KBaJIpaToM, Tj. aKo je
. n

n = p?q, 3a Heke mpupoHe 6pojese p, ¢ Behe ox 1, Tauka | —, ¢ | mpu-
p

2
.. n n n
naga ckyny 4, jepje 1 < —, ¢ <n, (—) =ngu —, qeN
p p p
C npyre crpaHe, ako 1 HHUj€ J1€JbUB MOTIYHUM KBAJIpaTOM, OHJA j€
n = pip2--- Pk, THAE CY P1, P2, ..., Dk MEhHyCOOHO pA3IUUUTH MPOCTH
OpojeBn. Y OBOM CiIyyajy HE IOCTOje ILIeIh OpOjeBH T, Yy TaKBU Aa je
1 <z,y <n u 22 = ny, jep ako OM TaKBH MOCTOjajH, 32 CBAKO

ie{l,2,...,k} 6ucmo umanu:
piln=p|2*=pi|a®=p] |ny=p |y

ma 6u 6uno y = pipe---pry, 3aHeko Yy € N, 1. y = n, cympotHO
YUBCHULIN J1a je Y < 7.

Hexka je a Opoj Tayaka ca 1eI00pOjHUM KOOpAWHATaMa Koje MpH-
majgajy ckymy A.

bpoj enemenara ckymna

A ={(z,y) | 1<z y <n,x,y €N, 2* <ny}

(,,0pojuMoO MX ceBa Ha JeCHO, O y—oce a0 rpaduka A, ykmydyjyhu
€BEHTYAITHO U Tauke cKyma A*) je

Sy = [vl-n} + [VQ'?”L} +- 4 [ (n—l)n].
Bpoj enemenara ckyma
Ay ={(z,y) |1 <z,y <n,z,y €N, 2* >ny}

(,,0pojuMoO HX OHO310 Ha rope, o1 r—oce 10 rpadpura A, ykbydyjyhu
€BEHTYAIIHO U Tauke cKyma A*) je

=[] o [i] e [250]
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ITomro ckym Tadaka (x,%y) 4uje cy KOOpAUHATE MPHUPOIHU OpOjeBU
u y 3a Koje Baxu 1 < z,y < n uMa (n — 1)? enemenaTa, crenu n1a je
S1+Sy=(n-1)>2+a.

Kako je a > 0, umamo Hajope 1a je

Sp+ Sy > (n—1)2,

a Takohe u ma y mocneamnoj GoOpMyITH BaKH 3HAK jeTHAKOCTH aKO U cCaMO
ako je a = 0, Tj. aKO ¥ caMO aKO 7N HUJ€ JACJHbUB MOTITYHUM KBA/IPATOM.

291. JlokasaTw 1a y CKYIy IIEIUX OpojeBa BaKU:

(Da—clab+cd = a—c|ad+bc

Q) Axon|a+b+c+d+eun|a®+b*+c+d? + €%, Tana Baxu
n | a®+b° + &+ d° + e’ — babede, e je n Mpou3BObaH HeMapaH 6poj.

Pewere. (1) (ab + cd) — (ad + bc) = (a — ¢)(b — d).

(2) Hexa je P monmuHOM 4Mju cy KOpeHH a, b, ¢, d, e. Tana je

P(z) = (v —a)(x —e)(x — c)(z — d)(z —e),
Tj.
P(z) = 2° + px* + q2® +ra® + sz + t,

npu yemy je (npema Buetosum popmynama): p = —(a + b+ c+d + e),
q =ab+ ac+ ad + ae + bc + bd 4 be + cd + ce + de, . .. ,t = —abcde.
Kaxo je P(a) 4+ ---+ P(e) = 0, Tj.

a® 4.+ e+ pla'+ - +et)+qla®+ -+ €
+r(a*+---+e*) +sla+---+e)+5t=0

HMaMo J1a je

a’+ -+ —babede = —p(a* + -+ e*) —q(a® + -+ €%)
—r(a®+ - +e*) —s(a+--+e).
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s IIPETIIOCTABKE 3aJdTKa JTUPEKTHO CIICONU dd
n|2¢g=(a+---+e)?—(a®+ - +eé?),

a TOIITO je n HemapaH 6poj, n | ¢, OaKIIe jeIHOCTABHO CIENN TBPhEHe
3a1aTKa.

292. (MUMO 2001) Hexka cy a, b, ¢, d nenu OpojeBH, TakBU aa je
a>b>c>d> 0. [IpermocTaBUMO U J1a je

ac+bd=b+d+a—c)(b+d—a+c).

Hoxkazatu 1a ab + cd Huje mpoct 6poj.

Pewerve. Jennaxoct ac +bd = (b+d+a —c¢)(b+d—a+¢) je
EKBUBAJICHTHA Ca

(1) a? —ac+c? = b* + bd + d°.

AXo TTocaemy jJeTHAKOCT TTOMHOXHMO ca ac ¥ TpaHCPOPMHUIIIEMO, TOOU-
hemo:

(2) (ac 4 bd)(a® — ac + ¢*) = (ab + cd)(ad + be).

Jasbe, mpumetimo ja Baxu (a — d)(b—c) > 0wu (a —b)(c —d) > 0
OJIAKITE CIIENTH

(3) ab+ cd > ac + bd,

(4) ac + bd > ad + be.

Axo 6u 6poj ab + cd 6uo mpocr, Taga Kopuctehu HejeqHakoct (3), u3
jenmnaxoctu (2) nobujamo na ac + bd | ad + be, 1WTO je y KOHTPAIUKIIU]U
ca (4).
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293. (BMO 2001) Heka je n mpupoaan 6poj. Jlokazatu 1a je, ako cy
a u b e 6pojeBu Behu ox 1 Taksu 1a je 2" — 1 = ab, 6pojab— (a—b) —1
obmuka k - 2™, rie je k Hemapas, a m npupoaaH 6poj.

Pewerwe. bBynyhu na je a HemapaH Opoj, JOBOJbHO je MOCMAaTpaTh
creneH aBojke y u3pasy a(ab — (a — b) — 1). Taga umamo:

alab— (a —b) — 1) = 2"a — 2a — a* + ab
=2"a+2" — (a+1)?
=2"a+1)— (a+ 1)

Heka je a + 1 = 2™q, nmpu uemy je ¢ Hemapan um < n. Tanma je

2n(a/+ 1) - (CL+ 1)2 — 2n+mq_22mq2
— 22m (Qn—mq o q2) — 22mk,.

294. Jloxasatu jaa 3a ceako n € N moctoju nmpupoaan 0poj a, Takas
1A CY Ay, 20y, . . . , NG, TOTIIYHH CTEIICHH, Tj. OpojeBH obmuka m*, rae cy
m u k mpupoaHu 6pojeBu u k > 1.

Pewerve. JlokazaheMo HHIYKIIM]OM IO 7.
3an = 1 moxemo y3etu a; = 4.
[IpeTmocTaBUMO cajla da MOCTOjU a,_1 € N TakaB Ja je 3a CBaKoO
ie{l,...,n—1},ia,_1 = m".
Hexa je k = [k, ..., kn_1]. Jedunmmmmo a, ca a, = a,_1(na, ).
Tana je 3a cakoi € {1,...,n — 1},
)

?"‘R'

iy = ip_1(NAp_1)" = mf (na,_1)* = (mi(nan_l)

N, = Nay_1(nan_1)* = (na,_1)".

295. Jlokasatu ma cy opojesu 2™ — 1 u 2" — 1 y3ajaMHO MPOCTH aKO
1 CaMO aKo CYy M U N y3ajaMHO IIPOCTH.
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Pewere. Heka je D(m,n) = (2™ — 1,2™ — 1). Heka je ump. n > m.
Taga nmamo:

D(m,n) = (2" = 1) = (2" =1),2" = 1)
(2m(2" ™ —1),2™ — 1)
:(2”m—1,2m—1)

= D(m,n —m).

[Tpumenom EyknuuoBor aaropurtma 3a gjodujame HajBeher 3ajeJHUYKOT
nenuona 6pojesa m u n Jo0Mjamo:

D(m,n) = D(m,n—m)="---= D(m,r;)
=D(m—ry,r1) == D(rg,r1) =+ = D(ry,0).
Mehytum, D(ry,0) = (27 — 1,2° — 1) = 2™ — 1. KoHauHo: m u n cy

y3ajaMHO TIPOCTH aKO M CaMO KO je 7x = 1, a TO je eKBUBAJICHTHO ca

2" —1,2"-1)=2"-1=1

Y
Tj. ca YMEEHUIIOM 1a cy 2™ — 1 u 2" — 1 y3ajaMHO TIpOCTH.
296. Ako cy m u n mpupOAHU OPOjEeBH, TOKA3ATH 1A j&

(2m—1,2" —1)=2mm 1.

297. Hahu cBe nmpupogHe 6pojeBe n 3a koje je 2" — 1 mespbuBo ca n.

Pewere. TpernioctaBumo ma n | 2" — 1. Kako je 2" — 1 HemapaH 6poj
un | 2" — 1, nje Hemapan 6poj. 3a n = 1 ycI0B je OYUMIIIEHO HCITYHHEH.
Hexka je cama n > 3. Heka je p HajMamu mpocT daktop o1 n. C 003upom
Ha TO Ja je n HemapaH Opoj He Marbu OfT 3, P je Takohe HemapaH Opoj He
Mamu o1 3. M3 ycnosa 3amatka cniequ p | 2" — 1, a Ha ocHoBY Maite
depmaose Teopeme p | 2°~! — 1. Ha ocnoBy 3amaTka 296 je

(2m — 1,207t — 1) =201 1,
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Us p|2"—1 u p| 2Pt —1 cmeqm p | 2P~D — 1. Melyrum,
(n,p — 1) = 1, jep je p HajMamwu mpocT (akrop ox n. Hakne, p | 1, a To
Jj€ KOHTpaAuKIHMja, jep je p = 3.

298. (MMO 1990) Onpenu cBe mpupoaHe OpojeBe > 1 3a Koje Baxu
n? | 2"+ 1.

Pewerse. Axo je n TapaH 6poj, oHIa 6poj 2" + 1 Huje nesbuB ca n’.

[TpeTmocTaBUMO J1a 3a HEKU HemapaH 6poj n > 3 Baxkun | 2" + 1 u
HEKa je p HajMamu mpocT Aenunan opoja n. Tana je p Takohe HemapaH
Opoj 1 BaXu

(1) pl(2"+1)(2"—1) =2" - 1.
Ha ocrHoBy Mane depmaoBe Teopeme 100MjaMo | clieniehy penamnujy:
(2) pl2r— 1.

C 003upoM Ha TO J1a je HajMabU MPOCT AeTuiall Opoja n jeTHaK p CIean

Ha ocnoBy 3amatka 296 u3 penaumja (1), (2) u (3) 3akmyuyjemo aa

p|22—1=3,1j. p=3. IIpema ToMe, n = 3m 3a HEKH IPHPOIAH 6PO]

23 +1
32

m. Ako jem = 1, oHma je n = 3 1 ¢ 003UPOM Ha TO J1a je =1,T0
CIIeZTU 14 je N = 3 jeJHO pellehe 3a1aTKa.

JIOKaKMMO J1a IPYTHX pelllerba HeMa. O3HAaUuMO ca ¢ HajMarbH IIPOCT
nenunar 6poja m. PasmoTpumo mpBo cydaj ¢ = 3. Tama je n = 3% - my,
rjae je k = 2, a 6pojeBu my u 3 Cy y3ajaMmHO npocTu. Ako je 6poj 2" + 1
IeJbMB ca n2, OHa je oH mebUB U ca 32F. Kopucrehn unmennny aa je n
HelmapaH 0poj, To0ujaMo:

M+ 1=14(-143)"=1+ Z (?)(_1)71—1'31'
=0

n

=14+ (-1)+3n— (2

)32+---+3".
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U3 oBe jerHAKOCTH cleny aa je 6poj 3n = 35 'm, nemus ca 3**2, mro
j& Y KOHTpaJUKITHjU ca YCIOBOM Ja Cy M1 M 3 y3ajaMHO IIPOCTH OPOjeBH.
PasmoTpumo cazia cinyudaj ¢ > 5. C 063upom Ha To 1a cy 6pojeBu 22" — 1 u
291 1 nespUBM ca ¢, TO Ha OCHOBY ITPETXOIHOT 3aaTKA CIIEIH 12 je 6POoj
2(2ma=1) 1 nemus ca q. Iputome, d = (2n,q—1) = (6m, ¢—1) € {2,6},
jep je ¢ HajMamwu IpocT jaenunarn 6poja m. He Moxe outu d = 2 jep
Taga 6poj 22 — 1 = 3 Huje nemuB ca ¢ > 5. 3a d = 6 gobujamo
24 — 1 =261 =63, omakne cneau 1a je ¢ = 7. W3 ycnosa aa je 6poj
23 — 1 nespMB ca 7, cnemy 1a je 6poj 2" — 1 = 23™ — 1 nemwuB ca 7, a 6poj
2" +1 = (2" — 1) + 2 Huje nesbuB ca 7, ma npemMa ToMe Hu ca n. Tume je
JIOKa3 3aBPILIEH.

299. Oppenutu mpupoaH 6poj n TakaB ma je3oup 1 +2+3+---+n
TpoudpeH Opoj umje cy cBe nudpe jemHaKe.
Pewere. Heka je n mpupoman 6pojua € {1,2,3,...,9} nudppa taksa
1a je
14243+---+n=aaa=a-100+a-10+a = 111a,
Tj.

nntl) gy,

OZIHOCHO
nn+1)=222a=2-3-37-a.

Haxne, Tpedba Hahu nudpy a TakBy j1a ce 6poj 2-3-37-a MoXKe peACTAaBUTH
Kao TIPOM3BO/I IBA y3aCTOITHA MpUpoaHa Opoja. Hwuje Temko BuaeTH ma
jea =6, majen = 36.

300. Ompenutu cBe nBOIM(pPEHE OPOjeBe KOjH CY jeTHAKU 30Upy KyOa
nudpe geceTriia M KBagpata nudpe jeTMHUIA.

Pewerve. Heka je Tpaxenu 6poj %, npu uemy Baxku a € {1,2,...,9},
be {0,1,...,9}. IIpema ycnoBuma 3amaTka Taza je 10a + b = a® + b2
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KaKoje@: 10a +b <99, Tojena®+ b <99 majel <a <4
TpanchopmMarmjom nate jenHaunte gobuja ce 10a —a® = b? — b, oqHOCHO
a(10 — a?) = b(b — 1), na je a(10 — a*) napan 6poj, a To 3HAUM J1a je U
a napan 6poj. Kako je a(10 — a?) > 0, to je 10 — a? > 0, ma je a < 3.
Jemuno pememe je a = 2, a Tanga je b(b — 1) = 12, ma je b = 4. laxue,
TpaxkeHH 6poj je 24 = 23 + 42,

301. Ompenutu cBe MpUpoOIHE OpOojeBe Koju ¢y 33 mmyTa Behu o1 30mpa
cBOjuX Hudapa.

Pewerve. Heka je TpaskeHnu 6poj a, 1 ...a1ap, a3+ -+ a2_; # 0,
a; €{0,1,...,9} (¢ =0,1,...,n—1). Tana je

Ap—1 10”71 + 4 10@1 + a9 = 33(&7171 + -4 a + Clo)
& ap_1 (10" =33) + -+ ap (10° — 33) = 23ay + 32ao.

JleBa cTpaHa mocne/ e HejeTHAKOCTU HUje Mamba OJT 10"~! — 33, a mecHa
Huje Beha ox 23 - 9 + 32 -9 = 495, ma je ta jeqHakocT Moryha camo
3an < 3. JemHoumdpeHux u ABouMGpPEeHUx OpojeBa KOjU 3a0BOJbABA]Y
JIaTH YCIIOB HeMa. 3a n = 3 mobujamo

asayag = 100as 4+ 10a; + ag = 33(ag + a1 + ag),

OAKJIE CIIEau 1a 3 | ao01a0, 1A OHJIA BAXU U 3 | as + a1 + ag. Canma
3aKJpyuyjemo 1a u 9 | asajag, a camum TuM U 9 | as + a; + ag. Ipema
TOME, as + a1 +ag € {9, 18,27}. TIpoBepoM ce OKa3yje 1a jeJMHO CIIyuaj
as + a1 + ag = 18 maje 6poj 594 Koju 3a10BOBABA YCITOBE 3a1aTKA.

302. Oppenutu cBe aBoumdpeHe OpojeBe umju ce 30up mudapa He
Mema KaJia ce TH OpojeBU MTOMHOXE ca CBaKMM o1 Opojesa 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,09.

303. Jlokxasatu ;1a ce mpupoaaH Opoj 1 MOXKE MPEACTABUTH Y OOITUKY
30upa HEKOIMKO (Oap /1Ba) y3aCTOMHUX TPUPOIHUX OpojeBa aKo U CaMo
aKO M HHUJje CTETICH JIBOJKE.
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Pewere. (—) Bpoj Koju MOXKe Ja ce TPECTABU y 3aJaTOM OOIIUKY
U3TJIes1a OBaKo:

n=m+m+1)+---+(m+k—-1)
=km+(1+2+---4+(k—-1))
k(k—1) k@2m+k—1)

:k p—
mt 2

Kako cy k£ u 2m + k — 1 pasnuuure napHoctd, u oba Beha ox 1, 3a-
KJbYyUYjEMO J1a 1 CaJIP’KM HemapaH uynHwiall Behu ox 1, ma He Moxe OUTH
CTETIeH JIBOJKE.

(«) Heka je n = 2Pq, rue je ¢ > 1 Hemapan 6poj. MoxkeMmo, 3a
m = 2P u ¢ = 2k + 1, 3anucatu:

n=m-k)+(m—-k+1)+---+(m+k).

Moryhe je HapaBHO U aa je m — k < 0. VY ToM cnydajy M3 3ammca
n30aIyjeMo npBUX k — m (HeraTUBHUX) OpojeBa, Hyy u crienehux k —m
OpojeBa (kKoju Cy MO3UTHUBHHM).

304. dokasaTtu ma 6poj KOju ce y JeKaJHOM 3aIliCy MHIINe KOpHIhe-
BeM jenuHo udapa 2 u 6 HUje pa3nuka KBajpaTa JiBa Iiena opoja.

Pewerve. Heka je c 6poj Koju ce y AeKaTHOM 3aIliCy IHIe KopHIhe-
BbeM jemuHo udapa 2 u 6. OuurienHo je c mapaH 6poj. AKO IMOCToje Ienn
6pojesu a 1 b TakBu 11a je a® — b? = ¢, OH/IA OHM HE MOTY OMTH Pa3INUUTE
MapHOCTH jep OU TaJa pas3iivuKa BbUXOBUX KBaIpaTa Ouiia HemapaH mpupo-
nmaH 6poj. akie, maMo J1Ba ciydaja:

1. a=2mub=2n,3aneke mun. Tama je a®> — b> = 4(m* — n?),
nad|c

2. a=2m+1ub=2n+1,3a neke m un. Tanma je a® — b* =
4(m? +m —n* — n), na, nonoso 4 | c.

Mebhytum, nBormdpenu 3aBpiierak 6poja c je: 22, 26, 62 umm 66, Tj.
4fec.
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Jlakrie, He TIOCToje 1ieH 6pojeBH a 1 b TakBu aa je a® — b = c.

305. JlokasaTtu ma 30Mp KBajJpaTa MeT y3acTOIMHUX LIETUX OpojeBa He
MO€e OMTH TOTITYH KBaApar.

Pewerve. Bpoj
(n—22+mn—-174+n*+n+1)>*+(n+2)>=50>+10 = 5(n* +2)

je ImeJbMB ca 5, alM HUje ca 25, jep cy jemuHo 1, 2 m 3 moryhu ocranu
npu nebery 6poja n? + 2 ca 5, ma 6poj H(n? + 2) He Moke GUTH MOTITYH
KBaJpar.

306. (JBMO 2003) Heka je n mosutuBaH 1eo 6poj. bpoj A ce cacroju
oj 2n uudapa u cBaka oj mux je 4, 6poj B ce cacToju oj1 n uudapa u
cBaka of wux je 8. {okazatu na je A + 2B + 4 moTnyH KBajipar.

Pewerve:

A+2B+4=444...44+2-888...88+4 =

2n n

=4-111...11+2-8-111...11+4 =
—— S——

2n n
1 1
=4- 9 9992 .9942-8- 9 999...99+4 =
10% — 1 10" -1
:4-OT+16- 0 +4=

S(10*" +4-10" —1—4+9) =

4

9

(2 (10 +2) =66...68°.
N——

n—1
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307. Axo cy a, b, c ieu OpojeBu TakBH 1a je a + b+ ¢ = 0, mokazatu
na je 2a* + 2b* + 2¢* moTmyH kBaaparT.

Pewere. Hexa je P(x) = 2° + pr? + gz + r nonuHom uuje cy HyIe a,
b, c. TIpema BueroBum dopmynama, momrto je a + b + ¢ = 0, umamo na
je p =0, maje:

a®+qa+r=0 b +gp+r=0, +qgc+r=0.

AKO TOCTIeTH-E TPH JeTHAKOCTU TTOMHOXHUMO peioM ca 2a, 2b, 2¢ u cabe-
peMo uX J00ujaMo:

(*)  2a* +2b" + 2¢" +2q(a® +b* + ) + 2r(a+b+c) = 0.

IMpema ycnoy 3agatka je a + b + ¢ = 0, mpema BuetoBum opmynama je
ab+ bc+ ca = q,na je

a>+ b+ =(a+b+c) —2(ab+ be+ ca) = —2q,
Te U3 jeJIHAKOCTHU (*) HIMaMO
2a* 4 2b* + 2¢* = 4¢* = (2¢)?,
IITO je U Tpebaslo JOKa3aTH.

308. 3a koje mpupoHe OpojeBe n je:
(a) 2" — 1, ©) 2" +1
MOTIYH KBaJpaT?
Pewerve. (a)3an =1je2" —1=1=12
3an > 1je2"—1= —1 (mod 4), ma He MOKe OUTH ITOTITYH KBaIpAT.

(6) Jemmaunna 2" + 1 = k? exBuBanenTHa je cienehoj jenqHaumHM:
2" = (k—1)(k+1),omaknejek — 1 =2"uk +1=2"(m < (), maje

2=20—2m=2" (2" —1).
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CamacenmakoBumu najem = lufl —m = 1, 15. { = 2, onaxie je
2" = 22.2 =23 omgHOCHO N = 3.

309. J/Ia mu moctoju TipupoaaH Opoj n TakaB aa je n” + 1 moTmyH
KBajgpat?

Pewerve. Heka je n” + 1 = m?2. Bpoj n He MoXe OWTH TapaH, jep
je y ToMm crydajy n” MOTHyH KBaapaT, ma cienehu 6poj He Moxke OUTH
MOTITYH KBajapaT. [locMaTpajMo ciaydaj Kaa je n HemapaH O0poj. Tana je
n"=m?—1=(m—1)(m+ 1), npu yuemy cy m — 1 um + 1 Henapuu
opojeBu. bpojeBu m — 1 u m + 1 cy y3ajaMHO TTpOCTH (KAO y3aCTOIMHU
HenapHu OpojeBu). CBaku o1 Ta ABa Opoja je N—TU CTETEeH MPUPOTHOT
Opoja. MehyTtum, pasnuka n—THX CTeleHa IBa IIpUpPOIHA Opoja je Beha
on 2. Konutpamuknuja. TpaxxeHu 6poj He IMTOCTOjH.

310. Hahu Hajmamu mpupogaH 6poj n Takas J1a je

12+ 224 ... 4n’

MNOTIIYH KBaapar.

Pewerse. Tlomro je

14224 +n® = :

JEeITHAKOCT
n

CKBHUBAJICHTHA je ca

(n+D)@2n+1)
6 -

Tj.

(%) (n+1)(2n +1) = 6m>.
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Kako je 2n + 1 Henmapan 6poj, n + 1 je mapasn, ma je n HemapaH Opoj, Tj.
n = 2k — 1, 3a Hexu npupogan 6poj k. Cana, jeqHaKoCT (%) MOXeMO
3aMucaT y OOJIUKY

k(4k — 1) = 3m?,

omaxite crequ 1a 3 | k mm 3 | 4k — 1.

Axo 3 | k, 1j. k = 3s, 3a neku s, umamo 1a je s(12s — 1) = m?,
[Momro cy 6pojeBu s u 12s — 1 y3ajamuHO mpocTu crenu 1a je s = u’ u
12s — 1 = v, 3a Heke u u v, WTO je Hemoryhe jep 3 | 12u? ma v* npu
TIeTberbY ca 3 J1aje OCcTaTak 2.

Haxne, 3 | k—1,1j. k = 3t+1,3anekut, maje (3t +1)(4t +1) = m?,
amomTo je (3t + 1,4t +1) =1, cnemunaje 3t +1 = 2 m 4t + 1 = ¢,
3a Heke TpupoaHe 6pojese x u y Behe ox 1. Kako y mopa Outu HemapaH
0poj, momerbyjyhu mMpoMeHIJBMBO] ¥ peloM BperHocTu: 3, 5, 7, 9, 11, 13,
15, ..., mobujamo pemom BpeaHocTH 3a t: 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, ..., Tj.
3adt+1:7,19,37,61, 91, 127, 169, ...

Hakne, £ = 169 je HajMamy MOTIIYHU KBajparT, ma je n = 2k — 1 =
2-169 — 1 = 337.

311. (CaBesno takmmueme 1998, II pazpen) Jlokazatu qa He TTOCTOJU
npupojiad 0poj n Takas ja je 8" + 2" + 1 moTmyH KBajpart.

Pewere. Heka je n = 2k, e je k € N. Tama Baxu
(23k)2:26k <26k‘+22k+1 <26k+223k+1: (23k+1)2’

oakIe cieny na 6poj 8" + 2" + 1 = 268 + 22 1 pyje motnyH kBagpar.
Axojen = 2k + 1, rae je k > 0 meo 6poj, OHIa BaXKu

8" 42" 41 =203 L 9%+l 1 1 =214 241=2(mod 3).

Kaxko kBajpaTu npupoIHUX OpojeBa IpH AeJbemby ca 3 1ajy ocratke 0 min
1, To HU y OBOM ciyuajy 6poj 8" + 2" 4 1 HHje MOTIyH KBaapar.

312. Hahu cBe mpocTe 6pojeBe p 3a Koje je p° —p-+ 1 moTmyH KBaapar.
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Peweme. Hexaje p> —p+1=n% 1. p(p*> — 1) = (n — 1)(n + 1).
Vmamo 1Ba crydaja:

1. p|n—1. Tamaje n — 1 = kp 3a "Hexo k € N ma nobujamo na je
p(p—k?) =2k+1. Onatne cnemu p— k* > 1up < 2k + 1, onaxse
jek? +1 <2k +1, oqaocHo k = 1 umu k = 2. 3a k = 2 nobujamo
p =5, a k = 1 He naje peleme;

2.p| n+ 1 Tamajen+1 = Ilp3aneko | € N ma ngobujamo
2l — 1 = p(I* — p). Homro je p > 3 (TMPEKTHO MPOBEPABAMO) U
2—p>1,cnemul > 2up < 2] — 1 na umamo

20—1=p(l*—p) = p(P=21+1)=3(1-1)*>3(1-1)>2—1.

3HauM, CBe Te HejeTHAKOCTH MOpajy OUTH jeAHAKOCTH, IMa je [ = 2 u
p=3.

313. Hahu cBe mpupogHe OpojeBe n TakBe J1a je Opoj
24.3164_52.314_'_371

IIOTIIYH KBaApar.

Pewerse. Heka je
A=2".3"945%.3" 43" = 31(16 - 9+ 25) + 3" = 3" - 169+ 3" = t*.

Axojen < 14, Tamaje A = 3"(37". 169 + 1), omaxse cnemu je n mapan
6poj u na je 347" - 169 + 1 = u2, w0 je Hemoryhe jep je

347" 169 + 1 = 2 (mod 4),

nok je u?> =0 (mod 4) (u je mapan 6poj).
Axo je n = 14, 6poj A = 3'* - 170 Huje moTIyH KBaapAaT.
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Heka je n > 14. Tama je A = 3'(169 + 3"7'4). Heka je k =
n — 14. Tanma je 169 + 3% = v%, 1. 3* = (v — 13)(v + 13). IomTo
je (v+13) — (v — 13) = 26 cnenu jenquua moryhuoct v — 13 = 1 u
v+ 13 = 3. Haxne, v = 14 u 27 = 3%, 1j. k = 3un — 14 = 3. Hajsax,
mobujamo ma jen = 17.

314. Jlokazatu ga 6poj ox 1000 mudapa koje Cy CBe METUIIE OCUM
MOJX]Ia jeTHE He MOYKe OUTH TIOTIYH KBaaparT.

Pewerve. Heka je n natu 6poj. Axo 6u cBe 1iudpe Opoja Ourte netuiie,
UM Ou jeHa Owla pa3iauyuTa OJ1 O, a Hala3uia ce Ha HEKOM OJf MPBUX
998 mecra, 6poj He O OWO MOTIYH KBaapaT, jep O OWo Ie/bHUB ca b,
amy He U ca 25. Heka je Ta nudpa Ha mpeTnocnenmeM MecTy. AKO je
OHAa pa3NIUUUTa Of 2 W 7, pe30oHyjeMO Kao rope. Ako Ou oHa Owmma 2,
umanu 6u n = 2 (mod 9), a 3a ceqmuny n = 7 (mod 16), a Hu jenHo
HM aApyro Huje moryhe 3a xBajapat nmpupoaHor Opoja. Heka je, makie,
nudpa pa3nuauTa o1 5 Ha TocIeameM MecTy. Ako je oHa 0, 4 umn 8§,
Bk n = 2 (mod 4), ako je jeqraka 1 wu 9, umamo n = 3 (mod 4), 3a
TPOjKy U mectuny n = +3 (mod 9), a HUIITA O] TOra He MOKe BAKUTU
3a kBajapate. Konauno, 55...57 =5 (mod 16),a 55. . .52 je mesbuBo ca
32, a Hije nesbuBo ca 64, Tako Ja U OBU CIIy4ajeBH HE J0ya3e y 003up.

315. (U360pHO TakMuuewe 3a JBMO 2004) /la nmu 1ocToju 1eBeTO-
nmudpeHu pupogaH Opoj umje cy cBe nudpe MehycoOHO pasmuuuTe U
pasnuuute o1 0, KOju je JIeJbUB ca O M TIOTITYH je KBaapat?

Pewerve. IlpeTrnoctaBUMO Ja TocTOju TakaB 6poj D. Ilomro je D =
A2y A =10a + 5 u3

A% =100a” + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25

cremu na je uudpa ctotuHa opoja D jemHaka 2.
Ha ocHoBy cienehe Taberne
a=- (mod 10) |

a(a+1) = - (mod 10) |

0 345 6 7 8 9
0 200 2 6 20
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3aKJbyuyjeMo J1a je 1 pa xusbaga opoja D: 0, 2 unu 6, 1ma mpemMa ycioBH-
Ma 3aJlaTKa TO MOXke OuTH jequHo 1udpa 6 (mudpe 2 u 5 cy Beh ymorpe-
0Jbene, a 0 je uckibyuena). Hakmne, D = 10000+ 625, ma 125 | D. ITowmro
je D = A2, 1o cnemu na 5* | D, ma uudpa neceruna xubana 6poja D
Mopa outn winu 0 mmm 5. KonTpaaukimuja.

316. /Ila nu moTIyH KBaapaT Moxke OWTH Opoj umje cy mudpe camo
HyJe U mmecTuie?

317. (3uMcKO MaTeMaTHYKO TakKMHYeHe, byrapcka 2000, 8. pa3pen)
Hahu cBe nmpocte 6pojeBe p U ¢ TakBe J1a je u3pas p> + 3pq + ¢>

(a) moTNyH KBaApaT;

(6) crenen 6poja 5.

Pewerve. (a) Hexa je p* + 3pq + ¢* = 12, Te ¢y p, ¢ mpocTu 6pojesu
ur > 01eo 6poj. Akojep # 3uq # 3 Tana je

p* +3pq + ¢* = 2 (mod 3),

na je r> = 2 (mod 3), mro je nemoryhe. He ymamyjyhu ommroct mpet-
nocrasumo ja je p = 3. Tana je ¢* + 9¢ + 9 = r2. Tocneama jeqHaunHa
exBUBaneHTHa je ca (2q + 9)? — 45 = (2r)?, onHocHo ca

(2¢ —2r +9)(2¢ + 2r +9) = 45.

IMomro je r > 0 1o je 2¢ + 2r + 9 = 15 wmm 2q + 2r + 9 = 45. Y npBoMm
cnyuajy je ¢ + r = 3, mrto je Hemoryhe, a y Ipyrom ciiyuajy peliaBameM
cucrema q + r = 18, 2¢ — 2r + 9 = 1 godbujamo ¢ = 7. 360r cumerpuje
pemewacyp=3,q=7up="7,q = 3.

(6) MpernoctaBumo 1a je p* + 3pq + ¢*> = 5", The je n mpupogaH
6poj. IMomrojep = 2uq > 2T0je p> +3pg+¢*> > 20, majen > 2.
Hame cnemm na 25 | p° +3pg + ¢* u 5 | p* + 3pq + ¢* = (p — q)* + 5pq,
ojakJie 3akibydyjemo na b | (p — ¢)?, mro ummmiimpa ga u 25 | (p — q)?,
a omatie ciemd ja 25 | 5pg, Tj. 6ap jemaH o 6pojeBa p U ¢ MOpa OUTH
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jemHak 5. Ako je p = D Tama je u ¢ = 5 (1 OOpHYTO) U TOOHjaMO
p? + 3pq + ¢* = 125 = 53, Jlake, jemuHo pememe je p = q = 5.

318. (Aycrpanmjcka mateMaTuyka onummujaaa, 2002) Hekacy mun
IpHpPOIHHU 6pojeBu TakBH aa je 2001m? +m = 2002n? + n. Jloka3aTu
Ta je m — n MOTIYH KBaIpar.

Pewerve. J1aTy jeTHAKOCT MOXKEMO 3AIMCATH Y OOJIHUKY
(m —n)(1+2001(m +n)) = n?

[peTnocTtaBuMoO 1a m — n HUje MOTIYH KBajapaT. Tajla MOCTOjU HEKH
mpoct 6poj p takaB ja p | m —nup | 1+ 2001(m + n). Ilomro
p | n? cnenu ma p | n (p mpocr 6poj). Hame, p | (m — n) + n, 1j.
p|m,map| m+nup| 200L(m + n). Mehyrum, To je Hemoryhe
jepp | 1 +2001(m + n). Hakne, 6pojesu m —n u 1 + 2001(m + n)
¢y y3ajaMHO TipocTH. [1omITo je ’BUXOB MPOU3BO/I MOTITYH KBAJIPAT, TO U
OHM MOpajy GUTH TIOTITYHU KBagpaTh. Jlakie, m — n je MOTIyH KBaJIpaT.

319. (Cagesno Takmuueme 1986, II paszpen) Heka cy = u y npupoaau
6pojeBH KOj1 3a70BObaBajy jemHaunny 222 + x = 3y? + y. JlokazaTu 1a
cy 6pojeBu x — vy, 2o + 2y + 1 u 3z + 3y + 1 moTmyHM KBapaTH.

Pewerve. U3 22 + x = 3y + y craemu:
v? =1 —y+ 327 -3y = (z — y)(1 4+ 3z + 3y),

v =1 —y+22° - 2% = (v —y)(1+ 22 + 2y).

Kako cy 6pojesu 3z +3y+1=3(z+y)+1lu2zx+2y+1=2(x+y)+1
y3ajaMHO TIPOCTH, CIIEIH /1A je&

r—Yy= (1273/2) = [(xvyﬂz

W3 HaBeneHuX n3pasza 3a r° u y> caja ciaemy U 1a cy 6pojesu 3x + 3y + 1
u 2z + 2y + 1 takole moTHyHU KBagpaTH.
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320. Jloka3aTu Ja He TIOCTOje LIelH OPOjeBH X U Y 3a KOje BaXKH

(x+y+2)*=3(xy+1).

Pewerve. 3a cBaku Ipupoan 6poj m Baxu TBpheme: 3 | m? = 3 | m,
7. 3| m* =9 | m?

Axo 6u nmocTojany 1eau 6pojeBu T U Y 3a Koje Baxu (v + y + 2)% =
3(zy+ 1) umamu 6u ma 3 | (r+y + 2% maunma3d | (r+y+2)unma
3] (xy +1).

U3 3 | (xy + 1) cmemu 1a HU jemaH ox 6pojeBa = U Y HE MOXe OUTH
JIeJbUB ca 3, HUTH 00a MOTY JaBaTH jeIHAKE OCTATKE IMPH JIeJbehy ca 3.
(Ha nmpumep, ako 6u 6uno r = 3m + 1 uy = 3n + 1 3a Heke m u n,
nmmamn oumajexy + 1= Bm+1)B3n+1)+1=3Bmn+m+n) +2.)
Haxne, u3 3 | (xy + 1) cinenu na jenan ox 6pojeBa MpH JIebemby ca 3 aje
octaTtak 1, a mpyru octatak 2. Heka je v = 3m + 1 uy = 3n + 2 3a Heke
mun. Amatanajer +y+2=3(m+n+ 1)+ 2, mro je vemoryhe jep
3| (x+y+2).

Jlakne, He mocToje Lenu 6pojeBu x U y Taksu 1a je (v +y + 2)? =
3(xy + 1).

321. (Yemko-cmoBayka MaTeMaTHYKa OJUMIIMjaja — TpBa PyHIA,
2003) Hahu najBehu deTrBOpOIM(ppEeH MaTUHIPOM, TAKAB Ja j€ FHETOB
KBaJpaT Takolhe MmalTuHIpoMm.

Pewerve. CBaku "yeTBOpOIUGPEH MaTUHAPOM p = abba Moxe ce 3a-
MUCATU Y OOJIUKY

p=a-1001+b-110, a€{1,2,...,9}, b€ {0,1,...,9}.
Ksanpat 6poja abba je obmuka

p? = a*-1002001 4 2ab- 110110 + b* - 12100
= a®-10° + 2ab - 10° + (b* + 2ab) - 10*
+(2a® + 2b%) - 10° + (b* + 2ab) - 10> + 2ab - 10" + a*.
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IMocnenma rmdpa 6poja p? je HcTa Kao U Mocnenmba nudpa 6poja a’.

Axo je a > 4, 6poj p? uma ocam tmdapa. Herosa mpsa nudpa je
eneMeHT ckyna {c,c+ 1, ¢+ 2}, rae je c npsa uudpa 6poja a?. TlowmTo je
1 p? MATMHAPOM, TO Cy FeToBa MPBa M MOCTIeqkha Iudpa jeqHake. Ymope-
hyjyhu npBy n nocnenmy uudpy 6pojesa 16, 25, 36,49, 64, 81 pumumo na
HMjeaH Ol lbUX Huje 06muKa c(c + 2), ¢(c + 1) unu ce.

Axojea = 3ub > 2, 6poj p* oner uma ocam rmdapa. Tana je merosa
nocneama 1mdpa 9, a mpea 1, ma oH HHMje MATUHIPOM.

V cBUM ocTanuM ciydajeBuMa 6poj p> uMa cenam nudapa. Tama je
6poj a® jenHonmdpen u cBaku of 6pojesa 2ab, 2ab + b?, 2a® + 2b* mopa
outu mamu ox 10. Pazmorpuhemo cnenehe ciyuajeBe:

(1) a = 3. Tana nejeqnaxoct 2 - 32 + 2b* < 10 Huje TauHa HYU 32 jeTHO
b.

(2) a = 2. Tana je HejenHAKOCT 2 - 22 4+ 2b% < 10 Tauna camo 3a b = 0;
(3) a = 1. Hejemnakoct 2 - 12 + 20? < 10 taunajeszab=0ub = 1.

ITpeMa ToMe, pelliembe 3agaTKa je 6poj 2002 (20022 = 4 008 004).

322. (Ilpemmor 3a XXX MMO) [loka3aTtu 1a HU3 a, = [n\/ﬁ],
n € N, canpxu 6eckoHaUHO MHOTO TIOTITYHUX KBapaTa.

Pewere. Heka je (z,,, Y, ), n € N, 6eckoHauaH HU3 pellerha jeTHaUnHEe

x? — 2y? = —1 y ckyny npupoaHux 6pojesa (BuaeTu 3agatak 238). 3a
MPOU3BOJBHO N UMAMO Jia je 2 — 2y2 = —1, onakne je i + z2 = 222y?2
"

[ 255%9%] = [wnyn\/?] =
jep je

22 < \Jrt a2 =22 < 2l + 222 + 1 =22 + 1.
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323. (U360pHO Takmudeme 32 JBMO 2004) Ako je pa3nuka KyOoBa
JIBa y3acTOIHA MMPUpOIHA 6poja jemHaka n’, Tana je 6poj n jeqHak 36upy
KBajpaTa HeKa JBa pupoaHa Opoja. JlokaszaTu.

Pewere. Heka je (m + 1)3 —m? = n?, rae je m Heku mpupogan 6poj.

Taza je n?, a oTyza u n, Henapat 6poj. Jdaxkiue, (m+1)%—m? = (2p+1)2.
To ce narpe MOXKe MPEICTABUTH Y OOJIHKY:
3m*+3m+1=(2p+1)>
4B83m* +3m+1)—1=412p+1)> -1
3(4m* +4m+1) = 2(2p+1) - 1) (2(2p+ 1) + 1)
32m+1)% = (4p+1)(4p + 3).

Kaxo cy 6pojeu 4p + 1 u 4p + 3 y3ajaMHO MPOCTH, a BUXOB IIPOU3BOJ
jemnak 3(2m+1)?2, jenan o wuX je moTmyH kBaapat. To He Moxke 1a Oyie
4p + 3, jep KBaJpaT CBAKOT HEMapHOT Opoja Jgaje ocTaTak 1 mpu Iesbemy
ca4. Orynaje 4p + 1 = (2t + 1)?, onHocHO

dp+1 =424 4t +1
2p+% —2t2+2t+%
2p+ 1=+t +2t+1
2p+1=1t"+(t+ 1)~

324. (HauuoHamHa MaTeMaTU4Ka oNUMIIUjafa—pUHATHA pyHIa, Py-
mynmja 2003, 8. paspen) Heka cy m u n mpupomau 6pojeBu. Jlokazatu
na ce 6poj 5" + 5" Moxke TIpeICTABUTH Kao 30Up JBa MOTIYHA KBaapaTa
aKO U caMo aKo je Opoj m — n mapas.

Pewerwe. Axo cy m u n oba mapHu Tajga je m = 2k, n = 2l u
5% 4 5% = (5%)% 4 (59).
AxocyumunHenapuu Tafajem =2k +1,n =2+ 1mn

5+ 52 = (55 425" 4 (51 — 2. 5%)7.
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Hexka cy m u n pasznuunte mapHoctd. Tana je
5™ + 5" =52t 4 52 = 6 (mod 8).

Kaxko kBanpaTtu nmpupoaHux OpojeBa IpH Jesbery ca 8 najy ocratke 0, 1
uu 4, To 30up ABa KBapaTa He MOKe OUTH KOHTpYeHTaH ca 6 o MoTyITy
8, ma ce 6poj ™ + 5" He MOKE MPEICTABUTU KA0 30Up JIBa KBaIpara.

325. 3a koje mpupojiHe 6pojeBe 1 je Opoj
nn+1)(n+2)---(n+7)+1-2-3-...-7

Moryhe npeacTaBUTH Kao 30Up KBagpaTa ABa MpupoiHa Opoja?

Pewerwe. Hu 3a jenHo n. 3aucta, Heka jezan, m, k € N
nn+1)(n+2)--(n+7)+1-2-3-...-7T=m?+ k%

Bpoj n(n + 1)(n+2)---(n + 7) nemus je ca 27, jep cy ueTupu paxTopa
nerpbuBa ca 2, o Tora nBa ca 4, a jetanuca 8. bpoj1-2-3-...-7
nesbuB je ca 2%, amu He u ca 2°. 3Haum, NeBa cTpaHa TOPH-E jeTHAKOCTU
nespuBa je ca 16, ma mopa O6utu u gecHa. Kako cy ocrauu mpu J1e/bemy
KBaJpaTa MpUpPOIHOT Opoja ca 16 camo 0, 1, 4 u 9, cmemm 1a cy u m? u
k? nemusu ca 16, Tj. m = 4m,, k = 4k,. Jlenehu ropmy jemHaxkocT ca
16 Ha neBoj cTpaHu M00OHjaMO OPOj KOHTPYEHTaH ca 3 Mo MOayiy 4, a
ca jiecHe m? + k7, IITO He MOXe OGUTH KOHIPYEHTHO ca 3 10 MOAYINy 4.
KonTpanukumja.

326. (CaBe3no takmuuewme 1986, I paspen) Jlokasatu ma mocroju
OeCKOHAYHO MHOTO TPOJKH Y3aCTOITHUX TIPUPOTHUX OpojeBa OJ1 KOJUX je
cBaxu 36up aBa notmyHa kaapata. (IIpumep: 72 = 62+62, 73 = 82+32,
74 =72+ 5%)

Pewerve. 3a mpon3BosbaH MPUPOJIAH OPO] 12 BAXKU:

n® +n? = 2n?, (n—1°+(n+1)*=2n*+2.
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3aTo je MOBOJHHO MOKA3aTH Ja MOCTOjU 0€CKOHAYHO MHOTO IPUPOTHUX
OpojeBa n TaKBHUX Ja 3a Heke Iielie OpojeBe a U b Baxku

(n—a)®+ (n—b)*=2n*+ 1,

OJTHOCHO
n? —2an+a®+n® —2bn+ b =2n +1,
Tj.
2n(a +b) = a® + b* — 1.

Axo0 3a ipou3BoJbaH mpupoaan 6poj b ysmemoa =1 —bun =b(b—1)
taga he Baxutu

2n(a +b) = 2b(b — 1)(1 — b+ b) = 2b* — 2b

A+ —1=1-b+b"-1=1-2b+b>+b"—1=2b"—2b.

327. Tloka3aTu J1a MOCTOjU OECKOHAUYHO MHOTO MPUPOJHUX OpojeBa
KOjH C€ HE MOTY IMPEJICTABUTH Ka0 CymMa KBajpaTa TpU MPUPOIHA Opoja.

Pewere. KBagpat mpupoIHOT Opoja MOXKe TIpH JIeJbeby ca 8 1aBaTh
ocratke 0, 1 u 4. Hujenna komOMHaIMja TpU OJT OBUX OpOjeBa HE MOXKE
y 30upy matu 7, rma 30up KBajapaTa TPH IMPUPOIHA Opoja HE MOXKE OUTH
obmuka 8k-+7, a mpupoHIX OpojeBa TOT 00JIMKa MMa OECKOHAYHO MHOTO.

328. (3uMCKO MaTeMaTHYKO TaKMHYeHe, byrapcka 1999, 8. paspen)
Heka je n # 2 npuponan 6poj. Hahu cBe mene 6pojeBe m TakBe 1a je
k=m-2"21eo 6poj u A = 1999 + 6 cyma n moTnyHux KBaapaTa (He
00aBE3HO PA3IMYUTUX U PATUUUTHX O] HYJIE).

Pewerve. TTomro je A meo 6poj To Tpeba pasmMaTpaT cCamo HEHeTa-
TUBHE 1ieJie OpojeBe M.
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(1) Axojen = 1 onpna je k = % 11e0 6poj aKo U camo axko je m = 4p
uta m = 4p + 2. Ako je m = 4p UHIYKIHU]OM Ce MOXKe TTOKa3aTH J1a je
A =3 (mod 4), na A nuje nornyH kBajapar. Axo je m = 4p + 2 taza je
A =5 (mod 25), ma Huje mornyH kBaapar (5 | A, anu 25 1 A).

(2) Akojen = 3, Tamaje k = 2mu A = (8- 250 — 1)*™ + 6, ma je
A =7 (mod 8), mro je Hemoryhe 3a 36Mp TpH MOTIYHA KBaJpaTa.

(3) Axo jen > 4, Tana je

_ 2
A:(1999m2n 3> +22+12+12+02++02

30Up 1 MOTIIYHUX KBajJpaTa.
IIpema Tome, 3a n = 1 unu n = 3 Hema pellieka, a 3a n > 4 CBako
m = 0 je pelieme.

329. (MMO 1992) 3a cBaku mpupogan 6poj n ca S(n) o3HaUUMO
HajBehu npupogan O6poj, Takas ja 3a cBako ueno k, 1 < k < S(n), 6poj
n? Moxke OUTH TIpeJICTaB/bEH y OONUKY 30upa k KBajgpaTa MPHPOTHUX
Opojesa.

(a) JoxasaTu na je S(n) < n? — 14 3a cBako n > 4.

(6) Hahu mpuponan 6poj n, Takas aa je S(n) = n? — 14.

(B) lokazaTu 1a mocroju 6€CKOHAUYHO MHOTO MPUPOHUX OpojeBa 1,
TakBux ja je S(n) = n? — 14.

Pewerve. (a) TpernocTaBuMo 1a ce 6poj n? MoKe MPeACTABUTH KAo
36up k = n® — 13 kBaaparta npupoaHux 6pojesa: n? = x? + 3+ - - +a%;
oHya ce 13 Moe ImpecTaBUTH Kao 36up 6pojea obmika x2 — 1, x € N:

B=n—k=(af = 1)+ (a5 = 1)+ + (27— 1).

Jlako je BugeTu aa je To Hemoryhe, Tj. J1a ce 13 He MOXKe MPEeCTaBUTH KaO
36up 6pojesa 0, 3, 8, 15, .... 3aroje S(n) < n? — 14.

(6) Hoxaxumo na je S(13) = 13% — 14 = 155. Axo je HekH 6poj
MIPEJICTABIbEH Y OOJIMKY 30Mpa k KBaIpaTa, O KOjUX je jeaH mapaH, OH/la
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MOJKEMO J1a Ta MPEICTABUMO Y OOTUKY 30upa k + 3 KBagpaTa TaKo IITO
cabupak Koju je KBaapaT IapHOT Opoja pa3OujeMoO Ha YeTUPH KBajpaTa:
(27)? = 2% + 22 + 2% + 22, Tonasehu oz jenHaKOCTU

132 =82 + 8% 442 + 42 4+ 32,

6poj 13% MoxkeMO MpeIcTaBUTH Ka0 36up k KBapaTa MPUPOIHUX OpojeBa
3a k=5,8,11,...,155. Cinuuno, u3

132 =82 +82+42+424+22+22+12

no6HjaMo perpeseHTaIHjy 6poja 132 y obnuky 36upa k = 7,10,13, ...,
154 xBagpaTa mpupoaHUX OpojeBa, a U3

132=824+824+42+32+324+22+12+1%2+1°

nobujamo penpeseHTanujy 6poja 13% y obnuky 36upa k = 9,12, 15,. ..,
153 xBanpara npupoanux OpojeBa. IIpeocraso je jomr ga MoKaxxemo 1a
ce 13% moxe mpencTaBuTH Kao 36up k = 2,3,4, 6 kBagpaTa MPHPOTHUX
OpojeBa:
13> = 12> +5°
=122 44+ 3
=117 + 4% + 4> + 42
=122 + 3% + 22 + 22 + 22 4+ 2%
(8) Hexka je S(n) = n? — 14 3a veko n > 13. Jlokazahemo 1a je
S(2n) = (2n)* —14. Ako n® MoKe J1a ce MPEICTaBH Kao 30up k KBaapaTa
npupoaHux 6pojesa, momazehu o

(2n)? = (221)% + (222)* + - - + (213)?,

pasbujameM MapHUX KBaapaTa 100MjaMo perpeseHTanujy 6poja n’ y 0o-
nmuky 36mpa k, k+3, . .., 4k xBagpaTa. 3Haum ga ce 6poj (2n)? Moske mpen-
CTABUTH Ka0 36up k KBaJpaTa IpUPOIHHIX Opojesa, 3a 1 < k < 4n? — 62.
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Axo je 4n? — 63 < k < 4n? — 14, onma je 14 < 4n? — k < 63 <
4-13% — 63 < k. Jlako je mokas3aTu Ja ce cBaku O6poj m > 14 Moxe
HpeICTABUTH Kao 36up k > m 6pojesa obmuka 2 — 1, x € N. Axo oBy
YHI,EHUITy TPUMEHNMO Ha 4n? — k, mobujamo

dn® =k = (2] =)+ (13 = )+ -+ (23— 1),

a omapzie 4n® = z? + 22 + - - - + 7. V3 NpeaxoIHOT pa3sMaTpama cleau
majeS(n)=n?—143an=2%-13,s € N.

330. [doxka3atu ma HAjenaH 6poj oomuka 10. .. 02 (mpousBosbaH Opoj
HyJa) HUje 30up KyOOoBa HEKOJMKO Y34CTOITHUX MPUPOTHUX OpojeBa.

Pewerve. Axo m3mely 1 u 2 Hema Hyma umamo 6poj 12 3a xoju ce
JIaKO TIpOBepaBa Ja Huje 30up KyOoBa HEKOJIUKO Y3aCTOIMHUX MTPUPOTHUX
opojeBa. Ctora ce orpaHMUUMO Ha OpojeBe obmuka 10 ... 02,

[TpernocraBumo 1a je

10...02=(k+ 1P+ (k+2)*+--- 4+ n?
3a HeKe MpupojiHe 6pojee k u n. Kako je

(k+1P°+(k+2°%+ - +n°
=(PP+2% 4+ +n®) - (P+2°+--- +F)

- () - (252

0. (MDY (KDY

Ha neBoj crpanu je napas 6poj koju Huje j1esbuB ca 4 (3aBpiaBa ce ca 02),
a Ha JIECHO] pa3lIuKa KBaJpaTa JABa MpupoHa Opoja. Mehytum, nako ce
TOKa3yje Ja je pa3arKa KBajJapaTa JBa MPUpoIHa Opoja Uitk HemapaH 0poj
WU TlapaH 6poj nebuB ca 4. KonTpaauknuja.

TO je
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331. JiBa 2 002—mmdpena 6poja m U n Cy MOTIYHU CEIMH CTEIIECHHU.
Ha mu 4 004—mdpen O6poj Koju ce M00Hja UCIHUCHBAEM Opoja n u3a
Opoja m MOXke OUTH TTOTIYH CEAMU CTEIEeH?

7

Pewerse. Hexa je m = 2" un = y’. Tana je 6poj Koji ce U3 BHX

J100Mja HAaIOBE3MBAHEM
102002,7 4 y7 _ (10286x)7 + y7.

MehyTtum, oBaj 6poj He MOXKe OUTH MOTIYH CEAMHU CTETEH, HA OCHOBY
Benuke depmaose Teopeme.

332. (Ilpemnor 3a XXIX UMO) Heka je
a, = [ (n+1)2+n2} , ne{0,1,2,...}

JlokazaTu na:

(1) mocroju 6eCKOHAYHO MHOTO MPUPOAHUX OpOjeBa M TaKBUX J1a j€
Uyl — U = 15

(2) mocroju 6eCKOHAYHO MHOTO MPUPOAHUX OpOjeBa M TaKBUX J1a j€
Qa1 — G > 1.

Pewerve. TToTpakuMo, y CKyIy MpUpOTHUX OpojeBa, pelierma jeHa-
e (n + 1)2 +n? = y2, 1j. 2n? + 2n + 1 = y%. Ilpema 3amaTky
238, jenHaunHa 72 — 2y? = —1 UMa 6eCKOHAYHO MHOTO pellleha Y CKYITy
MIPUPOTHUX OpojeBa (IMpU YeMy je TIpBa KOOPJUHATA pelllerha HemapaH
6poj). Craspajyhu y nocnenmwy jeqHauuny aa je © = 2n + 1, nobujamo
2n? + 2n + 1 = y2, omakie clenu 1a ¥ OBa jeTHAYMHA UMa OECKOHAYHO
MHOTO peIllelha Yy CKYITy MPUPOIHUX OpojeBa. [akie, 3a OeCKOHAYHO
MHOTO TIPUPOJTHUX OpojeBa 1 BaXKH:

an:[ (n+1)2+n2} = [m] = [\/E] =uy.
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ITokazahemo na je

y+1<vV/(n+22+n+1)2<y+2,

OJAKJIE je

aner = [V F 2P (12| =y 41,
Ta cJieTu TBpheme (1) Haume, mmaMo ga Baxxu:

y+1<vV2n2+6n+5<y+2
Sy +2y+1 <20’ +6n+5 <y’ +4y+4
S2y+l<dn4+4<4y+4

3
(:)n<y<2n—l-§

9
<:>n2<y2<4n2+6n+1

9

enf<2n’+2n+1 <4n2—|—6n+1,

IpH YEMY Cy TIOCIIEIbE HEjeJHAKOCTH OUUTTIENHO TAYHE.
IMomrojesay = 2,y° — 3 > (y — 1), umamo na je

Vet 2t 1] = [V =3 =y -1,

jep je \/y? — 3 < y. 3nauu, ga 6ucMo gokasanu Tepheme (2), 10BOBHO
je mokaszatu ma jemHaumHa 2n° + 2n + 1 = y? — 3 uma GecKOHAYHO
MHOTO pemema. MehyTtum, mocnenma jenHaurHA jeé €KBUBAJIGHTHA Ca
22 —2y* = —7, e je = 2n + 1, ma TBpheme cenu mpema 3agaTky 238.
[TokaxuMo 3aTo 11a je

VI +2)2+n+1)2>y+1,
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onaxste he cienuT 11a je [\/(n+2)2+ (n+ 1)2] > y + 1, ma u TBpheme
(2).
Vo4 6n+5>y+1le 2 +6n+5>0°+2y+1
S mEH6n+5—(2n +2n+4) =2y +1
Sin+l1>2y+le2n>yedn® >
saPzmP+ont+deni>=n+2
s nn—1) =2,

IITO je TAYHO 3a N > 2.

333. (CaBesno takmuueme 1988, III u IV paspemn) Jat je crporo
pactyhu HU3 a1, G2, ... TPUPOAHUX OpOjeBa, TAKO Aa je a; = 1,as = 2
M 3a CBaka JIBa y3ajaMHO MpPOCTa Opoja M U N BAKH Uy, * Uy, = Q.
Jloka3zaTu J1a 3a CBaKH MPUPOIAH OPOj 1 BAXKH Ay, = N.

Pewerve. VI3 ycrioBa 3a1aTKa cleau
asas = Q15 < 18 = Q209 = 2a9 < 2a19 = 20905 = 4as
= a3 < 4= a3 =3.

JlokaXxuMO MHIYKIIM]OM J1a 32 CBAKH MPUPOJIAH OpOj 1 > 3 BAXKU a,, = N.
[IpeTmiocTaBUMO Aa TO BaXXU 3a CBe MPHUPOJHE OpojeBe Marbe WU
jenHake n. Kako cy n — 1 u n y3ajaMHO TIpOCTH, TO je

U(n—1)ym = An—1 - Gp = (N — 1) - n.

Kako je uu3 (a,) crporo pacryhu, 1o je ar, = k 3a cBe k 3a koje je
n < k< (n—1)-n,nacrenujando u 3a k = n + 1, unMme je TBpheme
3aJ1aTKa JIOKa3aHo.

334. Hus a,, n € N, mpupoaHux 6pojeBa 3a1aT je Ha ciaenehn HaunH:
aq :200,6L2:1H

Gp+o = OCTATAK IIPH JIeJberbY 30Upa a, + a,.1 ca 102, n € N.
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OJIpeTuTH OCTATAK MPH JeTbelby 6poja ai + aj + - - - + adyos ca 9.

Pewere. Huje Temko mokaszaTu 1a Baxe cienehe uMIimkanmje:
a=0b (mod 102) = a =b (mod 3);
a=0b (mod 3) = a®* =b* (mod 9).

Kako je, mpema ycrmoBy 3a1aTka, 3a CBaKU MPUPOJIaH OPoj 7,

Upyo = Gy + apyp (mod 102),

TO je ¥
Upio = Ay + Apyq (mod 3),
ma je:
a; = —1 (mod 3), ay =1 (mod 3), az=0 (mod 3),
as =1 (mod 3), as=1(mod3), as=—1(mod3),
a; =0 (mod 3), ag = —1 (mod 3).
Kaxo je
Untd = Qny3 + Anpo = (g + Qpi1) + Gpyo
= 2an+2 + Ap1 = 2 (an—i-l + an) + An+1
= 3a,41 + 2a, = —a, (mod 3),
TO j€ Upig = —Apig = ap(mod 3), ma je

agm+k E(J,k(HIOd 3), (]{7: 1,2,...,8).

Cana numamo 1a je

3 3 3
Agm41 T+ Agpyo + * T+ Agpyig

Ea?%—a%—%---—l—ag
= (-1 + 124+ 00+ 12+ 124+ (-1 + 0° + (—1)°
= 0 (mod 9).
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Kako je 2005 = 250 - 8 4 5, To he 6utn

ay + az + -+ a5
= (a} 4+ +ad)+ (ag+ - +ajg) + -+
+ (alggs + -+ + a3000) + G001 + G300z + A5003 + A5004 + 3005
=0+---+0+4a}+a3+ a3 +aj +al
= 2 (mod 9).

Jlaxsie, ocTaTak mpH Je/bemy 6poja ai + as + - - - + adys ca 9 je 2.

335. (BMO 1990) Hu3 a,, n € N je nat Ha cnenehu HaumH a; = 1,
a9 = 3u
Apt2 = (N +3)ans1 — (n+ 2)a,

3a cBe mpupoiHe OpojeBe . Hahu cBe uraHOBe OBOT HU3A KOJH CY JEJbUBH
call.

Pewerse. Heka je 1, ocTaTak KOju ce 100Hja Ie/bemeM a,, ca 11. Ako
ce UMa y BUJIY J1a je

(1) Tnt2 = (N + 3)7rpe1 — (n+2)r, (mod 11),

HUje TeIIKO U3padyHaTH npBux 11 umanoBa Huza r,, n € N:

n|{1/2[3/4]5|6|7|8]9]10]11
| 11319/0[10(4]6|0(1]| 00

MaTteMaTHYKOM HMHIYKIIMjOM HHje TEIIKO IoKaszaTu aa je 1, = 0 3a
n > 10. Ilpu TOM ce KOPUCTH peKypeHTHa Be3a (1) M uMmeHHUIA J1a je
rio = r11 = 0. Ilpema Tome, nespuBu ca 11 cy unaHoBU ca MHJIEKCUMa
n=4n=8un > 10.

336. (3umcko maTeMaTHYKO TakMuuerme, byrapcka 1998, 10. paspen)
Hexa je n mpuponan 6poj. Hahu 6poj HuzoBa aq, as, . . . , Gg, TAKBUX J1a
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jea; € {—1,1} u

21

>

i=2k—1

<2 3acBe 1 <k<<I<n.

Pewerve. JacHO je 1a OMIIO KOjU HU3 KO KOTA € ok—1 + agor = 0 3a
1 < k < n 3amoBoJbaBa ycioBe 3ajatka. Iloctoju 2" TaKBMX HU30BA.
AHaIU3MpajMo cajla HU30Be KO KOJUX MOCTOjU k 3a Koje je aop_1 +

asr, # 0. 3a maTw TakaB HU3, HeKa ¢y ki, Ko, ..., ks CBU MHIEKCH KOjH
UMajy IIOMEHYTO CBOJCTBO. AKO je dak,—1+ a2k, = 2(—2) Tana je A2y, —11
Uok;yy = —2(2). TIpema ToMe, CBU 30UPOBH Ao, 1 + Az, (TIa OTYIA U CBU

napoBu (Ao, —1, Aox,; )) CY JEMMHCTBEHO OipeheHu ca aog, —1 + Ay, (MOCTOje
nBe moryhHocTH 3a (agy, 1, Gk, )). TTocToje 1B MOTYRHOCTH 3a CBAKH O]
MPEOCTaIuX 1. — S TIApoBa 3a Koje je a1 + ay = 0. Jlakie, mocToju

n 4 9.on1 n 4.4 9.9n7k " +...42.92 " +92. n
1 k n—1 n

HU30Ba ca TpakeHOM ocobnHoM. [omajyhu u omy3umajyhu 2" y ropmeM
u3pasy jjobujamo 1a je Taj Opoj jeaHax

[ (), ) ()] 7o

337. (3umcko MaTeMaTHUKO TakMuuerme, byrapcka 1998, 11. pa3pen)
Heka je (a,,,)5°_, Hu3 npupojiHux OpojeBa KOju MMajy caMo mapHe nudpe
y CBOM JIEIUMAJTHOM 3aInCy: a1 = 2,a0 = 4,a3 = 6,a4 = 8,a5 = 20, . . ..
Hahwu cBe mpupoane Opojese m TakBe 1a je a,, = 12m.

Pewerve. Heka je m nipupogan 6pojum = by +by -5+ ---+ b, - 5",
0<b; <4,b, # 0. O3Haunmo

F(m) = 2bg + 2by - 10 + - - - + 2b,, - 10™.
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JacHo je ma je {f(m) | m € N} ckyn cBUX MO3UTUBHUX LETHUX 6pojeBa
KOjU MMajy camo mapHe Iudpe y aermumanioM 3amucy. Kako je

f(ml) < f(mg) = myp < Ma,

crenu 1a je a,, = f(m) 3a cee m. [lakie, Tpeba Hahu cBe m TakBe Ja
BaXU

12(bg + by -5+ -+ b, - 5") = 2bg + 2by - 10 + - - - 4+ 2b,, - 10",
j.
()  6(bo+by-54---+b,-5")=byg+b-10+---4+0b, 10"

Kako je
bo+by -5+ +b, 5" <5 1

bo+ by - 10 + - + b, - 10" > 10",

u3 (%) cnenum ma je 6(5" T — 1) > 10", omakne je 6 - 5" > 10". dame ce
jgobuja 2" < 30, 1. n < 4.

3an = 4 u3 (x) gobujamo na je by + 4b; + 10by = 50b3 + 1250b4 >
1250, mro je Hemoryhe. CawyHO ce TMOKa3yje 1a Mopa outu n > 3, Tj.
n = 3. Y ToM cnyuajy je by + 4b; 4+ 10by = 50b3. Oumrnento je by = 1
u by = by jep je by — by merpuBo ca 5. [datwe je by + 202 = 10 omakie je
by = 2,by = 4 umu by = 4, by = 3. Ilpema TOoMe, TpaxkeHH OPOjeBU M Cy
m=2+2-5+4-524+53=23Tum=4+4-5+3-5%+5 =224,

338. (HauuonamHa MaTeMaTU4Ka OUMITHjaga—puHATHA pyHIa, By-
rapcka 1998) Jlat je npupogan 6poj n. Hahu Hajmamu npupoaan 6poj k
3a KOJU MOCTOJU k HU30Ba HyJa U jeMHUIA Ty>KUHE 21 + 2 ca crnenaehom
0COOMHOM: OWJIO KOJU HU3 HYJIA W JeIMHUIIA AYXKWHE 2n + 2 TIOKJIana ce
y HajMambe 1 + 2 MO3MIIM]je ca HEKUM OJT OBUX K HU30BA.
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Pewerve. Tlokazahemo na je £ = 4. IlpernocraBumo ja je £k < 3 u

Heka cy ofrosapajyhu HU30BH af, ab, ..., ab, .o, 4 = 1,..., k. TlowrTo je
k < 3 1o mocToju Hu3 by, by, . . ., boy 1o TAKAB 114 je
i ( . — s
(b2l+17 b21+2) 7é (a2l+17 a’21+2) 3a l=0,1,....nmi=1,...k,

ITO je KoHTpaauknuja. 3a k = 4 mako ce mposepasa j1a Huzosu 000 . . . 0,
011...1,100...0u 111...1 umajy TpaxxeHy OCOOHMHY.

339. (HanuonanHa maTtemMaTuyka OJMMIIMjala—perMoHAIHA PyHA,
Byrapcka 2000) [dart je uus (a,,)>2 , nepunucan ca a; = 43, ay = 142 u
Gpi1 = 3y + ay_13an > 2. JlokazaTu:

(a) a, u a,41 Cy y3ajaMHO IPOCTH 3a CBE 7;

(6) 3a cBaku mpupomaH OpPoj M IMOCTOjU OECKOHAUYHO MHOTO IpH-
pomHuX OpojeBa n, TAKBUX J1a CY M 4, — 1 ¥ a1 — 1 mebuBH ca m.

Pewerve. (a) IlpeTmocTaBUMO CYIIPOTHO, Tj. Ja IOCTOj€ MPUPOTHU
OpojeBu n U m > 1 TakBU Aa M JIeMH U G U Gpyq. Taga U3 a, 1 =
Q11— 3Ay, CIIEIN 114 T 1€V U 4, 1. HacTaBibajyhu 1ajbe OBaKBY aHATU3Y
3aKJbyuyjeMoO J1a M 1€ U a1 U ae. Melhytum, To je Hemoryhe jep cy a; u
9 y3ajaMHO TPOCTH.

(6) ITocmaTpajmo Hu3 (a,,)°2 ., AeUHUCAH Ca A, 1 = Qpe1 — 3Gy
3a HeraTUBHe MHAekce. Tama je ag = as — 3a1 = 13, a_y = a; —
3ap =4, a9 =ayp—3a_1 =1,a_3 =a_1 —3a_o = 1 urtn. Ilpema
ToMe, jiepunucanu cMo Hu3 (a, )%, uenux 6pojesa, TakaB 1a je d,41 =
3a, + an—1 3a ce n € Z. Momro naposa (p (mod m),q (mod m)) uma
KOHAYHO MHOTO, CIIEH J1a TIOCTOje Ll OpOjeBU 7 U S, S > T, TAKBH J1a
jea, = as; (mod m) u a,+1 = asy1 (mod m). V3 pekypeHTHe penanuje
TaJa CIean

Ao = 30,41 + a, = 3as11 + a5 (mod m),

Tj. Grio = asyo (Mod M) OaKIIe MHIYKIMjOM MOXKEMO TIOKA3ATH JIa je
Ui = s (mod m) 3a ce i. Haxne, Hu3 (a, (mod m))>, je mepu-

omuyad. Ilomro je a_3 = a_5 = 1 (mod m), To MOCTOjU GECKOHAYHO
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MHOTO TIPUPOTHUX OpojeBa TaKBUX J1a Cy U a,, — 1 U a1 — 1 Ie7bUBH ca
m.

340. (IV cenexnmono takmuueme 3a MO, Pymynuja 2003) Heka je
P ckyn cBux npoctux 6pojeBa u M moxackym ox P, kKoju uma 6ap Tpu
elleMeHTa, TaKaB Ja 3a OWITo Koju mpaBu mojackyn A ox M Baku 1a CBU
MPOCTH JICIUOIM Opoja
-1+ H P

pEA
npunanajy ckymy M. Jokasatu na je M = P.

Pewere. Axo 2 ¢ M, yamumo A = {p}, p € M. Tana je p — 1 napaun
0poj, ma mpema ycloBY 3amaTka cienn na 2 € M. KoHTpaaukimja.
Haxkne, 2 € M.

[MpernioctaBumo cana n1a je ckyn M koHauan, M = {2,ps, ..., px},

k > 3. Hekaje A = {2,ps,...,pr} 1 03HaunMO ca P mpousBoj CBHUX
ememenara ckyrna M. Tama mobujamo

P
(%) 2p3-~-pk—1=p—2—1=p§‘$P=p§““+pz-

Hexka je cama A = {ps, ..., pr}. Taga umamo

P
() pspe— =g =2p} = P =2p,(2°p; + 1).

W3 (%) 1 (x*) cequ
Py pa =2pa(2°p +1) = p§ +1=2""p] +2 = 1 =2 (mod py),

mTo je KoHTpaauknuja. Jakie, ckyn M HUje KOHAYaH.
[IpermocTaBUMO caja 1a MOCTOjU MPOCT Opoj ¢, Takas ma q & M,
M ={2,p2,p3,..., Pk, - - }. Tana mehy 6pojeBuma

2_17 2p2_17"‘72p2p3”'pq+1_1
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HajMame JIBa UMajy UCTU OCTATAK TIPHU JeTbey ca ¢. Heka je
2.-op;—1=2---p;—1(modygq), 1<i<j<qg+1
Tana je
2. pi(pit1---p; — 1) =0 (mod q) = piy1---p; —1 =0 (mod g),
onakie criemu 1a g € M, mto je kouTpaauknuja. [lpema Tome M = P.
341. (III cenmexumono takmuuewme 3a JBMO, Pymynuja 2003) Heka
je a mpupoaaH 6poj TakaB Ja a" UMa HemapaH Opoj mudapa y 1eKaJHOM
3amnucy 3a cBe n > (. Jlokazatu 1a je Tajga Opoj a mapa crerneH opoja 10.
Pewerve. Kaxo 6poj a uma HemmapaH 6poj nudapa, Taga 3a HEKO eNo-
6pojHo k > 0 Baxkn 10%* < a < 10?**!, Tpeba mokazaTu 1a je a = 10%*.
IMpumerumo Hajmpe 1a je 10%* < a? < 10***2, TTomTo u 6poj a? uma
. . 1
Hemapat 6poj mudapa, To je 102 < a < 10%+2.
Hame, u3 108% < a* < 10842 ¢ 0§3I/Ip0M Ha To 1a a* uMa HemapaH
6poj uudapa, cienu 1024 < a < 10+ 1,

Unaykuujom mo n go6ujamo na je 10%* < a < 10%+37 3a cge n > 0.
[TpeTrnocTaBUMO CYIpPOTHO, Tj. Aa je a > 10%* + 1. Tama je

102427 > 102 4+ 1 < 10% (102% _ 1) > 1

1 1
< 1077 >1+W

1\*
<:>10><1+m) , 3acBe n>0.

C npyre crpane, kopuiihewem bepHynujeBe HejeTHAKOCTH, UMAMO

1 271/ 2n
1+W 214-@, 3acee n >0,



6. PA3HU 3AJIALIM 285

n

102k

342. (Aycrpanmmnjcka matematnuka onumnujana, 2002) Heka cy n u
q pupoHU OpojeBu, n = 5, 2 < ¢ < n. Joxkazatu na ¢ — 1 menm

ki

Peuwerve. PazamotrpuhemMo HEKOIWKO ClTyJajeBa:

na he 3a 10BOJHHO BEIUKO N 6UTH 1 + > 10. KoHTpaaukmwmja.

(1) ¢ < n. Taga mpoussox (n — 1)! =1-2-...-(n — 1) caapxu Kao
daktopenguqg— 1,maq(q—1) | (n —1)!, omHocHo

m;1y:{m_1w.

q

q—1]

(2) ¢ = n, ipu yemy je g mpoct Opoj. Tana je mpema BuiconoBoj
teopemu (n — 1) = —1 =n —1 (mod n), ogakne gob6ujamo, 360r
(n,n—1) =1, maje(n—2)! =1 (mod n). dakne, (n—2)! = yn+1
3a HeKH 11eo 6poj y. Tana je

Vn—nqzrn—n@n+n

n n

1
]z[ny—yﬂ——} = (n—1)y,
n
mTo je nesbuBocan — 1 = q — 1.

(3) ¢ = n, pu yemy je q crnoxkeH O0poj. JlOBOJbHO je MOKa3aTH Ja
nn—1)| (n—1)L

Hexka je p HajBehu mpoct aenmunai 6poja n u n = pxr. Tanma je
1 < x < n. Kako x | n To He Moxe 6ut * = n — 1. Jlakie,
l<xz<<n-—2

(3a) Axo je p # x Tajga ce U p U T TOjaBJbyjy HA PA3TUYUTUM
MecTUMa y pas3Bojy mpoussona (n —2)! =1-2-...-(n— 1),
nan = pzx | (n—2)!, onakne cnemu ga n(n — 1) | (n — 1)L
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(36) Axojep = z tamajen = p>. IMomTojen > 4, Tojep > 2, ma
je p? > 2p. Kaxko je y oBoM ciyuajy (2p,n) = p, TO He MOXKe
outu 2p = n — 1, ma je 2p < n — 2. Taga ce OpojeBu P u
2p mojaBJbyjy HA PA3TUYUTUM MECTUMA y Pa3BOjy MPOU3BOJA
(mn—=2)!=1-2-...-(n—1),ma2p* | (n —2)!, onakne crenu
man(n—1)|(n—1).

343. (Azmjcko-nammnduyka MatemaTruka onummnujana, 2002) Hexka je
ai,as, ..., q, HA3 HEHETATUBHUX 1eaux OpojeBa, n € N. Jloka3aTu 1a je
arlag!---a,! = ([An]D",

e je

ay+as + -+ a,
" .

A, =

Pewerve. Heka je 30up OpojeBa a; dukcupaH u jemHak k. Kaxko
MOCTOJU CaMO KOHAYHO MHOTO N-TOPKH HEHETATHUBHUX IIETUX OpojeBa
a; YMjH je 30up jeTHaK k, OHIA IIOCTOjH je/THA KOja MUHHMH3UPa BPETHOCT
npousBoma M = aq! - as! - ... a,!. be3 cMamema OMIITOCTH MOXKEMO
TIPETIIOCTABUTHU 1A J€ A1 => Qo = - -+ = Qp.

JlokaxuMo HajIpe 1a ce MUHUMAITHA BPEJIHOCT mpousBojaa M noctu-
XKe Kaja je a; = a, + 1 umm ay = ay,.

ITpernocraBumo cynpotro. Tamajea; = a,+2 > 2,majea; —1 > 1.
Tana je:

an,+1 < aq
(an+'1)! - a! '
Qp: (CLl—l).
(ar —Dagl - iovapq! (@ + D) < aq!-ag!- .- apq!-a,! < M,

IITO je KOHTPAIUKIHja ca MUHUMATHOIIhy BpeTHOCTH TTpousBoa M.
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(1) a1 = a,. Tana cy cBu OpojeBu a; Mmeh)ycoboM jemTHaKH U HEKa je Ta
BpenHoct a. Tana je [A,] = a, ma cy neBa M ileCHa cTpaHa TpaXkeHe
HejenHakocTu jennaxe (al!)”.

(2) a1 = ap + 1. Tana je

na, <k <a,+(n—11a =a,+n-1)(a,+1) =na,+n-—1,

ma je
—1
an<An<an+n . T [An] = an.
n
Cana je
ay!-ag! - an! > a(a,)" Tt
= (an!)"(an +1)
= ([4a])"(an +1)
> ([A.])".

344. (MMO 2002) OnpenuTu cBe mapoBe Leaux OpojeBa m, n He Ma-

BUX O]T 3, 3a KOje je
a™+a—1

a”+a®—1
11eo 06poj, 3a 6ECKOHAYHO MHOTO TIPUPOTHUX OpojeBa a.

Pewerve. JlepuHUIIIMO TTOTHHOME
f@y=a"+z2-1 n gl)=2"+2"-1

Heka je ¢(x) xonmuunuk, a r(x) ocratak npu aebewy [ ca g. Kako cy
Koe(UIIUjeHTH MoJTMHOMA [ M g leNd, a Boaehn koe(UIujeHT MoJIMHOMA
g jemHak 1, koeHuIMjeHTH ITOJTUHOMA ¢ U 1 ¢y 1ienn OpojeBu. Kaxko je

J@ _ o
@ =1 gy
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. ra . .
TO je Q 1eo O0poj 3a GECKOHAYHO MHOTO MPUPOTHUX OpojeBa a. Kako
9(a)

: . r(a)

OBaj KOJIMYHUK TEXH HYJIH Kal a TEXH 00, TO je 5@ = 0, OJHOCHO,
g(a

r(a) = 0, 3a 6eCKOHAYHO MHOTO MIPUPOTHUX OpojeBa a. Crenu r(z) = 0,
Tj. mosiuHoM f () je nespuB ca mosmHoMoM ¢(x). Jlokaxumo aaje m = 5
un = 3.

CraBumo m = n + k, k > 0. Kako je

fla) =a"g(z) + (1 - z) (@ + 2% — 1),

nonunoM g aemu (1 — z) (2! + 2% — 1), nakne u h(z) = 2! + 2 — 1.
Bato je k +1 > n > 3. Kako je g(0) < 0wu g(1) > 0, nonurom g
uma y untepsany (0, 1) peanan KOpeH «, KOjU je U KOPEH MOIUHOMA h.
U3 mHejemaakoctn o > oftt ua? > oF, ciemn o + o? > o 4 oF,
mrTo je, 360r " + o = 1 u o + o* = 1, moryhe jenuno xana y obe
HejeTHAKOCTH BaXku jemHakocT. Otymajen = k+1u2 = k, makne,n = 3
um = d.

345. (Casesno takmuueme 1983, Il u IV paspen) Huz mpupomgamx
Opojesa (x,,) je nedmHUCaH Ha caenehn HauMH:

3
33'1:2, Tnt1 = |:§$n1 (77,:1,2,3)

JlokasaTu 1a y HU3y (Z,) MMa 6ECKOHAUHO MHOTO HEMApHUX M OECKOHA-
YHO MHOTO MapHUX MPUPOTHUX OpojeBa.

Pewerse. TIpeTnoctaBuMo aa y HU3Y () UMa KOHAYHO MHOTO He-
nmapHux 6pojeBa. Taga mocToju mpupoaaH Opoj m, Takas Ja je T, mapaH
Opoj 3a cBaku n Takas aa je n > m. Heka je x,, = 2kg, kg € N. Tana je

Tm+1 = |:§£L‘m:| = |:; : 2k0:| = 3]€0
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Kako je x,,,1 mapan 0poj, To je ko = 2k;, k1 € N. Jlame je

3

3 3
Tpgo = |:§xm+1:| = |:§3k'0:| — [532k1] :321{;1.

Kaxo je 7,2 Takohe napan 6poj, To je ki = 2ko, ko € N, u kg = 2%k».
Hacrassmpajyhu nmocrynak nobujamo 1a 3a CBaku MPUPOAAH Opoj S
MocToju, Takohe mpupoaaH, 6poj ks Tako na je ko = 2°ks, Tj. 3a CBaku
npupoan 6poj s, 2° | kg, mro je Hemoryhe.
[IpeTnocTaBUMoO cajia ja y Hu3y (x,) UMa KOHAYHO MHOTO MapHHX
opojeBa. Tama mocToju mpupogaH Opoj m TaKaB Ja je T, HermapaH Opoj
3a CBaKu 1 TakaB ja je n > m. Heka je x,, = 2ko + 1, ko € N. Tana je

3

Kako je x,,+1 HemapaH 6poj, To je ko = 2k1, k1 € N. Jlasbe, aHAIIOTHO
Ka0 y IMPBOM CITyuajy JTOKa3yjeMo J1a HAC OBaKBa MPETIIOCTABKA JIOBOIH
JI0 KOHTPAIUKIIH]E.

346. (MMO 1968) 3a cBaku mpupoaaH Opoj n U3padyyHaTH 30Up

n+1 n+2 n + 2k
2 + 4 +...+ —2k+1 +...

Pewerve. 3a cBaku pearan 6poj = Baxu (Bumetu teopemy 1.1. (9)):

(%) [a: + %1 — [22] — [2].

n

Axo0 cabepeMo jeTHaAKOCTH JOOMjeHe U3 (*) CTABJbAbEM JA je T = SR

k=20,1,...,m, tobujamo 1a je

52 - (2]

k=0
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I[To1To 3a cBako n MOCTOjU MpUpoIaH Opoj m Takas 1a je 2™ > n, uMaMo

n
maje lim [—] =0, ma je

m—+oo L2M
X [n+2k
Toktr |
k=

Jr

o

347. (UMO 1976) Hu3s (u,) nebunucat je Ha crenehn HauuH

uy = 2, U1:§
Un+1:Un(ui_1_2)_u1 (n:1,2,3,)
JlokazaTtu 11a je
] =25, n=12....

Pewerve. Jlokazahemo na je

2n7(71)n 2n7(71>n

() u, =2 s +27 35 . n=0,1,2,...

3aucra, jemHakocT (k) je Tayna 3a n = 0 un = 1. IIpeTmocraBumo n1a je
Ta4yHa 32 HEKe y3aCTOMHe MpupoaHe OpojeBe n — 1 un. Tamxa umamo 1a je

on_ (1" _an— (- 271,71_(_1)7171 _ 27171_(_1)77,71 5
Un+1:(2 5 +2 3 ><22 3 4+ 972 3 -5

2n7<71>n+2n72(71)n—1 2n7<71>n72n+2(71)n—1
=92 3 3
+2 _2n+(_1)n+§n_2(_1)nfl + 2_2n+(_1)n_32n+2(_1)n71 5
2
n+1l_,_;yn+1 _on+1 n+1
_ 2% + 2(_1)n+1 + 2_(_1)n+1 i 2% . ?
2

2n+1_(_1)n+1 2n+1_(_1)n+1

— 95— 49" 5
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n n 5 . . 1
jepje 20V o = 3 (jeman ox cabupaxa je yBeK 2, a Ipyru 5).

Axo je n > 0, npyru cabupak y jexHaxoctu (k) je mamu ox 1 (jep je
oAroBapajyhu eKCIOHEHT HETaTUBAaH), a TIPBU je 11eo O0poj (jep u3 uaeH-
tureta a” — 0" = (a — b)(a™ '+ a" b+ -+ + b"7) cnemm na je
oAroBapajyhu eKCIoHeHT 1ieo O6poj) u 6uhe

2" —(—1)™
3

[u,] =2 , o n=12 ...

348. Onpenutn HajBehu cTeneH Opoja 2 KOju e [(1 + \/§) n] .
Pewerve. bpoj (1 + \/g)n + (1 — \/§)nje IO Y BAXKU:
(1+v3)"+(1-+3)", n HemapaH 6poj
jepje 0 < (1 — \/g)n < 1, ako je n mapas 6poj, u —1 < (1 — \/g)n <0,

aKo je n HemapaH 0poj.
AKo je n mapaH 0poj, Tj. n = 2m, 3a HEeKH IPUpPOIaH OPoj M, OHJIA je

[(1+\/§>2m] = <1+\/§)2m +m(1—\/§>2m—1 )
= <(1+\/§>2) +((1—\/§>2) —1
= (1+2v8)" + (1-2v3)" -1
=2 ((2+v3)" + (2-v3) ) - 1.

Tomro je (24 v3)" + (2= v/3)™ neo 6poj, To je, y oBoM ciryuajy,
[(1 + \/5)11 HemapaH 6poj.
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AKxo je n HemapaH 6poj, Tj. n = 2m + 1, Taga je

2m+1

{(1 - \/5)%1“} = (1 + \/§>2m+1 - (1 —V3
= (4+2v3)" (1+v3) + (1-2v3)" (1-v3)
=2 ((2+v3)" (1+V3) + (2-v3)" (1-v3)).
Axoje (24 v3)" = ay + byV/3, onmajen (2 — v3)" = a,, — by V3w
o @2, -3, = (2+v3)" (2-v3)" =1
V3 IPETXOJIHIIX jeTHAKOCTH CIETH J1a je
2 ((2+v3)" (1+3) + (2-v3)" (1-v3))
= 2™(2a,, + 6by,) = 2™ (ay, + 3byy).
Kaxo je
(A + 3bp) (@ — 3by) = a2, — 9b%, = aZ, — 3b2, — 602, = 1 — 612,

6poj a,, + 3b,, je HemapaH, ma je HajBehu cTenen Opoja 2 Koju eau 6poj

[(1 + \/g)n} jemHaK n

349. Tlo3HaTo je Aa MOCTOje TauHO JIBa IIpOcTa Opoja UHje peluIpo-
YHE BPEIHOCTH 3aMKCcaHe y OOJIMKY JEHUMMAIHOT Opoja uMajy rnepuoze 7.
Jenan ox Tux 6pojena je 4 649. Koju je npyru?

1
=m + 1.

Pewerve. Heka je p Tpaxkenu 6poj. Tana je

1
5 = 0,&1(12 .. .an(blbg .. b7)
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W3 tora cnenu n1a je

1 1
q=10""". = —10" -
p p

= ai1as ... anblbg ce b7, (blbg c. b7) — 102 ...0n, (blbg Ce b7)

:a1a2...anblb2...b7—alag...an

eo 6poj. Jdaxkre,

1 1
10" - (10" — 1) - — = 10" - 9999999 - — = ¢,
p p

OJTaKIIe je

- 10"-9999999 2" -5" - 32239 - 4649
q q '

Kaxo je p mpoct Opoj, ¢ je mpou3BOA HEKUX OJ HaBeIeHUX (hakTopa.
pyrum peunma, p € {2,3,5,239,4 649}, Moryhuocrt p = 4 649 otnaza
300r ycioBa 3amatka. Takohe otmamajy p = 2,3,5, jep BUXOBE pe-

LUITIPOYHE BPETHOCTH HEMA]y TIEPUOJIE 7; i 0,5, 3= 0,(3), E= 0,2.
Tako ocraje p = 239, mWTO W jecte pemnieme ¢ 003UPOM Ha TO 1A je

1
— =0, (0041841).
239 ( )
350. Hexa je n mpupoaan Opoj Koju y cucteMy ca ocHoBoM 2 005 uma
20 nmudapa. Axo Te mudpe, y3ere HEKUM peaoM, 00pasyjy apuTMETHUKY
MPOTPECH]y, TOKA3ATHU JIa j€ 1. CIIOKEH Opoj.

Pewerse. Kopuctuhemo crnenehe TBpheme Koje ce mako gokasyje: Axo
Je 36up yupapa nexos bpoja naiucarnod y cuciemy ca ocnogom b, (b > 1),
gemus ca m u b — 1 gewuso ca m, waga je u cam 6poj gemus ca m. Ha
MpUMeEp, U3 HABEIACHE TEOPEME CIIE/Ie KPUTEPHJYMHU IEJbUBOCTH ca 3 U 9y
JIEKaTHOM CHCTEMY.
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Hexka je n nBageceroumdpen 0poj y cucteMy ca ocHoBoM 2 005. Kako
mudpe, y3ere HEKUM pelloM, o0pa3yjy apUTMETHYKY Iporpecujy, 30up
uudapa 6poja n je

a+(a+d)+ -+ (a+19d) = 20a + 190d = 2(10a + 95d).

Hake, nespuB je ca 2. Mehytum, ca 2 je nespuBo u 2005 — 1 = 2004. Ha
OCHOBY HaBeJIcHOT TBphema u Opoj n je 1eJbuB ca 2.

351. Pemmutu y cKymy 1enux OpojeBa jeTHaAUHHY

x° 424 = 2%,

Pewerve. Jemuno pemieme je © = 10. 3auncra, 3a * < 0 mecHa cTpaHa
jenHaunHEe HUje 1meo O0poj, a mema jecte. 3a x = 0,1,...,9 mpoBepom
1o61jaMo 1a HHCY pellleba, a3a = > 10 T0Ka)XUMO HHAYKIMjOM J1a je 7° +
24 < 2%, (Yutaoum KOjU Cy yIO3HATU Ca OCHOBama JU(EepeHIINjaTHOT
pauyna Mmory mokasatu jaa je f'(x) > 03a x > 10, rue je f(x) = 2* —
23 — 24)) 3a z = 11 TBpheme Baku. Heka je TAYHO U 3a IPOH3BOIBHO
x > 11. Tanma je

(z+1)P°+24=2°+32"+3z+1+24
= (2 +24) + (32 + 3z + 1) < 2° +2° =271,

OBo ciemy w3 322 + 3z + 1 < 2%, mTo omeT TOKa3yjeMO MHIYKIIUjOM: 3a
x = 11 je ucrymeHo, a ako BaKu 3a Ma Koje = > 11, oHna je

3(z+1)2+3(x+1)+1=B2*+3z+1) + (62 +6) < 2° +2° < 27,

(3a moka3 HejemHakocTh 6 + 6 < 2% TOHOBO KOPUCTUMO UHIYKIIH]Y; TO
OCTaBJHAMO YHTAOIIY 3a BeXOY.)

352. Ca peunma Haj a3dykom {0, 1} mo3BosbeHo je BpumTH crienehe
omeparnuje:
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(1) ybauuTu Ha MPOM3BOJHHO MecTO M3Mel)y JBa CycelHa ClOBa, Ha
MOYETKY WM Ha Kpajy peuu, ped obIuKa ppp;

(2) w3bOpucaTu GUIO KOjy MOIPEY OOIMKA PPp.

Taxo ce, Ha npumep, u3 peun 0001 mory gooutu peun 0111001 u 1. Ha
JI ce HaBeIeHUM omepainjama u3 peun 01 moxe qooutu peu 10?

Pewerve. Peun Has1 1aTOM a30yKOM OCMATPajMO Kao OMHAPHE 3AIMHICe
opojeBa. ITocmaTpajMo peu a = a,ay,—_1 - - - G100, ¥ ped TOOUjeHy yOaru-
BameM ppp: b = a,a,_1 - - - appppar_1ax_o - - - ag . (Bpucame ce pazmarpa
AHAJIOTHO.)

_ k+3 k
b—a=anap_1---ap- 27 +ppp- 2" + ar_1ar—2 - Ay — App_1 - ag

= ok (7anan,1 < Qy +%) .

Kaxo ppp Moske 6utr 1 0 Win 7, oBa pasiuKa je yBeK JesbuBa ca 7, Ia
aKo je 0poj ¢ nobujeH ox 6poja d HaBeJIeHUM oIlepalldjaMa, Baxu ¢ = d
(mod 7), a To Huje ciyuaj ca 6pojesuma 01 = 1 u 10 = 2.

353. Heka je ai, as, as, ... HHU3 Pa3TUYUTUX MPUPOTHUX OpojeBa
TakaB 1a je a, < 100n, 3a cBakum mpupogaH 6poj n. Jlokazatu na y
TOM HM3y MOCTOjU OpOj Y uMjeM ce JIeKaJIHOM 3amucy rojaBibyje 2 000
y3aCTOITHUX jeAMHUIIA.

Pewere. Jloxazahemo Hajnpe caeneche TBphemwe: y 1aToM HU3Y T1OC-
TOJM YJIaH y UMjeM Ce JIEKaTHOM 3ammucy TojaBibyje Oap jeaHa jequHUIIA.
IMpermocraBumo cynmpotHo. Tama ce mehy mpux 10 mpupogunx Opo-
jeBa MO)Ke HAJTA3UTH HajBHIIe 9¢ uwiaHOBa HU3a. MelyTuM, aKo CTABIMO
n = 10¢ u3 ycnoBa ajpe < 100 - 10¢ = 102 Bumumo ma ce 10° umaHoBa
Hu3a Hanasu Mehy mpeux 1072 mpupomnux 6pojeBa. Amm meljy mpBux
10" npupoanux 6pojesa Mmosxe 6utu Hajsuie 9°72 unanosa Huza. Cana
W3 YMELEHMIIE Ja 34 JOBOJBHO BENUKO ¢ Baxku 10¢ > 9°72 (moxaszatu!)
JTOJIA3UMO 10 KOHTPAJUKIIH]E.
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Wmutupajyhu Taj moka3 MokeMoO IMOKa3aTH OIINTH]e TBpheme: ako
HU3 MPUPOIHUX OpojeBa 3aJ0BOJbaBa YCIOB a, < kn, 3a Heko k € N,
onza 3a cBako m € N u cBako [ < m MOCTOjU WIaH TOT HU3A y UHjeM Ce
3amucy ca OpojHOM OCHOBOM M jaBiba udpa [. 3aucra, mMpeTnoCTaBUMO
CYMMPOTHO, Tj. Ja TOCTOjU Iudpa Koja ce y 3alnucy ca OCHOBOM M HE
jaB/ba HU y jeIHOM WwiaHy HuU3a. Mely cBUM NMpUpOIHUM OpojeBUMa ca
HajBuIe ¢ mudapa (y TOM 3aImcy), KOjux uMa mc, Moke OMTH HajBUIIIE
(m — 1)° uwnanosa nuza. Heka je d € N TakBo nma je m?¢ > k. Tana
U3 ycroBa a, < kn 3akmydyjemo a, < mdn, 1j. 3a n = mS, 1a Baxu
ame < met?. Taxme, mpBux m¢ uraHOoBa HU3a Hatasu ce Mehy mpBux me <
IIpUPOTHIX GpojeBa, a Ty uX Moke 6utH HajBume (m — 1)°7. Cama jom
ocTaje a TPUMETUMO J1a 3a JOBOJLHO BEITHKO ¢ Baxku mS > (m — 1)°t,
KonTtpanuknumja.

Caja mocMaTpajMo 3aruc WIaHOBA HU3a Y CUCTEMY ¢a OCHOBOM 1M =
10%2°°° . TTo ropmem TBphemy 6ap jenaH UIaH HU3a ¥Ma y CBOM 3aITiCy
mudpy koja oxroeapa 6pojy ll...1 y mexamHowm 3amucy. Taj unan

2000
canpxu u 2 000 y3acTOMHUX JeTUHUIIA.

354. Heka je (a,,)n>2 HU3 IPpUPOJHUX GpojeBa Ae(UHUCAH ca:
a, =n® 4+ 5n* — 12n? — 36.
JlokazaTu:
(a) cBaku mpocT Opoj Aenu Oap jegaH WiaH TOT HU3a,

(6) mocToju mpupoaaH OpPoj KOjU HE AN HUjeAaH WIaH TOT HU3A.

Pewerve.
(a) Jlako ce Bumu n1a je

an = (n® 4+ 6)(n* + 2)(n* — 3).
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IpeTnocTaBUMO JIa MOCTOJH IPOCT OpOj p Takas aa p { ay, Tj.

IRGECRCE

rje je () Jlexannpos cumbon. JlexannpoBa (pyHKIHjA je MyII-
TUTJIMKATHBHA, IITO 3HAYM [1a 3a y3ajaMHO TMPOCTe G W b Baxu

(g) (g) _ (%f) At To swan za jo
2)0-6)

(6) Tojenmnp. n = 8. KBagpatau octamu rmo moayiy 8cy 0,1 u4, a a,
je KOHTpyeHTHO ca 4 wiu 6 o Moyy 8, Tla He MOXe OUTH IeJbUBO
ca 8.

KonTtpaauknwuja.

355. (CaBesno takmuuewme 1994, Il paspen) Onpenutu cBe OCHOBE
OpojHUX cucTeMa Koje cy Mame o 100, Tako fa je y TUM OpOJHUM CHC-
temuma 6poj 2 101 mormyH kBajpar.

Pewerve. O3HaunMO ca k OCHOBY OPOJHOT CHCTeMa M Heka je Opoj
2101 y cuctemy ca OCHOBOM k MOTIIyH KBajipaT, PELUMO, jeiHaK m>.
Tana je

2101 =2k3 + k2 + 1= (2k* =k + 1)(k + 1)
=[2k(k+1) = 3(k+1)+4](k+1) = m*
Hajeehu 3ajenunuku penunan 6pojesa 2k — k + 1 u k + 1 je nenunai
6poja 4 (360r 2k? — k + 1 — (k + 1) = 2k(k — 1)), na u3 jeqHaxocTu (*)

Jo6ujamo 1a je 0poj k + 1 moThmyH KBaJapaT WM je jeAHAK JTBOCTPYKOM
MOTIYHOM KBajpaTy. Ako je k + 1 = n?, oH1a mpoBepoM 3a BPeJHOCTH
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nu3 ckyma {2,3,...,10} no6ujamo tan =2un =3 (1j. k =3uk =)
Tajy pelierma:

3a k=3: 2101 =2k3 +k?+1 =64 = 8%
3a k=8: 2101 =2k3 +k*+1=1089 = 332

Ban € {4,5,...,10} npoBepom j1061jaMo J1a HEMA HOBUX peElICHA. AKO
je k + 1 = 2n?, onma n MoKe y3eTH BPeIHOCTH U3 ckyna {2,3,4,5,6,7}.
ITpoBepom noOujamo 1a HUjeAHA OJI AATUX BPETHOCTH 3a 1 HE Jaje
pelemne.

IIpeMa ToMe, cBe BpeTHOCTH 3a k 3a Koje je 6poj 2 101 moTmyH KBaapaT
cyk=3uk=28.

356. (Casesno takmuueme 1994, Il u IV paspen) Heka je g mpoct
opojBehm on b u 1 < p < q. IlpernocraBumo 11a je Opoj — y Jenumant-
HOM 3aITiCy YMCTO TIEPUOIMYAH, ca TIepuoIoM o1 2n mdapa. JlokazaTtu

1a je 30up Opoja kora hopmMupajy MpBUX n udapa rmepuoaa u 6poja kora
dbopMupajy nmocnenmux n nudapa rnepuona jemak 10" — 1.

Pewerve. Heka je

p_
——O,\CICQ...CQE\ClCQ...CQnJ...

g g

. D e —
JCIUMMAJIHM 3aluc Opoja —, THe je C1Ca . . . Ca, OCHOBHM mepuoj. O3Ha-
q
YUMO

A=cico...cp, U1 B=cyii1Chio...Cop.

Tama Baxxu jeqTHAKOCT

(1) 102 —10ma+ B+ L.
q q

Kopucrehu unmennIty aa je cics . . . Ca,, OCHOBHU TIEPUOJ, T0OUjaMoO /1 je
6poj 10?" — 1 gemus ca ¢, a 6poj 10” — 1 Huje AerbUB ca ¢. 3aTo je 6poj
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10™ + 1 nemwus ca q. Ipema Tome, 6poj (10" + 1)1—j je mpupoIaH, Tj.
q
n p
(2) (10" +1)==A+1.
q

U3 jenaxoctu (1) u (2) mobujamo 1a je

10"A + B = (10> — )2 = (10" — 1)(10" + D)2
q q
= (10" — 1)(A+1) = 10"A — A + (10" — 1),

omakite ciuequ 1a je A + B = 10" — 1, mro je u Tpebato 10Ka3aTu.

357. (CaBe3no takmuuewme 1997, 1 paspen) dokazatu na mely 6po-

. 1 . .
jeBuMa obMKa [2’“*2} , Te je k mpupoaaH 0poj, uMa 6ECKOHAYHO MHOTO
MapHUX.

Pewerve. TIpeTriocTaBUMO CyMPOTHO U HeKa je ko HajBehu mpupoIaH
0poj 3a Koju je O6poj [2'“”%] mapaH. Heka je okots = 2 4 Q, TIe je

. 1 .
paznomibeHH Jeo 6poja 250+ 2. JTokaxumo n1a je 3 < a < 1. 3aucra, ako

. 1
el <a< 3 OHJ1a BaXXH

[2ko+l+%] — 22l +a)] =4l € N,

a TO je Y KOHTPAJIUKIUjH ca JeuHHUIIjoM Opoja k.
. 1,
Pasnomsbenn neo 6poja 2807143 je 2ar — 1 1 3a mera aHamorHo M0Ka-

1
3yjemo 2o — 1 € {5, 1). Jlasbe, aHaJI0THO 100MjaMo J1a je

1
2020 —1)—1=4a -3¢ {5,1>
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U, YOTIIIITE, /14 32 CBAKU MPUPOAAH OPOj 1 BaXKU:

1
(%) §<2"a—(2"—1)<1.

U3 HejeqHakocTH (*) 106MjaMo J1a 3a CBAKY TIPUPOIAH OPOj 1 BaXKK

2" — B 1
on _2n+1’

N |

l—a<1-—

IITO OYMTIIEAHO HUje TauHO. JloOMjeHa KOHTpaUKIIH]ja TOKa3yje TBpheme
3a/1aTKa.

358. (CaBesno takmuueme 2000, 1T u IV paspen) Heka je S ckynm
CBUIX MIPOCTHUX OpojeBa p TAKBUX J1a je

1

- :0,0102...63%0102...&5%...,

p
r7e je 31, Ay)KUHA OCHOBHOT IepHOJA y JCLHMATHOM 3amucy. 3a k €
{1,2,...,r,} nebunmmemo f(k,p) = cx + Ciyr, + Crior,. Oopeautu

max{f(k,p) :pe S, k=1,2,...,7r,}.

Pewere. Hexka je 3r = 3r, 6poj uudapa OCHOBHOT nepuoja y AeLu-
MaHOM 3amnucy 6poja 1/p, tae je p € S. Tana Baxu

p|10° —1, pt10" —1, p |10 + 10" + 1.
Hekaje 1/p=0,c1c9¢3... 1

10771
T; = ) =C1C2...Cj—1,CjCj4+1Cj42 . . .,

y] = {x]} = chjcj+lcj+2 .
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OuurnenHo Baxu ¢; < ¢j, Cjy1Cj42 - - - = 10y;, ogakie cnenu

f(k,p) = ci + Chgr + Crgar < 10(Yk + Yrgr + Yngor)-

Jasbe, mpuMeTUMO 114 je

Ok—l
Pt Thpr + Do = — (10* + 10"+ 1)

npuponaH Opoj, ma je 3aTo U Yr + Ykir + Ykt2r Leo O6poj. Kaxo je
Yk + Ykrr + Yrr2r < 3, TO J€ Yk + Yktr + Ykt2r < 2. Ilpema ToOMeE,
f(k,p) < 10-2 = 20, 1. f(k,p) < 19. 3a p = 7 nobujamo naa je
1/p = 0,142857142857... u f(2,7) = 4+ 8 + 7 = 19. Konauno
o0HjaMo:

max{f(k,p) :p€ S, k>1} =19.

359. (Cagesno takmuuemse 2001, 11T u IV paspen) Hahu cBa pemema
jemHaunHe ¥ +y = y* + o y CKyIy mpupOIHHUX OpojeBa.

Peweme. Jlako ce youasajy pemema (1,n), (n,1), (n,n), rue je n
MPOW3BOJbaH MpupoaaH 6poj. Hekaje x < y, 1j. y = x +t, tmejet
npuponan 0poj. Tama jenrHaunHa ocTaje:

M rr+t=(z+t)" +u,

t t\*
xt+—:(1+—) <3,
x® x

omakie je z < 3. Cremu n1a je x = 2, ma 1o0ujamo:

2
t t
2?=(1+=) —-.

ma je



302 TEOPHJA BPOJEBA

[Mocnenmwa jemHaunHa y CKYITy IIPUPOJTHUX OpojeBa MMa pelleme ¢t = 1,
TTOK ce 3a t > 2 Tako Mmokasyje 1a je
3t t?

2> 14 =4+ .
+4+4

3at = 1wnamazumo = =2,y = 3.

360. (CaBesno takmuueme 2001, 11T u IV paspen) Heka je k mpupo-
naH 6poj u Ny, 6poj HuzoBa jiyxuse 2 001 uynju Cy CBY YlIaHOBH €JIEMEHTH
ckyma {0,1,2,...,2k + 1}, a Henapan 6poj uIaHOBA CBAKOT HU3A jeJHAK
je 0. Ompenutu HajBehu cTemneH aBojKe Koju aenu Ny.

Pewerve. Heka je x,, 6poj HU30BA IyXUHE 70 YHjU Cy CBU UJIAHOBU
enementy ckyna {1,2,...,2k + 1}, a Hemapan 6poj WUX je jeHAK HYJIH.
Tamajexs =1m

Ty = (2k+ D)2, 1 +(2k+2)" —2p, = 2kx, 1 +(2k+2)"1 32 n > 2.
Kopucrehu pexkypeHTHy Be3y nodujamo
T, = 2kx, 1 + (2k +2)"7!
= (2k)2xn_o + 2k(2k 4+ 2)" % + (2k + 2)" !

= (2k)" 'z + (2k)" 22k +2) + - - +
+2k(2k +2)" 2 + (2k +2)" L.
Kako je 1 = 1, TO cnenu
2k +2)" — (2k)» 1
Ty = = —
(2k +2) — 2k 2
=2"H(k+1)" - k"] .

[(2k 4+ 2)" — (2k)"]

Bpoj (k+1)" — k" je nemapan, na cnemu 1a je 2" ! Hajsehu cTeneH 1Bojke
KOjH JIeTH ,,. 3a n = 2 001, Tpaxenu HajBehu cTeneH nBojke je 22900,
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361. (MMO 1989) JlokazaTu 1a 3a CBaKd IMPUPOJIaH OpPOj 1 ITOCTOJU
N y3aCTOIHHUX MPHPOJHUX OpojeBa O KOJUX HHUjeTaH HHje I1e0 CTETeH
nmpoctor Opoja.

Pewere. 3a naton € N uzabepumo k = (n +1)!? + 1. JJokaxumo na
Hujenan ox Opojesa k + 1,k + 2, ..., k + n Huje cTeneH mpocTor Gpoja.

3a cBako j 3a koje je 1 < 7 < n Opoj 1 + j je mpaBu aenumnail 6poja
k+ 7. IlpeTmocTaBUMO J1a je 3a HEKO TaKBO j UCIYEeHO k+ j = p®, rae je
p IPOCT, a o IpupoJaH 6poj. Onpa je 3a Heko [, 1 < S < a, HCIYIBEHO
14+ =p° Amraga p°™ | (n+ )2 up’t | p* 1. p°H | k—1m
PPk + j, mapPtt | 1+ j, mTo je kouTpaguKIMja.

362. (MMO 2001) Hexka je n Hemapan npupoaaH 6poj Behu ox 1 u
Heka cy ki, ko,. .., k, natu nenu 6pojeBu. 3a cBaky oj n! mepmyrtanmja
a= (ay,as,...,a,)ckyna {1,2,...,n} Heka je

S(a) = zn: k’zaz
i=1

JlokaszaTu 1a mocroje 18e nepMmyTanuje bu ¢, b # ¢, Takse 1aje n! pemanary
opoja S(b) — S(c).

Pewere. O3naunmo ca X 36up cBux n! 6pojeBa S(a). Ilpermocra-
BuMo 1a 6poj S(b) — S(c) Huje nempuB ca n! 3a cBake 1Be pasIUUUTE
nepmytanuje b u c. Tana cBu 6pojeBu S(a) MOpajy UMATH pA3JIUUUTE
ocraTke mipu Aesberby ca n!. Tlomro je 6poj cBUX mepMyTanuja jeqHak n!,
TO ce mojaBJbyjy cBu octaru 0, 1,2, ..., n! — 1. Jake,

(n! —1)n!
2

(1) ) (mod nl).

IMpumeTnmo Takohe na ce cBaku o1 6pojeBa k; MHOXKH, y 30UPY X, CBAKUM
on 6pojesa 1,2, ..., n, ykynHo (n — 1)! myra. 3ato je koeduuujenr y3 k;
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1
y 36mpy X jemnak (n — D)!I(1+2+---+n) = §(n + 1)!, ma je

!
(2) p— (Db
2
. . (n4+ 1! .
3a HemapHe NMpUpoaHe OpojeBe n Opoj je mempuB ca n!, a 6poj
(n!—1)n! | i ,
T, Huje esbuB ca n!, ako je n > 1. 3aro jexnaxoctu (1) u (2)

1ajy KOHTPAJIUKIIH]Y.
363. Jla mu Baku oOpat TBphema 3agaTka 177?

Pewerve. Heka je ¢ = 2™ + 1 npoct 6poj. Tanaje o(q) =q¢—1 =
2mtl Kakojeq = 5,10je (3,¢) = 1. Ilpema Manoj depmaoBoj TeopeMu
je 39@ = 32" =1 (mod ¢), na je

(%) 3¢@/2 = 32" = 41 (mod q).

IMomroje g =1 (mod 4) u g =2 (mod 3), o je

(@)= ) -

TIe je () Jlexxangpos cumbon. C npyre cTpaHe, TIOMITO je
3 Z a1
—1=(-) =34 (mod q),
q

BpeqHoOCT y (*) je —1, ma oryma ¢ | (32m + 1), mITO J0Kasyje obpar
TBphema 3agaTtka 177.

364. Hexka cy m u n mpupoau OpojeBU TAKBU 1A
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Jlokazatu f1a je m = n.
Pewerve. Heka je:

(£

m=pPps? - pft, n=plph - pp

(Hexu o 6pojeBa «;, ; MOTy OUTH U jeqHaKu HynH). M3 ycnoBa 3agaTka
nobujamo na 3a ceako i € {1,2,...,(} Baxu:

a; < 20; < 3a; < 46; < Hay <65 < -

OIaKJIe CIIeIN 1A je:

4 5
2617 B@ Q{l, az X Bza ﬁz X Zaiv Q5 < gﬁzv Bz < Eaiy ey
j.
2k +1
041\ ;= Bi (k— +00) u f; < + —a; = a; (k= +00)

2k

ma ce qobmja o; < B u fB; < oy, Tj. o = f;.
. v(n) . : .
365. Hahu lim —=, raeje v(n) 6poj mpocTux Aenunara 6poja n.
n—oo n

Pewere. TlomTo Hajsehu npoct aenunan 6poja n Huje Behu on /n,
umamo 1a je v(n) < y/n majewu

0< I/(?’l) < ﬂ — L
n n NLD
. . v(n)
I[Momro lim — =0, cnequ ma jen lim —— = 0.

2
n—00 \/_ n—oo N

366. JloxaszaTu ;1a 3a CBakKM MPUPOIAH OPOj N Bake HEJSTHAKOCTH:

’I’LQ
% < plmoln) <t
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e je ¢ OjnepoBa GyHKIMja, a 0(n) 36Mp IPUPOIHUX AeNuIala 6poja n.

Pewerve. TlomTo je
i 1
o(n) = nH (1 - —)
i=1 pi

k

k
, 1 1
o<n>=||<1+pi+---+pfz>:n||(1+—+---+ )
1=1

i1 pi p;

3a M 4Hja je KAHOHCKA akropusanmja pi' - - - pr*, UMamo ja je

o(n)o(n) = nzﬁ (1 _ ]ﬁ) <n?

r7e je ¢; ¢—Tu rmpocT 6poj. Takohe, mmamo 11a je

(-2 (2 () (- S

=1

OJlaKJIe CIIe/(U TPaKeHa HEJeIHAKOCT.

367. (BMO 1984) [loka3atu aa 3a CBaKM MPUPOAAH OpOj M TOCTOjU
n, n > m, TaKO Ja ce AeKaJaHW mpukKa3 Opoja 5" moOuja w3 AeKagHOT
npuKasza 0poja 5" momaBameM U3BeCHOT Opoja nudapa c 1eBe cTpaHe.
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Pewere. Heka je 5™ = ay...ap. Tpeba mokazaTu Aa je 3a HEKO
n ¥ 3a HeKe MUPPE Akyi1, - - ., Gy UCIIYEBEHO 5" = ay...a . ..ag, ITO je
€KBHUBAJICHTHO ca

(1) 5" — 5™ =0 (mod 10F+1).

ITpu Tom je jacHo na je k + 1 < m. TIpema Tome, 5" — 5™ je ne/BUBO ca
5%+1 3a cBe n > m. Jlakne, m1a 6¥cMo JoKa3amyu KoHTpyeHuujy (1) Tpeba
caMoO TTOKa3aTH Jia ITOCTOjUu 1 > m Tako Aa je 5" — 5™ nmerbuBoO ca 2k +L
Tj. 11a je
5"~ — 1 =0 (mod 2F1).
Kaxo cy 5 u 2! y3ajamuo mpoctu 6pojesn, Ha ocHOBY OjliepoBe Teopeme
Je k+1
592" — 1 =0 (mod 281,

ma je TOBOJLHO y3eTH n = m + (28 1),

368. Hexka je c1,c9,c3,...,cp Hu3 on k mmudapa, k£ > 2, ¢ # 0.
Jlokaszatu 1a ako mpupojan 6poj a, a > 10, Huje crened 6poja 10, Taga
MOCTOjU MIPUPOJIaH OPOj 1 TAKAB Ja JACIMUMAIHU 3amKc 6poja ™ TIOUnbe
ca C1Cy ... Ck.

Pewerve. JlokaxxuMo HajIipe JIBE JieMe.

JIEMA 1. Axko je 6 upayuonanan 6poj u N gaitiu iosuitiuean 6poj, waga 3a
ceaxu peanan 6poj r u ceaxo € > 0, fiocitioje yeau bpojesu m u n, ipu 4emy
jen > N, iiaxeu ga je

6< 0+m < +€
r——-—<n m<r—+ <
2 2’

ogrocro 3a ceaxu unitiepsan (o, 3), flocitioje yeau bpojesu m u n, apu uemy
jen > N, wmaxeu ga je nd + m € («, 3).

CKHMIA JJOKA3A. Hapenna TBphema HMje TENTKO JOKa3aTH, a M3 FHbUX
JeMa JTUPEKTHO CIIEIH.
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1) 3atBopen unrepsan I = [0, 1] MOXeMO IOAETUTH HAa KOHAYHO
MHOTO ToguHTepBana Iq, Is,. .., I; unje cy Ty')KUHE Marbe O €.

2) 3a cBaku mpupojaH 0poj n > N, mocToju 1eo 6poj m TakaB 11a je
nd+mel.

3) IToctoju GeckoHayHO MHOTO OpojeBa:

a1 =i +my, as = ngsl +mo,. ..

y UHTepBaly / TaKBUX Ja cy n; U M, LeTu OpOjeBU U Baxke HEjeTHAKOCTU
n; >NI/I77JZ'+1 —n; > N.

4) U3 3) cnenu na Gap jenaH o MOAMHTEPBAJIA, HA KOj€ j€ MOJIE/beH
uHTepBai /, caapxu Ba oz 6pojesa ai, as, . .. ; HA IPUMED a; U a;.

5) Axo je j > i, Tana je pasznuka ¢’ = a; — a; 6poj obnuka n'd + m/,
m/,n’ € Z,n’ > N, u pazmuuur je ox Hyne. Takohe jeu || < e.

6) ITocmaTtpajmo 6pojese 0,a’,2a’,3d’,.... Ako je a’ > 0, Tama ose
TauKe JIeJic HEHeTATUBAH JIE0 PEATHe OCE Ha MHTEPBAJIC YHje Cy IyXKUHE
Mame o1 £. Ako je @’ < 0, Tama oBe Tauke JeJe HEMO3UTHBAH JIEO
peaniHe oce Ha JOBOJHAHO Malleé WHTepBaje. Y TPBOM CIIydajy Joja-
BaIbeM HETATUBHHX IIENHX GpojeBa OpojeBuma 0,a’,2a’,3d’,... unrep-
Balie OrpaHWYeHe OBUM TaukaMa TPAaHCIMPaMO HAa HEraTUBaH €0 pe-
ajiHe oce. Y IpyroM ciiydajy A0/1aBambeM MPUPOIHUX OpojeBa OpojeBruMa

0,ad’,2a’,3d,... uaTEpBasE TPAHCIMPAMO HA MO3UTUBAH €0 PEAJTHE OCE.

Ha Ttaj naunH ynTaBa pealHa oca TMMOKPUBEHA jé MHTEPBAJIUMA JIy)KUHE
/

a <Ee&. |

JIEMA 2. Axo dipupogan dpoj a, éehu og 1, nuje ciieiier o6poja 10, waga je
opoj log a upayuonanan.

JIOKA3. Heka je v = log a v mpeTmocTaBUMO Ja TOCTOje y3ajaMHO TTPOCTH
e OpojeBU P U ¢ TAKBU J1a je & = E_ Tana, n3 a = 10%, cnequ nma je

a? = 2P - 5P, Jlaspe, ako je a = p7'---p.* KaHOHCKa (akTopu3aImja
Opoja a, MaMo J1a je

pIvt . plo — 9P 5P,
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Tama nmpema OCHOBHOM CTaBy apUTMETHKE CIle[H Ja je k = 2, p; = 2,
P2 =D, qay = PUQqas = P, T]. a1 = qo. Hakmae, a = 291 - 53 = 10,
CYMPOTHO MPETIOCTABLIMU JIa a HUje cTerneH Opoja 10. [ |

JlokakuMo cajia TBpheme 3amaTka. Tpeba J1a MoKaKeMo J1a 3a HEKO
n IMaMo J1a je

a" =cicy...cpdidy ... d,y,,

rae je dids . . . d,, Hekr H13 o m uudapa.
Hekaje z = cico...cp = 11057+ -« 4+ ¢, 110 + ¢, TToTpaskumo n
TAaKO /14 34 HEKO M BaXKU

z-10m<a” < (z+1)-10™,
YT €KBUBAJIEHTHO
logz+m < nloga < log(z+ 1) + m.

Kako je, mpeMa temu 2, log a uparmonanan 6poj, kopuctehu memy 1, Huje
TEIIKO JOKA3aTH Jla IMOCTOje TMPUPOJHU OpOjeBH 1 U M TaKBH Ja Opoj
nloga — m npunana untepsany (log z,log(z + 1)), npu uemy je m > 0
jepjenloga > Owulogz > 0.

369. Heka je ¢y,¢9,C3,...,¢, HU3 on k wudapa, k > 2, ¢ # O.
Jlokazatu 1a mOCTOjU MOTMYH KBAJPAT YUjU JIEHUMATHU 3AMUC TTOYUHE
ca CciCy...Ck.

Pewerve. Tpeba na mokaxemo Ja 3a HEKO 1 ©Mamo Ja je

n?=cicy...cpdidy. .. dpy,

rae je dids . . . d,, Hexr HU3 o m uudapa.
Hekaje z = cico...cp = 11057+ -+ 4 ¢, 110 + ¢, TToTpaskumo n
TAaKO /14 34 HEKO M BaXKU

z-10" < n? < (z4+1)-10™,
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VTN €KBUBAJIEHTHO
(%) log z +m < 2logn < log(z + 1) + m.

[Totpaxkxumo OpojeBe n U m y obmuky n = 2P u m = 2¢. HejemHakoctu
(%) mocrajy

1
§logz <plog2 —( < 510g(z+1).

IMpema nemu 1, mpeTXOHOT 3aj1aTKa, MOCTOje MPUPOIHU OpojeBu p u ¢
KOj| 3a10BOJbaBajy MOCIEIhE HeJeTHAKOCTH, OJTaKIIE CIIS/IN J1a 34 OBE P U

{ BaXku u:
2-10%* < (2™ < (2 +1) - 10%.

Jaxne, 6poj (2™)? nounme nudpama cics . . . Cy.

370. (MMO 2001) loka3aTu aa IMOCTOjU MPUPOIAH OpOj 1 TaKaB Aa
6poj 2000™ y mekaHOM 3amucy mounmbe Hu3oMm mudapa 200 120 012 001.



7. Honarak

IIpunuun MmaTemMaTUYKe HHAYKLH]je

Heka je P(n) tBpheme, Koje ce ongHocu Ha mpoMerbuBy 1, n € N, Jla
Ou TBpheme OMITO TaUHO 3a CBE MPUPOIHE OPOjeBe JOBOJHHO j€ Aa je:

1. P(1) tauno;

2. 3a cBe MpUpojIHe 6pojeBe n TauHa uMIUHKanuja P(n) = P(n+1).

Kpahe npuHuum maTemaTiuke MHAYKIIHjE MOKEMO 3aMTUCATH:

P(1)A (VneN)(P(n)= P(n+1)) = (Yn € N)P(n).

Baxe u cienehe Mmogudukanmje oBor MpUHIIHIIA:

e MHnykiuja ca jeTHOM IPETIIOCTABKOM:

P(ng) A (VneN)(n>ng= (P(n)= P(n+1))) =
= (Vn € N)(n > ng = P(n)), ruejeng € N.

e Ununykuuja ca k npernocrasku (k € N):
PO)AP2)AN---ANP(k)AN(YneN)(n>k=
(Ph—k+1)APn—k+2)AN---ANP(n)= P(n+1))) =
= (Vn € N)P(n).

e [loTnyHa MHIYKIM]A

(Vn € N)((Vk < n)(P(k) = P(n))) = (¥n € N)P(n).
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OcCHOBHM MJIEHTUTETH

e Pasmuka kBagpata: a®—b0? = (a —b)(a+ D).
e 36up u pasnuka ky6osa: a® + b® = (a £ b)(a® F ab + b?).
e Pasznuka n—THX CTeMeHa 3a MPOU3BOJbAH TIPHPOJIAH OPOj n:

a"=b"=(a—b)(a" " +a" b+ a" 0+ ab" )

e 30up n—THUX CTeleHa 3a HemapaH MPUpoIaH Opoj n:

a" +b0" = (a+0b)(a" "t —a" b+ a" 3 — - —ab" 2",

e Kpanpar 6unoma: (a £ 0)? = a® 4 2ab + b>.
e Ky6 6unoma: (a £ b)® = a® + 3a?b + 3ab® £ b3,

e bunomua ¢gopmyna:

(a+b)" = i (?) a” '

=0

=a" + (T)a”‘lb+---+ (Z)a”_kbk+~--+

+( " )ab"1 o
n—1
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e OcoOuHe OMHOMHUX Koe(UIlMjeHaTa:

(n):n~(n—1)-...-(n—k—|—1) n!

k k! T Kl(n—k)!

(n!:1-2~...~(n—1)-n, 0!”%131>

(1) -0 ()= 6)-

n

Z(Z) — (11" =2"

k=0

zn:(—n’f(?;) —(1-1)"=0.

k=0
e Kpampar tpunoMa: (a+b+c)? = a® +b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca.
o Unentuter Codu XKepmeH:
at +4b* = a* + 4a*V* + 4b* — 4a®D? = (a® + 20?)* — (2ab)?
= (a® + 2b% + 2ab)(a® + 2b* — 2ab).

e 30UPOBU KOjH C€ YeCTO KOPHUCTE:

1
1+2+3+---+n:@
12_{_22+32_|__..+n2:”(n+1)<2”+1)

6
2
P+22 434 40’ = {M}
2
n(n+1)(2n+1)(3n%> +3n — 1)

142043t =
" 30

14+34+5+-+(2n—1)=n’
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HejeanakocTu

e bepHynujeBa HejeTHAKOCT:

(14+x)">14nx, 3a x>-1,neN.

e Hejennakoctu nsmelyy 6pojuux cpenuna (3a ai, ds, ..., 0, € Rt u
n € N):
: n
min{ay, as,...,a,} < 5 i — < {a1as - ay
a,_ + — + o o _|_ —_
1 a2 an
a1t ay+-ta, _ \/a%+a§+---+a,%
BN
n n

<
< max{ay, as, ..., a,}.
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