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1 Uvod

Pretpostavimo da su radnici pri kraju izgradǌe crkve, osta-
je samo kupola da se pokrije. Rukovodilac radova je krenuo u
nabavku, ali da ne bi potroxio previxe novca potrebno je da mu
ka�u kolika je taqno povrxina omotaqa kupe koja je model kupole.
Pritom znaju da �e 6% materijala propasti na gradilixtu (za-
datak 3). Radnici znaju polupreqnik osnove i du�inu izvodnice.
Ukoliko ne znaju obrazac za povrxinu omotaqa kupe, nax savet bi
im bio da razmixǉaju na slede�i naqin. Oznaqimo izvodnicu sa s
i polupreqnik osnove sa r. Kako bismo izveli obrazac za povrxi-
nu omotaqa kupe, razvijmo ga u mre�u i iseckajmo kao na slici.
Zatim ih slo�imo kao na drugoj slici. Dobijamo figuru koja
podse�a na paralelogram. Kada broj delova te�i beskonaqnosti,
figura te�i pravougaoniku sa stranicama s i rπ, pa je povrxina
omotaqa srπ.
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Motivacija za naredno razmatraǌe bi�e nam zadatak 6. Naime,
neka je data sfera polupreqnika r i taqkasti izvor svetlosti na
udaǉenosti s od sfere. Treba na�i povrxinu sfere koja je os-
vetǉena. Odmah vidimo da se zadatak svodi na raqunaǌe povrxine
kalote. Ukoliko znamo obrazac za to, zadatak rexavamo u dva reda
(vidi rexeǌe zadatka 6), a ukoliko ne znamo, moramo se malo po-
muqiti da do�emo do ǌega. Neka je sfera S(O, r) preseqena ravni
α i tako je dobijena kalota visine h. Presecimo kalotu ravnima
paralelnim ravni α na n−1 zonu i jednu kalotu, tako da u ravnom
preseku kroz centar sfere, normalnom na te ravni, odgovaraju�e
prave dele kru�ni luk na 2n jednakih lukova. Povrxina svake
zone je pribli�no jednaka povrxini omotaqa zarubǉene kupe, qi-
je su osnove preseqni krugovi. Na slici je dat osni presek, luk
M1M2 opisuje zonu, a seqica M1M2 omotaq kupe, ǌihova projekcija
na visinu kalote je M ′

1M
′
2. M1M

′
1 i M2M

′
2 su polupreqnici osno-
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va zarubǉene kupe. Taqka M je sredixte luka M1M2. Neka je
]MOM ′

1 = α i ]M1OM = φ. Tada je povrxina omotaqa zarubǉene
kupe

O

M

M1

M2

M ′
1

M ′
2

r

P = π(M1M
′
1 +M2M

′
2)M1M2 = π(r sin(α + φ) + r sin(α− φ))

M ′
1M

′
2

sinα

= π(2r sinα cosφ)
M ′

1M
′
2

sinα
= 2π cosφM ′

1M
′
2

Kada saberemo sve takve povrxine dobijamo 2πrh cosφ. Pove�ava-
ju�i broj zarubǉenih kupa, smaǌujemo φ , pa proceǌujemo da je
povrxina kalote bax 2πrh. Povrxina zone visine h je razlika
povrxina dve kalote visia h0 i h0 − h. Tada je povrxina zone
P = 2πrh0 − 2πr(h0 − h) = 2πrh. Povrxina sfere je duplo ve�a nego
povrxina polusfere, xto je kalota visine r, P = 2(2πrr) = 4πr2.

40m 30
m

2
0
m

Zamislimo sada slede�u situaci-
ju: Treba da postavimo ventila-
cioni sistem u zgradu oblika pi-
ramide, pa nam treba ǌena zaprem-
ina. Znamo da je osnova te pi-
ramide pravougaonik du�ine 40m i
xirine 30m, a da je visina piramide
20m. Naravno, ako znamo obrazac za
izraqunavaǌe zapremine piramide, samo treba u ǌega da ubaci-
mo odgovaraju�e brojeve. Pretpostavimo, me�tim, da nemamo taj
luksuz, da niko pre nas nije izveo obrazac za izraqunavaǌe zapre-
mine piramide, a nama je to veoma bitno za nax trenutni problem.
Nemamo drugog izbora, ve� sami moramo da ga izvedemo. Da bi-
smo bilo xta izveli, neophodno je da imamo nexto od qega bismo
poqeli. Pretpostavimo zato, nekoliko stvari.
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Prvo, ako kvadar ima stranice du�ina a, b i c, onda je ǌegova
zapremina V = abc.

Drugo (Kavalijerijev princip), neka su data dva tela Φ1 i Φ2

i ravan α. Ako su povrxine preseka svake ravni paralelne ravni
α sa Φ1 i Φ2 jednake, onda Φ1 i Φ2 imaju jednake zapremine.

Tre�e, zapremina tela se ne meǌa pri izometrijskim trans-
formacijama, tj. kako god da neko telo smestimo u prostoru, ǌe-
gova zapremina ostaje ista.

Qetvrto, zapremina dva tela jednaka je zbiru ǌihovih zapre-
mina (ako je ǌihov presek mere 0, ili intuitivno, ako se seku
najvixe po povrxi).

Naravno, ne treba ovo previxe strogo posmatrati, time se
bavi teorija mere, a koga zanima, mo�e na�i vixe o tome u li-
teraturi za kurs Analiza 3a. Posmatrajmo sada malo detaǉnije
Kavalijerijev princip. On nam daje dovoǉan uslov kada su dva
tela jednakih zapremina. Mo�emo se zapitati da li je i neopho-
dan. Odgovor je negativan, a primer dva tela jednakih zapremina
kod kojih ne mo�emo ispuniti uslove Kavalijerijevog principa
prepuxtamo qitaocima. Tako�e, qitaocima prepuxtamo da sami
definixu i analogno tvr�eǌe u ravni, tj. kada dve figure u
ravni imaju jednake povrxine. Sada, kada smo postavili osnovu
za daǉe izuqavaǌe, mo�emo da krenemo sa raqunaǌem zapremina
konkretnih tela.

Poqnimo najpre od prizme. Neka prizma ima osnovu B i vi-
sinu H (sa B i H �emo oznaqavati i povrxinu osnove i du�inu
visine). Neka je α ravan jedne od osnova prizme. Konstruiximo

B

H

Bα
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kvadar visine H i osnove B kome osnova le�i u ravni α. Takav
kvadar postoji, jer u ravni α postoji pravougaonik (beskonaqno
mnogo ǌih, zapravo) povrxine B. Tada prizma, kvadar i ravan α
ispuǌavaju uslove Kavalijerijevog principa, jer je presek svake
ravni paralelne ravni α sa prizmom i kvadrom ili prazan, ili
podudaran ǌihovim osnovama, pa prizma i kvadar imaju jednake
zapremine, tj. za prizmu va�i V = BH. Analogno se dokazuje i da
je zapremina vaǉka V = BH, ako je B osnova, a H visina vaǉka.

Posmatrajmo sada, ravan α i dve figure jednakih povrxina B
u toj ravni. Neka su to figure F1 i F2. Neka su S1 i S2 sa iste
strane i na rastojaǌu H od ravni α i neka su Φ1 i Φ2 tela koja se
dobijaju spajaǌem F1 i S1 kao i F2 i S2. Tako dobijena tela Φ1 i

F2

F1

S1

S2

Φ2 su ,,piramide” sa osnovama F1 i F2 i vrhovima u S1 i S2, redom.
Neka je ravan β paralelna ravni α i na rastojaǌu h od vrhova
,,piramida”. Presek ravni β sa Φ1(Φ2) mo�emo videti i kao sliku
od F1(F2) pri homotetiji sa centrom u S1(S2) i koeficijentom h

H
.

Tada su povrxine odgovaraju�ih preseka jednake B · h2

H2 , jer se
pri homotetiji sa koeficijentom k povrxine meǌaju srazmerno sa
k2. Ovo zahteva dokaz (koji nije lak i bi�e izostavǉen), ali je
intuitivno jasno da se du�ine meǌaju srazmerno sa k, povrxine
srazmerno sa k2, a zapremine srazmerno sa k3. Sada, prema Kava-
lijerijevom principu, Φ1 i Φ2 imaju jednake zapremine, pa vidi-
mo da zapremina ,,piramide” zavisi samo od povrxine baze i vi-
sine. Kako zapremina piramide ne zavisi od oblika baze, ve� samo
od ǌene povrxine, mo�emo posmatrati samo trostrane piramide.
Neka je ABCD piramida. Dopunimo je do prizme ABCDEF . Ta-
da piramide ABCD i BCDE imaju zajedniqku visinu iz teme-
na C, a povrxine odgovaraju�ih osnova ABD i BDE su jednake,
jer su trouglovi △ABD i △BDE polovine paralelograma ABED.
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A B

C

D E

FDakle, piramide ABCD i BCDE ima-
ju jednake zapremine. Sliqno, piramide
BCDE i CDEF imaju jednake zapremine.
Kako je prizma ABCDEF unija te tri
piramide, zapremina svake piramide je
tre�ina zapremine prizme, pa je speci-
jalno VABCD = 1

3
PABC · HD, gde je PABC

povrxina trougla △ABC, a HD visina
iz temena D. Kako zapremina piramide
ne zavisi od oblika baze, zapremina pi-
ramide sa osnovom B i visinom H je V =
B·H
3
. Napomenimo da je i kupa jedan speci-

jalan sluqaj ,,piramide”, pa i za ǌu va�i isti obrazac. Sa-
da, kada smo izveli obrazac za izraqunavaǌe zapremine pi-
ramide, mo�emo ga iskoristiti da izraqunamo zapreminu zgrade
sa poqetka. Baza je bila pravougaonik stranica 30m i 40m,
a visina je bila 20m. Povrxina baze je B = 30m · 40m =
1200m2, pa je zapremina V = B·H

3
= 1200m2·20m

3
= 8000m3.

B1

B2

H1−H2

H2

Sada mo�emo da izraqunamo zapreminu
zarubǉene piramide (ili kupe) kao ra-
zliku zapremina dveju piramida. Ne-
ka su povrxine osnova te zarubǉene pi-
ramide B1(ve�a) i B2(maǌa) i visina
H. Dopunimo zarubǉenu piramidu do pi-
ramide. Tako dobijamo dve piramide, jed-
nu sa bazom B1(ve�u) i drugu sa bazom
B2(maǌu). Neka su H1 i H2 odgovara-

ju�e visine. Tada va�i V1

V2
=

(
H1

H2

)3

i

B1

B2
=

(
H1

H2

)3

, gde su V1 i V2 zapremine odgo-
varaju�ih piramida. Tada je zapremina zarubǉene piramide

V = V1 − V2 = V1

(
1−

(
H2

H1

)3
)

= V1

(
1− H2

H1

)(
1 + H2

H1
+
(

H2

H1

)2
)

=

V1

(
H1−H2

H1

)(
1 +

√
B2

B1
+ B2

B1

)
= V1

B1·H1
(H1 − H2)(B1 +

√
B1 ·B2 + B2) =

1
3
H(B1 +

√
B1 ·B2 +B2)

Sada mo�emo rexiti slede�i problem: Ako je P povrxina, a V
zapremina poliedra qije sve pǉosni dodiruju sferu polupreqnika
r, dokazati da va�i V = 1

3
Pr. Ovo je 18. zadatak, pa ga ne�emo

raditi sada, ali �e nam rezultat ovog zadatka biti potreban u
kasnijem radu.

5



Primenu Kavalijerijevog principa mo�emo videti i u slede�em
problemu: Trapez rotira oko ve�e osnovice a, a zatim oko ma-
ǌe osnovice b. Odnos zapremina tako nastalih obrtnih tela je
m : n. Izraqunati a : b (19. zadatak). Ovde je najve�i problem
to xto ne znamo kako izgleda taj trapez. Na slici su prikazane
razne mogu�nosti za izgled trapeza. Kavalijerijev princip nam

a a a

b b b

ovde mo�e pomo�i da vidimo da zapremina obrtnog tela zavisi
samo od a, b i H, gde je H visina trapeza, a ne i od izgleda
trapeza. Postavimo dva trapeza sa osnovicama a i b i visine H
tako da osnovice du�ine a le�e na istoj pravoj. Oznaqimo sa s
pravu koja sadr�i osnovice du�ine a, a sa Φ1 i Φ2 tela koja nasta-
ju rotacijom odgovaraju�ih trapeza oko s. Tada je presek svake
prave paralelne pravoj s sa Φ1 jednake du�ine kao i presek sa Φ2,
pa je prema Kavalijerijevom principu za povrxine u ravni, povr-
xina preseka svake ravni paralelne pravoj s sa Φ1 i Φ2 jednaka.
Me�utim, sada mo�emo da primenimo Kavalijerijev princip za
zapremine (za ravan α iz uslova Kavalijerijevog principa mo�e-
mo da izaberemo bilo koju ravan paralelnu pravoj s), pa vidimo
da Φ1 i Φ2 imaju jednake zapremine. Dakle, ne moramo da brinemo
o izgledu trapeza koji rotiramo, pa mo�emo da izaberemo onaj
izgled koji nam najvixe odgovara (za odnos koji se dobije za a : b
pogledati rexeǌe 19. zadatka).

Nije texko videti xta se dobija rotacijom trougla, kvadrata,
pravougaonika ili trapeza, pa onda nije problem ni izraqunati
zapreminu tako dobijenih rotacionih tela. Me�tim, postoje i
kompleksniji objekti koje mo�emo rotirati. Tako, na primer,
mo�emo da postavimo pitaǌe kolika je zapremina tela koje se do-
bija rotacijom kupe oko jedne izvodnice (u 20. zadatku se tra�i
bax to za konkretnu kupu). Da bismo izraqunali zapreminu tako
dobijenog tela, neophodno je prvo da odredimo o kom se telu uop-
xte radi. U ovom trenutku preporuqujemo qitaocima da zastanu
na trenutak i razmisle koje se telo dobija, pre nego xto nastave
sa qitaǌem teksta. Ako obrnemo kupu i postavimo osu rotacije us-
pravno (kao na slici), mo�emo videti da se dobija loptin iseqak.
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Kada smo odredili o kom se telu ra-
di, sada mo�emo da izvedemo formu-
lu za izraqunavaǌe zapremine. Da
bismo to uradili, izraqunajmo pr-
vo zapreminu loptinog odseqka. Po-
smatrajmo poluloptu Φ1 polupreq-
nika r i vaǉak qija je osnova krug
polupreqnika r i visina r, tako da se osnove polulopte i vaǉka
nalaze u ravni α (kao na slici). Isecimo kupu iz vaǉka, tako da
je osnova kupe ujedno i osnova vaǉka, ali ona osnova koja nije u
ravni α, a vrh kupe je centar druge osnove vaǉka. Tako dobijamo
telo Φ2. Neka je ravan β paralelna ravni α, na rastojaǌu d od α
(0 ≤ d ≤ r). Presek ravni β i polulopte Φ1 je krug polupreqni-
ka

√
r2 − d2, pa je ǌegova povrxina π(r2 − d2). Presek ravni β i

tela Φ2 je kru�ni prsten spoǉnog polupreqnika r, a unutraxǌeg
polupreqnika d, pa je ǌegova povrxina πr2 − πd2 = π(r2 − d2), pa
prema Kavalijerijevom principu tela Φ1 i Φ2 imaju jednake za-
premine, tj. zapremina polulopte je V = πr2 · r − 1

3
πr2 · r = 2

3
πr3.

r

Φ1

r

d r

Φ2

Zapremina loptinog odseqka je razlika zapremina odgovaraju�eg
vaǉka i zarubǉene kupe. Visina vaǉka jednaka je visini H
loptinog odseqka, pa je ǌegova zapremina V1 = πr2H. Visi-
na zarubǉene kupe je tako�e jednaka H, polupreqnik jedne os-
nove je r, a druge r − H, pa je zapremina zarubǉene kupe V2 =
H
3
(πr2+

√
πr2 · π(r −H)2+π(r−H)2) = H

3
(πr2+πr(r−H)+π(r−H)2) =

πH
3
(r2+r2−rH+r2−2rH+H2) = πH

3
(3r2−3rH+H2) = πr2H−πrH2+ πH3

3
.

Odavde dobijamo da je zapremina loptinog odseqka visine H i
polupreqnika r VLO = V1 − V2 = πH2

(
r − H

3

)
. Zapremina loptinog

iseqka jednaka je zbiru zapremina odgovaraju�eg loptinog odseqka
i kupe visine r−H i polupreqnika osnove

√
r2 − (r −H)2. Kada se

izraquna, dobije se da je zapremina loptinog iseqka VLI =
2
3
πr2H.
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Na kraju ovog uvodnog dela, posmatrajmo slede�i problem: Oko
lopte polupreqnika r opisana je kupa kod koje je ugao izme�u vi-
sine i izvodnice 30◦. Ako sa P oznaqimo povrxinu, a sa V za-
preminu te kupe, izraqunati V

P
. Ako qitalac izraquna ovo, i

pritom ne pogrexi u raqunu, trebalo bi da dobije da je V
P

= r
3
.

Mo�e isto pitaǌe da se postavi, ukoliko se umesto kupe, oko
lopte opixe vaǉak. Rezultat je isti. To ne bi trebalo da nas
iznenadi, ako se prisetimo rezultata 18. zadatka. Kupu mo�e-
mo proizvoǉno dobro aproksimirati ,,opisanim” piramidama. Te
piramide dodiruju loptu svakom svojom pǉosni, a iz rezultata
18. zadatka znamo da za ǌih va�i V

P
= r

3
. Sliqno, vaǉak mo�e-

mo aproksimirati ,,opisanim” prizmama. I generalno, za svako
telo koje proizvoǉno dobro mo�emo aproksimirati poliedrima
(i povrxinu i zapreminu), tako da svaka pǉosan tog poliedra
dodiruje loptu �e va�iti V

P
= r

3
. Napomenimo da je veoma bitno

da svaka pǉosan poliedra dodiruje loptu. Primer kada to ne va�i
je polulopta. Lopta upisana u ǌu ima polupreqnik duplo maǌi
od polulopte, ali za poluloptu ne va�i V

P
= r

3
, gde je r polupre-

qnik upisane lopte. Kako aproksimacije poliedrima nisu strogo
uvedene, u zadacima se preporuquje izraqunavaǌe tog odnosa za
konkretno telo (u 21. zadatku je to kupa, a u 22. zarubǉena kupa).

2 Zadaci

1. Neka je dat kru�ni vaǉak i na ǌegovom omotaqu dve taqke
A i B. Na�i najkra�i put od taqke A do taqke B takav da sadr�i
taqku sa osnove vaǉka. Dozvoǉeno je kretati se samo po povrxini
vaǉka.

2.Neka je data jediniqna kocka ABCDA′B′C ′D′ i na jednoj ǌenoj
stranici taqka M . Na�i najkra�e rastojaǌe od taqke M do temena
kocke. Dozvoǉeno je kretati se samo po omotaqu kocke.

3. Radnici treba da pokriju krov crepom. Krov je kupa polu-
preqnika 8m i izvodnice 12m. Koliko crepa je potrebno da se
pokrije krov, ako znamo da 6% materijala propadne.

4. Data je sfera polupreqnika r i taqkasti izvor svetlosti na
udaǉenosti s od sfere. Na�i povrxinu sfere koja je osvetǉena.
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5. Dat je konveksan poliedar u koji se mo�e upisati sfera, a
qije su pǉosni mogu obojiti sa dve boje tako da su svake dve pǉos-
ni sa zajedniqkom ivicom obojene razliqitim bojama. Dokazati da
zbir povrxina pǉosni obojenih jednom bojom jednak zbiru povr-
xina pǉosni obojenih drugom bojom.

6.Polupreqnik osnove kupe je 6dm, a visina 18dm. U kupu je na-
suta voda koja dose�e do polovine visine kupe. Dokle �e dosezati
ako se kupa okrene vrhom nani�e?

7. Ravan seqe boqne ivice pravilne qetvorostrane piramide u
taqkama A,B,C,D koje se nalaze, redom, na udaǉenosti a,b,c,d od
vrha piramide. Dokazati da va�i 1

a
+ 1

c
= 1

b
+ 1

d
.

8. Qaxa oblika vaǉka visine H i polupreqnika osnove r do
vrha je napuǌena vodom, i va�i relacija H > 2r. Koliko �e vode
ostati u qaxi ako se nagne za ugao od π/4?

9. Konstruisan je presek kose prizme, qija je boqna ivica
du�ine l, jednom ravni normalnom na boqne ivice prizme.
a) Ako je obim preseka p, na�i povrxinu omotaqa prizme.
b) Ako je povrxina preseka Q, naci zapreminu prizme.

10. Date su pravilna trostrana piramida i pravilna tros-
trana prizma. Temena osnove prizme su sredixta ivica osnove
piramide, a visina piramide je tri puta maǌa od visine prizme.
Koji deo zapremine prizme se nalazi van piramide?

11. U kocku ABCDA1B1C1D1 upisana je qetvorostrana pirami-
da osnove ABCD sa vrhom A1. Ako je povrxina upisane piramide
1, na�i povrxinu kocke.

12. Osnove zarubǉene piramide imaju povrxine B i B1. Kroz
sredixte visine konstruisana je ravan paralelna osnovama. Na�i
povrxinu dobijenog preseka.

13. Piramida qija je osnovica pravougaonik sa stranicama a
i b, jednakih boqnih ivica, preseqena je jednom ravni paralelno
osnovi na dva dela jednakih zapremina. Odrediti rastojaǌe vrha
piramide od ravni preseka.
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14. Osnova prave prizme je pravougli trougao obima 2s sa
oxtrim uglom α. Izraqunati povrxinu omotaqa prizme ako je
poznato da se u ǌu mo�e upisati lopta.

15. Odrediti maksimalnu vrednost odnosa zapremine lopte i
oko ǌe opisane kupe.

16. Izraqunati povrxinu omotaqa piramide ako je povrxina
ǌene osnove Q, a uglovi diedra pri osnovi su φ.

17. Osnove zarubǉene piramide su dva pravilna osmougla,
jedan ivice 0, 4m i drugi ivice 0, 3m ; visina zarubǉene piramide
je 0, 5m. Kolika je zapremina odgovaraju�e potpune piramide?

18. Ako je P povrxina, a V zapremina poliedra qije sve pǉosni
dodiruju sferu polupreqnika r, dokazati da va�i V = 1

3
Pr.

19. Trapez rotira oko ve�e osnovice a, a zatim oko maǌe os-
novice b. Odnos zapremina tako nastalih obrtnih tela je m : n.
Izraqunati a : b.

20. Kupa kod koje je ugao izme�u izvodnice i visine 30◦ rotira
oko jedne svoje izvodnice. Izraqunati zapreminu tako dobijenog
tela ako je du�ina izvodnice s.

21. Dokazati da je odnos zapremina lopte i oko ǌe opisane
kupe jednak odnosu ǌihovih povrxina.

22. Dokazati da je odnos zapremina lopte i oko ǌe opisane
zarubǉene kupe jednak odnosu ǌihovih povrxina.

23. Ako je O proizvoǉna unutraxǌa taqka konveksnog poliedra
Ω sa jednakim pǉosnima (jednakih povrxina), dokazati da je zbir
odstojaǌa te taqke od ravni svih ǌegovih pǉosni konstantan.

24. Ako su ha, hb, hc, hd visine tetraedra ABCD i da, db, dc, dd
odstojaǌa proizvoǉne taqke O, koja se nalazi u tom tetraedru, od
ravni BCD, CDA, DAB, ABC, dokazati da je:

da
ha

+
db
hb

+
dc
hc

+
dd
hd

= 1

10



3 Rexeǌa

1. Neka je C taqka sa osnove vaǉka koju putaǌa mora da sadr�i.
Ona se oqigledno nalazi na granici osnove. Zadatak rexavamo
tako xto razvijemo vaǉak u mre�u. Uoqimo taqku B′ simetriqnu
taqki B u odnosu na granicu osnove.
Presek du�i AB′ i granice osnove je upravo taqka C, a tra�eni

A

B

A

B

B′

CC′

put je A−C −B. Naime, ako izaberemo neku drugu taqku C ′ va�i
slede�e:

AC ′ + C ′B = AC ′ + C ′B′ > AB′ = AC + CB′ = AC + CB

A
B

C

D

A′

B′

C′

D′

M

P

Q

M

C C

C

B

B

P
P

B′

A

Q
A CB

A′ B′ C′

M

x 1

y

A′

A

D

B′

B

C

M
x

y

1

2. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da se taqka
M nalazi na stranici ABA′B′. U zavisnosti od toga da li se
posmatrano teme nalazi na istoj stranici kocke kao i taqka M
razmatramo slede�e sluqajeve:

1. Ako i teme i taqka M pripadaju istoj stranici, onda je na-
jkra�e rastojaǌe upravo du� koja ih spaja.

11



2. Ako teme pripada naspramnoj stranici. Primetimo da na-
jkra�i put seqe samo jednu ivicu kocke. Neka je posmatrano
teme taqka C. Razvijmo kocku u mre�u i primetimo da taqke
M i C mo�emo spojiti na vixe naqina. Neka su Q = MC∩BB′

i P = MC∩AB. Postavimo koordinatni sistem u teme B, tako
da x − osa sadr�i ivicu AB, a y − osa ivicu BB′. Sa mre�e
vidimo da je

d1 = (MQ+QC)2 = y2 + (1 + x)2 = y2 + x2 + 1 + 2x

i
d2 = (MP + PC)2 = x2 + (1 + y)2 = x2 + y2 + 1 + 2y

Minimalnost rastojaǌa zavisi od qlana 2x, odnosno 2y. Iz
ovoga zakǉuqujemo:

• ako je x < y, onda je d1 < d2

• ako je x > y, onda je d1 > d2

• ako je x = y, onda je d1 = d2

3. Povrxina kupe je P = 8 · 12 · π. Iz proporcije:

8 · 12 · π...............100− 6

100

x......................1

dobijamo

x =
100 · 8 · 12 · π

100− 6
= 320, 68m2

4. Posmatrajmo popreqni presek sfere. Iz sliqnosti trouglo-
va △ODB i △OBS dobijamo

OB

OS
=

OD

OB

r

r + s
=

r −H

r

Odatle sledi
H =

rs

r + s

12



S
O

B

CD

r

H s
S

Povrxina osvetǉenog dela sfere je 2rHπ, pa je

P =
2r2sπ

r + s

5. Neka je O centar sfere upisane u taj poliedar. Posma-
trajmo pǉosni P1 i P2 sa zajedniqkom ivicom AB. Neka su O1

i O2 dodirne taqke tih pǉosni sa upisanom sferom. Tada va�i
OO1⊥P1 ⇒ OO1⊥AB,OO2⊥P2 ⇒ OO2⊥AB. Neka je α ravan odred-
jena taqkama O, O1 i O2. Neka je M = AB ∩ α. Tada je O1M =
O2M kao tangentne du�i, a AB⊥O1M i AB⊥O2M , jer je AB⊥α.
Kako su O1M i O2M visine trouglova △ABO1 i △ABO2, onda je
P (ABO1) = P (ABO2). Svaku pǉosan mo�emo podeliti na trouglove
qije je jedno teme dodirna taqka te pǉosni. Ovako �e svakoj ivi-
ci poliedra odgovarati dva trougla razliqitih boja i jednakih
povrxina,pa je zbir povrxina pǉosni obojenih jednom bojom jed-
nak zbiru povrxina pǉosni obojenih drugom bojom.

6. Zapremina vode je V = 1
3
9π(62+18+32) = 189π. Tom vodom na-

punimo kupu sliqnu datoj (h = 3r), qija je zapremina V = 1
3
r2πh =

1
27
h3π. Iz 189π = 1

27
h3π dobijamo h = 9 3

√
7 ≈ 17, 216dm.

7. Neka je H vrh piramide, K presek visine piramide i ravni
i x = HK. Tada je PACH = PAKH + PKCH, tj. ac

2
sin(2α) = ax

2
sinα +

cx
2
sinα, gde je α ugao koji visina piramide obrazuje sa ǌenim boqn-

im ivicama. Deǉeǌem sa acx sinα
2

dobijamo

sin(2α)

x sinα
=

1

a
+

1

c

Sliqno, iz PBDH = PBKH + PKDH dobijamo

sin(2α)

x sinα
=

1

b
+

1

d

13



O

A

B

O1

O2

M

P1

P2

slika uz zadatak 5

6

3

9

9

h

6

slika uz zadatak 6

Iz prethodne dve relacije sledi tvr�eǌe.

8. Neka su oznake kao na slici (vide�emo da zbog uslova H > 2r
slika izgleda upravo tako). Posmatrajmo trougao ABC. To je
pravougli trougao sa jednim uglom od π/4, pa je jednakokraki,
dakle AC = AB = 2r. Neka je V1 zapremina dela vode koji je
istekao iz qaxe, a V2 zapremina maǌeg vaǉka koji se dobija kada
poqetni preseqemo ravni π paralelnoj osnovama koja sadr�i taqku
C. Taj vaǉak ima osnovu polupreqnika r kao i poqetni, a visina
mu je H − 2r(zbog toga je bitan poqetni uslov). Sada je V2 =
r2π(H − 2r), a V1 = (V − V2)/2, gde je V = r2πH, zapremina poqetnog
vaǉka (tj.qaxe). Jasno je sada da je zapremina preostale vode u
qaxi jednaka V1 + V2 = r2π(H − r).

9. a) Data ravan deli prizmu na dva dela. Ako jedan od ǌih
transliramo tako da se ravni osnova prizme poklope, dobi�e se
prava prizma qija je osnova presek date ravni i prizme, a boqne
ivice su du�ine l. Ta prizma ima povrxinu omotaqa pl, kao i
polazna.
b) Na isti naqin kao pod a) dobije se prava prizma zapremine Ql,
a to je upravo i zapremina polazne kose prizme.

10. Neka je zapremina prizme V1, a zapremina piramide V2 i

14



B

A

C
V1

V1

V2

H
−
2r

2r 2r

α

neka je du�ina ivice osnove piramide a, a ǌena visina H. Tada
va�i

V1 = B1(3H), B1 = (
a

2
)2
√
3

4

V2 =
1

3
BH, B = a2

√
3

4
= 4B1

Umesto da direktno raqunamo zapreminu prizme van piramide,
izraqunajmo zapreminu piramide van prizme, xto je daleko jed-
nostavnije. Van prizme je deo piramide saqiǌen od 3 trostrane
piramide, qija je baza jednakostraniqan trougao ivice a

2
, na sli-

ci je jedna od ǌih piramida C1BA1M (neka je zapremina svake
od ǌih V0). Visinu MF mo�emo izraqunati na osnovu sliqnosti
trouglova BFM i BED (Ravni koje qine strane prizme su par-
alelne sa visinom piramide, normalne su na osnovu ABC, pa je
zaista MF visina). Dobija se

MF

DE
=

BF

BE

a znamo da je

BF = h/2, BE =
2

3
h

gde je h visina osnove ABC piramide ABCD. Odate dobijamo

MF

H
=

3

4

MF =
3

4
H

15



Sada mo�emo izraqunati V0.

V0 =
1

3
B1

3

4
H =

1

4
B1H

Deo zapremine prizme koji je unutar piramide jendak je

V2 − 3V1,

pa je odnos zapremine dela unutra i ukupne zapremine

V2 − 3V1

V1

=
4
3
B1H − 3

4
B1H

3B1H

Dobijamo
V2 − 3V1

V1

=
7

36
,

pa je rexeǌe zadatka

1− 7

36
=

29

36

Dakle, 29
36
V1 je van piramide.

A
B

C

D

M

B1
E

F

C1

A1

H

a
2

slika uz zadatak 10

A

B

CD

A1

B1

C1

D1

√
2

a

slika uz zadatak 11

11. Neka je P1 povrxina piramide, a P povrxina kocke. Ako je
stranica kocke a, imamo P = 6a2 i

P1 = B +M = PABCD + PABA1 + PADA1 + PBCA1 + PCDA1

16



P1 = a2 +
a2

2
+

a2

2
+

A1B ·BC

2
+

AD ·DC

2

P1 = 2a2 +
a2
√
2

2
+

a2
√
2

2

jer je A1B = AD = a
√
2 i trouglovi BCA1 i CDA1 su pravougli sa

pravim uglovima kod temena B, odnosno D. Dobijamo dakle

P1 = a2(2 +
√
2)

Iz uslova zadatka znamo P1 = 1 tj. a2 = 1
2+

√
2
, pa je

P = 6a2 = 6
1

2 +
√
2

2−
√
2

2−
√
2

P = 6
2−

√
2

22 − 2

P = 3(2−
√
2)

12. Zapremina zarubǉene piramide jednaka je zapreminama
zarubǉenih piramida koje nastaju zadatim presecaǌima. Ako oz-
naqimo sa Bx tra�enu povrxinu, na osnovu poznatih formula za
raqunaǌe zapremine zarubǉene piramide bi�e

H

3
(B1 +B +

√
BB1) =

H

6
(B +Bx +

√
BBx) +

H

6
(B1 +Bx +

√
B1Bx)

odakle se dobija

2Bx +
√

Bx(
√
B1 +

√
B)− (

√
B1 +

√
B)2 = 0

i konaqno rexavaǌem kvadratne jednaqine dobija se

Bx =
1

2
(
B +B1

2
+
√
BB1)

13. Visina piramide je H =
√

l2 − (d
2
)2, gde je d =

√
a2 + b2 di-

jagonala osnove, dakle 1
2

√
4l2 − a2 − b2. Ravan deli visinu u odnosu

(1
2
)
1
3 :

(
1− (1

2
)
1
3

)
, pa je tra�eno rastojaǌe:

√
4l2−a2−b2

2
4
3

.
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S

A
B

C
D

O

slika uz zadatak 13

A B

C

O

M

N

P

R

x

x

y
y

z

z

slika uz zadatak 14

14. Neka su oznake:
M - povrxina omotaqa prizme
H - visina prizme
R - polupreqnik upisane lopte

M = aH + bH + cH = (a+ b+ c)H = 2sH

Rexavaǌem slede�eg sistema jednaqina

a+ b+ c = 2s

a2 + b2 = c2

a = b tgα

dobijamo stranice trougla:

a =
2s sinα

sinα + cosα + 1

b =
2s cosα

sinα + cosα+ 1

c =
2s

sinα + cosα+ 1

Potrebno je jox da se izraquna visina prizme.

18



Kako je u prizmu mogu�e upisati loptu, visina prizme je jed-
naka preqniku upisane lopte.

Posmatramo trougao koji se dobija kao presek prizme sa ravni
paralelne osnovi koja sadr�i dodirne taqke lopte sa stranama
prizme (vidi sliku).

AM = AP = x,CN = CP = y,BM = BN = z

x+ y + z = s

OM = ON = OP = R

Kako je trougao PCO pravougli jednakokrakitrougao (]PCO = π
4
,

a ]CPO = π
2
), dobija se da je R = y.

Rexavaǌem slede�eg sistema jednaqina

x+ y = b

x+ z = c

y + z = a

dobija se y, tj. R:

y = R =
b− c+ a

2
.

Dakle, H = 2R = b− c+ a.
Konaqno,

M = 2sH = 2s(b− c+ a)

M = 2s

(
2s cosα

sinα + cosα+ 1
− 2s

sinα+ cosα + 1
+

2s sinα

sinα + cosα + 1

)
M = 4s2

cosα + sinα− 1

sinα + cosα + 1

15. Ako sa R oznaqimo polupreqnik lopte, sa r poluprenik
osnove kupe, a sa H visinu kupe, onda je zapremina kupe Vk =

πHr2

3
,

a zapremina lopte V = 4
3
πR3. Tada je k = Vl

Vk
= 4R3

Hr2
. Iz sliqnosti

trouglova COE i CAD sledi

CO

CA
=

EO

DA

odnosno
H −R√
H2 + r2

=
R

r
.

19



A B

C

O

D

E

R

R

r

Odatle se dobija da je

H =
2r2R

r2 −R2

Prema tome

k =
2R2(r2 −R2)

r4
= 2

R2

r2

(
1− R2

r2

)
Kako je zbir pozitivnih brojeva R2

r2
i 1−R2

r2
konstantan, to je ǌihov

proizvod najve�i kada su oni jednaki, tj. za R2

r2
= 1

2
.

Dakle, kmax = 1
2
.

16. Povrxina osnove piramide je zbir trouglova △AiAi+1O,
gde su Ai temena osnove, a O podno�je visine piramide.
Neka su oznake:
h - visina boqne strane piramide
ha - visina trougla u osnovi piramide
B - povrxina osnove piramide
M - povrxina omotaqa piramide

B

M
=

Q

M
=

∑
P△osnove∑
P△boqni

=
ha

h
= cosφ

Odatle se dobija M = Q
cosφ

.

17. Neka su oznake: a1 - ivica jedne osnove; a1 = 0, 4m a2 - ivica
druge osnove; a2 = 0, 3m h1 - visina zarubǉene piramide; h1 = 0, 5m
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H - visina potpune piramide. Iz sliqnosti trouglova △ A1A2S i
△ B1B2O sledi

a1
a2

=
H

H − h1

.

Odatle se dobija da je

H =
a1h1

a1 − a2
.

Kada zamenimo date vrednosti dobijamo H = 2m. Obele�imo sa B1

povrxinu osmougla stranice a1. Dobijamo B1 = 0, 7725. I konaqno,
dobijamo tra�enu zapreminu potpune piramide V = B1H

3
= 0, 515m.

a

a
√
2

2

a

2

r

r

Napomena:
Povrxina baze se raquna na
slede�i naqin:
Sa slike vidimo da je

r =
a
√
2

2
+

a

2
,

pa je

B = Posmougla = 8
ra

2

= 4ra = 2(a
√
2 + a)a

Kada ubacimo vrednosti za a
dobijamo B = 0, 7725m.

18. Neka je O centar date sfere. Podelimo poliedar na pi-
ramide, tako da je O vrh svake piramide, a osnove piramida su
pǉosni poliedra. Visina svake od tih piramida je r, jer sva-
ka pǉosan poliedra dodiruje sferu, pa je r rastojaǌe od cen-
tra sfere do svake pǉosni poliedra. Zapremina piramide je
Vpiramide = r

3
Bpiramide. Odavde vidimo da je Vpoliedra = r

3
Ppoliedra,

jer je zapremina poliedra zbir zapremina piramida, a povrxina
poliedra je zbir povrxina baza piramida.

19. Kao xto smo videli u uvodnom delu, zapremina tela koje
se dobija rotacijom trapeza oko osnovice ne zavisi od oblika
trapeza, pa mo�emo izabrati trapez onog oblika koji nam najvixe
odgovara. Ovde �emo izabrati pravougli trapez. Neka je ǌegova
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a

b

H

visina H. Zapremina tela koje se do-
bija rotacijom oko ve�e osnovice a je
zbir zapremina vaǉka visine b qija
je osnova krug polupreqnika H i kupe
koja ima zajedniqku osnovu sa vaǉkom
i visinu a − b. Dakle, zapremina tog
tela je V1 = πH2b + πH2 a−b

3
= πH2 a+2b

3
.

Sliqno, zapremina tela koje se dobija
kada trapez rotiramo oko maǌe osnovice b je V2 = πH2a−πH2 a−b

3
=

πH2 2a+b
3

. Sada je m : n = V1 : V2 = (a + 2b) : (2a + b), pa odavde
dobijemo a : b = (2n−m) : (2m− n).

30◦

H

s

20. Telo koje se dobija rotaci-
jom kupe oko jedne ǌene izvodnice
je loptin iseqak, gde je polupreq-
nik odgovaraju�e lopte s. Zapremina
loptinog iseqka je V = 2

3
πs2H, gde je H

visina odgovaraju�eg loptinog odseq-
ka. Tada je H = s− s cos (2 · 30◦) = s

2
, pa

je tra�ena zapremina V = 2
3
πs2· s

2
= πs3

3
.

O

A B

C

C′

A′

h

r

r

R

R

l

21. Na slici je dat osni presek.
Neka je r polupreqnik lopte, OC = h,
C ′B = R i CA′ = l. Tada je i BA′ = R,
jer su BA′ i BC ′ tangentne du�i. Ako
sa s oznaqimo du�inu izvodnice kupe,
tada je s = l + R. Trougao △COA′ je
pravougli, pa je l =

√
h2 − r2. Troug-

lovi △COA′ i △CBC ′ su sliqni, pa je
R
r
= BC′

OA′ = CC′

CA′ = r+h
l
, tj. R = r(r+h)

l
=

r(r+h)√
h2−r2

. Daǉe, s = l + R =
√
h2 − r2 +

r(r+h)√
h2−r2

= h2−r2+r2+rh√
h2−r2

= h(r+h)√
h2−r2

. Sada

je zapremina kupe Vkupe = πR2(r+h)
3

=
πr2(r+h)3

3(h2−r2)
= πr2(r+h)2

3(h−r)
, a povrxina Pkupe =

πR(R + s) = π r(r+h)√
h2−r2

(
r(r+h)√
h2−r2

+ h(r+h)√
h2−r2

)
=

π r(r+h)√
h2−r2

(
(r+h)2√
h2−r2

)
= πr(r+h)3

h2−r2
= πr(r+h)2

h−r
, pa je Vkupe

Pkupe
= r

3
= Vlopte

Plopte
, odakle

dobijamo Vlopte
Vkupe

= Plopte
Pkupe

.
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R1

R1

R2

R2

r

r

22. Neka je r polupreqnik
lopte, a R1 i R2 polupreqnici os-
nova zarubǉene kupe. U osnom pre-
seku se dobija jednakokraki trapez
u koji je upisan krug. Visina
zarubǉene kupe jednaka je visini
trapeza i iznosi H = 2r, a izvodni-
ca zarubǉene kupe jednaka je boqnoj
strani trapeza i iznosi s = R1 + R2.
Zapremina zarubǉene kupe je Vzk =
πH(R2

1+R1R2+R2
2)

3
=

2πr(R2
1+R1R2+R2

2)

3
, a povr-

xina zarubǉene kupe je Pzk = π(R2
1+R2

2+(R1+R2)s) = 2π(R2
1+R1R2+

R2
2), pa je Vzk

Pzk
= r

3
= Vlopte

Plopte
, odakle dobijamo Vlopte

Vzk
= Plopte

Pzk
.

23. Neka su pǉosni poliedra Ω oznaqene sa Fi, piramida ko-
joj je baza Fi, a vrh O sa Φi, a odgovaraju�a visina piramide sa
Hi. Kako je poliedar konveksan, mo�emo ga podeliti na ovakve
piramide. Iz uslova zadatka sve pǉosni poliedra imaju jednaku
povrxinu (∀i, j)(P (Fi) = P (Fj) = P0). Ako sa Vi oznaqimo zapreminu
piramide Φi, dobijamo da je visina Hi = 3Vi

P (Fi)
= 3Vi

P0
. Sada je∑

i

Hi =
∑
i

3Vi

P0
= 3V

P0
, gde je V zapremina datog poliedra, pa vidi-

mo da zbir rastojaǌa unutraxǌe taqke O od pǉosni poliedra ne
zavisi od polo�aja te taqke.
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24. Tetraedar ABCD se mo�e podeliti na
tetraedre OBCD, OCDA, ODAB i OABC, a ǌi-
ma odgovaraju�e visine iz taqke O su da, db, dc i

dd, redom. Sada je da
ha

=
3VOBCD
PBCD

3VABCD
PBCD

= VOBCD

VABCD
. Sliqno

se dobija i db
hb

= VOCDA

VABCD
, dc

hc
= VODAB

VABCD
, dd

hd
= VOABC

VABCD
,

pa je da
ha

+ db
hb
+ dc

hc
+ dd

hd
= VOBCD+VOCDA+VODAB+VOABC

VABCD
=

VABCD

VABCD
= 1.
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