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Ekstremalni princip je jedna od kombinatornih tehnika koja se mo�ze po-
kazati zgodnom u razli�citim situacijama, a kao �sto �cemo videti kroz ovde
navedene zadatke, �cesto i u zadacima u kojima je potrebno dokazati posto-
janje objekta sa odredenim svojstvima. Ako izaberemo pogodnu funkciju i
doka�zemo postojanje objekta koji maksimizira ili minimizira tu funkciju (�sto
se obi�cno lako dobija), onda koriste�ci taj objekat jednostavno pronalazimo i
objekat tra�zen u zadatku.
Podsetimo se narednih �cinjenica, koje �ce nam biti od pomo�ci:

1. Svaki kona�can neprazni skup A prirodnih ili realnih brojeva ima mini-
malni element - minA i maksimalni element - maxA.

2. Svaki neprazni podskup skupa N ima minimum - Princip dobrog uredenja
prirodnih brojeva (ekvivalent Principa matemati�cke indukcije).

3. Beskona�cni podskup A skupa R ne mora imati minimalni ili mask-
simalni element. Ako je A ograni�cen odozgo onda postoji najmanje
gornje ograni�cenje - supA, a ako je A ograni�cen odozdo onda postoji
najve�ce donje ograni�cenje - infA.

Zadatak 1. Dato je n ta�caka u ravni. Svake tri od njih formiraju trougao
povr�sine ≤ 1. Pokazati da svih n ta�caka le�ze u trouglu povr�sine ≤ 4.

Re�senje. Izaberimo ta�cke A, B i C takve da je povr�sina trougla ABC mak-
simalna (skup ta�caka je kona�can, pa je i broj trouglova kona�can =⇒ mak-
simum postoji prema svojstvu 1)). Kroz temena tog trougla povucimo prave
paralelne naspramnim stranicama, i dobijeni trougao koji te prave formiraju
ozna�cimo sa A′B′C ′. Njegova povr�sina je o�cigledno 4 puta ve�ca od povr�sine
ABC, dakle P (A′B′C ′) ≤ 4. Poka�zimo da su sve ta�cke skupa unutar ovog
trougla.
Pretpostavimo suprotno: neka je D ta�cka skupa van trougla A′B′C ′. Tada,
trougao ABC i ta�cka D nalaze se sa razli�citih strana bar jedne od pravih
A′B′, B′C ′ i C ′A′. Neka je to, na primer, prava B′C ′. Medutim, ako sada
uo�cimo trougao BCD, primeti�cemo da on ima povr�sinu ve�cu od trougla ABC
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(osnovica BC je ista, a visina iz D du�za je od visine iz A na pravu BC, prema
konstrukciji). Kontradikcija sa maksimalno�s�cu ABC.

Zadatak 2. Dato je 2n ta�caka u ravni, od kojih nikoje tri nisu kolinearne.
Ta�cno n ta�caka iz tog skupa su farme F = {F1, . . . , Fn}, ostalih n su bunari
B = {B1, . . . , Bn}. Trebalo bi izgraditi pravolinijske puteve od svake farme
do ta�cno jednog bunara. Pokazati da se bunari mogu bijektivno dodeliti
farmama, tako da se nikoja dva puta ne preseku.

Re�senje. Ako je data bijekcija f : F → B, onda pomo�cu nje mo�zemo da for-
miramo sistem puteva, povezuju�ci Fi sa f(Fi). Ukupno postoji n! razli�citih
bijekcija skupa od n elemenata u sebe. Od svih tih n! sistema puteva iza-
berimo onaj minimalne du�zine i poka�zimo da je to tra�zeni, odnosno - da se
nikoja dva puta ne seku.
Pretpostavimo suprotno. Neka se putevi od farmi F1 i F2 do odgovaraju�cih
bunara Bi i Bk seku u ta�cki P . Primetimo da nejednakost trougla prime-
njena na trouglove F1PBk i F2PBi daje |F1Bk| + |F2Bi| ≤ |F1Bi| + |F2Bk|.
Medutim, ako sada medusobno zamenimo bunare ovih farmi, tj. stavimo
F1 → Bk i F2 → Bi, dobijamo sistem puteva sa manjom ukupnom du�zinom.
Ovo je kontradikcija sa minimalno�s�cu f .

Zadatak 3. Neka je data beskona�cna re�setka u ravni, �cija su temena ozna�cena
prirodnim brojevima. Ako je vrednost u svakom temenu jednaka artimeti�ckoj
sredini vrednosti u �cetiri susedna temena (gore, dole, levo, desno), dokazati
da u svim temenima mora biti ista vrednost.

Re�senje. Vrednosti su prirodni brojevi, pa formiraju podskup skupa N. Prema
svojstvu 2), ovaj skup ima minimalni element, neka je to m. Ozna�cimo nje-
gove susede sa a, b, c, d. Tada, kako je m minimalan, va�zi: m ≤ a, m ≤ b,
m ≤ c, m ≤ d. Medutim, primeniv�si uslov zadatka za m i susede:

4m = a+ b+ c+ d

Ako bi negde va�zila nejednakost, prethodna jednakost se ne bi dostizala. Zato
svuda imamo jednakosti: m = a = b = c = d, pa i u �citavoj re�setki.

Zadatak 4 (Silvesterov problem: Sylvester 1893). Kona�can skup ta�caka u
ravni je takav da svaka prava koja sadr�zi dve ta�cke iz skupa, sadr�zi i neku
tre�cu. Dokazati da su sve ta�cke iz skupa kolinearne.

Re�senje (Kelly, 1948). Ozna�cimo skup ta�caka sa A i pretpostavimo suprotno
- nisu sve ta�cke iz A kolinearne. Posmatrajmo parove (p, L), za svaku ta�cku
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p ∈ A i pravu L koja sadr�zi neke druge dve ta�cke iz skupa. A je kona�can,
pa je i skup ovih parova kona�can: prema 1), postoja�ce par (p, L) za koji je
rastojanje ta�cke p od prave L minimalno.
Neka je f podno�zje visine iz p na L. Prema uslovu zadatka prava L sadr�zi
neke tri ta�cke iz skupa - bez umanjenja op�stosti, mo�zemo pretpostaviti da
va�zi raspored c − f − b − a, za neke a, b, c ∈ A. Ako sada uo�cimo pravu L′

kroz p i a, imamo da je rastojanje od b do L′ manje od |pf |, �sto protivre�ci
izboru para (p, L) kao minimalnog.

Zadatak 5. Jedno telo u prostoru ima osobinu da mu je svaki presek sa
ravni pun krug. Dokazati da je to telo lopta.

Re�senje. Zadatak na prvi pogled ne izgleda te�sko, ali da bi se do�slo do ele-
gantnog re�senja treba se dosetiti kako naje�kasnije iskoristiti ekstremalni
princip. Posmatra�cemo objekat koji maksimizira neku funkciju. Koju?
Dosetimo se da mo�zemo posmatrati funkciju koja parovima ta�caka datog
tela dodeljuje njihovo medusobno rastojanje. Ako pronademo par ta�caka za
koje se dosti�ze maksimum rastojanja, kako bismo ih mogli iskoristiti? Te dve
ta�cke A i B formiraju tetivu maksimalne du�zine u telu. Ako je M bilo koja
ta�cka tela, onda ravan koja sadr�zi ta�cku M i du�z AB mora biti krug prema
pretpostavci. Sledi da ta�cka M pripada lopti �ciji je pre�cnik du�z AB. Dakle,
ta lopta je nadskup tela. Ali, va�zi i obratno: ako neka ta�cka N pripada toj
lopti, uzmimo ravan kroz N i AB. Presek te ravni sa telom je krug, a kako
je du�z AB maksimalne du�zine, ona miri biti pre�cnik tog kruga. Sledi, N
pripada i telu. To jest, telo jeste lopta.
�Sta nam, me�zutim, garantuje postojanje ovakve dve ta�cke? To je Vajer�strasova
teorema [Weierstrass]:
Svaka realna funkcija na ograni�cenom i zatvorenom skupu dosti�ze svoj mini-

mum i maksimum.
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