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Èíâàðèjàíòå è ìîíîâàðèjàíòå

1.1 Óâîä

Íàëàæå»å èíâàðèjàíòå jå jåäíà îä ñòðàòåãèjà ðåøàâà»à ïðîáëåìà, êîjè
ñó ìàõîì àëãîðèòàìñêå ïðèðîäå, ïîïóò òðàíñôîðìàöèjà è èãàðà. Çàñíèâà
ñå íà ïðîíàëàæå»ó ñâîjñòâà êîjå ñå íå ìå»à ïðè îäðå¢åíîj òðàíñôîðìàöèjè,
êîíòèíóàëíîj ïðîìåíè èëè ïðèìåíè íåêîã àëãîðèòàìñêîã ïîñòóïêà, êîjè
ïîñìàòðàìî. Ðàäè èëóñòðàöèjå, ïðåòïîñòàâèìî äà èìàìî íîâ÷àíèöå îä 10,
20 è 50 äèíàðà è äà òðåáàìî ïëàòèòè òà÷íî 187 äèíàðà. Îâî jå íàðàâíî,
íåìîãó£å, jåð óî÷àâàìî äà ñâàêè èçíîñ êîjè ìîæåìî ïëàòèòè îâèì íîâ÷àíèöàìà
çàâðøàâà öèôðîì 0. Äðóãèì ðå÷èìà, íàøëè ñìî jåäíó jåäíîñòàâíó èíâàðèjàíòó.
Óîïøòåíî ãëåäàíî, ïðèëèêîì ðåøàâà»à ïðîáëåìà êîjè óê§ó÷ójó íèçîâå,
ðåêóðçèjó èëè èòåðàòèâíè ïðîöåñ, ó êîjèìà æåëèìî äà îäãîâîðèìî íà ïèòà»à:

• Äà ëè èç ïî÷åòíîã ñòà»à I ìîæåìî äî£è ó çàâðøíî ñòà»å F?

• Êîjà ñó ñâà ìîãó£à çàâðøíà ñòà»à ó êîjà ìîæåìî äî£è èç ïî÷åòíîã
ñòà»à I?

• Ïîñòîjè ëè íåêà òåæ»à (êîíâåðãåíöèjà) êà íåêîì çàâðøíîì ñòà»ó?

Êîðèñòèìî äâà ïðèñòóïà êîjà íàì ïîìàæó, ïðèñòóï èíâàðèjàíòè è
ïðèñòóï ìîíîâàðèjàíòè. Ïðèñòóï ìîíîâàðèjàíòè ñå ñàñòîjè ó óî÷àâà»ó
ñâîjñòâà ÷èjà âðåäíîñò ïðè îäðå¢åíîj òðàíñôîðìàöèjè ñòàëíî è ñòðîãî îïàäà
èëè ñòàëíî è ñòðîãî ðàñòå.

Êàäà ïðîíà¢åìî èíâàðèjàíòó, ëàêî ìîæåìî äà îäãîâîðèìî äà ëè ñå
èç ïî÷åòíîã ñòà»à I ìîæå äî£è äî çàâðøíîã ñòà»à F , òàêî øòî èçâðøèìî
jåäíîñòàâíî ïîðå¢å»å âðåäíîñòè óî÷åíîã ñâîjñòâà çà I è çà F . Çà ðàçëèêó
îä òîãà, êàäà ïðîíà¢åìî ìîíîâàðèjàíòó, ìîæåìî âèäåòè äà ëè jå âðåäíîñò
óî÷åíîã ñâîjñòâà çà I ñòðîãî âå£à èëè ñòðîãî ìà»à îä îíå çà F , òå äà ëè
ìîæäà ïîñòîjè íåêà êîíâåðãåíöèjà êà èñòîj.

Èíâàðèjàíòå è ìîíîâàðèjàíòå ñó êîðèñíå è çà ïðîíàëàæå»å ñâèõ ìîãó£èõ
ñòà»à è òî ñèñòåìîì åëèìèíàöèjå íåìîãó£èõ ñòà»à è èìïëèöèòíèì óêàçîì
íà ïîñòóïàê êîjèì ñå äî îäðå¢åíîã ñòà»à ìîæå äî£è èç çàäàòîã ïî÷åòíîã.

Ïîêàæèìî jåäíó êîìïëèêîâàíèjó ìîíîâàðèjàíòó è jåäíîñòàâíó èíâàðèjàíòó
íà ñëåäå£åì ïðèìåðó:
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Ïðèìåð 1. n öðâåíèõ è n ïëàâèõ òà÷àêà jå äàòî ó ðàâíè, òàêî äà íèêîjå
òðè òà÷êå íå ïðèïàäàjó èñòîj ïðàâîj. Äîêàçàòè äà ïîñòîjè n ðàçíèõ äóæè
êîjå ïîâåçójó öðâåíå ñà ïëàâèì òà÷êàìà òàêî äà ñå íèêîjå äâå íå ñåêó.

Ïðâè ïðîáëåì íà êîjè íàèëàçèìî ïðèëèêîì ðåøàâà»à îâîã çàäàòêà
jå òàj øòî íåìàìî èòåðàòèâíè ïîñòóïàê. Çáîã òîãà îâàj ïîñòóïàê ìîðàìî
äåôèíèñàòè ñàìè. Óî÷èìî ïðâî äà èìàìî óêóïíî n! íà÷èíà äà îäàáåðåìî
n äóæè ñà êðàjåâèìà ó ðàçíèì áîjàìà, òàêâèõ äà ñå íèêîjå äâå íåìàjó èñòó
òà÷êó êàî êðàj. Ïîâåæèìî n öðâåíèõ ñà n ïëàâèõ òà÷àêà íà ïðîèçâî§àí
íà÷èí. Äåôèíèøèìî ñëåäå£è èòåðàòèâíè ïîñòóïàê, óêîëèêî ñå äâå äóæè,
íàçîâèìî èõ AC è BD, ñåêó, óî÷èìî ÷åòâîðîóãàî ABCD è çàòèì îâå äâå
äóæè êîjå ñó çàïðàâî äèjàãîíàëå, çàìåíèìî îäãîâàðàjó£èì ïàðåì ñòðàíèöà,
ñà ðàçíîáîjíèì êðàjåâèìà. Áåç óìà»å»à îïøòîñòè, ïðåòïîñòàâèìî äà ñó
òà÷êå A è B öðâåíå,à C è D ïëàâå. Äèjàãîíàëå AC è BD çàìå»ójåìî ïàðåì
ñòðàíèöà AD è BC. Îâèìå ñìî äåôèíèñàëè jåäàí èòåðàòèâíè ïîñòóïàê.
Ïèòà»å êîjå ïîñòàâ§àìî jå, ìîæå ëè ñå îâàj ïðîöåñ áåñêîíà÷íî ïîíàâ§àòè?
Òó ó ïîìî£ ïðèçèâàìî ñëåäå£ó ìîíîâàðèjàíòó: ñóìó äóæèíà ñâèõ ïîâåçàíèõ
äóæè S. Ïðèìåòèìî äà ó ñâàêîì êîðàêó ó êîjåì ñå äóæè AC è BD ñåêó,
»èõîâîì çàìåíîì äóæèìà AD è BC, S ñå ñìà»ójå, øòî jå jåäíîñòàâíà
ïîñëåäèöà íåjåäíàêîñòè òðîóãëà. Äàêëå, ó ñâàêîì êîðàêó, S ñå ñìà»ójå,
øòî çíà÷è äà ñå íàêîí íåêîëèêî êîðàêà íå ìîæåìî âðàòèòè ó ïðå¢àø»å
ñòà»å, äàêëå íåìà áåñêîíà÷íèõ öèêëóñà è ïîíàâ§à»à, ïà èòåðàòèâíè ïðîöåñ
ìîðà ñòàòè. Óî÷èìî jîø è äà jå áðîj äóæè íàêîí ñâàêå çàìåíå èíâàðèjàíòà-
èçáàöèìî äâå äóæè, à óáàöèìî äâå íîâå, ïà £åìî íà êðàjó, êàä èòåðàòèâíè
ïðîöåñ ñòàíå, îñòàòè ñà n ðàçíèõ äóæè êîjå ïîâåçójó öðâåíå ñà ïëàâèì
òà÷êàìà òàêî äà ñå íèêîjå äâå íå ñåêó.

Jåäàí ëåï íà÷èí äà ñå ãëåäà íà ìîíîâàðèjàíòå jå òàj äà ñó îíå èíâàðèjàíòå
ðåëàöèjå ìîíîòîíîñòè. Òî ñìî ìîãëè âèäåòè ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, ãäå ñìî
îïàäà»å ñóìà äóæèíà äóæè ìîãëè ïîñìàòðàòè êàî èíâàðèjàíòó.

1.2 Íåêå ïðèìåíå èíâàðèjàíòè è ìîíîâàðèjàíòè

Êàî øòî ñìî âå£ èñòàêëè, èíâàðèjàíòå è ìîíîâàðèjàíòå íàì ìîãó
ïîìî£è ïðè ïðîíàëàæå»ó àäåêâàòíå ñòðàòåãèjå ó ðàçíèì èãðàìà.

Ïðèìåð 2. Ñòàíèñëàâ è Ðàäèñëàâ èãðàjó ïîòåçíó èãðó íà êëàñè÷íîj øàõîâñêîj
òàáëè. Ñòàíèñëàâ èìà 33 áåëà êî»à, à Ðàäèñëàâ 33 öðíà. Ñâàêî îä »èõ
ó ñâîì ïîòåçó ïîñòàâ§à jåäíîã êî»à íà øàõîâñêó òàáëó. Èãðó ãóáè îíàj
èãðà÷, êîjè ïîñòàâè ñâîã êî»à íà ïîçèöèjó êîjó íàïàäà êî» ïðîòèâíè÷êîã
èãðà÷à, èëè îíàj êîjè îñòàíå áåç èjåäíå ïîçèöèjå íà êîjó áè ìîãàî äà ñìåñòè
êî»à. Àêî Ñòàíèñëàâ èãðà ïðâè, êî èìà ïîáåäíè÷êó ñòðàòåãèjó, áåëè èëè
öðíè?
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Ïðâà ñòâàð êîjó òðåáà äà óî÷èìî jåñòå íà÷èí íà êîjè êî» íàïàäà.
Íàèìå, êî» íà áåëîì ïî§ó ìîæå äà íàïàäà ñàìî öðíà ïî§à è îáðíóòî.
Äàêëå, èíâàðèjàíòà £å îâäå áèòè áîjà ïî§à êîjà êî» ìîæå äà íàïàäà, à
êîjà jå óâåê ñóïðîòíà îíîj íà êîjîj ñå èñòè íàëàçè. Óî÷èìî òàêî¢å, äà êàêî
jå òàáëà 8õ8, Ðàäèñëàâ £å ñèãóðíî ïîáåäèòè óêîëèêî èçäðæè äî êðàjà, òj.
óêîëèêî óñïå äà èçáåãíå ñâà ïî§à êîjå íàïàäàjó áåëè êî»è. Îí òî ëàêî
ìîæå äà óðàäè, êîðèñòå£è èíâàðèjàíòó è íà÷èí íà êîjè êî» íàïàäà. Ñàìî
òðåáà äà èãðà ñèìåòðè÷íî Ñòàíèñëàâó ó îäíîñó íà öåíòàð øàõîâñêå òàáëå.
Òèìå £å ïîñòè£è, äà êàä ãîä Ñòàíèñëàâ ïîñòàâè êî»à íà áåëî ïî§å è íàïàäà
öðíà, îí îäèãðà íà áåëî ïî§å ãäå jå áåçáåäàí è îáðàòíî. Äàêëå, Ðàäèñëàâ
èìà ïîáåäíè÷êó ñòðàòåãèjó.

Êîìáèíàöèjà îâå ìåòîäå ñà Äèðèõëåîâèì ïðèíöèïîì jå ìî£íî ìàòåìàòè÷êî
îðóæjå.

Ïðèìåð 3. Ìàðèjà jå âî¢à ôîëêëîðíîã àíñàìáëà è âîäè ñâîjó òðóïó íà
ôåñòèâàë íàðîäíèõ èãàðà, êàêî áè èãðàëè êîëî. Êîëî êîjå èãðàjó ñå èãðà
èñê§ó÷èâî ó çàòâîðåíîì îáëèêó (òj. îáðàçójå ñå êðóã). Ìå¢óòèì, âå÷å ïðå
íàñòóïà ó òðóïè jå èçáèëà âåëèêà ñâà¢à. Ó òðóïè èãðà óêóïíî 2n îñîáà, à
Ìàðèjà jå óñïåëà äà ñàçíà äà jå ñâàêà îñîáà ó ñâà¢è ñà íàjâèøå n− 1 äðóãèõ
îñîáà. Óêîëèêî Ìàðèjà ðàñïîðåäè äâå îñîáå êîjå ñó ó ñâà¢è äà èãðàjó êîëî
jåäíà äî äðóãå, íàñòóï íå£å áèòè íà æå§åíîì íèâîó. Ìîæå ëè Ìàðèjà äà
ðàñïîðåäè ñâîjó òðóïó, òàêî äà îíè îäèãðàjó íàjáî§å øòî óìåjó?

Ïîðå¢àjìî òðóïó ó êîëî íà ïðîèçâî§àí íà÷èí. Íåêà jåH áðîj ïîñâà¢àíèõ
ïàðîâà êîjè ñó jåäàí äî äðóãîã ó êîëó. Òðàæèìî àëãîðèòàì êîjè çà ìîíîâàðèjàíòó
èìa H è ñìà»ójå jå êàä ãîä jå H > 0. Íåêà ñó A è B ó ñâà¢è è jåäàí äî
äðóãîã ó êîëó, òàêî äà jå B äåñíî îä A. Æåëèìî äà èõ ðàçäâîjèìî, àëè
äà òèìå íå óçðîêójåìî ñòâàðà»å íîâèõ ïîñâà¢àíèõ ïàðîâà êîjè ñó jåäàí äî
äðóãîã ó êîëó.

Íåêà ñó A′ è B′ jåäàí äî äðóãîã ó êîëó, òàêî äà A′ jå ëåâî îä B′, A è
A′ íèñó ó ñâà¢è è B è B′ íèñó ó ñâà¢è. Ïîêàçà£åìî êîðèñòå£è Äèðèõëåîâ
ïðèíöèï äà îâàêàâ ïàð (A′, B′) ìîðà äà ïîñòîjè. Êðåíèìî èç A ó ñìåðó
ñóïðîòíîì îä êàçà§êå íà ñàòó. Ïî Äèðèõëèåó, êàêî A èìà íàjâèøå n − 1
îñîáà ñà êîjèìà jå ó ñâà¢è, èäó£è ó îâîì ñìåðó, ìîðàìî íàè£è íà n îñîáà ñà
êîjèìà íèjå ó ñâà¢è. Ñà »èõîâå äåñíå ñòðàíå èìà n ìåñòà, à B èìà íàjâèøå
n− 1 îñîáà ñà êîjèìà jå ó ñâà¢è. Îïåò ïî Äèðèõëåó, íà jåäíîì îä òèõ ìåñòà
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ìîðà áèòè îñîáà êîjà íèjå ó ñâà¢è ñà B. Äàêëå, óî÷åíè ïàð (A′, B′) ìîðà äà
ïîñòîjè.

Ïðèìåòèìî äà ó îâîj ñèòóàöèjè, ñåî àëãîðèòàì êîjè íàì jå ïîòðåáàí
jå îáðòà»å ëóêà BA′. Îâèìå jå H ìîíîâàðèjàíòà êîjà ñå ñìà»ójå ñâàêèì
îáðòà»åì ëóêà. Äàêëå, íàêîí êîíà÷íî ìíîãî êîðàêà H £å ïîñòàòè 0, ïà
Ìàðèjà ñèãóðíî ìîæå äà ðàñïîðåäè ñâîjó òðóïó, òàêî äà îíè îäèãðàjó íàjáî§å
øòî óìåjó.

Íåêàäà, èíâàðèjàíòó jå òåøêî óî÷èòè.

Ïðèìåð 4. Ñâàêîì òåìåíó ïðàâèëíîã ïåòîóãëà äîäå§åí jå öåî áðîj, òàêî
äà jå ñóìà ñâèõ ïåò áðîjåâà ïîçèòèâíà. Äîçâî§åíà jå ñëåäå£à òðàíñôîðìàöèjà:
Àêî ñó x, y è z òðè áðîjà êîjà ñó äîäå§åíà ó¯àñòîïíèì òåìåíèìà è àêî jå
y < 0, çàìåíèìî (x, y, z) ñà (x + y,−y, y + z). Îâàj ïðîöåñ ñå ïîíàâ§à äîê
ãîä èìà ïðåîñòàëèõ íåãàòèâíèõ áðîjåâà. Õî£å ëè îâàj ïðîöåñ èêàä ñòàòè,
àêî íà ïî÷åòêó ñèãóðíî èìàìî áàð jåäàí íåãàòèâàí áðîj?

Îáåëåæèìî ïåòîóãàî ñà a,b,c,d è e êàî íà ñëèöè.
Äàêëå, ïîòðåáíà íàì jå íåêà èíâàðèjàíòà. Jåäèíà òðèâèjàëíà èíâàðèjàíòà

jåñòå çáèð: x + y + z = (x + y) + (−y) + (y + z). Ìå¢óòèì îí íàì íèøòà
íå ãîâîðè î òîìå äà ëè ïðîöåñ ñòàjå. Ïðåöèçíèjå, ïîòðåáíî íàì jå íåøòî
øòî îïàäà, äîê çáèð îñòàjå êîíñòàíòàí. Èíòóèòèâíî, çáèð jå óñêî ïîâåçàí
ñà àðèòìåòè÷êîì ñðåäèíîì. Òàêî¢å, àêî ñó ñâè áðîjåâè áëèçó àðèòìåòè÷êå
ñðåäèíå è çáèð ñâè £å áèòè ïîçèòèâíè è ïðîöåñ £å ñòàòè. Æåëèìî äàêëå
íåøòî øòî £å ðàñòè, øòî ñó áðîjåâè äà§å îä àðèòìåòè÷êå ñðåäèíå. Ïðèðîäíî
áè îíäà áèëî äà êîðèñòèìî |x− y|, àëè jå áî§à è ëàêøà àëòåðíàòèâà ó îâîì
ñëó÷àjó êâàäðàò (x− y)2.

Ó ñêëàäó ñà íîòàöèjîì êîjó ñìî óâåëè, ïîñìàòðàjìî ñëåäå£ó ôóíêöèjó:
f(a, b, c, d, e) = (a− c)2 + (b− d)2 + (c− e)2 + (d− a)2 + (e− b)2

Î÷èãëåäíî f(a, b, c, d, e) ≥ 0. Áåç ãóáèòêà îïøòîñòè, ïðåòïîñòàâèìî c < 0.
Ïîñìàòðàjìî êàêî òðàíñôîðìàöèjà óòè÷å íà f :
f(a, (b+c),−c, (d+c), e) = (a+c)2+(b−d)2+(−c−e)2+(d+c−a)2+(e−b−c)2

Ñðå¢èâà»åì îâîã èçðàçà, ëàêî ñå äîáèjà f(a, (b + c),−c, (d + c), e) =
f(a, b, c, d, e)+2c(a+b+c+d+e). Êàêî jå c < 0 è a+b+c+d+e > 0, âèäèìî äà
jå f ìîíîâàðèjàíòà è äà îïàäà ó ñâàêîì êîðàêó. Êàêî jå è f(a, b, c, d, e) ≥ 0,
à a, b, c, d, e öåëè áðîjåâè, çàê§ó÷ójåìî äà ïðîöåñ ìîðà ñòàòè. Ó ñóïðîòíîì,
áèñìî èìàëè îïàäàjó£è ïðåáðîjèâ íèç f1, f2, ..., fn, ..., öåëèõ áðîjåâà êîjè ñó
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âå£è îä 0, à òàêàâ íèç íå ïîñòîjè.

1.3 Áîjå»à

Ïðîáëåìè áîjå»à, ó ñòâàðè ïðåäñòàâ§àjó ïðîáëåìå ïàðòèöèîíèñà»à
ñêóïà ó êîíà÷àí ñêóï ïîäñêóïîâà. Èìå ñó äîáèëè, jåð ìîæåìî ðå£è äà
ñâàêè åëåìåíò ïî÷åòíîã ñêóïà áîjèìî íåêîì áîjîì, êîjà jå ó ñòâàðè áîjà
îíîã ïîäñêóïà ó ïàðòèöèîíèñà»ó, êîjåì òàj åëåìåíàò ïðèïàäà. 1961. ãîäèíå,
Áðèòàíàö Ôèøåð, jå ðåøèî jàêî òåæàê ïðîáëåì, äîêàçàâøè äà ñå ñòàíäàðäíà
øàõîâñêà òàáëà ìîæå ïîïóíèòè öðíî-áåëèì ïëî÷èöàìà 2õ1 íà 24x9012 íà÷èíà.
Ñàäà èñåöèìî íåêà äâà äèjàãîíàëíî ñóïðîòíà ïî§à, íïð, £îøêîâå. Äåëójå äà
ñìî äîáèëè òåæè ïðîáëåì îä ïî÷åòíîã. Ìå¢óòèm, îâàj ïðîáëåì jå ìàëòåíå
òðèâèjàëàí è óðàäè£åìî ãà êàî óâîäíè ïðèìåð.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòè äà ñå øàõîâñêà òàáëà êîjîj ñó èñå÷åíà äâà äèjàãîíàëíî
ñóïðîòíà £îøêà, íå ìîæå ïîïëî÷àòè öðíî-áåëèì 2õ1 ïëî÷èöàìà.

Óî÷èìî äà ñó òà äâà îäñå÷åíà £îøêà èñòå áîjå, íïð áåëå. Òî çíà÷è
äà íàì jå íà òàáëè îñòàëî 30 áåëèõ è 32 öðíèõ ïî§à. Êàäà áè óñïåëè äà
ïîïëî÷àìî ïëî÷èöàìà, óòðîøèëè áè 31 ïëî÷èöó, ÷èìå áè èìàëè 31 öðíî è 31
áåëî ïî§å ïîêðèâåíî. Äàêëå, íèjå ìîãó£å îñòâàðèòè íàâåäåíî ïîïëî÷àâà»å.

Ïðèìåð 6. Ïîçèòèâíè öåëè áðîjåâè ñó îáîjåíè áåëîì è öðíîì áîjîì. Çáèð
äâà áðîjà ðàçíèõ áîjà jå öðíå áîjå, à »èõîâ ïðîèçâîä jå áåëå áîjå. Êîjà jå
áîjà çáèðà äâà áåëà áðîjà? Íà£è ñâà áîjå»à ïîçèòèâíèõ öåëèõ áðîjåâà êîjè
çàäîâî§àâàjó îâå óñëîâå.

Íåêà ñó a è b áåëè áðîjåâè. Íåêà jå k íåêè öðíè áðîj. Tàäà jå a + k
öðíè áðîj. Îäàâäå jå (a+ k)b áåëè. Êàêî jå (a+ k)b = ab+ kb è kb je áåëè,
çàê§ó÷ójåìî äà ab ìîðà áèòè öðíè. Ó ñóïðîòíîì jå áðîj (a + k)b = ab + kb
è öðíè è áåëè.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå k íàjìà»è áåëè áðîj. Çàê§ó÷ójåìî äà è ñâè
óìíîøöè áðîjà k ìîðàjó áèòè áåëè. Äîêàæèìî äà íåìà äðóãèõ áåëèõ áðîjåâà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå n íåêè äðóãè áåëè áðîj. Òàäà n = kq + r, ãäå jå
0 ≤ r ≤ k. Àêî r 6= 0, îíäà jå r öðíè áðîj, jåð jå ìà»è îä k, à k jå íàjìà»è
áåëè. Ìå¢óòèì, ïîêàçàëè ñìî äà jå kq óâåê áåëè. Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå
n = kq+r öðíè. Êîíòðàäèêöèjà! Îâèì ñìî äîêàçàëè äà ñó ñâè áåëè áðîjåâè
óìíîøöè íåêîã ïîçèòèâíîã, öåëîã áðîjà k > 0.
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Teorijski uvod 

 

 

1. Ako je      za neko     onda kažemo da   deli  , u oznaci    . 

 

2. Osobine deljivosti 

             

                  Posebno              

 Neka je       . Ako   deli neka dva od brojeva  ,   i   onda    deli i 

treći broj. 
 

3. Deljenje sa ostatkom. Svaki ceo broj   se može, za dati ceo broj  , na jedinstven 

način predstaviti u obliku: 

               

gde   zovemo količnik, a   ostatak dobijen pri deljenju broja   brojem  . 

 

4. NZD i Euklidov algoritam. Neka su   i   nenegativni celi brojevi i neka je bar jedan 

različit od 0. Njihov najveći zajednički delilac i najmanji zajednički sadržalac se 

obeležavaju sa NZD( , ) i sa NZS( , ) redom. Važi: 

      ,  =1,     ( , )=  ,     (   )=  ,     (   )=     (   ). 

Za brojeve   i   kažemo da su uzajamno prosti ako je     (   )=1.  

Na osnovu osobine     ( , )=     (     ) gde je  >  (analogno za  <   možemo 

računati     ( , ) uzastopnim oduzimanjem manjeg broja od većeg. Primer: 

    (  ,  )=     (  ,  )=     (  ,  )=     (  , )=     ( , )=6. 

Euklidov algoritam se bazira na prethodnom algoritmu: 

                                     

Teorema:     (   ) se može prikazati kao     (   )=      , gde su       celi brojevi. 

 

5.                      

 

6. Prirodni broj nazivamo prostim brojem ako je deljiv sa tačno dva prirodna broja (sa 

jedinicom i samim sobom). 
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7. Euklidova lema. Neka je   prost broj, tada važi              . 

 

8. Neka je   prost broj. Tada važi    
 
 
           

Binomni koeficijent  
 
 
  

                 

  
  je prirodan broj. Pošto su   i    uzajamno 

prosti, onda    mora deliti                 , pa se  
 
 
   može zapisati u obliku 

       . 

 

9. Osnovna teorema aritmetike. Svaki prirodan broj se može prikazati kao proizvod 

prostih brojeva pri čemu je ta faktorizacija jedinstvena do na poredak faktora. 

 

10. Brojevi                  čine niz od     uzastopnih složenih brojeva. 

 

11. Najmanji prost faktor složenog broja   je manji ili jednak broju   . 

 

12. Svi prosti brojevi p>3 imaju oblik     . 

 

13. Kongruencije.                                      i   

imaju jednake ostatke pri deljenju sa  . 

Neka je                           

Tada važi: 

                              

Odatle sledi: 

                            i                               , 

gde je         
       

                       . 

Važi i pravilo “skraćivanja”:                                       

 

14. Mala Fermaova teorema. Neka je   prirodan i   prost broj. Tada važi: 

             

U slučaju da su   i   uzajamno prosti brojevi, prema pravilu iz prethodne stavke, važi: 
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15. Dokazi Male Fermaove teoreme: 

1) Dokaz indukcijom. 

 

Tvrđenje važi za    , pošto        za svaki prost broj  . 

Neka tvrđenje važi za  , tj.        za svaki prost broj  . 

Pokazaćemo da važi                 Zaista, 

                  
 
 
 

   

   

             

                                  
 
 
 

   

   

          

Znamo da    
 
 
           na osnovu stavke 8. Takođe, na osnovu 

induktivne pretpostavke važi         pa dobijamo                 

 

2) Dokaz korišćenjem kongruencije. 

Iz                       sledi                        , što predstavlja 

uopštenje svojstva kongruencije iz stavke 13. 

 

 Neka je     (   )=1. Formiramo niz: 

                  

Nikoja dva člana ovog niza nisu međusobno kongruentna po modulu   zato što 

za proizvoljne           važi 

                                . 

Ima     članova formiranog niza i svi daju različite ostatke pri deljenju sa  . 

Pritom, svi ti brojevi su uzajamno prosti sa  , zato što     (   )=1 i     (   )=1 

za svako        . Odatle zaključujemo da je svaki od brojeva iz formiranog 

niza kongruentan sa tačno jednim brojem iz niza 1,2,3,...,p-1. Kada primenimo 

svojstvo navedeno na početku ovog dokaza, dobija se:  

                                    , 

a pošto je                 , primenimo pravilo “skraćivanja” iz stavke 13 i 

dobija se 
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3) Kombinatorni dokaz. 

Neka su date perle obojene jednom od   različitih boja. Pravi se ogrlica od tačno 

p ovakvih perli. Prvo pravimo niz od   perli, pa postoji    različitih nizova. Ako 

izuzmemo jednobojne nizove ostaje nam      nizova. Spajamo krajeve da 

bismo dobili ogrlicu. Niz perli koji predstavlja cikličnu permutaciju nekog drugog 

niza daje identičnu ogrlicu kao taj niz. Postoji p cikličnih permutacija p perli u 

nizu, pa je broj različitih ogrlica         . Odatle zaključujemo da mora biti 

      . 

 
16. Obrnut smer Male Fermaove teoreme ne važi. Na primer, za brojeve    ,       

važi            , a           nije prost. Zaista: 

                                           =             

 

17. Ojler-Fermaova teorema. Ojlerova  –funkcija je definisana sa:  

                                                                    

    (                        

 

18. Funkcija „ceo deo“ 

Neka    . Ceo deo broja   u oznaci     je najveći ceo broj manji ili jednak broju  . 

Broj           zovemo frakcijom (razlomljenim delom) broja    

Neke osobine: 

1)               . Jednakost važi ako                          

2)               . Ovo je specijalni slučaj jednakosti                        

koja važi za cele brojeve   i    . 

3)         je jednak celom broju koji je najbliži broju    Ovo važi jer možemo da 

nađemo ceo broj   takav da važi jedan od dva slučaja: 

 

      
 

 
            

  
 

 
                   

 

4) Neka je    prirodan broj i     prost broj. Tada je broj  , najveći stepen broja   

takav da       , jednak                        . 
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Kongruencije 

 

1. Naći ostatak pri deljenju broja: a)      sa 7;  b)     sa 24. 

Rešenje: 

a) Kako je      (     ) to je i          (     ), pa je        (      ) 

b) Iz      (      ) sledi       (      ). 

 

2. Dokazati da za sve prirodne brojeve   važi: a)          (      );  b)       

  (      ); c)         (      ). 

Rešenje: 

a) Kako je                 to je       (      ), pa je i        

(      ).  

b) Kako je      (      ) to je i       (      ). 

c) Kako je      (      ) to je i       (      ). 

 

3. Dokazati da je broj         deljiv sa 5. 

Rešenje: 

Kako  je      (     ), to je       (     ). Iz      (     ) sledi        

(     ). Sabiranjem dobijamo           (     ). 

 

4. Broj           je deljiv sa   , a nije deljiv sa   . Dokazati. 

Rešenje: 

Kako  je      (      ) i       (      ), to je         (      ) i          

(      ), tj.             (      ). Iz      (      ) i      (      ), sledi  

        (      ) i         (      ), pa je             (      ). 

 

5. Izvesti pravilo za deljivost celog broja sa: a) 9; b) 11. 

Rešenje: 

a) Prirodan broj M napisan u decimalnom sistemu ima oblik: 
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gde su            cifre. Sabiranjem relacija 

                                                    

dobijamo                      . Znači, broj je deljiv sa 9 ako i samo 

ako je zbir cifara tog broja deljiv sa 9. 

b) Kako je               , imamo da je: 

                                                     

Broj M je predstavljen u obliku: 

                  

Neka je 

                  

Tada je 

                                                 

S obzirom da je                     , zaključujemo da je      

          , što znači da je broj   deljiv sa 11 ako i samo ako je i broj   deljiv sa 

11. Dakle, pravilo glasi ovako: ako je dat prirodan broj  , izračunati zbir njegovih 

cifara, sa naizmeničnim znacima +, -, i to polazeći od cifre jedinica ka cifri 

najveće težine. Ako je tako dobijen broj deljiv sa 11, onda je i   deljiv sa 11. 

 

6. Dokazati da važi:                                   . 

Rešenje: 

Kako je ostatak pri deljenu broja   sa 2 jednak 1, to znači da je on neparan, pa se 

može zapisati u obliku       . Dalje je  

                      

      Pošto je tačno jedan od brojeva   i     deljiv sa 2, to znači da je 

         

      Odatle je kvadrat bilo kog neparnog broja kongruentan sa 1 po modulu 8.  

      Ova činjenica se često koristi u zadacima. 

 

7. Neka su                i   celi brojevi takvi da je   
    

    
    

    
    . 

Dokazati da je bar jedan od ovih brojeva paran. 
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Rešenje:  

Neka je      proizvoljan neparan broj, tada je                      

         , pa je                   .Pretpostavimo suprotno, da su svi 

brojevi                i   neparni. Tada je   
    

    
    

    
               a 

             pa je jednakost   
    

    
    

    
     nemoguća. 

 

8. Ako je     , dokazati da je broj         deljiv sa 33. 

Rešenje: 

Kako je              , to je                  , a pošto je                 , to je 

        (       . Brojevi 3 i 11 su prosti, pa je                 . 

 

9. Dokazati da je    |        

Rešenje: 

Po maloj Fermaovoj teoremi je                 , pa je i                 . 

        , a                   , pa je                   (1). 

Pošto je                , to je i                 , pa je                  (2). 

Na osnovu (1) i (2) sledi da je           0 (    13). 

 

10. Dokazati: a) Ako je   ceo broj koji nije deljiv sa 7, tada je                . 

b) Neka su   i   celi brojevi koji nisu deljivi ni sa 5 ni sa 13. Pokazati da tada važi 

                    

Rešenje: 

a) Po maloj Fermaovoj teoremi               , to je i                . 

b) Kako je                    i                , to je i         

         . Pošto su 5 i 13 uzajamno prosti, to je                   , tj. 

                    

 

11. Neka je         rešenje jednačine         . Pokazati da je jedan od ova tri broja 

deljiv sa 3. 

Rešenje:  
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Pretpostavimo da nijedan od brojeva       nije deljiv sa 3. To znači da se oni mogu 

zapisati u obliku: 

                    

                    

                    

pa je                                      i slično i za    . To znači 

da je                   . Iz polazne jednačine dobijamo da je     

          , što nije tačno. Dakle, pretpostavka ne važi pa je bar jedan od brojeva 

      deljiv sa 3. 

 

12. Naći sve pozitivne cele brojeve n takve da važi          . 

Rešenje: 

Ako je   paran,          .                       , pa je         

           Kako tražimo   tako da je                 onda je i     

          tj.            . Dakle,              . 

Slično, ako je   neparan,            .                           , 

pa je                   , tj. treba da važi               . Dakle, 

             . 

Svi brojevi koji zadovoljavaju uslov zadatka su ili oblika               ili 

              

 

13. Ako je        prost neparan broj onda je on oblika      ili     . Dokazati. 

Rešenje: 

Kako je        neparan, onda   mora biti neparan pa je             , na osnovu 

6. zadatka. Ukoliko je   paran, sledi da je                  tj.              . 

Dakle                 . Slično, ako je   neparan              , pa je onda 

                . 

 

14. Naći poslednjih 8 cifara u binarnom zapisu broja       . 

Rešenje: 
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Najpre zapišemo        kao            .            pa je prema Ojler-Fermaovoj 

teoremi                     , tj                  . Sada je        

             . Kako je                                         

           , sledi da je                             . 

Dakle, dobili smo                    . Preostalo je još da napišemo 217 u 

binarnom zapisu.                  . 

 

15. Dokazati              za svaki prirodan broj  . 

Rešenje: 

                                       . Dakle,      ili          za 

              Ova činjenica sledi iz Ojler-Fermaove teoreme (                

gde su   i   uzajamno prosti). 
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Prosti brojevi 

1. Dokazati da je svaki prost broj veći od   oblika      ili       gde je   

nenegativan ceo broj. 

Rešenje: 

Dovoljno je pokazati da sledeći brojevi nisu prosti:               nisu prosti 

zato što su deljivi sa  ;      nije prost jer je deljiv sa  . Dakle, prosti brojevi 

veći od   jedino mogu biti oblika      ili     . 

 

2. Naći   ako su: 

a)             prosti brojevi. 

b)   i        su prosti brojevi. 

Rešenje: 

a) Ako je    , imamo        i       , pa s obzirom da   nije prost, 

    ne zadovoljava uslov zadatka. Za    , imamo        i        , 

tako da     jeste rešenje. Za prost broj    ,prema prethodnom zadatku 

znamo da postoje dve mogućnosti: ili je        ili         U prvom 

slučaju              , a u drugom              . To znači da 

je za svaki prost broj     uvek jedan od brojeva           deljiv sa  , pa 

samim tim nije prost i nijedno takvo    ne zadovoljava uslov zadatka. Broj   je 

jedino rešenje. 

b) Ako je    , imamo          , pa   nije rešenje. Ukoliko je    , 

            pa   jeste rešenje. Dalje, nijedan prost broj     nije rešenje 

zato što važi                                      . To sledi iz 

činjenice da je tačno jedan od tri uzastopna broja           deljiv sa 3, pri 

čemu to sigurno nije   zato što je prost i veći od    Zaključujemo da je ponovo 

broj   jedino rešenje. 

 

3. Odrediti prost broj   ako se zna da su      i      prosti brojevi. 

Rešenje: 
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Za     važi                , pa to nije rešenje. Ako je      onda su 

        i         prosti brojevi. Ako je     prost broj, onda je on ili 

oblika        ili oblika       . U prvom slučaju je           ), a u 

drugom je             složen broj. Dakle, jedino takvo   je 3. 

 

4. Odrediti sve proste brojeve   i   za koje je         . 

Rešenje:  

Data jednačina se može zapisati u obliku          , tj.            

       Za     ona očigledno nema rešenja. Ako je     prost, onda je    

        deljivo sa 8 jer su oba broja parna i pritom jedan od njih je deljiv sa 4, 

pa je    deljivo sa 4, i   nije prost osim u slučaju kad je    . Dakle, jedino 

rešenje je    ,      

 

5. Ako su        i         potpuni kvadrati,    , onda        nije prost broj. 

Rešenje: 

Neka je        ,         za neke      . Tada                 

        =        =                   Pretpostavimo da je          . 

Tada se prethodna jednakost svodi na          . Zatim,         

                     I konačno,                       

            . Dobija se             , što je kontradikcija, pa mora 

biti       . Iz jednakosti                  –     vidimo da je      

prirodan broj veći od  , zato što su     ,       . Prema tome,        nije 

prost broj jer je deljiv sa       

 

6. Ako su   i   prosti brojevi veći od  , tada važi sledeće:          . 

Rešenje: 

Ako su p i q prosti brojevi veći od 3, tada brojeve p i q možemo zapisati na 

sledeće načine:            i          , što sledi iz prvog zadatka. Tada je          
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                      . U slučaju da su    i   iste parnosti      je 

parno inače je             parno, u oba slučaja važi           

 

7. Dokazati da ako je    prirodan broj veći od    onda       nije prost. 

Rešenje: 

Ako je   parno, onda je i       parno i veće od  , pa to nije prost broj. Znači 

treba još pokazati da je tačna tvrdnja ukoliko je   neparno. Za       , 

koristeći Sophie Germain identitet:                            

                                          pravimo sledeću 

transformaciju: 

                          

                                      

odakle vidimo da       nije prost.  

 

8. Pokazati da              nije prost, za    . 

Rešenje: 

Pokazaćemo da se polinom      može predstaviti kao proizvod faktora nižeg 

stepena koji takođe imaju celobrojne koeficijente. S obzirom da je slobodan član 

jednak  , ukoliko bi postojao linearni faktor, on bi morao da bude ili oblika     

ili    . Kako je        i        , zaključujemo da nema linearnog faktora. 

Tražimo kvadratne i kubne faktore. Postoje dve mogućnosti: 

                                         

                                        

 Rešimo prvi slučaj. Kad izmnožimo i raspišemo desnu stranu, dobijamo  

                                                 . 

Upoređujući koeficijente na levoj i desnoj strani, dobijamo sistem od četiri 

jednačine po      : 

                                                 

čija su rešenja             . 

Stoga,                         .  
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Drugi slučaj ni nema potrebe razmatrati zato što smo upravo našli jednu 

faktorizaciju polinoma     , što znači da      nije prost.  

 

9. Dokazati da (                ako     nije neparan prost broj,    . 

Rešenje:  

Izraz se može napisati kao 
      

 
      . Ukoliko je    , ovo trivijalno važi. Za 

    prethodni izraz ekvivalentan je sa                  Ako je     složen 

broj (tj. ako nije neparan prost broj), može se predstaviti kao proizvod različitih 

faktora koji ulaze u       , pa relacija važi. 

 

10. Neka je   ceo broj koji nije deljiv prostim brojem    Dokazati da je tada broj 

         složen. 

Rešenje:  

Po Maloj Fermaovoj teoremi              , pa                    ). 

Dakle, broj          je deljiv sa  , pa je samim tim složen. 

 

11. Ako za     važi                , dokazati da je tada   prost broj. 

Rešenje:  

Pretpostavimo suprotno, da   nije prost broj. Neka je   njegov prost delilac. 

Pošto je    , onda je   jedan od faktora u       , pa sledi               

Odatle vidimo da ne važi              , a kako    , onda neće važiti ni 

              , što je kontradikcija. Dakle,   je prost broj. 

 

12. Neka su   i   prosti brojevi za koje važi          i          . Dokazati da je tada 

        . 

Rešenje: 

Važi                          S obzirom da je   prost, znači da važi  

       ili         . Iz uslova zadatka          sledi da je          pa je 

onda            i ne može biti       . Dakle, mora biti         . 

Koristeći tako dobijenu relaciju          i         dobija se da važi  
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                   tj.                      , a odatle dalje sledi 

           . Znači da je ili            ili            . Ako 

bi važila druga nejednakost, onda bi              , a kako je       

onda bi                       , što je kontradikcija. Stoga, 

        , što je i trebalo dokazati. 

 

13. Ako su              međusobno različiti prosti brojevi, dokazati da 
 

  
 + 

 

  
 +... + 

 

  
 

nije ceo broj. 

Rešenje: 

 

  
 + 

 

  
 +... + 

 

  
 = 

                                  

            
 

Neka je    proizvoljan element skupa                . Ne umanjujući opštost, 

neka je          (analogno za ostale elemente). Tada su svi sabirci u brojiocu, 

osim prvog, deljivi sa   . Pošto su           prosti brojevi različiti od   , prvi 

sabirak nije deljiv sa    pa ni ceo brojilac nije deljiv sa   . Tada on ne može biti 

deljiv ni sa imeniocem           , pa razlomak nije ceo broj. 

 

14. Neka su rešenja jednačine             celi brojevi, gde su        

Dokazati da je         složen broj. 

Rešenje:   

Neka su    i    rešenja jednačine. Na osnovu Vijetovih formula:  

        ,              . 

Tada je: 

                 
              

     
    

    
       

       
    . 

Sledi da je         složen broj. 

 

15. Dva igrača igraju sledeću igru: prvi igrač zapisuje jednu cifru; zatim drugi igrač 

dopisuje sa leve ili desne strane neku cifru; zatim prvi dopisuje sa leve ili desne 

strane neku cifru; zatim drugi ponovo dopisuje sa leve ili desne strane neku cifru 

itd. Pokazati da prvi igrač može igrati tako da posle svakog poteza drugog igrača 

zapisani broj nije potpuni kvadrat. 
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Rešenje:  

Prva cifra koju prvi igrač treba da zapiše mora biti   jer je to jedina cifra takva da 

ne postoji dvocifren kvadrat koji počinje ili završava se sa    Zatim pretpostavimo 

da je u nekom trenutku, nakon poteza drugog igrača, zapisan broj 

                  . Prvi igrač sada treba da dopiše   ili   sa desne strane. U tom 

slučaju, ukoliko drugi igrač dopiše bilo koju cifru sa leve strane, dobijeni broj 

neće biti potpun kvadrat jer se nijedan potpun kvadrat ne završava ciframa   ili 

    Ukoliko drugi igrač dopiše bilo koju cifru sa desne strane, dobiće se jedan od 

sledećih brojeva:                                                                . 

Radi se o    uzastopnih brojeva većih od      pa među njima ne mogu biti dva 

koja su potpuni kvadrati. U slučaju da među njima nema nijedan potpun kvadrat, 

prvi igrač može da dopiše bilo koju od cifara   ili  . Ako je jedan od uočenih 

brojeva potpun kvadrat i ako je njegova pretposlednja cifra  , prvi igrač treba da 

dopiše   a u suprotnom slučaju cifru  . U bilo kom od pretpostavljenih slučajeva 

drugi igrač ne može formirati potpun kvadrat dopisivanjem bilo koje od cifara.  
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Deljivost 

1. Dokazati da važi                            

Rešenje: 

                                        –    

                                                           

 

2. Neka je   ceo broj. Dokazati: a)       ; b)          . 

Rešenje: 

a)                              Proizvod tri uzastopna cela broja 

deljiv je sa 2 i sa 3, pa prema tome i sa 6. 

b)                              ). Ponovo iskoristimo 

činjenicu da je proizvod tri uzastopna broja deljiv sa 6, pa       . Zatim, 

ukoliko   daje ostatak     ili   pri deljenju sa 5, onda                 a 

ukoliko daje ostatak   ili  , onda         . U svakom slučaju          

Tako da iz                                 . 

 

3. Dokazati da važi             . 

Rešenje: 

S obzirom da se može zapisati                      zaključujemo: 

                                

                                              

Odatle sledi da     deli i razliku brojeva na desnim stranama, što je upravo broj  

         

 

4. Dokazati: a)                nije stepen broja 3; b)                nije 

stepen broja 3. 

Rešenje: 

a) Pretpostavimo suprotno, da važi            . Za neparno   važi: 

                                       ) 
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Drugi činilac na desnoj strani jednakosti je neparan zato što ima neparan broj 

neparnih sabiraka, tako da je sa desna strana jednakosti deljiva samo sa 2, 

ne i sa 4, dok je leva strana jednakosti deljiva barem sa 4 zbog toga što je  

     Kontradikcija. 

Ukoliko je     , onda                                  . 

Kontradikcija, jer desna strana jednakosti ponovo nije deljiva sa 4, dok leva 

jeste. 

 

b) Pretpostavimo suprotno, da važi           . Za neparno   imamo da važi 

                                      . Drugi činilac je neparan, 

slično kao u delu pod a). Desna strana nije deljiva sa 4, a leva jeste. 

Kontradikcija. 

Ukoliko je     , onda           . Kada to uvrstimo u           , 

dobija se                            Znamo da je ili   ili     

neparan. Pošto je sa leve strane jednakosti stepen dvojke, znači da       

    takođe mora biti stepen dvojke, tj. ne sme imati nijedan neparan prost 

faktor, pa jedino preostaje da bude    . Tada je       . Kontradikcija, jer 

je prema uslovu zadatka    . 

 

5. Dokazati da važi       

Rešenje: 

Prema osobini 4) iz stavke 18. u teorijskom delu ovog rada, najveći stepen 

prostog broja   takav da       , jednak je                        . 

Specijalno, za    , najveći stepen dvojke takav da       jednak je 

                      
 

 
 

 

 
 

 

 
    , što znači da veći stepeni 

dvojke, a samim tim i     ne dele   . 

 

6. Naći najmanji prirodan broj   tako da važi                   . 

Rešenje:  
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Data jednakost je ekvivalentna sa           
     

 
       

     

         
 . Pošto 

je   prirodan broj, mora da važi              , a to je ispunjeno jedino ukoliko 

je     , za neko    . Naime, ukoliko bi bilo       ,        važilo bi 

                                                      

                                                                                    

S obzirom da       deli prvi sabirak na desnoj strani, ali ne i drugi, to znači da 

ne deli celu desnu stranu, a samim tim ni levu. Dakle, mora biti       

Dalje je  

  
                      

 
 

Brojilac predstavlja zbir   brojeva od kojih svaki daje ostatak   pri deljenju sa    

pa je najmanje   takvo da je brojilac deljiv sa   upravo    . Odatle sledi da je 

najmanje  : 

  
      

        
  

 

7. Naći četvorocifren broj      tako da važi              . 

Rešenje: 

                      , pošto                  ima pet cifara. Ali      je 

deljiv sa 4, što znači da   mora biti paran (i ne može biti   jer je      

četvorocifren), pa je    . Iz             , dobijamo da je      i proizvod 

    završava se sa  , pa mora biti      Dakle,              , tj. 

                                                

                             

                         

Desna strana je parna i        , zato što je   cifra. Dakle,   mora biti neparan i 

   , tačnije      Onda je    . Traženi bro je              

 

8. Neka je   ceo broj i     . Dokazati da            nije potpun kvadrat. 

Rešenje:  
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Ideja je pokazati da se            nalazi između kvadrata dva uzastopna 

broja. 

                                    –                

                                                     

                             

 

9. Ako je    , dokazati:             .  

Rešenje: 

Primetimo da je                       . Jedan od brojeva       je 

paran. Ako brojevi   i     nisu deljivi sa  , onda je sa   deljiv broj    , pa i 

broj              . U svakom slučaju,                 . 

 

10. Ako je trocifren broj     deljiv sa   , dokazati da su i brojevi     i     takođe 

deljivi sa   . 

Rešenje: 

                                           

                                           

 

11. Ako su u trocifrenom broju deljivom sa   dve poslednje cifre jednake, dokazati 

da je zbir cifara tog broja deljiv sa    

Rešenje: 

Neka je taj broj                                          .  

                                          

A zbir cifara broja     je upravo       

 

12. Neka je   zbir cifara broja          i   zbir cifara broja  . Naći zbir cifara broja 

 . 

Rešenje: 

Neka je   traženi broj, zbir cifara broja  . Kako je                    , broj 

cifara broja          je manji od              . Zato se zbir cifara broja 

          tj.  , može ograničiti sa                   . Maksimalni zbir 
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cifara broja   biće manji ili jednak     (zato što   ima najveći mogući zbir cifara 

ukoliko        ), sledi       Pošto je   zbir cifara broja  , važi      

(maksimalan zbir cifara ukoliko je     ).  

Primenićemo osobinu da je ostatak pri deljenju nekog broja sa   isti kao ostatak 

pri deljenju zbira njegovih cifara sa    U tom slučaju, ako nađemo ostatak pri 

deljenju broja          sa  , naći ćemo i ostatak pri deljenju broja   sa  , zatim i 

broja  , pa i traženog broja    

 

Važi                 i 

                                                     . 

Iz ova dva sledi 

                            

Prema gore navedenom objašnjenju traženi broj   daje ostatak   pri deljenju sa 

 , a istovremeno je       Zaključujemo da je    . 

 

U ovom zadatku korišćene su sledeće osobine relacije kongruencije: 

                            i                                   

13. Odrediti cifre   i   tako da broj        bude deljiv i sa   i sa  . 

Rešenje: 

Kako je dati broj deljiv sa  , to je i zbir njegovih cifara deljiv sa  , tj. treba da važi 

       . To je moguće samo u dva slučaja: ako je       ili       . 

Dati broj može se napisati u obliku 

                                   

a je on deljiv sa   ako i samo ako je         . U prvom slučaju, kada je 

     , da bi broj            bio deljiv sa  , mora biti    , što je 

nemoguće jer          , a   je cifra. Dakle, preostaje drugi slučaj, kada 

         Tada je             deljivo sa   jedino ako je    , a onda 

je      Traženi broj je         

 

14. Odrediti najmanji prirodan broj koji pri deljenju sa         i   daje redom ostatke 

        i    

Rešenje: 
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Neka je   traženi broj. Tada je broj     deljiv sa         i  ,  a pošto je 

                     to je najmanji takav broj jednak       , tj.       

 

15. Broj                definisan je tako da se naizmenično ređaju jedinice i 

nule. Odrediti najmanji broj   ovog oblika tako da je: a) deljiv sa  ; b) deljiv sa 

  . 

Rešenje: 

a) Broj je deljiv sa   ako je zbir njegovih cifara deljiv sa  , pa je najmanji broj 

ovog oblika koji je deljiv sa   jednak                      

b) Broj je deljiv sa    ako je deljiv sa   i   , a na osnovu 5. zadatka iz odeljka 

Kongruencije u ovom radu, broj je deljiv sa    ako mu je razlika zbira cifara 

na parnim i neparnim mestima deljiva sa   . Najmanji broj ovog oblika deljiv 

sa    ima               jedinica i    nula.  
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1 Matemati£ka indukcija

1.1 Istorija matemati£ke indukcije

Istorija matemati£ke indukcije nema jasan po£etak. Neke tragove onog ²to
podse¢a na indukciju nalazimo u delima Euklida u kojima on dokazuje besko-
na£nost pojavljivanja prostih brojeva me -du prirodnim (300. p.n.e.). Euklid je
u svojim "Elementima"(knjiga X) dokazao da prostih brojeva ima beskona£no
mnogo.

Forma dokaza matemati£kom indukcijom se javlja u knjizi koju je napisao
Al-Karadºi oko 1000. godine. On ju je izme -du ostalog koristio da dokaºe bi-
nomnu teoremu i Paskalov trougao.

Nijedan od ovih starih matemati£ara nije eksplicitno dao induktivnu hipo-
tezu. Prvo rigorozno izlaganje principa indukcije je dao Fran£esko Mauroliko
u svom delu "Arithmeticorum libri duo"(1575.), koji je koristio ovu tehniku da
dokaºe da je zbir prvih n neparnih celih brojeva jednak n2.

Indukciju su tako-de nezavisno otkrili �vajcarac Jakob Bernuli i Francuzi Pa-
skal i Ferma.

Prvo formalno obja²njenje matemati£ke indukcije dao je Augustus DeMor-
gan 1838. godine. Tada je prvi put termin "indukcija"upotrebljen u tom kon-
tekstu.

1.2 Princip matemati£ke indukcije

Gotovo sva tvr -denja, koja se odnose na prirodne brojeve, mogu se dokazati
primenom metoda matemati£ke indukcije.

De�nicija 1.1. Neka je P (n) tvr -denje koje se odnosi na promenljivu n ∈ N.
Da bi P (n) bilo ta£no za sve prirodne brojeve, dovoljno je da vaºi:

1. P (1) ta£no,

2. Za sve prirodne brojeve n je implikacija P (n)⇒ P (n+ 1) ta£na.

P (1) ∧ (∀n ∈ N)(P (n)⇒ P (n+ 1))⇒ (∀n ∈ N)P (n)

Moºe se desiti da tvr -denje P (n) nije ta£no za svako n ∈ N, ve¢ po£ev od nekog
prirodnog broja n0 > 1, tj. da je P (n) ta£no za n = n0, n0 + 1, n0 + 2, ...
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Tada se dokazivanje metodom matemati£ke indukcije radi na slede¢i na£in:

1. proverimo ta£nost tvr -denja P (n0),

2. dokazujemo da za bilo koje n > n0 iz ta£nosti tvr -denja P (n) sledi ta£nost
tvr -denja P (n+ 1).

Prakti£no, indukciju sprovodimo tako ²to:

• (baza indukcije) proverimo da li je tvr -denje ta£no za n = 1

• (indukcijska hipoteza) pretpostavimo da je tvr -denje ta£no za n = k

• (induktivni korak) dokazujemo da je tvr -denje ta£no za n = k + 1

1.3 Zadaci

Zadatak 1.1. Koriste¢i matemati£ku indukciju dokazati da ∀n ≥ 1 vaºi
P (n) : 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2

Re²enje: (BI) P (1) : 1 = 12 ta£no
(IH) Pretpostavimo da je ta£no 1+3+5+ ...+(2n−1) = n2, treba da dokaºemo
da vaºi i 1 + 3 + 5 + ...+ (2n+ 1) = (n+ 1)2

(IK) P (n+ 1) : 1 + 3 + 5 + ...+ (2n+ 1) = (n+ 1)2 potrebno dokazati
1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) + (2n+ 1) = (n+ 1)2

n2 + (2n+ 1) = (n+ 1)2

n2 + 2n+ 1 = n2 + 2n+ 1 ta£no
Dokazali smo da ako vaºi P (n) vaºi i P (n + 1), pa na osnovu matemati£ke in-
dukcije sledi da ∀n ≥ 1 vaºi 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2.

Zadatak 1.2. Za svaki prirodan broj n ∈ N dokazati da je izraz n(n2+5) deljiv
sa 6.

Re²enje: P (n) : 6|n(n2 + 5)
(BI) P (1) : 6|1(12 + 5)⇒ 6|6 ta£no
(IH) Pretpostavimo da je ta£no 6|n(n2 + 5), treba da dokaºemo da vaºi i
6|(n+ 1)((n+ 1)2 + 5)
(IK) P (n+ 1) : 6|(n+ 1)((n+ 1)2 + 5)
(n+ 1)((n+ 1)2 + 5) = (n+ 1)(n2 + 2n+ 1 + 5) = (n+ 1)(n2 + 5 + 2n+ 1) =
n(n2 + 5) + n(2n+ 1) + n2 + 5+ 2n+ 1 = n(n2 + 5) + 2n2 + n+ n2 + 2n+ 6 =
n(n2 + 5) + 3n2 + 3n+ 6 = n(n2 + 5) + 3n(n+ 1) + 6
6|n(n2 + 5) - na osnovu (IH)
6|3n(n+ 1) jer n i n + 1 su dva uzastopna prirodna broja, pa je jedan od njih
paran, pa sledi da je 3n(n + 1) deljivo i sa 2 i sa 3, tj. deljivo je sa 6
6|6
6 deli sva tri sabirka, pa sledi da 6|n(n2+5)+3n(n+1)+6⇒ 6|(n+1)((n+1)2+5),
tj. pokazali smo da vaºi P (n+1), pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da
6|n(n2 + 5) za svaki prirodan broj n.
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Zadatak 1.3. Za svaki prirodan broj n ∈ N dokazati da je izraz 3·52n+1+23n+1

deljiv sa 17.

Re²enje: P (n) : 17|3 · 52n+1 + 23n+1

(BI) P (1) : 3 · 52·1+1 + 23·1+1 = 3 · 125 + 16 = 391, 391 : 17 = 23 ta£no
(IH) Pretpostavimo da je ta£no 17|3 · 52n+1+23n+1, treba da dokaºemo da vaºi
i 17|3 · 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1

(IK)P (n+ 1) : 17|3 · 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1

3 · 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 = 3 · 52n+1+2 + 23n+1+3 = 3 · 52n+1 · 52 + 23n+1 · 23 =
3 · 52n+1 · 25 + 23n+1 · 8 = 3 · 52n+1 · (17 + 8) + 23n+1 · 8 =
3 · 52n+1 · 17 + 8 · (3 · 52n+1 + 23n+1)
17|3 · 52n+1 · 17
17|8 · (3 · 52n+1 + 23n+1), jer na osnovu (IH) 17|3 · 52n+1 + 23n+1

17 deli oba sabirka, pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da
17|3 ·52n+1 ·17+8 ·(3 ·52n+1+23n+1)⇒ 17|3 ·52(n+1)+1+23(n+1)+1, tj. pokazali
smo da vaºi P (n+ 1).

Zadatak 1.4. Pokazati da ∀n ≥ 1 vaºi 1
2
3
4 ...

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1
.

Re²enje: P (n) : 1
2
3
4 ...

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1

(BI) P (1) : 1
2 ≤

1√
4
ta£no

(IH) Pretpostavimo da vaºi 1
2
3
4 ...

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1
, treba dokazati da vaºi

1√
3n+1

2n+1
2n+2 ≤

1√
3(n+1)+1

.

(IK) P (n+ 1) : 1√
3n+1

2n+1
2n+2 ≤

1√
3(n+1)+1

1
2
3
4 ...

2n−1
2n

2n+1
2n+2 ≤

1√
3(n+1)+1

(∗)
1
2
3
4 ...

2n−1
2n

2n+1
2n+2 ≤

1√
3n+1

2n+1
2n+2 (∗∗)

Ho¢emo da dokaºemo da je desna strana nejednakosti ozna£ene sa (**) manja
od desne strane nejednakosti ozna£ene sa (*).
Moºemo ih kvadrirati, jer su oba razlomka pozitivna.

1√
3n+1

2n+1
2n+2 (≤ ili ≥) 1√

3(n+1)+1
/()2

1
3n+1

4n2+4n+1
4n2+8n+4 (≤ ili ≥) 1

3n+4

Imamo da je:
(4n2 + 4n+ 1)(3n+ 4) (≤ ili ≥) (3n+ 1)(4n2 + 8n+ 4)
12n3 + 28n2 + 19n+ 4 (≤ ili ≥) 12n3 + 28n2 + 20n+ 4
19n (≤ ili ≥) 20n , a znamo da je 0 ≤ n, po²to je n prirodan broj.

Dokazali smo nejednakost 1√
3n+1

2n+1
2n+2 ≤

1√
3(n+1)+1

, pa na osnovu mate-

mati£ke indukcije sledi da vaºi :
1
2
3
4 ...

2n−1
2n ≤ 1√

3n+1
, ∀n ≥ 1.
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Zadatak 1.5. Dokazati da za svako n ≥ 2 vaºi 7
9
26
28 ...

n3−1
n3+1 = 2

3 (1 +
1

n(n+1) ).

Re²enje: P (n) : 7
9
26
28 ...

n3−1
n3+1 = 2

3 (1 +
1

n(n+1) )

(BI) P (2) : 23−1
23+1 = 2

3 (1 +
1

2(2+1) )
7
9 = 2

3 (1 +
1
6 )

7
9 = 2

3
7
6

7
9 = 7

9 ta£no

(IH) Pretpostavimo da je ta£no 7
9
26
28 ...

n3−1
n3+1 = 2

3 (1 +
1

n(n+1) ) , treba da do-

kaºemo da vaºi i 7
9
26
28 ...

(n+1)3−1
(n+1)3+1 = 2

3 (1 +
1

(n+1)((n+1)+1) ).

(IK) P (n+ 1) : 7
9
26
28 ...

(n+1)3−1
(n+1)3+1 = 2

3 (1 +
1

(n+1)(n+2) )

7
9
26
28 ...

n3−1
n3+1

(n+1)3−1
(n+1)3+1 = (primenom IH) = 2

3 (1 +
1

n(n+1) )
(n+1)3−1
(n+1)3+1 = 2

3
n2+n+1
n(n+1)

(n+1−1)
(n+1+1)

(n+1)2+n+1+12

(n+1)2−(n+1)+12 = 2
3
n2+n+1
n(n+1)

n
(n+2)

n2+3n+3
n2+n+1 = 2

3
n2+3n+3

(n+1)(n+2) =
2
3
n2+3n+2+1
n2+3n+2 =

2
3 (1 +

1
n2+3n+2 ) =

2
3 (1 +

1
(n+1)(n+2) )

Dokazali smo da vaºi P (n+1), pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da
tvr -denje vaºi za svako n ≥ 2.

Zadatak 1.6. Pokazati da je proizvod n brojeva oblika 6k + 1 za k ∈ Z broj
istog oblika.

Re²enje: P (n): proizvod n brojeva 6k + 1 je istog oblika
(BI) P (1) : 1 = 6 · 0 + 1, ta£no za k = 0
(IH) Pretpostavimo da je ta£no (6k1 + 1)(6k2 + 1)...(6kn + 1) = 6k0 + 1, treba
da dokaºemo da vaºi (6k1 + 1)(6k2 + 1)...(6kn + 1)(6kn+1 + 1) = 6km + 1
(IK) Imamo n+1 brojeva oblika 6k+1, tj. 6k1+1, 6k2+1, ..., 6kn+1+1,∀ki ∈ Z
(6k1 + 1)(6k2 + 1)...(6kn + 1)(6kn+1 + 1) = (6k0 + 1)(6kn+1 + 1) =
36k0kn+1 + 6k0 + 6kn+1 + 1 = 6(6k0kn+1 + k0 + kn+1) + 1 =
6km + 1, gde je km = 6k0kn+1 + k0 + kn+1

Dokazali smo da vaºi P (n+1), pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da
je proizvod n brojeva 6k + 1 istog oblika.
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Zadatak 1.7. Pokazati da se ∀n ≥ 1 broj 24
n − 5 zavr²ava cifrom 1.

Re²enje: P (n) : broj 24
n − 5 zavr²ava se cifrom 1

(BI) P (1) : broj 24
1 − 5 = 24 − 5 = 16− 5 = 11⇒ zavr²ava se cifrom 1

(IH) Pretpostavimo da se broj 24
n − 5 zavr²ava cifrom 1, treba da dokaºemo da

se broj 24
n+1 − 5 zavr²ava cifrom 1.

(IK) P (n+ 1) : broj 24
n+1 − 5 se zavr²ava cifrom 1

24
n+1 − 5 = 24

n·4 − 5 = (24
n

)4 − 5
Iz (IH) imamo da se broj 24

n − 5 zavr²ava cifrom 1, odatle sledi da je poslednja
cifra broja 24

n

6.
Stepen broja koji se zavr²ava cifrom 6 je broj koji se zavr²ava cifrom 6
⇒ (24

n

)4 se zavr²ava cifrom 6
⇒ (24

n

)4 − 5 se zavr²ava cifrom 1
Dokazali smo da vaºi P (n+1), pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da se
broj 24

n − 5 zavr²ava cifrom 1.

Zadatak 1.8. Dokazati Muavrovu formulu: (cosx+ isinx)n = cosnx+ isinnx.

Re²enje: P (n) : (cosx+ isinx)n = cosnx+ isinnx
(BI) P (1) : (cosx+ isinx)1 = cosx+ isinx ta£no
(IH) Pretpostavimo da vaºi (cosx + isinx)n = cosnx + isinnx, treba da doka-
ºemo da vaºi (cosx+ isinx)n+1 = cos(n+ 1)x+ isin(n+ 1)x
(IK) P (n+ 1) : (cosx+ isinx)n+1 = cos(n+ 1)x+ isin(n+ 1)x
(cosx+ isinx)n+1 = (cosx+ isinx)n(cosx+ isinx) =
(cosnx+ isinnx)(cosx+ isinx) =
cosnx · cosx+ isinnx · cosx+ icosnx · sinx− sinnx · sinx =
cos(nx+ x) + isin(nx+ x) = cos(n+ 1)x+ isin(n+ 1)x
Dokazali smo da vaºi P (n + 1), pa na osnovu matemati£ke indukcije sledi da
vaºi Muavrova formula.

Zadatak 1.9. Dokazati da ∀n ≥ 2 vaºi: 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2 .

Re²enje: P (n) : 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2

(BI) P (2) : 42

2+1 <
(2·2)!
(2!)2

16
3 < 4!

(2)2

16
3 < 4·3·2·1

4
16
3 < 24

4
16
3 < 6 ta£no

(IH) Pretpostavimo da je ta£no P (n), treba dokazati da je ta£no P (n+ 1).

(IK) P (n+ 1) : 4n+1

n+1+1 <
(2(n+1))!
((n+1)!)2
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(2(n+1))!
((n+1)!)2 = (2n+2)!

((n+1)·n!)2 = (2n+2)(2n+1)(2n)!
(n+1)2(n!)2 > (2n+2)(2n+1)

(n+1)2 · 4n

n+1 = 2·4n(2n+1)
(n+1)2

Treba da pokaºemo da je: 2(2n+1)
(n+1)2 · 4

n > 4n+1

n+2

2(2n+1)
(n+1)2 (< ili >) 4

n+2

2(2n+ 1)(n+ 2) (< ili >) 4(n+ 1)2

2(2n2 + 4n+ n+ 2) (< ili >) 4(n2 + 2n+ 1)
4n2 + 10n+ 4 (< ili >) 4n2 + 8n+ 4
10n (< ili >) 8n , a znamo da je 2n > 0 , jer je n ≥ 2.
Dokazali smo nejednakost 2(2n+1)

(n+1)2 · 4
n > 4n+1

n+2 , pa na osnovu matemati£ke in-

dukcije sledi da vaºi (∀n ≥ 2) 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2 .

Zadatak 1.10. Dokazati da ∀n ≥ 1 vaºi: sinx+sin2x+...+sinnx =
sinn+1

2 x·sinn
2 x

sin x
2

.

Re²enje: (BI) P (1) : sinx =
sinx·sin x

2

sin x
2

= sinx ta£no

(IH) Pretpostavimo da vaºi P (n) : sinx+sin2x+...+sinnx =
sinn+1

2 x·sinn
2 x

sin x
2

i dokazujemo da vaºi P (n+1) : sinx+sin2x+...+sin(n+1)x =
sinn+2

2 x·sinn+1
2 x

sin x
2

(IK) sinx+ sin2x+ ...+ sinnx+ sin(n+ 1)x =
sinn+1

2 x·sinn
2 x

sin x
2

+ sin(n+ 1)x =
sinn+1

2 x·sinn
2 x

sin x
2

+ sin(2 · n+1
2 x) =

sinn+1
2 x·sinn

2 x

sin x
2

+2 ·sinn+1
2 x · cosn+1

2 x =
sinn+1

2 x

sin x
2
· (sinn2x+2 · cosn+1

2 x ·sinx2 ) =
sinn+1

2 x

sin x
2
· (sinn2x+ sinn+2

2 x− sinn2x) =
sinn+1

2 x·sinn+2
2 x

sin x
2

Koristili smo: sinα · cosβ = 1
2 · [sin(α+ β)− sin(α− β)]

Dokazali smo da vaºi P (n+1), pa na osnovu principa matemati£ke indukcije

sledi da ∀n ≥ 1 vaºi sinx+ sin2x+ ...+ sinnx =
sinn+1

2 x·sinn
2 x

sin x
2

.

7



1.4 Zanimljivosti o matemati£koj indukciji

• Re£ indukcija poti£e od latinske re£i inductio (uvesti, zaklju£iti).

• Matemati£ka indukcija se moºe metafori£ki opisati "Efektom domina":
Domine moraju biti tako sloºene (de�nicija mora biti induktivna) da kad
jedna domina padne - tada pada i slede¢a (induktivni korak). Da bi se sve
domine sru²ile potrebno je gurnuti prvu (osnovni korak).

• Konstrukcija Paskalovog trougla koju je dao Al-Karadºi izgleda ovako:

Slika 1: Paskalov trougao

• Al-Karadºi je rekao da bismo uspeli, moramo postaviti 'jedan' u prvu
kolonu tabele i 'jedan' ispod prvog 'jedan', onda pomeriti prvi 'jedan' u
drugu kolonu , dodati prvi 'jedan' broju 'jedan' ispod njega. Na taj na£in
dobijamo 'dva', koji treba staviti ispod prenetog 'jedan' i postaviti drugi
'jedan' ispod 'dva'. Zbog toga imamo 1 2 1 u drugoj koloni.
U kakvoj su vezi druga kolona 1,2,1 i (a+ b)?
Kolona 1,2,1 ustvari predstavlja odgovaraju¢e koe�cijente koji se dobijaju
kvadriranjem binoma (a+ b). Sli£no dobijamo tre¢u kolonu: 1 prepi²emo,
saberemo 1 i 2, napi²emo 3 ispod 1, saberemo 2 i 1 i tu trojku stavimo iza
prve trojke i na kraju dodamo jedinicu.
Kolona 1,3,3,1 ustvari predstavlja odgovaraju¢e koe�cijente koji se dobi-
jaju stepenovanjem na tre¢i binoma (a+ b).

• Al-Karadºi je pokazao da je (1+2+3+...+10)2 jednako sa 13+23+33+...+
103. On je uradio to tako ²to je prvo pokazao da je (1+2+3+ ...+10)2 =
(1+2+3+...+9)2+103. Posle je isto pravilo koristio na (1+2+3+...+9)2,
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pa onda na (1 + 2 + 3 + ...+ 8)2 itd.
(1 + 2 + ...+ 10)2

= (1 + 2 + 3 + ...+ 8)2 + 93 + 103

= (1 + 2 + 3 + ...+ 7)2 + 83 + 93 + 103

= ...
= 13 + 23 + 33 + ...+ 103.

• Bahrudin na ²aljiv na£in opisuje indukciju:

Zamislite da ste u vinskom podrumu i morate proveriti kvalitet u 10 000
buradi. Jedino ²to vlasnik ºeli od vas jeste da ga trezni izvestite da li je
vino u svim buradima istog kvaliteta u roku od 15 minuta. Sada kada je
pred vama jedan gotovo nere²iv problem, ne klonite duhom. S takvim i
sli£nim situacijama priska£e u pomo¢ matemati£ka indukcija. Na£in na
koji biste re²ili ovakav problem sastoji se u slede¢em: Probajte prvih ne-
koliko buradi s vinom. Uverite se da je vino istog kvaliteta. Sada 'uzmite'
nasumice izabrano bure i pretpostavite da je vino zadatog kvaliteta, mo-
ºete ga £ak i probati. Tada ispitajte vino u slede¢em buretu. Ako je ocena
ista kao kod pretpostavljenog bureta, moºete oti¢i vlasniku i obavestiti ga
da ste re²ili problem odnosno da je vino istog kvaliteta. Vlasnik ¢e vam
poverovati, jer poznaje princip matemati£ke indukcije.
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2 Nizovi

De�nicija 2.1. Niz je svaka funkcija £iji je domen skup prirodnih brojeva, a
kodomen skup realnih brojeva.

De�nicija 2.2. Niz (an)n∈N je ograni£en ako postoje realni brojevi a i b, a < b,
takvi da za sve £lanove niza vaºi a ≤ an ≤ b.

De�nicija 2.3. Niz (an)n∈N je

1. strogo rastu¢i ako je za sve n ∈ N : an < an+1

2. rastu¢i ako je za sve n ∈ N : an ≤ an+1

3. opadaju¢i ako je za sve n ∈ N : an ≥ an+1

4. strogo opadaju¢i ako je za sve n ∈ N : an > an+1

U svakom od slu£ajeva 1-4 kaºe se da je (an) monoton, a u slu£ajevima 1. i 4.
da je strogo monoton.

2.1 Aritmeti£ki i geometrijski niz

De�nicija 2.4. Beskona£an niz realnih brojeva je aritmeti£ki niz, ako je svaki
njegov £lan, po£ev²i od drugog, jednak aritmeti£koj sredini njemu susednih £la-
nova.

Da bi beskona£an niz realnih brojeva bio aritmeti£ki, neophodno je i dovoljno
da postoji realan broj d (razlika aritmeti£kog niza) tako da se svaki £lan, po£ev²i
od drugog, dobija sabiranjem njemu prethodnog £lana i broja d:

a2 = a1 + d, a3 = a2 + d, ..., an = an−1 + d, ...

U aritmeti£kom nizu (an)n∈N sa prvim £lanom a1 i razlikom d moºe se odrediti
proizvoljan £lan niza na slede¢i na£in:

an = a1 + (n− 1)d.

Ako brojevi a1, a2, ..., an predstavljaju prvih n £lanova aritmeti£kog niza, onda
za svaki broj k, 1 ≤ k ≤ n, vaºi:

ak + an−k+1 = a1 + an.

Neka je Sn = a1+a2+...+an zbir prvih n £lanova aritmeti£kog niza (a1, a2, ..., an, ...)
sa razlikom d. Tada je

Sn =
n

2
(a1 + an) =

n

2
(2a1 + (n− 1)d).
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De�nicija 2.5. Beskona£an niz realnih brojeva je geometrijski niz ako je svaki
njegov £lan, po£ev od drugog, jednak geometrijskoj sredini njemu susednih £la-
nova.

Da bi beskona£an niz realnih brojeva, £iji je prvi £lan razli£it od nule, bio
geometrijski niz £iji su svi £lanovi razli£iti od nule, neophodno je i dovoljno
da postoji realan broj q, razli£it od nule (koji se naziva koli£nik geometrijskog
niza), takav da se svaki £lan niza, po£ev od drugog, dobija mnoºenjem njemu
prethodnog £lana sa q:

a1, a2 = a1q, a3 = a2q, a4 = a3q, ..., an = an−1q, ...

U geometrijskom nizu (an)n∈N, sa prvim £lanom a1 i koli£nikom q je za sve
n ∈ N :

an = a1q
n−1.

U geometrijskom nizu (an)n∈N, £iji je prvi £lan a1 i koli£nik q, zbir prvih n
£lanova ovog niza je

Sn = a1
qn − 1

q − 1
, ako je q 6= 1, Sn = na1, ako je q = 1.

2.2 Zadaci

Zadatak 2.1. Odrediti zbir svih dvocifrenih prirodnih brojeva.

Re²enje: a1 = 10, d = 1, n = 90
S90 = 90

2 (2 · 10 + (90− 1) · 1) = 90·109
2 = 109 · 45 = 4905

Zadatak 2.2. Re²iti jedna£inu: 53 · 57 · 511 · · · · · 5x = 25105, x ∈ N.

Re²enje: 53+7+11+...+x = 25105 ⇒ 53+7+11+...+x = 5210

3 + 7 + 11 + ...+ x = 210
a1 = 3, d = 4, an = x, Sn = 210
210 = n

2 · (6 + (n− 1) · 4)
420 = 6n+ 4 · n2 − 4n
4n2 + 2n− 420 = 0
2n2 + n− 210 = 0
n1,2 = −1±

√
1+1680
4 = −1±41

4
n1 = 10, n2 = − 21

2
n2 = − 21

2 ne moºe, jer n ∈ N⇒ n = 10
a10 = a1 + (n− 1)d = 3 + 9 · 4 = 39
x = 39
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Zadatak 2.3. Odrediti m ∈ R tako da re²enja jedna£ine
x4 − (3m+ 2)x2 +m2 = 0 £ine aritmeti£ki niz.

Re²enje: uvodimo smenu t = x2 .

t2 − (3m+ 2)t+m2 = 0

t1,2 =
3m+2±

√
(3m+2)2−4m2

2

Re²enja jedna£ine bi¢e oblika: ±
√
t1, ±

√
t2 .

Moºemo pretpostaviti da je prvo re²enje ve¢e od drugog, tj. −
√
t1,−

√
t2,
√
t2,
√
t1

treba da £ine aritmeti£ki niz. Koriste¢i Vietove formule dobijamo:
t1 + t2 = 3m+ 2
t1 · t2 = m2

Sada koristimo uslov zadatka da ovo treba da bude aritmet£ki niz.√
t1 −

√
t2 =

√
t2 − (−

√
t2)√

t1 = 3
√
t2

t1 = 9t2
9t2

2 = m2 ⇒ (3t2)
2 = m2

m = ±3t2
Prvi slu£aj: m = 3t2, menjamo u t1 + t2 = 3m+ 2 .
9t2 + t2 = 3 · 3t2 + 2
t2 = 2, t1 = 18, m = 6
Drugi slu£aj: m = −3t2 .
9t2 + t2 = 3(−3t2) + 2
19t2 = 2
t2 = 2

19 , t1 = 18
19 , m = − 6

19

Zadatak 2.4. Tri broja £ine geometrijski niz £iji je zbir 65. Ako se srednji £lan
uve¢a za 10 dobijamo aritmeti£ki niz. Odrediti te brojeve.

Re²enje: a, b, c £ine geometrijski niz, a+ b+ c = 65 .
a, b+ 10, c £ine aritmeti£ki niz .
a+ b+ c = a+ aq + aq2 = 65
a(1 + q + q2) = 65
a = 65

1+q+q2

c− b− 10 = b+ 10− a
a− 2b+ c = 20
a− 2aq + aq2 = 20
a(1− 2q + q2) = 20

65
1+q+q2 (1− 2q + q2) = 20

45q2 − 150q + 45 = 0
3q2 − 10q + 3 = 0
q1,2 = 10±8

6
q1 = 3, q2 = 1

3
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Prvi slu£aj, q = 3⇒
a = 65

1+3+32 = 65
13 = 5

b = 15, c = 45 ⇒ to je niz {5, 15, 45}

Drugi slu£aj, q = 1
3 ⇒

a = 65
1+ 1

3+
1
9

= 65
13
9

= 65·9
13 = 45

b = 15, c = 5 ⇒ to je niz {45, 15, 5}

Zadatak 2.5. Izra£unati A = 9 + 99 + 999 + ...+ 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n puta

.

Re²enje: A = 9+99+999+...+99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n puta

= 10−1+100−1+...+1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n puta

−1 =

10 + 102 + 103 + ...+ 10n − n

Ozna£imo: Sn = 10 + 102 + 103 + ...+ 10n, b1 = 10, q = 10, paje
A = Sn − n = b1 · q

n−1
q−1 − n = 10 · 10

n−1
10−1 − n = 10

9 (10n − 1)− n

Zadatak 2.6. Duºina stranice kvadrata je a. Sredi²ta stranica datog kvadrata su
temena novog kvadrata itd. Odrediti zbir obima i zbir povr²ina prvih n kvadrata.

Re²enje: Duºina stranice prvog kvadrata je a, a duºina stranice slede¢eg
kvadrata je polovina dijagonale prethodnog, tj. a

√
2
2 = a√

2
.

Obim prvog kvadrata je 4a, a obim narednog je 4a√
2
.

Zbir obima prvih n kvadrata:
a1 = 4a, q = 1√

2
, Sn =?

Sn = a1 · q
n−1
q−1 = 4a ·

( 1√
2
)n−1

1√
2
−1 = 4a ·

1
(
√

2)n
−1

1−
√

2√
2

=

4a
√
2

1−
√
2
· 1+

√
2

1+
√
2
· ( 1

(
√
2)n
− 1) = 4a(2 +

√
2)(1− 1

(
√
2)n

)

Zbir povr²ina prvih n kvadrata:
a2 = b1
a2

2 = b2
a2

4 = b3
...
q = 1

2

Sn = b1 · q
n−1
q−1 = a2 ·

1
2n−1
1
2−1

= 2a2(1− 1
2n ) ovo je zbir povr²ina prvih n kvadrata.
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Zadatak 2.7. Polaze¢i iz iste ta£ke kre¢u se po kruºnici dva tela u suprotnim
smerovima. Prvo telo u prvoj sekundi pre-de 3 ◦,a u svakoj slede¢oj sekundi pre-de
jedan stepen vi²e nego u prethodnoj, a drugo u prvoj sekundi pre-de 1.5 ◦, a u
svakoj slede¢oj 6 stepeni vi²e nego u prethodnoj. Kada ¢e se tela sresti?

Re²enje: an : a1 = 3, d1 = 1
an - koliko se stepeni pomerilo telo A u n-toj sekundi
bn : b1 = 1.5, d2 = 6
bn - koliko se stepeni pomerilo telo B u n-toj sekundi
Uslov: SAn + SBn = 360, gde je SAn ukupan broj stepeni koje pre-de telo A do
susreta, a SBn ukupan broj stepeni koje pre-de telo B do susreta.
n
2 · (6 + (n− 1) · 1) + n

2 · (3 + (n− 1) · 6) = 360
6n+ n2 − n+ 3n+ 6n2 − 6n = 720
7n2 + 2n− 720 = 0
n1,2 = −2±

√
4+20160
14

n1 = 10, n2 ne²to < 0⇒ n = 10

Zadatak 2.8. Neka je a = 0.2777..., b = 0.1636363... . Odrediti a · b u obliku
p
q , gde su p i q uzajamno prosti.

Re²enje: a = 0.2777... = 2
10 + 7

100 + 7
1000 + ... = 2

10 + 7( 1
100 + 1

1000 + ...)

Zagrada je suma geometrijskog reda: b1 = 1
100 , q =

1
10 , |

1
10 | < 1⇒

∑
= b1

1−q

a = 2
10 + 7(

1
100

1− 1
10

) = 2
10 + 7(

1
100
9
10

) = 2
10 + 7 · 1

90 = 18+7
90 = 5

18

b = 0.16363... = 1
10 + 63

1000 + 63
100000 + ... = 1

10 + 63( 1
1000 + 1

100000 + ...)

Zagrada je suma geometrijskog reda: c1 = 1
1000 , q =

1
100 , |

1
100 | < 1⇒

∑
= b1

1−q

b = 1
10 + 63 ·

1
1000

1− 1
100

= 1
10 + 63 ·

1
1000
99
100

=
1
10 + 63 · 1

990 = 1
10 + 21

330 = 9
55

a · b = 5
18 ·

9
55 = 1

22
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2.3 Grani£na vrednost niza

De�nicija 2.6. Za broj a kaºemo da je grani£na vrednost (limes) nekog niza
an, ako se u maloj okolini ε tog broja a nalazi beskona£no mnogo £lanova tog
niza, a izvan te ε okoline samo kona£an broj £lanova tog niza.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)|an − a| ≤ ε
Za takav niz an kaºemo da je konvergentan i da konvergira ka a.

Ako takav broj a ne postoji ili je a = ±∞, niz an je divergentan.
Ako je a = +∞⇔ (∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ an > M).
Oznaka: a = limn→∞ an ili an → a, n→∞
Ako niz ima grani£nu vrednost, onda je ona jednozna£no odre-dena.
a = limn→∞ an, b = limn→∞ an ⇒ a = b.
Ako je limn→∞ an = 0 , kaºemo da je an nula-niz.

2.4 Primeri

Primer 1. Posmatrajmo niz 1
1 ,

1
2 ,

1
3 ,

1
4 ,

1
5 ...

1
n → 0 kada n→∞ tj. limn→∞

1
n = 0

Primer 2. (1 + 1
n )
n =?

n = 1 : (1 + 1
1 )

1 = 2
n = 2 : (1 + 1

2 )
2 = 9

4 = 2.25
n = 3 : (1 + 1

3 )
3 = 64

27 = 2.37
n = 4 : (1 + 1

4 )
4 = 625

256 = 2.44
n = 5 : (1 + 1

5 )
5 = 7776

3125 = 2.48
n = 6 : (1 + 1

6 )
6 = 117649

46656 = 2.52
...
limn→∞(1 + 1

n )
n = e

Primer 3. an = (−1)n
a1 = −1, a2 = 1, a3 = −1, a4 = 1, ...

Nema grani£nu vrednost, jer postoji beskona£no mnogo £lanova niza van ε
okoline bilo kog elementa niza.

Primer 4. Neka je dat niz an = an.

Za a > 1 : limn→∞ an =∞
Za |a| < 1 : limn→∞ an = 0
Za a = 1 : limn→∞ an = 1
Za a ≤ −1 : limn→∞ an ne postoji.
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2.5 Operacije sa grani£nim vrednostima

1. limn→∞ C = C,C = const.

2. limn→∞(C · an) = C · limn→∞ an, C = const.

3. limn→∞(an ± bn) = limn→∞ an ± limn→∞ bn

4. limn→∞(an · bn) = limn→∞ an · limn→∞ bn

5. limn→∞
an
bn

= limn→∞ an
limn→∞ bn

, ako je bn 6= 0 za sve n ∈ N i limn→∞ bn 6= 0

6. limn→∞ abnn = limn→∞ alimn→∞ bn
n

7. (Teorema o dva policajca): Neka su data tri niza an, bn, cn, pri £emu
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)an ≤ bn ≤ cn i limn→∞ an = limn→∞ cn = α.
Tada sledi limn→∞ bn = α.

Neodre -deni izrazi:
∞
∞ ,

0
0 ,+∞−∞, 0 · ∞, 0

0,∞0

Odre -deni izrazi:
∞+∞ =∞
A
∞ = 0 ako je A 6=∞
A
0 =∞ ako je A 6= 0
∞ ·∞ =∞
A · ∞ =∞ ako je A 6= 0

Zna£ajni limesi:

• limn→∞
an

n! = 0, a ∈ R

• limn→∞
np

an = 0, a > 1, p > 0

• limn→∞
np

n! = 0, a > 1, p > 0

• limn→∞
n
√
n = 1

• limn→∞
n
√
a = 1, a > 0

• limn→∞(1 + α
n )
βn = eαβ
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Primer 5. Dokazati (po de�niciji) :

a) limn→∞
1
n = 0, an = 1

n

(∀ε > 0)| 1n − 0| < ε
| 1n | < ε
1
n < ε⇒ εn > 1
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)εn > 1⇒ |an − 0| < ε

b) limn→∞
2n+1
n+2 = 2, an = 2n+1

n+2

(∀ε > 0)| 2n+1
n+2 − 2| < ε

| 2n+1−2n−4
n+2 | < ε

3
n+2 < ε⇒ ε(n+ 2) > 3
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)ε(n+ 2) > 3⇒ |an − 2| < ε

c) limn→∞
n

n2+1 = 0, an = n
n2+1

(∀ε > 0)| n
n2+1 − 0| < ε

n
n2+1 ≤

n
n2 ⇒ 1

n < ε
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)εn > 1⇒ |an − 0| < ε

d) limn→∞
n2−3
n = +∞, an = n2−3

n

(∀ε > 0)n
2−3
n > n2−3n

n = n− 3
(∀n > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)n − 3 > M ⇒ (∀n ≥ n0)an > M, gde je M
neka proizvoljna okolina

e) limn→∞
n2+n
2n2+1 = 1

2 , an = n2+n
2n2+1

(∀ε > 0)| n
2+n

2n2+1 −
1
2 | < ε

| 2n
2+2n−2n2−1
2(2n2+1) | < ε

| 2n−1
2(2n2+1) | < ε
2n−1

2(2n2+1) < ε⇒ 2ε(2n2 + 1) > 2n− 1

(∃n0 ∈ N) tako da 2ε(n20 + 1) > 2n0 − 1
(∀n ≥ n0) 2n

4n2 < ε, tj. 1
2n < ε, pa je 1 < 2nε,

(∀n ∈ N) 1 < 2n0ε
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) 1 < 2nε⇒ |an − 1

2 | < ε

f) limn→∞
n+1
2n2 = 0, an = n+1

2n2

(∀ε > 0)|n+1
2n2 | < ε⇒ n+1

2n2 < ε⇒ 1
n2 < ε

(∃n0 ∈ N)1 < n0ε
(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)εn > 1⇒ |an − 0| < ε
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Primer 6. Neka je an = n2+n−1
3n2+1 . Izra£unati limn→∞ an.

Ideja je da se svaki sabirak podeli sa najve¢im stepenom n, koji da se poja-
vljuje u razlomku, i da se iskoristi 1

nk → 0, n→∞ za k ≥ 1.

limn→∞ an = limn→∞
n2+n−1
3n2+1 = limn→∞

n2

n2 + n
n2− 1

n2

3n2

n2 + 1
n2

= limn→∞
1+ 1

n−
1
n2

3+ 1
n2

= 1
3

Primer 7. Neka je an = ( n
n+1 )

n . Izra£unati limn→∞ an .

Koristimo da je limn→∞(1 + 1
n )
n = e.

limn→∞ an = limn→∞( n
n+1 )

n = limn→∞( (n+1)−1
1+n )n = limn→∞(1 − 1

1+n )
n =

limn→∞(1+ 1
−(1+n) )

−(1+n)· 1
−(1+n)

·n = elimn→∞
n

−1−n = e
limn→∞

1

− 1
n
−1 = e−1 = 1

e .

Primer 8. Neka je an = (
√
n2 − 5n+ 6− n) . Izra£unati limn→∞ an .

Vr²i se racionalisanje.

limn→∞ an = limn→∞(
√
n2 − 5n+ 6−n) = limn→∞

(
√
n2−5n+6−n)(

√
n2−5n+6+n)√

n2−5n+6+n
=

limn→∞
√
n2−5n+6

2−n2
√
n2−5n+6+n

= limn→∞
n2−5n+6−n2
√
n2−5n+6+n

= limn→∞
−5n+6√

n2(1− 5
n+ 6

n2 )+n
=

limn→∞
−5n+6

n
√

1− 5
n+ 6

n2 +n
= limn→∞

−5+ 6
n√

1− 5
n+ 6

n2 +1
= −5

1+1 = − 5
2 .

Primer 9. Neka je an = (n+3)3

n3 . Izra£unati limn→∞ an.

limn→∞ an = limn→∞
n3+9n2+27n+27

n3 = limn→∞
1+ 9

n+ 27
n2 + 27

n3

1 = 1.

Primer 10. Neka je an = ( 2n
2n+1 )

n. Izra£unati limn→∞ an.

Koristi se da je limn→∞(1 + 1
n )
n = e.

limn→∞ an = limn→∞( 2n
2n+1 )

n = limn→∞( (2n+1)−1
2n+1 )n = limn→∞(1 − 1

2n+1 )
n =

limn→∞(1 + 1
−(2n+1) )

−(2n+1)· 1
−(2n+1)

·n = elimn→∞
n

−2n−1 = e
limn→∞

n
n

− 2n
n
− 1

n =

e
limn→∞

1

−2− 1
n = e−

1
2 = 1√

e
.

Primer 11. Izra£unati limn→∞
n2−1

2n2+n+5 .

limn→∞
n2−1

2n2+n+5 = limn→∞
n2(1− 1

n2 )

n2(2+ 1
n+ 5

n2 )
= limn→∞

1− 1
n2

2+ 1
n+ 5

n2
=

limn→∞ 1−limn→∞
1
n2

limn→∞ 2+limn→∞
1
n+limn→∞

5
n2

=

1−0
2+0+0 = 1

2 .
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Primer 12. Neka je an = 2n3

2n2+3 −
1+5n2

5n+1 . Izra£unati limn→∞ an.

2n3

2n2+3 = 2n3+3n−3n
2n2+3 = n(2n2+3)

2n2+3 −
3n

2n2+3 = n− 3n
2n2+3 ;

1+5n2

5n+1 = 1+5n2+n−n
5n+1 = n(5n+1)

5n+1 + 1−n
5n+1 = n+ 1−n

5n+1 ;

limn→∞ an = limn→∞ (n − 3n
2n2+3 − n −

1−n
5n+1 ) = limn→∞ (− 3n

2n2+3 −
1−n
5n+1 ) =

limn→∞ (− 3n
2n2+3 −

1
5n+1 + n

5n+1 ) =
1
5 .
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2.6 Rekurentno zadati nizovi

De�nicija 2.7. Rekurentni niz je niz kog koga se svaki element dobija kao
funkcija prethodnih elemenata, pri £emu su dati po£etni uslovi.

Op²ta formula:
xn+1 = f(xn)

pri £emu je x1 dato.
Rekurentno zadati nizovi su ograni£eni i monotoni.

Zadatak 2.9. Niz je zadat na slede¢i na£in 2 < x1 < 3, 5xn+1 = x2n + 6, tako
da za svako n, xn ∈ (2, 3). Ispitati da li konvegira i ako da odrediti grani£nu
vrednost.

Re²enje:

xn+1 − xn =
x2
n+6
5 − xn =

x2
n+6−5xn

5 = (xn−3)(xn−2)
5 < 0, jer je 2 < xn < 3

pa je (xn − 2) > 0, a (xn − 3) < 0
iz xn+1 − xn < 0 sledi da je xn opadaju¢i
⇒ ∃k = limn→∞ xn
5xn+1 = x2n + 6/ limn→∞
5k = k2 + 6
k2 − 5k + 6 = 0
k1,2 = 5±

√
25−24
2 = 5±1

2 , k1 = 3, k2 = 2 i xn opadaju¢i ⇒ limn→∞ xn = 2

Zadatak 2.10. Niz je zadat na slede¢i na£in x1 = 1, xn+1 = 4xn+2
xn+3 , tako da za

svako n,xn > 0. Ispitati da li konvegira i ako da odrediti grani£nu vrednost.

Re²enje:

(BI) x1 ≤ x2
(IH) xn ≤ xn+1

(IK) xn ≤ xn+1/+ 3
xn + 3 ≤ xn+1 + 3⇒ 1

xn+3 ≥
1

xn+1+3/ · (−10)
−10
xn+3 ≤

−10
xn+1+3/+ 4

4− 10
xn+3 ≤ 4− 10

xn+1+3
4xn+2
xn+3 ≤

4xn+1+2
xn+1+3

xn+1 ≤ xn+2

⇒ ∃k = limn→∞ xn
xn+1 = 4xn+2

xn+3 / limn→∞

k = 4k+2
k+3

k2 + 3k − 4k − 2 = 0
k2 − k − 2 = 0
k1,2 = 1±

√
1+8
2 = 1±3

2 , k1 = 2, k2 = −1 i xn rastu¢i ⇒ limn→∞ xn = 2
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