
Bajesovsko oe�iva�e

Za razliku od klasiqnog (frekvenionistiqkog pristupa), pretpostavl-

jamo da su nepoznati parametri sluqajne veliqine koje imaju neku apri-

ornu raspodelu. Prirodno se postav	a pita�e koju? Mogu�nosti su

razne i to pre svega zavisi od naxeg predzna�a o nekom parametru.

Prirodno je da, kada se dobije neka nova informaija, ta raspodela

promeni.

Osnovni moto Bajesovskog pristupa je da su verovatno�e onolike ko-

liko VERUJEMO da jesu.

Pretpostavimo da predavaq uÆe prvi put u uqioniu na poqetku

semestra i postavi neko pita�e koje se odnosi na razumeva�e prvog pre-

dava�a. Oznaqimo sa p verovatno�u taqnog odgovora. Ukoliko predavaq

nema nikakvo predzna�e o studentima jasno je da najvixe ima smisla

pretpostaviti da p ima U [0, 1] raspodelu. MeÆutim kako odmiqe semes-

tar, predavaq postaje svestan sastava publike i ne�e vixe pretpostavl-

jati da se radi uniformnoj raspodelu. Dakle, apriorna raspodela se

modifikuje. Frekvenionisti bi "ponovili prvi qas" veliki broj puta

i na osnovu toga oenili verovatno�u uspeha. U praksi je to svakako

nemogu�e jer se sastav grupe svake godine me�a a i prvi qas se dexava

jednom godix�e.

Radi bo	eg razumeva�a navex�emo jox jedan primer.

Primer 0.0.1. Pretpostavimo da se novqi� baa N = 3 puta i da je od
tih N puta k = 3 puta palo pismo. �elimo da oenimo verovatno�u

da padne pismo. Ukoliko bismo �eleli klasihno da pristupimo prob-

lemu i iskoristimo metod maksimalne verodostojnosti dobili bismo

da je p̂ = 1.
Naime funkija verodostojnosti je

L(p) ∝ p
∑

N

i=1
I{xi=pismo}(1− p)N−

∑
N

i=1
I{xi=pismo} = p3.

Maksimum funkije na intervalu [0, 1] je bax za p = 1.
Kada ne znamo realizovan uzorak p̂ = X̄n.

Sada kada bismo ponovo baili novqi� oqekivali bismo da ponovo

padne pismo. Xto se ne funkionixe bax tako u praksi.

Mnogo je smislenije da pretpostavimo da p ima U [0, 1] raspodelu i
onda naÆemo aposteriornu raspodelu za p ukoliko znamo da je bilo bax

3 pisma.
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f(p|

N
∑

i=1

I{xi = P} = k) =
P{

∑N

i=1 I{xi = P} = k|p}π(p)
∫ 1

0
P{

∑N

i=1 I{xi = P} = k|p}π(p)dp

=

(

N

k

)

pk(1− p)N−k · 1
∫ 1

0

(

N

k

)

pk(1− p)N−k · 1dp

(1)

Sluqajna veliqina X ima beta β(α, β) raspodelu ukoliko je �ena
gustina

f(x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
, x ∈ [0, 1], α > 0, β > 0

gde je B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

.

Tada je E(X) = α
α+β

, i D(X) = αβ

(α+β)2(α+β+1)
.

Odavde je

f(p|

N
∑

i=1

I{xi = P} = k) =

(

N

k

)

pk(1− p)N−k · 1
∫ 1

0

(

N

k

)

p · pk−1(1− p)N−k · 1dp

=

(

N

k

)

pk(1− p)N−k · 1

E(β(k,N − k + 1))

=

(

N

k

)

pk(1− p)N−k · 1
k

N+1

= Cpk(1− p)N−k.

Dakle aposteriorna raspodela je β(k + 1, N − k + 1).
Vidimo da je klasa raspodela ostala ista ali da su se parametri

promenili. Sada se prirodno postav	a pita�e xta je oena za p.

Ima smisla da oena bude bax moda aposteriorne raspodele. U tom

sluqaju dobijamo isto sto i metodom maskimalne verodostojnosti.

MeÆutim, kako je nekako prirodno misliti na prosek kada opisujemo

sluqajne veliqine, prirodno je da oena bude bax oqekivana vrednost

aposteriorne raspodele.

Tada je p̂ = k+1
N+2

= 4
5
.

Vidimo da kad je N veliko ova oena i oena metodom maksimalne

verodostojnosti se ne razlikuju mnogo.

MeÆutim, xta ako imamo neko predzna�e o novqi�u, npr. da je

vixe verovatno da je p > 0.5 i da npr. pretpostavimo da je apriorna
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raspodela za p beta β(a, b), za a = 3 b = 1. Tada se analognim postupkom

mo�e dobiti da je aposteriorna raspodela za p β(k + a,N − k + b) pa
je p̂ = k+a

N+a+b
= 6

7
.

Vidimo da oena priliqno zavisi od apriorne raspodele. Zato se o

izboru iste mora voditi raquna. Preporuka je da kada zaista nemamo

nikakvog predzna�a o parametru da koristimo neku neinformativnu

raspodelu.

Osim xto zavisi od apriorne raspodele, oena zavisi i od toga koju

numeriqku karakteristiku aposteriorne raspodele smo bax odabrali

(imali smo primer mode i primer oqekivane vrednosti). Svako �e

prirodno birati onu oenu koja je po �emu najbo	a odnosno ona koja mak-

simizira "korist", odnosno minimizira gubitak. Upravo zato moramo

pre oe�iva�a da definixemo funkiju gubitaka.

Neke od najqex�ih funkija gubitaka su

L(θ̂(X), θ) = (θ − θ̂(X))2 (2)

L(θ̂(X), θ) = |θ − θ̂(X)| (3)

L(θ̂(X), θ) = 1, za |θ − θ̂(X)| < ε (4)

Odgovaraju�i oqekivani gubii su

U(θ̂, θ) = E(θ − θ̂(X))2 (5)

U(θ̂, θ) = E|θ − θ̂(X)| (6)

U(θ̂, θ) = P{|θ − θ̂(X)| < ε}. (7)

Sada mo�emo definisati Bajesov rizik

R(θ̂) =

∫ ∞

−∞

U( ˆθ, θ)f(θ|x)dθ. (8)

Zato �emo za Bajesovu oenu uzeti bax onu vrednost koja minimizira

Bajesov rizik. U sluqaju (2) dobija se da je oena za θ E(θ|X), a u

sluqaju (3) med(θ|X). U sluqaju (4), kad ε → 0 dobija se da je oena za

θ argmaxf(θ|X).

S obzirom na prirodu paramtera θ mo�emo na osnovu aposteriorne

raspodele odrediti intervale prekriva�a, odnosno intervale u kojima

se nepoznati parametar nalazi sa verovatno�om β. Ti intervali su

oblika (θ1, θ2) gde su θ1 i θ2 odreÆeni iz uslova P{θ1 < θ < θ2|x} = β.

Jasno je da ovaj uslov ne odreÆuje jednoznaqno konstante θ1 i θ2. Qesto

se odreÆuju tako da je P{θ1 > θ} = P{θ2 < θ} = 1−β
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.
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