
Linearni statistiqki modeli
priprema 2019.

1. Posmatrajmo model linearni model Y = Xβ+ε sa slobodnom qlanom razliqitim od nule i dizajn matricom
X n × (p + 1), β = (β0, ..., βp) vektor nepoznatih parametara, i ε ima vixedimenzionu normalnu Nn(0, σ

2I)
raspodelu, pri qemu je σ2 tako�e nepoznat parametar.

a) Oceniti vrednost C × β, gde je C = (c0, ..., cp) metodom maksimalne verodostojnosti. Koju raspodelu ima ta
ocena? Odrediti 90% interval povereǌa za β0 + β1 + · · ·+ βp.

b) Skup podataka longley (dostupan u R-u) ima 7 promenǉivih: GNP.deflator, GNP, Unemployed, Armed.Forces,
Population, Year i Employed. Napraviti linearan model koji opisuje zavisnost Employed od ostalih
promenǉivih. Odrediti 95% interval povereǌa za βPopulation − βGNP i testirati hipotezu H0 : βPopulation =
βGNP .

v) Xta predstavǉa multikolinearnost? Da li je potrebno poznavaǌe zavisne promenǉive za detekciju iste?
Odgovor obrazlo�iti. Kako se taj problem prevazilazi korix�eǌem nazubǉene regresije? Od qega zavisi
ocena nepoznatih parametara dobijena ovom metodom? Koju raspodelu ima ocena?

g) Ispitati da li u modelu pod b) postoji problem sa multikolinearnox�u? Ako postoji, rexiti problem
izbacivaǌem odgovaraju�ih prediktora. Uporediti koeficijente determinacije poqetnog i novog modela.

d) Pokazati da je
∑n

i=1 ei = 0

�) Da li su reziduali modela nezavisni? A grexke modela ? Odgovor obrazlo�iti.

e) Na xta se odnosi uslov homoskedastiqnosti u linearnom modelu? Kako se detektuje i kako se mo�e rexiti
problem heteroskedastiqnosti?

�) Napraviti linearni model koji opisuje zavisnost promenǉive dist od promenǉive speed iz skupa podataka
cars (ugra�en u R). U model dodati i kvadratni qlan za prediktor speed. Ispitati grafiqki da li posto-
ji problem heteroskedastiqnosti. Ukoliko postoji problem, primeniti Boks-Koks transformaciju zavisne
promenǉive. Da li je problem ubla�en? Koji model (sa ili bez transformacije) boǉe opisuje podatke?

2. a) Objasniti zaxto se regresiona funkcija zavisne promenǉive koja ima Bernulijevu raspodelu ne mo�e
modelirati linearnim modelom. b) Navesti dve link funkcije koje su pogodne za modeliraǌe Bernulijevih
zavisnih promenǉivih.

b) Napisati funkciju verodostojnosti za logistiqki model u kome je X dizajn matrica red n×p+1, a vektor
zavisnih promenǉivih Y .

v) Koja je prednost korix�eǌa logit transformacije nad onstalim link funkcijama?

g) Skup podataka leukemia (dostupan u paketu LSMhelp) sadr�i jednu binarnu promenǉivu REMISS i neprekidne
promenǉive CELL, SMEAR, INFIL, LI, BLAST i TEMP. Napraviti model logistiqke regresije kojim se opisuje uticaj
ovih promenǉivih na promenǉivu REMISS.

d) Napisati koji ste dobili model ukoliko se posmatraju smi mogu�i prediktori.

�) Kako izgleda Valdova test statistika? Na osnovu Valdovog testa, da li su neki prediktori znaqajni i
koji?

e) Testirati da li postoji bilo kakav uticaj prediktora na zavisnu promenǉivu. Odgovor obrazlo�iti.

�) Da li postoji znaqajna razlika izme�u modela koji ukǉuquje samo LI kao prediktor i polaznog modela?

z) Koji od ovih modela je boǉi na osnovu AIC?

e) Xta predstavǉa devijacija modela? Da li se u krajǌem modelu koji ste dobili se devijacija mo�e
iskoristiti za testiraǌe da li je model adekvatan?



1 ##### Zadatak 1.
2 ### 1.b)
3 model <- lm(Employed ∼ ., longley)
4 summary(model)
5 # Pravimo interval poverenja za b_pop - b_gnp kao na petom casu
6 l <- c(0, 0, -1, 0, 0, 1, 0)
7 X <- model.matrix(model)
8 XtXi <- solve(t(X)%*%X)
9 n <- nrow(X)

10 p <- length(model$coefficients) - 1
11 estim <- t(l) %*% model$coefficients
12 stdev <- sqrt(sum(model$res ^2)/(n-p-1) * t(l) %*% XtXi %*% l)
13 lwr <- estim - stdev * qt(0.975 , n-p-1)
14 upr <- estim + stdev * qt(0.975 , n-p-1)
15 c(lwr , upr)
16
17 # Ovaj interval ukljucuje nulu , sto znaci da ne mozemo da odbacimo hipotezu da
18 # je b_pop = b_gnp
19 # Drugi nacin za testiranje H0: b_pop = b_gnp je koriscenjem linear_hypothesis
20 linear_hypothesis(model , t(c(0, 0, -1, 0, 0, 1, 0)), 0)
21 # ili anova ...
22 anova(lm(Employed ∼ . -GNP - Population + I(GNP + Population), longley), model)
23
24 ### 1.g) Multikolinearnost
25 # Mozemo da gledamo vif
26 library(car)
27 vif(model)
28 # Mnoge vrednosti su velike , dakle postoji prisustvo multikolinearnosti
29
30 # Promenljive Unemployed i Armed.Forces imaju vidno manji vif od ostalih , tako
31 # da cemo ih sacuvati.
32 # Pogledajmo korelacije ostalih promenljivih
33 cor(longley[, -c(3, 4, 7)])
34 # Primecujemo izuzetno velike korelacije , mozemo i nacrtati grafike
35 plot(longley[, -c(3, 4, 7)])
36 # Velika linearna zavisnost je prisutna , tako da mozemo ih sve zameniti samo
37 # jednom od promenljivih , npr. Year.
38 model2 <- lm(Employed ∼ Armed.Forces + Unemployed + Year , longley)
39 summary(model2)
40 vif(model2)
41 # U ovom modelu su vif -ovi svi mali (<30) pa nemamo vise problem
42 # multikolinearnosti , dok je koeficijent determinacije smanjen sa 0.9955 na
43 # 0.9928 , sto je vrlo mala razlika , pa je dobar smanjeni model.
44
45 ### 1.zh) Heteroskedasticnost
46 model <- lm(dist ∼ speed + I(speed ^2), cars)
47 # Ispitujemo prisustvo heteroskedasticnosti npr. grafikom zavisnosti apsolutnih
48 # vrednosti standardizovanih reziduala od ocenjenih vrednosti dist.
49 plot(abs(rstandard(model)) ∼ fitted(model))
50 # Vidi se da disperzija raste sa porastom dist , tako da imamo problem
51 # heteroskedasticnosti.
52
53 # Trazimo odgovarajucu box -cox transformaciju
54 library(MASS)
55 bc <- boxcox(model)
56 lambda <- bc$x[which.max(bc$y)] # = 0.38
57 # Pravimo funkciju za transformaciju
58 BC <- function(y) {
59 (y^lambda - 1)/lambda
60 }
61 # Fitujemo model sa boxcox transformisanom zavisnom promenljivom
62 model2 <- lm(BC(dist) ∼ speed + I(speed ^2), cars)
63 summary(model2)
64 plot(abs(rstandard(model2)) ∼ fitted(model2))
65 # Sada je heteroskedasticnost vidno ublazena.
66
67 ##### Zadatak 2.
68 library(LSMhelp) # instalacija: devtools :: install_github ("blaza/lsmhelp ")
69 # ili preuzeti podatke: https://newonlinecourses.science.psu.edu/stat501/sites/onlinecourses.science.psu.edu.stat501/

files/data/leukemia_remission/index.txt
70 # Pravimo pocetni model sa svim prediktorima
71 m <- glm(REMISS ∼ ., leukemia , family=binomial)
72 # U summary vidimo vrednosti Valdovog testa (zvezdice)
73 summary(m)
74 # Svi koeficijenti su beznacajni
75
76 # Testom kolicnika verodostojnosti proveravamo da li postoji uticaj prediktora
77 # na zavisnu. Poredimo model koji ukljucuje samo slobodan clan i nas model.
78 anova(glm(REMISS ∼ 1, leukemia , family=binomial), m, test = "Chisq")
79 # p vrednost < 0.05, pa zakljucujemo da postoji znacajan uticaj
80
81 # Poredimo model samo sa LI sa nasim modelom
82 anova(glm(REMISS ∼ LI , leukemia , family=binomial), m, test = "Chisq")
83 # p vrednost je velika , znaci ne postoji znacajna razlika izmedju dva modela
84 summary(glm(REMISS ∼ LI, leukemia , family=binomial))
85 # AIC za ovaj model je manji nego za prvobitni , dakle bolji je novi model.


