
Uopxteni linearni modeli

U nekim situaijama su zavisne promen	ive diskretnog tipa. Najed-

nostavniji primer bi bila prmen	iva Y koja za svaku vrednost predik-

tora uzima samo dve vrednosti: 0 ili 1 (kategoriqka promen	iva sa dve

vrednosti: DA ili NE, ISTINA ili NEISTINA, ZA ili PROTIV).

Dakle, uslovna raspodela prediktora je

Yi|Xi :
(

0 1
1− π(Xi) π(Xi)

)

Regresiona funkija je

E(Yi|Xi) = π(Xi)

Jasno je, da u ovoj situaiji, linearni model ne bi bio adekvatan. Neki

od razloga su slede�i.

1. Grexke modela ne mogu se modelirati normalnom raspodelom, ili

nekom drugom absolutno neprekidnom i smetriqnom oko nule.

2. Disperzija grexaka modela nije konstantna. Va�i: D(Yi|Xi) =
π(Xi)(1− π(Xi)) = D(εi).

3. S obzirom da je regresiona funkija verovatno�a treba da bude

zadovo	eno da je π(Xi) ∈ [0, 1]. Za linearnu funkiju to oqigledno
ne va�i.

Probit regersija

Radi jednostavnosti, za sada, pretpostavimo da imamo samo jedan

prediktor. π(Xi) = Φ(β∗

0 + β∗

1Xi)
Odavde je Φ−1(π(Xi)) = β∗

0 + β∗

1Xi linearni model. Ova transforma-

ija je poznata pod nazivom probit transformaija.

Logistiqka regresija

π(Xi) =
eβ0+β1Xi

1+eβ0+β1Xi

Odavde je F−1
L (π(Xi)) = log

(

π(Xi)
1−π(Xi)

)

= β0+β1Xi. Ova transformaija

je poznata pod nazivom logit transformaija.

Koliqnik

π(Xi)
1−π(Xi)

se naziva kvota (odds.)
Parametre modela oe�ujemo metodom maksimalne verodostojnosti.

Logaritam funkije verodostojnosti je
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L(β) =

n
∑

i=1

(

Yi log
( π(Xi)

1− π(Xi)

)

+ log(1− π(Xi))
)

=

n
∑

i=1

Yi(β0 + β1Xi)−
n

∑

i=1

log
(

1 + eβ0+β1Xi
)

Maksimum ove funkije odreÆuje se numeriqki. Neka su dobijene

oene β̂0 i β̂1 za nepozante koefiijente β0 i β1. Odavde je oe�ena

regresiona funkija

π̂(Xi) =
eβ̂0+β̂1Xi

1 + eβ̂0+β̂1Xi

Oe�ena logit funkija je

λ̂(X) = β̂0 + β̂1X

Testira�e znaqajnosti koefiijenata se mo�e testirati testom

koliqnika verodostojnisti. Kako

2 log
(L(β̂0, β̂1)

L(β̂0

)

pod nultom hipotezom ima pribli�no χ2
1 raspodelu, mo�emo izvrxiti

testira�e znaqajnosti koefiijenta uz prediktora na uobiqajan naqin.

Jox jedan od naqina da proverimo utiaj svake nezavisne promen	ive

na posmatranu zavisnu, kao znaqaj svakog koefiijenta, odnosno da

se proeni da li �e se izbaiva�em nekog koefiijenta izgubiti na

kvalitetu modela , je Valdov test. Koristi se Valdova test statistika

Z =
β̂i

SE(β̂i)
, i = 0, 1.

Ova statistika, pri va�e�u nulte hipoteze (βi = 0) ima normalnu

raspodelu pa se mogu napraviti odgovaraju�e kritiqne oblasti za testi-

ra�e i izraqunati p-vrednosti testova. Standardno odstupa�e oene se

mo�e dobiti na slede�i naqin.

Oznaqimo sa π̂i = π̂(Xi), kao ωi = π̂i(1−π̂i). Tada je te�inska sredina

X̄ω =

∑n

i=1 ωiXi
∑n

i=1 ωi

.
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te�inska suma kvadratnih odstupa�a je

SSω =
n

∑

i=1

ωi(Xi − X̄ω)
2.

Mo�e se pokazati da su standardna odstupa�a oena parametara

(F leiss et al.2003)

SE(β̂0) =

√

1
∑n

i=1 ωi

+
X̄2

ω

SSω

SE(β̂1) =
1√
SSω

.

Kovarijansa oena parametara je

Cov(β̂0, β̂1) =
X̄ω

SSω

.

Tada je

λ(π̂(X)) = β̂0 + β̂1X,

kao

SE(λ(π̂(X))) =

√

SE(β̂)2 + 2XCov(β̂0, β̂1) +X2SE(β̂1)2

i

SE(π̂(X)) = π̂(X)(1− π̂(X))SE(λ(π̂(X))).

Sada mo�emo napraviti i interval povere�a za π(X).

Do sad nismo govorili o tipu prediktora. Ukoliko je prediktor

diskretna sluqajna veliqina onda mo�emo χ2
testom proveriti znaqa-

jnost koefiijenata.

Qlanove uzorka grupisa�emo na osnovu vrednosti nezavisne

promen	ive. Dakle, za svako Xi iz uzorka formiramo podskup koji

qine oni elementi uzorka qija je nezavisna komponenta jednaka odabra-

nom Xi.

Neka je mj broj elemenata u j-toj podgrupi posmatranog uzorka, j =
1, 2...J . U okviru svake podgrupe se mo�e oeniti uslovna verovatno�a

π(Xj) = P{Y = 1|Xj}. Neka je nj proj elemenata u podgrupi za koje je

vrednost zavisne promen	ive jednaka 1. Oena pomenute verovatno�e,

na osnovu logistiqkog modela je P̂{Y = 1|Xj} = 1

1+e
β̂0+β̂1Xj

. Tada je
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oqekivan proseqan broj elemenata iz uzorka qija je vrednost zavisne

promen	ive 1, jednaka:

n̂j = mjP̂j = mj

1

1 + eβ̂0+β̂1Xj

.

U zavisnosti od raspode	enosti zavisne promen	ive u okviru svake

grupe, kao i meÆusobnom odnosu grupa na osnovu te karakteristike, ko-

riste se razliqite statistike za proveru kvaliteta dobijenog logis-

tiqkog modela.

Pirsonovi reziduali

Pirsonov j-ti rezidual je definisan sa

rj =
nj −mjP̂j

√

mjP̂j(1− P̂j)
=

nj − n̂j
√

n̂j(1− n̂j

mj
)
.

Pirsonova statistika je definisana sa

C =
J
∑

j=1

r2j .

C ima pribli�no χ2
J−2.

Kvalitet Pirsonovih reziduala ispo	ava se qi�eniom da je �ihova

oqekivana vrednost 0, kao i da je za svaki rezidual disperzija ista.

Reziduali devijaije

Rezidual devijaije, za nj − n̂j ≥ 0, je definisan sa:

dj =

√

2

(

nj ln
nj

mjP̂j

+ (mj − nj) ln
mj − nj

mj(1− P̂j)

)

=

√

2

(

nj ln
nj

n̂j

+ (mj − nj) ln
mj − nj

mj − n̂j

)

Za nj − n̂j < 0 za j-ti rezidual se uzima −dj,

za nj = 0

dj = −
√

2mj

∣

∣

∣

∣

ln
mj

mj − n̂j

∣

∣

∣

∣

,
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dok je za nj = mj

dj =

√

2mj

∣

∣

∣

∣

ln
mj

n̂j

∣

∣

∣

∣

.

Test statistika je

D =
J
∑

j=1

d2j .

D ima pribli�no χ2
J−2 raspodelu. Pokazuje se da ovi reziduali

br�e te�e normalno rasporeÆenoj sluqajnoj promen	ivoj, nego Pirson-

ovi reziduali.

Log-Vejbulova regresija

π(Xi) = 1 − e−eβ0+β1Xi
. Odavde je F−1

G (π(Xi)) = log(− log(1 − π(Xi))) =
β0 + β1X1.

Ova trasnformaija, zbog svoje asimetriqnosti, se najqex�e koristi

za modelova�e malih i velikih verovatno�a uspeha. Poznata je pod

nazivom transformaija iteriranog logaritma ( complementary log-log
regression).

Uopxteni linearni modeli

Ovo modeli se sastoje od slede�ih komponenti:

• linearna kombinaija koefiijenata modela

ηj = XT
j β odnosno ηj = β0 +

p
∑

i=1

Xjiβi

• "link" funkije koja predstav	a transforamiju koju treba pri-

meniti na funkiju sred�e vrednosti zavisne promen	ive, da bi

se ta transformisana promen	iva mogla opisati linearnim mod-

elom, odnosno za µj = EYj i link funkiju g va�i

g(µj) = ηj

• disperizija zavisne promen	ive se mo�e predstaviti u obliku

D(Yj) = CV (µj).
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Ukoliko je g(x) = x, V (x) = 1 i C = σ2
dobijamo klasiqan linearni

model.

Ukoliko Yj ∼ B(1, µj) raspodelu i g(x) = F−1
L (x) = log

(

x
1−x

)

i V (x) =
x(1 − x) dobijamo logistiqku regresiju.

Veoma qesto se u praksi jav	a sluqaj kada Yj ∼ P(λj). Tada je µj = λj i

D(Yj) = λj = µj pa je V (x) = x. Treba jox da odredimo link funkiju.

Primetimo da za �u treba da va�i da slika (0,∞) na (−∞,∞). Zato je
prirodan izbor link funkija g(x) = log(x).

Normalna, binomna i Puasonova raspodela pripadaju eksponeni-

jalnoj familiji raspodela.Eksponenijalnoj familiji sa rasporxe�em

(raseja�em) pripadaju sve raspodele za koje se funkija gustine (zakon

raspodele) mo�e prikazati u obliku:

f(x, θ) = e
c(θ)T T (y)−d(θ)+S(y)

φ(τ)

Parametar τ se naziva parametrom rasprxe�a. Kada je φ(τ) poznato
radi se o klasiqnoj eksponenijalnoj familiji raspodela.

Primeri: Bernulijeva raspodela, normalna raspodela, Puasonova

raspodela...(na qasu).

Ukoliko je T (y) = y i c(θ) = θ ka�emo da se radi o raspodeli u

kanonskom obliku. Tada je

EY = −d′(θ) = µ

DY = d′′(θ)φ(τ) = V (µ)φ(τ).

Nepoznati parametri modela se odreÆuju, kao i u sluqaju logistiqke

regresije, metodom maksimalne verodostojnosti.

Vratimo se odabiru link funkije. Ukoliko je link funkija

odabrana tako da je za kanonski parametar θ = η onda takvu funkiju

nazivamo kanonskom link funkijom. Jasno je da je u sluqaju logistiqke

regresije kanonska funkija bax logit funkija.

Prednost odabira kanonske link funkije je xto je tada XTY do-

vo	na statistika za β jer je

L(y, θ) = e

∑n
i=1 yix

T
i β−d(xTi β)−S(yi)

φ(τ)

0.0.1 Asimptotska svojstva ML oene

• asimptotska normalnost (na qasu)

• Valdova statistika

• Devijaija
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0.1 Puasonova regresija

Kanonska link funkija je g(t) = log(t). Tada je

l(β) =

n
∑

i=1

yi log(e
xT
i β)− ex

T
i β + Const

U sluqaju zasi�enog modela je

l(µ) = −
∑

i

yi +
∑

i

yi log(µi) + Const

Odavde je oena za µi bax yi Odgovaraju�a devijaija je

D(y, µ̂) = 2(l(µ)− l(µ̂)) = 2
n

∑

i=1

yi log(
yi

µ̂i

)− 2(yi − µ̂i) = 2
∑

i

yi log(
yi

µ̂i

)

Statistika D ima pribli�no χ2
n−broj oe�enih parametara

raspodelu.
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