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Raspodela kvadratne forme

Theorem (Kohran)
Neka su X1, ...,Xn nezavisne N (0, σ2) slučajne velićine i neka je

n∑
i=1

X 2
i =

k∑
j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k, pri
čemu je R(Aj) = rj . Tada je

∑k
j=1 rj = n ako i samo ako

1 Q1, ...,Qk su nezavisne slučajne veličine i
2 Qj/σ

2 ima χ2
rj raspodelu.
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Primer 1

Uzoračka sredina X̄ i popravljena uzoračka disperzija S2 su nezavine
slučajne veličine, i (n − 1)S2/σ2 ima χ2

n−1 raspodelu

(n − 1)S2 =
n∑

i=1
X 2

i − n(X̄ )2

XTX = XT
(
I − J

n
)
X + XT J

nX
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Primer 2

SSTO
σ2 ∼ χ2

n−1

SSE
σ2 ∼ χ

2
n−p−1

SSR
σ2 ∼ χ

2
p

i nezavisne su
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Dokaz

Lemma
Neka su x1, ...xn realni brojevi. Pretpostavimo da se suma

∑n
i=1 x2

i mozhe
predstaviti kao zbir k kvadratnih formi

∑k
j=1 Qj gde je Qi = xTAix i

R(Ai ) = ri . Ako je
∑k

i=1 ri = n tada postoji ortogonalna matrica M, takva
da za x = My vazhi

Q1 = y2
1 + · · · y2

r1

Q2 = y2
r1+1 + · · · y2

r1+r2

· · ·
Qk = y2

n−rk+1 + · · · y2
n
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Raspodela kvadratne forme

Theorem
Neka slučajni vektor X ima N (θ, σ2I) raspodelu i neka je

n∑
i=1

X 2
i =

k∑
j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k, pri
čemu je R(Aj) = rj . Tada je

∑k
j=1 rj = n i

∑k
j=1 µj = θT θ ako i samo ako

1 Q1, ...,Qk su nezavisne slučajne veličine i
2 Qj/σ

2 ima χ2
rj (µj) raspodelu, pri čemu je µj = θTAjθ
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Raspodela kvadratne forme

Neka slučajni vektor X ima N(θ, σ2I) raspodelu i neka je Q1 = XTA1X i
Q2 = XTA2X , gde su A1 i A2 dve simetrične matrice. Tada su Q1 i Q2
nezavisne ako i samo ako je A1A2 = 0.
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Gausov model

Funkcija verodostojnosti

L(β, σ2) =
1

(2πσ2)
n
2
e−

(Y −Xβ)T (Y −Xβ)

2σ2

Ocena metodom maksimalne verodostojnosti za β poklapa sa ocenom
metodom najmanjih kvadrata, odnosno

β̂ = (XTX )−1XTY

Ocena za σ2 je

σ̂2 =
1
n (Y − X β̂)T (Y − X β̂)
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Gausov model

L(β̂, σ̂2) =
1

(2πσ̂2)
n
2
e−

1
2n ∼ σ̂−n

β̂ ∼ N(β, (XTX )−1σ2)
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Testiranje linearne hipoteze

H0 : Cβ = γ,

gde je C m × (p + 1) matrica.

Test količnika verodostojnosti

Treba nam minimum S(β) = (Y−Xβ)T (Y−Xβ)
n uz uslov Cβ − γ = 0.
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Sistem normalnih jednačina

L(β, a) = (Y − Xβ)T (Y − Xβ)− aT (Cβ − γ).

∂

∂β
L(β, a) = −2XTY + 2XTXβ − CT a = 0

∂

∂aL(β, a) = γ − Cβ = 0.
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Rešenje

β̂0 = β̂ + (XXT )−1CT [C(XXT )−1CT ]−1(γ − C β̂)

σ̂2
0 =

(Y − β̂0X )T (Y − β̂0X )

n
=

1
n
(

(Y − β̂X )T (Y − β̂X ) + (C β̂ − γ)T [C(XTX )−1CT ]−1(C β̂ − γ)
)

L(β̂0, σ̂20) ∼ σ̂−n
0
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Test količnika verodostojnosti

Pretpostavimo da je H1 : βX 6= γ. Tada je količnik verodostojnosti

λ =
max

H1∪H0
L(β, σ2)

max
H0

L(β, σ2)
=

L(β̂, σ̂2)

L(β̂0, σ̂2
0)

=
( σ̂2

0
σ̂2

) n
2

=
(
1 +

(C β̂ − γ)T [C(XTX )−1CT ]−1(C β̂ − γ)

eT e
) n

2

W = {λ > c}.
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Ako važi H0 :

C β̂ − γ ∼ Nm(Cβ − γ, σ2C(XTX )−1CT )

Q = (C β̂ − γ)T [C(XTX )−1CT ]−1(C β̂ − γ) ∼ σ2χ2
m

Q = (C β̂ − Cβ)T [C(XTX )−1CT ]−1(C β̂ − Cβ)

= (C(XTX )−1XT ε)T [C(XTX )−1CT ]−1C(XTX )−1XT ε

= εTX (XTX )−1CT [C(XTX )−1CT ]−1C(XTX )−1XT ε

= εTPε,

gde je P = X (XTX )−1CT [C(XTX )−1CT ]−1C(XTX )−1XT #

eT e = SSE = εTMε ∼ σ2χ2
n−p−1
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Raspodela test statistike

PM = 0

Q
m

eT e
n−p−1

∼ Fm,n−p−1
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Primer
Pretpostavimo da testiramo nultu hipotezu H0 : β1 = β2 = · · ·βp = 0
protiv komplementarne hipoteze. Tada je

L(β̂0, σ̂
2
0) ∼

(SSTO
n

)− n
2
.

Odavde, je

λ =
(SSTO

SSE
) n

2
=
(
1 +

SSR
SSE

) n
2
.

Primenom Kohranove teoreme, ili teoreme o nezavisnosti kvadratnih formi
dobija se da

SSR
p

SSE
n−p−1

∼ Fp,n−p−1.
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Primer

U slučaju da želimo da testiramo hipotezu da je βk = 0

Q
eT eT

n−p−1
∼ F1,n−p−1.
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